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V.

Kritische Betrachtungen zur theoretischen
Statistik.

Von

Dr. L. von Bortkewitsch.

Erster Artikel.

Es wird die Aufgabe der vorliegenden Studie sein, die Bedingungen
der Anwendbarkeit der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die Lehre
von den sozialen Massenerscheinungen etwas eingehender, als es ge-
wohnlich geschieht, zu priifen und speziell zu zeigen, dall die Grenzen
fiir jene Art der Behandlung statistischer Ergebnisse nach bestimmten
Richtungen hin zu eng gesteckt worden sind, wihrend zugleich die
praktische Bedeutung der Wahrscheinlichkeitsrechnung fiir die Statistik
vielfach tiberschitzt wurde.

Meine Untersuchung stiitzt sich, abgesehen von den Klassikern
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, auf die Schriften von W. Lexis
und J. von Kries, auf die ich schon hier ganz allgemein verwiesen
haben mochte, um etwaigen Miliverstindnissen vorzubeugen. Denn
solche konnten sich leicht in Fillen einstellen, wo ich, auf einen der
genannten Autoren Bezug nehmend, es fiir iiberfliissig erachtete, die
eine oder die andere der originellen Anschauungen, an denen ihre
Werke so reich sind, des niheren zu erdrtern?!).

Die erste Frage, welche hier zur Sprache gebracht werden soll,
ist nun die: Was folgt fiir die wahrscheinlichkeitsrech-

1) Von den Schriften Lexis’ kommt in erster Linie in Betracht ,,Zur Theorie der
Massenerscheinungen in der menschlichen Gesellschaft®, 1877. Aufserdem sind zu nennen:
das Schlufskapitel der ,Einleitung in die Theorie der Bevilkerungsstatistix'‘, 1875
ferner die Artikel ,,Gesetz'’, ,Geschlechtsverhiiltnis bei Geborenen und Gestorbenen*,
»Anthropologie und Anthropometrie’ im Handworterbuch der Staatswissenschaften. In
diesen Jahrbiichern siehe ,,DDas Geschlechtsverhiltnis der Geborenen und die Wahrschein-
lichkeitsrechnung¢ (1876), ,,Ueber die Theorie der Stabilitiit statistischer Reihen* (1879)
und ,,Ueber die Wahrscheinlichkeitsrechnung und deren Anwendung anf die Statistik* (1886).

Johannes von Kries, Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, eine
logische Untersuchung. 1886.

Dritte Folge Bd. VIII (T.XIII). 41
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nerische Behandlung einer statistischen Verhaltnis-
zahl aus dem Umstande, daB letzere als eine Durch-
schnittswahrscheinlichkeit anzusehen ist?

Begriff und Wesen der Durchschnittswahrscheinlichkeit ergeben
sich aus nachstehenden Betrachtungen.

Denkt man sich eine Gesamtheit von z gleichmoglichen 1) Fillen,
bei der die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines bestimmten Er-
eignisses p ist, in eine Anzahl von Teilgesamtheiten, die aus je
2y, &5, 2; . ... Fillen bestehen, zerlegt und ist dann die Wahr-
scheinlichkeit des Eintretens des in Frage stehenden Ereignisses bei
der ersten Teilgesamtheit p,, bei der zweiten p,, bei der dritten p,
u. s. f., so ergiebt sich oftenbar die Beziehung

2 2 2
p=71p1 +72172 +—;'.p3+""

Unter diese Form gebracht, wird die Grofe p als eine Total-
wahrscheinlichkeit und im Gegensatz zu ihr die Summanden

%‘pl,-z;fpz,iips ... alsPartialwahrscheinlichkeiten be-
zeichnet.

Es fehlt indessen an bestimmten Terminis, um das eigentiimliche
Verhiltnis der Wahrscheinlichkeit p zu den Wahrscheinlichkeiten p,,
Dy Ps .. ..2u charakterisieren. Man wolle die erste cine General-
wahrscheinlichkeit und die letzteren Spezialwahrschein-
lichkeiten nennen.

Es ist zuniichst klar, daf die Zerlegung einer Totalgesamtheit
von z Fillen in so und so viele Teilgesamtheiten in sehr verschiedener
Weise durchgefiilhrt werden kann, und zwar, nicht nur wenn die Zu-
gehorigkeit jedes Einzelfalles zu der einen oder der anderen Teilge-
samtheit durch Zufall bestimmt wird, sondern unter Umstinden auch
dann, wenn die Zerlegung planmilig, d. h. auf Grund bestimmter,
an den Kinzelfillen zur Wahrnehmung gelangender Unterscheidungs-
merkmale erfolgt. .

Sodann aber leuchtet es ein, daf die Wahrscheinlichkeiten
P1y P2y Py - - ..., die sich nach der durchgefiihrten Zerlegung heraus-
gestellt haben, sich durch fortgesetzte Zerlegung ihrerseits unter die
Form von Generalwahrscheinlichkeiten in vielen Fillen wiirden bringen
lassen und daf diese Operation noch weiter verfolgt werden kann.

Die Art der Zusammensetzung einer Generalwahrscheinlichkeit

1) v. Kries hat im Kap. III (besonders § 6) der ,Prinzipien‘‘ gezeigt, dals (.lie.
ibliche Annahme der Gleichmdglichkeit aller Fille, deren Zahl als Nenner im
Wahrscheinlichkeitsbruch erscheint, weder fiir die Fixierung des Begriffs der Wahrschein-
lichkeit und die Ableitung der Siitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung notwendig ist,
noch auf die Fille der Erwartungsbildung bei Zufallsspielen pafst. Seinen auf diesen
Punkt sich beziehenden geistvollen und hochst wichtigen Ausfithrungen kann ich meiner-
seits nur beipflichten. Wenn ich aber trotzdem an der iiberlieferten Hypothese qer
Gleichméglichkeit der in Betracht kommenden Félle im Text festhielt, so geschsfh dies
nur, um das Verstindnis des dort Entwickelten durch Einfiihrung einer noch wenig ver-
breiteten, zumal etwas komplizierten Anschauung nicht zu erschweren.
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aus Spezialwahrscheinlichkeiten ist somit keine objektiv feststehende
Thatsache, sondern vielmehr das Ergebnis einer Operation oder einer
Reihe von Operationen, bei deren Ausfithrung die Willkiir nicht aus-
geschlossen ist.

Eine sehr einfache Erwigung zeigt aber, dal es auf die Ver-
schiedenheit bestimmter Arten der Zusammensetzung in solchen Fillen
nicht ankommt, wo einige der GrdBen p,, p,, ps ... einander gleich
sind. Denn ob man z. B. bei p, = p,,

Z 4 4
p="p P+ e+ p

oder aber

2, +2 ]
p=%—2p1+ Pt
schreibt, ist fir die Zwecke der Erkenntnis irrelevant, da ja der obere
Ausdruck im Vergleich zum unteren unser Wissen iiber die in Frage
stehende Erscheinung in nichts zu bereichern vermag.

Ein iberaus wichtiger Fall liegt vor, wenn alle GroBen p,, p,,
Pg . ... einander gleich sind. Wir wollen dieses Verhalten so aus-
driicken, dall wir sagen: Die Wahrscheinlichkeit p verhalt sich in
Bezug auf die vorgenommefe~Zertepuiig indifferent. Damit ist
aber nicht gesagt, dal sich bei einer anderen Art der Zerlegung das
gleiche Resultat herausstellen wiirde. Jede gegebene Wahrscheinlich-
keit wird sich vielmehr in Bezug auf sehr viele Arten der Zerlegung
indifferent verhalten, auf andere aber reagieren.

Fiir den Fall nun, wo sich eine Wahrscheinlichkeit p auf simt-
liche denkbaren Arten der Zerlegung indifferent verhilt, wollen wir
ihr mit v. Kries eine definitive Bedeutung zusprechen!). Hat
man es mit solch einer Wahrscheinlichkeit zu thun, so ist offenbar
jede Zerlegung zwecklos, weil deren Ergebnis im voraus bekannt ist.

Es fragt sich aber, wie man zu der Ueberzeugung gelangt, dall
einer Wahrscheinlichkeit definitive Bedeutung zukomme.

Bei Wahrscheinlichkeiten a priori geschieht es auf die Weise,
daB man die Zerlegung in Teilgesamtheiten bis zur dullersten Grenze
verfolgt, und diese Grenze ist erst dann erreicht, wenn man so viele

uﬁiﬁten gebildet ha

Teilgesam t, als Einzelfille vorliegen. M. a. W. lost
nmiafi die Totalgesamtheit in Finzelfille auf Findet man dann, dal

fir jeden Einzelfall der Wahrscheinlichkeitsansatz der gleiche sein
muB, so ist damit die Bedingung der definitiven Bedeutung der General-
wahrscheinlichkeit erfiillt, weil man gewil ist, daB bei beliebiger Zu-
sammenfassung der Einzelfille sich stets Teilgesamtheiten mit gleicher
Wahrscheinlichkeit ergeben werden. Daher kann man sagen, daf der
Generalwahrscheinlichkeit dort eine definitive Bedeutung zukommt,
wo die ,Chancengleichheit der Einzelfalle® (v. Kries)
Statthat. M b s MY e Jseme apnal o me e 4 eI At s

Hat man es aber mit einer Wahrscheinlichkeit a posteriori zu

1) Prinzipien 8. 110—112,
41%
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thun, so ist dasselbe einfache und sichere Kriterion nicht mehr an-
wendbar. Stellt hier p* den aus der Erfahrung — also etwa aus »
Versuchen — ermittelten Néahrungswert der in Frage stehenden Wahr-
scheinlichkeit p dar und setzt sich die Totalgesamtheit der beobachteten
Falle » in dhnlicher Weise wie vorhin die Totalgesamtheit aller mog-
lichen Fille #, die in Teilgesamtheiten z,, 24, 25 ..... zerfiel, aus
entsprechenden Teilgesamtheiten, auf die je #»,, %y, %, .... Einzel-
falle oder Versuche entfallen zusammen, so besteht die Gleichung

p= pl—l— pg—!— p5+

WO P'yy Doy D'g - .- dle aus der Erfahrung bestimmten Werte fiir
Py Py Ps - ... zu bedeuten haben. Sollte nun die Zerlegung nach
einem Prinzip erfolgt sein, dem gegeniiber sich die Wahrscheinlichkeit
p indifferent verhilt, so brauchten die GroBen [ /P /R darum
nicht einander gleich zu sein. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung stellt
aber Regeln auf, nach denen aus dem gegenseitigen Verhalten der
Groflen p'y, p'y, 5 - - . . darauf zu schliessen ist, ob die Abweich-
ungen letzterer GroBen von p’ etwaigen Differenzen zwischen p,, p,,
Ps3.... und p oder aber der Wirkung ,,zufalliger Ursachen" zuzu-
schreiben seien. Die erwdhnten Regeln sind jedoch nur unter der
Bedingung anwendbar, daff die Zahlen #,, m,, 74 . ... bereits ,grofe*
Zahlen seien, und vollends unbrauchbar werden diese Regeln, wenn
sich jene Zahlen auf 1 reduzieren. Es ist dabei zu beachten, dall in
der Gesamtheit beobachteter Einzelfille » moglicherweise nicht alle
moglichen Falle, die der Gesamtheit z angehoren, vertreten sind.
Daher steht das bei Wahrscheinlichkeiten a priori zur sicheren Ueber-
zeugung von der definitiven Bedeutung der betreffenden Generalwahr-
scheinlichkeit fithrende Mittel — namlich die Auflosung der Totalge-
samtheit in Einzelfille — fiir den in Frage stehenden Fall nicht zur
Verfiigung, und es bleibt hier nichts anderes iibrig, als die Totalge-
samtheit der beobachteten Fille nach verschiedenen Richtungen hin
in Teilgesamtheiten zu zerlegen und jedesmal zu priifen, ob die Diffe-
renzen zwischen p’,, p’,, »'5 ... und p’ die fiir die Wirkung zufalliger
Ursachen maBgebenden Spielriume nicht iiberschreiten. Miihsam wie
sie ist, vermag eine solche Priifungsmethode niemals die volle Sicherheit
zu gewahren ‘daB man durch Zerlegung den Zustand der Chancengleich-
heit der Einzelfalle innerhalb der erhaltenen Teilgesamtheiten herbei-
,gefiibrt hat, weil man sich dem Zweifel nicht wird verschliessen konnen,
‘ob nicht vielleicht bei Zusammenfassung der Einzelfille nach einem
neuen Prinzip — und die Zahl der Prinzipien, die sich in Anwendung
bringen lassen, hat nur an der Zahl der Unterscheldunwsmerkmale die
an den Emzelfa]len wahrgenommen werden konnen, eine Grenze — sich
Differenzen zwischen den fiir einzelne neu geblldete Teilgesamtheiten
zu erhaltenden Wahrscheinlichkeiten ergeben wiirden, die nicht mehr
. auf die Wirkung des Zufalls zuriickzufiihren wiren l)

1) Ueber die Priifung der Chancengleichheit bei aposteriorischen Wahrscheinlich-
keiten bei v Kries, Kap. VI, § 6. Auch Lexis, Einleitung in die Theorie § 79.
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~ Speziell also in der Statistik, die ihrer Methode gemiB niemals
in die Lage kommt, Wahrscheinlichkeiten ,anzusetzen, sondern solche
erst a posteriori zu ermitteln sucht, wird man den Fall von Wahr-

scheinlichkeiten, denen definitive Bedeutung zukommt — man wolle
solche Wahrscheinlichkeiten Elementarwahrscheinlichkeiten?)
nennen — stets als Ausnahmefall anzusehen haben.

Man wird hingegen sagen diirfen, daf den normalen Fall fir die
Statistik Wahrscheinlichkeiten darstellen, denen definitive Bedeutung
nicht zukommt?). In folgendem werde ich solche Wahrscheinlich-
keiten als Durchschnittswahrscheinlichkeiten bezeichnen.
Es ist wohl denkbar, daB der Mannigfaltigkeit des Geschehens auf dem
Gebiete der sozialen Massenerscheinungen Elementarwahrscheinlich-
keiten zu Grunde liegen. Ich meine nur, daB die Statistik ihre Me-
thoden auf Durchschnittswahrscheinlichkeiten einzurichten hat, denn
vorausgesetzt sogar, dall es ihr einmal gelungen wire, durch geeignete
Abgrenzung eine Masse herzustellen, innerhalb deren die Bedingung
der Chancengleichheit der Einzelfille erfiillt wire (eine absolut gleich-
artige Masse), so wiirde sie nach den vorstehenden Ausfithrungen
schwerlich — vielleicht iiberhaupt nicht — imstande sein, eine feste
Ueberzeugung davon zu gewinnen.

Die iiblichste Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die
Statistik besteht in der Berechnung der sog. Prdacision einer Wahr-
scheinlichkeitsgrofle, als welche eine statistische Verhiltniszahl be-
trachtet wird.

Unter Pracision versteht man eine Konstante A, die, mit der posi-
tiven Grofe @ multipliziert, das Argument in der Tabelle der Werte
der Funktion F,3) ergiebt, welch letztere Funktion die Wahrschein-
lichkeit fiir den a posteriori zu ermittelnden Wert p’ der Wahrschein-
lichkeit p, in den Grenzen von p —a bis p +a enthalten zu sein, aus-
driickt.

Die GroBe & steht mit dem sog. mittleren Fehler f, d. h.
mit der Quadratwurzel aus der mathematischen Erwartung des Qua-
drates der Abweichung e in der Bezichung

1 4
f=t2t
Ly 2

1) Lexis, ebenda §§ 93 u. 94, fiihrt den Ausdruck ,Elementarmassen* fiir solche
Gesamtheiten ein, bei denen die Chancengleichheit der Einzelfille Platz greift.

2) Vgl. A, Cournot, Grundlehren der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Deutsch von
Schnuse, 1849, S. 152,

u
2 —t?
3) Die numerische Auswertung der Funktion Fy = V_fe dt findet man in
;S
0
den meisten Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
4) Der ,,mittlere Fehler* in dem im Text angegebenen Sinn ist von der ,erreur
moyennc* bei Laplace u. a. wohl zu unterscheiden. Laplace versteht darunter die

mathematische Erwartung ¢ der positiven Abweichung p'—p (die math. Erwartung der

daher e=

1
negativen Abweichung p’ —p ist —¢). Es ist e = ———= —if.
gp—r > B PRV Voo
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Ist der Wahrscheinlichkeitswert »° aus » Versuchen ermittelt
worden und stellt » eine grofie Zahl dar, so gelten die Gleichungen

_]/L rq
h= 5 -
wo g=1—np.

Die Berechnung der Pricision oder des mittleren Fehlers bezweckt
den Spielraum fir die Wirkung zufilliger Ursachen zu bestimmen.
Hat man z. B. bei einer statistischen Masse von » Fillen m Mal

. . - M
das Eintreten eines Ereignisses beobachtet, mithin ;———p' als em-

pirischen Wert der gesuchten Wahrscheinlichkeit p gefunden, bei einer
anderen Masse aber von ' Fallen dasselbe Ereignis m’ Mal eintreten

sehen, somit —”————p“ als zweiten empirischen Wert fiir die Wahr-
scheinlichkeit des Eintretens desselben Ereignisses ermittelt, so fragt
es sich, ob die so erhaltene Differenz w g dus der Wirkung zu-

falliger Ursachen zu erklaren ist oder nicht. Im ersten Fall wire an-
zunehmen, dal den empirischen Wahrscheinlichkeiten p’ und p“ ein
und dieselbe abstrakte Wahrscheinlichkeit p 7u Grunde liegt. Im
zweiten Fall aber wire solch eine Annahme nicht mehr zulissig und
man miilte fir eine jede der beobachteten Massen eine besondere ab-
strakte Wahrscheinlichkeit statuieren.

Die Rechnung zeigt nun, daf fiir den Fall, wo sowohl bei der
ersten als bei der zweiten Masse die abstrakte Wahrscheinlichkeit p
gelten wiirde, eine bestimmte Wahrscheinlichkeit F), fiir die zu erhaltende

‘

Differenz . den Grenzen von —a bis 4+ a enthalten zu sein,

resp. diese Grenzen nicht zu iiberschreiten vorhanden wiare. Man hat
hierbei = h"a zu setzen und die Konstante 2, die in analoger Weise
als Priacision der Differenz p’ —p” bezeichnet werden mag, berechnet
sich aus der Formel -
. hh
ViE
wo h resp. k' die Pricisionen von p’ resp. p* bedeuten.
Bei groflem » und n lbt es eine erlaubte Annaherung,

“

/ .
h= " vesp =]/ Z—
2(-2) 2 (1-7)
n n n’ n’

zu setzen, und man kommt schlieflich auf die Formel

nn''y nn’
o }

Wil e
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So lieBe sich leicht an der Hand einer Tabelle der Werte F, die
Wahrscheinlichkeit dafiir bestimmen, daf eine gegebene Differenz

oy auf die Rechnung zufilliger Ursachen zu setzen sei!).

Hat man aber statt zwei Verhiltniszahlen eine ganze Reihe
P p’y p” . ... solcher Zahlen zu vergleichen, die einer Reihe nach
einem bestimmten Prinzip unterschiedener Massen entsprechen, also
z. B. so, daB jede Masse die Fille eines bestimmten Jahrganges um-
fafit, so gilt es auch hier, sich ein Urteil dariiber zu bilden, ob die
Schwankungen, welche die ermittelten Zahlenwerte aufweisen, aus der
Wirkung zufalliger Ursachen zu erkliren seien oder nicht. Bleibt
nimlich bei einer Anzahl A4 von Versuchsreihen, die aus je n Einzel-
versuchen bestehen, die abstrakte Wahrscheinlichkeit p dieselbe, so
ist nach dem Vorstehenden zu erwarten, dafl sich die zu ermittelnden
empirischen Wahrscheinlichkeitswerte, nach ihrer Grifle geordnet, in
einer bestimmten Weise um p gruppieren werden. Denn es besteht
cine angebbare Wahrscheinlichkeit F, fiir einen empirischen Wert
der gesuchten Wahrscheinlichkeit innerhalb der Grenzen p —a und
und p+a zu liegen und demgeméal driickt das Produkt 4 F', die Zahl
der Versuchsreihen, bei denen diese Fehlergrenzen erwartungsmiflig
nicht berschritten werden. Zur Bestimmung der erwartungsmaBigen
Gruppierung der empirischen Wahrscheinlichkeitswerte um den ab-
strakten Wahrscheinlichkeitswert p ist die Kenntnis der GroBe p und
der Pracision %, die ihrerseits von p abhangt, erforderlich. Man hilft
sich hierbei mit der Anniherung, die darin besteht, die Unbekannte p
durch einen Mittelwert p, aus den erhaltenen Werten p’, p”, p*...
zu ersetzen 2). Die so gewonnene erwartungsméfiige Gruppierung ist
nun der effektiven, die in der Reihe p’, p*,p.... ihren Ausdruck
findet, gegeniiberzustellen, was selbstverstandlich nur dann einen Sinn
hat, wenn 2 eipe nicht zu kleine Zahl ist.

Zeigt sich dann eine befriedigende Uebereinstimmung der effektiven
Gruppierung mit der erwartungsméaligen, so ist es ein Zeichen dafiir,
dafl die in Frage stehende abstrakte Wahrscheinlichkeit konstant ist
und die Schwankungen der empirischen Wahrscheinlichkeitswerte auf
die Wirkung des Zufalls zuriickzufiihren sind, Dies ist nach Lexis
der Fall der normalen Dispersion.

Lexis greift ferner aus allen denkbaren Arten des Verhaltens der
Zahlenwerte p’, p”, p** . ... zwei fiir die Theorie wichtige Fille heraus,
die er mit den Namen unternormale Dispersion und iber-
normale Dispersion bezeichnet.

Unternormale Dispersion ist vorhanden, wenn sich die Zahlen-
werte p”, p”,p"* ... der Funktion F, entsprechend um p, gruppieren,

1) Niiheres dariiber findet sich bei L exis, Einleitung in die Theorie der Bev.-T- Y3
Statistik, im letzten Kapitel, und bei Westergaard, Grundziige der Theorie der
Statistik.

2) Das nihere dariiber findet sich unten.
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jedoch so, daB die Pricisionskonstante % in ¥, nicht mehr gleich,
sondern groBer ist als die erwartungsméfige Priicisionskonstante

V—n~ resp V n wo ; 1
2pq ' 2py g0’ do====las

Bei iibernormaler Dispersion hingegen ist fiir die Reihe p’, p'/ p'*/ ..
ebenfalls die Funktion F), manebend, nur daB fiir 2 statt der er-

wartungsméligen Pracionskonstante I/ 7}5&(}_ ein kleinerer Wert zu
0 10

setzen ist.

Deutet eine unternormale Dispersion darauf hin, dall eine Ursache
oder ein Ursachenkomplex im Spiel sein muB, der auf die Schwankungen
der empirischen Wahrscheinlichkeitswerte ausgleichend einwirkt, so ist
andererseits eine iibernormale Dispersion am besten aus der Annahme
erklarlich, dafl den einzelnen Versuchsreihen verschiedene abstrakte
Wahrscheinlichkeiten entsprechen, die sich jedoch so verhalten, als

‘stellten sie mit zufélligen Fehlern bebaftete Ausdriicke einer gemein-
. samen abstrakten Wahrscheinlichkeit dar.

Samtliche Fille nun, die weder unter die Form der normalen,
noch der unternormalen oder iibernormalen Dispersion zu bringen sind,
werde ich als Fille unregelméaBiger Dispersion bezeichnen.
Letztere ist nur mit der Vorstellung vereinbar, daf die den Zahlen-
werten p’, p”, p’.... zu Grunde liegende abstrakte Wahrscheinlich-
keit sich von Versuchsreihe zu Versuchsreihe andert, und zwar nicht
mehr ,zufillig, wie es bei ibernormaler Dispersion der Fall ist.
Hier bilden die Werte p‘, p”, p"*.... nach Lexis eine sympto-
matische Reihel). & . duid(sg >

Ob man es also bei zwei Verhiltniszahlen oder aber bei einer
langeren Reihe solcher Zahlen zu priiffen unternimmt, inwiefern die zu
Tage tretenden numerischen Differenzen resp. Schwankungen dem Zu-
fall zuzuschreiben seien, beide Male kommt es auf die Berechnung der
erwartungsméligen Pricisionskonstante an. Die Folge einer unrichtigen
Berechnung wird nun verschieden sein, je nachdem man die Pricisiop
zu hoch oder zu niedrig veranschlagt hat. Im ersten Fall wird man
geneigt sein, die Differenzen zwischen zwei empirisch gewonnenen Wahr-
scheinlichkeitswerten oder die Schwankungen bei einer Anzahl solcher
Werte auf Ungleichheit der in Frage stehenden abstrakten Wahr-
scheinlichkeiten, die den einzelnen zu vergleichenden statistischen
Massen entsprechen, schon dann zuriickzufiihren, wenn jene Differenz
oder diese Schwankungen bei korrekter Berechnung der Pricision noch
als Wirkung zufilliger Ursachen erscheinen wiirden. Im zweiten Fall
dagegen wird man dazu verleitet sein konnen, als zufillige solche
Ditferenzen oder Schwankungen anzusehen, die bei korrekter Berech-
nung der Pricision auf Ungleichheit der abstra.kten Wahrscheinlich-
keiten hindeuten wiirden.

So ist denn die Eingangs gestellte Frage ?) dahin zu pricisieren,

. 1) Fiir weitere Ausfiihrungen siehe Lexis, Zur Theorie der Massenerscheinungen.
2) 8. 641—42.

,l‘_uh,
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ob in der Statistik bei Bestimmung der Spielriume fiir die Wirkung
zufalliger Ursachen nicht dadurch Irrtiimer entstehen mogen, daB bei
Berechnung der Préazisionskonstanten von dem Durchschnittscharakter
der in Frage stehenden Wahrscheinlichkeiten abgesehen wird.

Ich erinnere an die fritheren Bezeichnungen, wonach einem aus
n Versuchen ermittelten Wahrscheinlichkeitswert

‘ n ¢ n‘_’ ’ n- ¢
p= 7;1’1 +?p2 +#p3+ -----
die abstrakte Wahrscheinlichkeit

1 Ze Zs
p=",P1+ Ps + D5t ....

entspricht.

Es ist aber vorhin nicht niher angegeben worden, in welcher
Beziehung die Totalgesamtheit » der beobachteten Fille hinsichtlich
ihrer Zusammensetzung aus einzelnen Teilgesamtheiten zu der Total-
gesamtheit 2 aller moglichen Fille steht. Es kommt namlich in Be-
tracht, ob die » Versuche mit oder aber ohne Riicksicht auf den
Umstand vorgenommen werden, daf die Totalgesamtheit z in Teil-
gesamtheiten mit ungleichen Spezialwahrscheinlichkeiten (p,, ps, P35 ....)
zerfillt.

Solch eine Riicksichtnahme auf die Ungleichartigkeit der in Frage
stehenden Masse findet z. B. statt, indem im voraus bestimmt wird,
es sollen an jeder einzelnen Teilgesamtheit moglicher Fille 24, 25,25 ... .
so viele, ndmlich n,,7,,%, ... Versuche gemacht werden, als sich aus
den Proportionen

Ny 8y My 2y Mg 24
n 2’ n 2’ n oz
ergiebt. So werden die Niherungswerte p’,, p'y, p's, .. .. der Spezial-

wahrscheinlichkeiten p,,pg, Ps, .... ermittelt und der Ausdruck
_p 1 + p + st =p

erscheint als empirischer Wert der in Frage stehenden Wahrschein-
lichkeit p. Setzt man

4y 2y Z;
2 9y z—gzs z g3 «evee )

so erhilt man

=00, +9:0: + 9303+ ---.

Bei einer zweiten und dritten Reihe von je » Versuchen wiirde
man, Wenn man dhnlich verfiihre, a.uf empmsche Spema]wahrschem-
lichkeiten P Py Py und Py, Py P5.... und auf em-
pirische Generalwahrscheinlichkeiten

pi=g,p 1+92P /LY A e e
und

P‘“=glp’“1 +92p“(2 +g3p1“3 + b
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kommen. Wie man sieht, unterscheiden sich die einzelnen empirischen
Werte der Generalwahrscheinlichkeit » von einander durch die em-
pirischen Werte der Spezialwahrscheinlichkeiten, von denen sie ab-
hingen und die unter der Wirkung zufilliger Ursachen sich von Ver-
suchsreibe zu Versuchsreihe éndern. Dagegen bleiben die Koeffizienten
d1y 92y 95 --.. bei jeder Versuchsreihe dieselben und da nun letztere
Zahlenrcihe nichts anderes als die Art der Zusammensetzung der in
Frage stehenden Generalwahrscheinlichkeit ans Spezialwahrscheinlich-
keiten ausdriickt, so nenne ich in diesem Fall die Generalwahrschein-
lichkeit » mit Bezugnahme auf die Art ihrer aposteriorischen Ermitte-
lung eine konstant zusammengesetzte Durchschnitts-
wahrscheinlichkeit.

Wenn nun aber die Bestimmung des Néiherungswertes von p aus
der Erfahrung ohne Riicksicht auf die Zusammensetzung der Total-
gesamtheit aller mdglichen Fille z aus Teilgesamtheiten #2,, 2,, 25 ...
erfolgt, mithin so, dal die » Versuche unmittelbar an der Total-
gesamtheit aller moglichen Fdlle 2 gemacht werden, so ist es im voraus
nicht bekannt, auf welche Teilgesamtheit aller moglichen Fille sich
jeder Einzelversuch bezieht, und die Zerlegung der Totalgesamtheit #
der beobachteten Fille in Teilgesamtheiten #,, ny, n,;.... kann erst
nachtriglich durchgefithrt werden. Nach demselben Prinzip kann auch
die Gesamtzahl m der dem Eintreten des Ereignisses giinstigen Fille

in Teilgesamtheiten m,, m,, m, .... zerlegt werden. Es sei den friitheren
Bezeichnungen analog

m , my ; my p m, -

w g, TR g, T g, TP

Auch hier besteht die Gleichung
np1+ ,np2+np3+

aber es leuchtet ein, daB den Gleichungen
Ny 8 Me_ B, Ma_ 2y
w2z w2z n oz
nur mit einer gewissen Anniherung, die um so grofer sein wird, je
zahlreicher die Versuche sind, die auf jede Teilgesamtheit entfallen,
entsprochen wird. Die Verhiltniszahlen
nl
"
stellen vielmehr in diesem Fall empirische Wahrscheinlichkeitswerte
dar, denen die abstrakten Wahrscheinlichkeiten

s 4R° — ‘ T ‘
g 1 n—‘gm n—gs

z 2 2,

gy = ;-, 92=—_;2, g“=f
zu Grunde liegen. Bei einer zweiten resp. dritten Reihe von » Ver-
suchen wiirde man statt g¢‘,, ¢‘y, ¢’y . ... abweichende Zahlenwerte

9" 99, 975 - ... €SP, Gy, 95y 95 . .. . und statt
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‘=g gD+

eine neue Grofie

=g p" + 9P +9sp s+
resp.

P=g"p" g7 9P

erhalten. Somit sind die numerischen Unterschiede zwischen den ein-
zelnen Werten der Generalwahrscheinlichkeit p sowohl durch die zu-
falligen Aenderungen, denen die empirischen Werte der betreffenden
Spezialwahrscheinlichkeiten unterliegen, als auch durch &hnliche Aende-
rungen in den Werten der Koeffizienten, mit denen die ersteren ver-
sehen sind, bedingt. Eine Generalwahrscheinlichkeit, deren aposteriori-
sche Bestimmung in gezeigter Weise erfolgt, nenne ich eine Durch-
schnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinn.

Die soeben erorterte Einteilung der Durchschnittswahrscheinlich-
keiten in zwei Arten darf nicht als eine erschopfende angesehen werden.
Denn als Einteilungsgrund diente mir dabei die Thatsache der Be-
riicksichticung oder der Nichtberiicksichtigung der Zusammensetzung
der Totalgesamtheit aller moglichen Fille aus Teilgesamtheiten, denen
verschiedene Spezialwahrscheinlichkeiten zukommen. Nun braucht aber
die Riicksichtnahme auf letzteren Umstand nicht notwendig in der fiir
den Begriff der konstant zusammengesezten Durchschnittswahrschein-
lichkeit mafigebenden Form zum Ausdruck zu kommen. Es sind viel-
mehr sehr viele Modalititen des Verfahrens denkbar?!), auf die ich
vorlaufig nicht ndher eingehen werde. Ein Fall ist jedoch schon hier
besonders hervorzuheben. Man stelle sich namlich vor, daf bei jedem
Versuch, die Teilgesamtheiten 2,, 2z,, 2, .... aller moglichen Fille
getrennt vorliegen und dafl jedesmal durch Auslosung bestimmt wird,
an welcher Teilgesamtheit aller moglichen Fille der nichste Einzel-
versuch vorzunehmen sei, wobei g,, g,, g, . ... die bei jedem Einzel-
versuch geltenden Wahrscheinlichkeiten fiir die Teilgesamtheiten z,,
2y, 23 .... durch das Los getroffen zu werden, darstellen. Es bedarf
kaum des Beweises (vgl. unten), daB sich in diesem Fall kein anderes
Resultat herausstellen kann, als in dem anderen Fall, wo jeder Einzelver-
such sich unmittelbar auf die Totalgesamtheit aller méglichen Fille bezieht,
und man kann wohl sagen, daB hier eine blof scheinbare Rick-
sichtnahme auf den ungleichartizen Charakter der Totalgesamtheit
z stattfindet. Darum hort eine mittels des geschilderten Verfahrens
zur aposteriorischen Bestimmung gelangende Durchschnittswahrschein-
lichkeit nicht auf, eine solche im eigentlichen Sinne zu sein.

Nun gilt es zu zeigen, wie die Pricision resp. der mittlere Fehler
bei einer jeden der beiden charakterisierten Arten der Durchschnitts-
wahrscheinlichkeit zu berechnen sei. Dem Wesen der Aufgabe wird
hierbei die Annahme entsprechen, daB die in Frage stehenden Spezial-
wahrscheinlichkeiten p,, p,, p, ....zugleich Elementarwahrscheinlich-
keiten seien. Auch sollen die oben angefiihrten Formeln der Précision

1) v. Kries, Prinzipien 8. 105 ff.
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und des mittleren Fehlers vorlaufig als solche angesehen werden, die
bloB fir Elementarwahrscheinlichkeiten Giltigkeit haben.

Bezeichnet man mit f,, f5, f5 .... die mittleren Fehler der aus
Ny, My, Ny .... Versuchen ermittelten Wahrscheinlichkeitswerte, denen
die abstrakten Wahrscheinlichkeiten p,, p,, ps .... entsprechen, und
setzt man 1 —p, =¢q,, 1 —p,=¢q,, 1 —p;=q; ...., so erhilt man

die Formeln
Plfh Pz% Psq3
fo= ]/ fo= Bl r= |/ B2

Man nenne ferner f, den mittleren Fehler der konstant zusammen-
gesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit

DP=¢1P; +9:Ps + gsPs+--..
Die Koeffizienten ¢,, g,, g4 .... sind hier als konstante Grossen zu
betrachten uud fiir diesen Fall wird in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
die Formel abgeleitet

fo=Vg f2+g —}-—g fd

die sich in

Y ) )

und schliefilich in

_ /9.2 +9.059 +9:P395 + -
fo :

verwandelt.

Die angedeutete Art der Ableitung letzterer Formel setzt voraus,
daf nicht nur die Zahl », sondern auch die Zahlen »,, n,, 7y ....
bereits groBe Zahlen seien. Indessen erweist sich dieselbe Formel in
Poisson’s Darstellung als unabhiangig von jener Voraussetzung, in-
dem pimlich den Ausgangspunkt der Betrachtung bei ihm der Fall
bildet, wo die Teilgesamtheiten %,, n,, %25 .... aus je einem Versuch
bestehen, so daf beim ersten Versuch die Elementarwabrscheinlichkeit
¢, gilt, bei dem zweiten c¢,, bei dem dritten ¢y ...., bei dem nten c,.
Poisson entwickelt die Formel

f _V 11— 1) +c¢ (1_02) ¢ nibndhe o cn(l'—cn)
V] n2
aus der die vorhin angefiihrte Formel direkt ableitbar ist 1),

Hitte man nun den mittleren Fehler von p ohne Riicksicht darauf
berechnet, daB man es hier mit einer konstant zusammengesetzten
Durchschuittswahrscheinlichkeit zu thun hat, so wiirde sich der Ausdruck

1) Poisson, Recherches sur la probabilité des jugements, 1837, No. 94—95, und
Lexis, Einleitung in die Th. der Bev.-Statistik, § 80, Formel p. A
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-1/ 22
f= n
ergeben haben. Es gilt nunmehr £, mit f zu vergleichen.
Zundchst ist es ein Leichtes, sich von der Ric tlgli(t folgender o
Gleichungen zu iiberzeugen f—_ - ,.‘ s

2191 =09+ (p—q) (p—p1) —(0—2:)° [ "p o s
P2, =pq+ (p— q)(p—ps)—(zo—mV . B
pgqs—pq+(p—q)(p—pa)-(p—pa)‘ Tt

. St
I

Multipliziert man qodann dle erste (xlelchun" mxt J1, dw/ zwel{e mit

g, die dritte mit g, .... und addiert einmal die linken und ein anderes
Mal die rechten Seiten simtlicher Gleichungen, so erhalt man
91910s + 922,90 +95Ps8s + - =g — {9.(p—D1)? +9:(p—D,)"

+95(p—ps)? + -

Der in Klammern eingeschlossene Ausdruck ist aber auf jeden
Fall positiv, es sei denn, dass die Bedingung

Py=Pg =Py ==+ 2:=p
erfillt ist, fir welchen Fall der gesagte Ausdruck sich in Null ver-
wandeln wiirde. Dapn aber wire p keine Durchschnittswahrscheinlich-
keit mehr, sondern eine Elementarwahrscheinlichkeit. Mithin hat man
ganz allgemein

919191 T 92P29> + 950345+ - < pg
fo<f.

Einer konstant zusammengesetzten Durchschnitts-
wahTscheinlichkeit kommtalso ein kleinerer, mlttlerer
Fehler;togp: ¢ine grossere Pricision zu, als einer Ele-
mentma,hrﬂehmnllchkelt von gle1cher numerischer
Grofebei gleicher Zahl von Versuchen entsprechen
wilFdE "Eine Reihe empirischer Werte einer konstant zusammen-
gesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit wiirde daher eine unter-
normale Dispersion aufweisen, falls jedem einzelnen jener Werte die
gleiche abstrakte Wahrscheinlichkeit zu Grunde gelegen hitte *).

Geht man nun zu dem Fall einer Durchschnittswahr-
scheinlichkeit im eigentlichen Sinne iiber, so gebiihrt
Poisson das Verdienst, gezeigt zu haben, dafl in diesem Fall genau
dieselbe Formel der Pricision gilt, wie bei einer Elementarwahrschein-
lichkeit, und darin eben besteht die Verallgemeinerung, die er dem
Theorem Jacob Bernouilli’s zu Theil werden lieB. In dieser Ver-
allgemeinerung ist letzterer Satz als ,,Gesetz der groBen Zahlen*
von Poisson verkiindet worden und kann wie folgt formuliert werden:

und folglich

~

1) Cournot, Die Grundlehren der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Siebentes Kapitel,
§§ 77—78; v. Kries, Prinzipien 8. 108—109.

.
z—)f'-
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»Kommt dem Eintreten des Ereignisses E eine Wahrscheinlichkeit p
zu, so wird bei » Versuchen das Verhiltnis der dem Eintreten von E
giinstigen Fille m zu der Gesamtzahl der beobachteten Fille, also

das Verhiltnis ,, Um so weniger von der Grofle p erwartungsmiBig
abweichen, je groBer » ist, und zwar besteht eine angebbare Wahr-
scheinlichkeit F, fiir o den Grenzen von

Vn Vn
enthalten zu werden, mag dabei p eine Elementarwahrscheinlichkeit
oder aber eine Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne
sein 1),*

Kaum diirfte es einen anderen Lehrsatz geben, der so vielfach
auf Widerspruch gestoBen ist, wie das Gesetz der grofen Zahlen na-
mentlich in der ihm von Poisson verliechenen Ausdehnung auf den
Fall einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne. Und
doch beruhen jene Angrifte meistens auf Mifiverstindnissen und MiB-
deutungen, die sich als solche erweisen miissen, sobald man dec wahren
Sinn des in Frage stehenden Lehrsatzes und einiger mit demselben
zusammenhiangenden Begriffe richtig und zwar an der Hand der
Poisson’schen Darstellung selbst erkannt hat.

Zuvorderst sind die Ausdriicke ,Chance“ und ,Ursache*
(cause), die bei Poisson iiberall vorkommen, wo es sich um eine Durch-
schnittswahrscheinlichkeit i. eig. S. handelt, zu erklaren. Es geniigt
vorlaufig zu sagen, dall unter Chance dasjenige zu verstehen ist, was
ich Elementarwahrscheinlichkeit genannt habe. Wire nun die Teil-
gesamtheit aller moglichen Félle, auf die sich der vorzunehmende
Einzelversuch jeweils bezieht, im voraus bekannt, so erschiene die
Chance als alleinbestimmender Faktor fiir die auf Eintreten oder Nicht-
eintreten des Ereignisses E gerichtete Erwartungsbildung. Stellt man
sichs aber als eine ungewisse — bloB mehr oder weniger wahrschein-
liche — Thatsache vor, ob der zu beobachtende Einzelfall zu der -
einen oder der anderen Teilgesamtheit aller moglichen Fille gehore,
so gewinnt diese Zugehorigkeit mit Riicksicht auf die Ungleichheit
der Chancen, die den einzelnen Teilgesamtheiten zukommen, die Be-
deutung eines zweiten, die Erwartungsbildung mitbedingenden Faktors
und wird in diesem Sinne als ,,Ursache‘‘ bezeichnet.

o8V b o, 9V2rg

1) Bewiesen ist der Satz im 4. Kapitel der ,Recherches sur la probabilité des
jugements*t, speziell in No. 109. Die Pricisionsformel fiir den Fall einer Durchschnitts-
wahrscheinlichkeit ist auf S. 297 (S. 257 der deutschen Ausgabe von Schnuse) angefiihrt
und stimmt mit der in No. 82—83, 8. 209 (deutsch 8. 175) erhaltenen fiir den Fall
einer Elementarwahrscheinlichkeit iiberein. S. auch Lexis, Einleitung u. s. w. § 81.
Die Zahlen der Versuche, die im Fall einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eig. S.
auf einzelne Teilgesamtheiten entfallen, brauchen, genau so wie im Fall einer konstant
zusammengesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit, nicht grols zu sein, sondern kdnnen
sich auf 1 und O reduzieren. Vergl. Cournot, Grundlehren S. 115.



~

Kritische Betrachtungen zur theoretischen Statistik. 655

Der fiir den Begrift der Durchschnittswahrscheinlichkeit i. eig. S.
mafigebende Vorgang liaBt sich demnach in Poisson’s Ausdrucksweise
so charakterisicren: das Ereignis £ kann einer der Ursachen C,, C,,
C, .... sein Kintreten verdanken, und zwar tritt bei jedem Kinzel-
versuch eine und nur eine der genannten Ursachen in die Erscheinung.
0s ist ferner p, die Chance, die unter der Wirknng der Ursache C,
fir das Eintreten von ¥ Dbesteht, dhnlich entsprechen den Ursachen
C,, C, ... die Chancen p,, p, ... Ob aber die eine oder die an-
dere Ursache bei einem gegebenen Einzelversuch zur Geltung kommt,
ist im voraus nicht bekannt, sondern mit einer bestimmten Wahr-
scheinlichkeit anzunehmen. Stellen g,, g,, 9. . ... die Wahrschein-
lichkeiten des Eintretens der Ursachen C,, C,, C, . ... dar, so er-
giebt sich

P=g,Pr 920y +9sPs+ -
als Ausdruck der in Frage stehenden Durchschnittswahrschein-
lichkeit.

Die Reihe der Worte g¢,, g,, g3 . .. . driickt nach Poisson
das ,,Wahrscheinlichkeitsgesetz der Ursachen* (la loi de probabilité
des causes) aus und wird als ungeindert fur den ganzen Verlauf der
n Versuche angenommen. (Ebenso sind die den einzelnen Ursachen
entsprechenden Chancen als constant gedacht 1)) Dies ist namentlich
denjenigen gegeniiber hervorzuheben, die da meinen, dal bei Poisson
die Veranderungen der Chancen von Versuch zu Versuch ganz regel-
los vor sich gehen oder die bei einzelnen Versuchen in die Erscheinung
tretenden Ursachen in absolut unbestimmter Weise aufeinanderfolgen
diirften. Eine scheinbare Stiitze finden dahin gehende Behauptungen
in einigen Stellen der ,Recherches*, wo thatséchlich von ,,Regellosig-
keit* in der Aufeinanderfolge der Ursachen die Rede ist?). Allein
damit wird nur gemeint, dal jene Aufeinanderfolge durch Zufall
regicrt wird, und so der Gegensatz dieses I'alles zu jenem markiert,
wo entweder die Aufeinanderfolge der Chancen resp. der Ursachen
oder doch die Zahlen der Versuche, die unter der Wirkung der ein-
zelnen Ursachen vorzunehmen sind, im voraus festgesetzt werden
(der vorhin erorterte Fall einer konstant zusammengesetzten Durch-
schnittswahrscheinlichkeit).

DaB die hier dem Gesetz der grofen Zahlen gegebene Deutung
der Auftassung Poisson’s selbst genau entspricht, geht aus den zwei
sich bei ihm vorfindenden Beispielen mit hervor 3).

1) S. No. 54, 8. 143—144, auch 8. 139 und 314, wo die im Text namhaft ge-
machten Bedingungen ausdriicklich ausgesprochen sind. Fiir das richtige Verstiindnis
des Gesetzes der grofsen Zahlen ist der letzte Teil des 2. Kapitels (No. 51—65), der
wohl auch dem nicht mathematischen Leser keine Schwierigkeiten bieten diirfte, von
grofster Wichtigkeit.

2) S. 13 behauptet Poisson, sein ,,Gesetz der grofsen Zahlen* sei auf Dinge an-
wendbar, ,,qui ont, en général, des chances continuellement variables, le plus souvent
dans aucune régularité'; dhnlich auf S. 7: ,des causes qui varient irréguliérement’,
oder noch S. 147: ,,ces chances varient d'une épreuve & une autre, et le plus souvent
aussi, d’'une manidre tout-A-fait irrégulidre.*

3) No. 55—56.
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Im ersten Beispiel hat man eine Anzahl von Urnen C,, C,,
C,.... 0, die mit weiflen und schwarzen Kugeln gefiillt sind, und
es soll ¢; die Chance dafiir angeben, daf bei einer aus der Urne C,
vorgenommenen Ziehung eine weille Kugel erscheinen wird ; desgleichen
ist ¢, die Chance, eine weile KKugel zu erhalten, wenn man aus der
Urne C, eine Kugel zieht..... schlieflich ist ¢y die der Urne C,
entsprechende Chance der Ziehung einer weilen Kugel. Man greift
aufs Geratewohl eine Urne aus der ganzen Reihe heraus und ersetzt
sie durch eine dhnliche Urne, d. h. durch eine Urne, welche die gleiche
Chance der Ziehung einer weilen Regel aufweist. Dann nimmt man
in der nimlichen Weise eine zweite Urne heraus und ersetzt sie eben-
falls durch eine ihr ahnliche Urne, dann eine dritte u. s. f. also
immer in der Weise, daB das Urnensystem C,,C, C,...Cy unver-
andert bleibt. (Das entspricht der Bedingung des Konstantbleibens
des Wahrscheinlichkeitsgesetzes der Ursachen.) So bildet man eine
unbestimmt fortgesetzte Urnenreihe B,, B,, B,...., die nur die ge-
gebenen Urnen C,, C,, C,.... in mehr oder weniger hiaufiger Wieder-
holung enthalten wird. Es sei b, die Chance der Ziehung einer
weilen Kugel aus B,,b, die Chance bei B,,b; bei B; u. s. f. Als-
dann wird die unbestimmt fortgesetzte Reihe &,, b,, b5 ... nur die
Chancen ¢,, ¢y, ¢y ... enthalten, wobei wiederum die Glieder der zweiten
Reihe mehr als einmal in der ersten werden vorkommen konnen. Man
ziehe nun eine Kugel aus B,, eine zweite aus B,, eine dritte aus B,
u. s. w. bis auf die Urne By inclusive. Fithrt man nun die zwei Be-
zeichnungen ein

i(bx’i“bs +ba+---+bp)=ﬂ
und
2o Forteg o Ho)=y

und setzt m fiir die Zahl der Fille, in denen eine weifle Kugel er-
schienen ist, so ergiebt sich bei sehr grofiem x mit grofer An-
naherung

m
7=ﬁ’ (1)
dann aber auch

=3
I
1
)

Den Gleichungen (1) und (2) kommt aber ein verschiedener Grad
der Anndherung zu, und zwar diirfte man einsehen, schon ohne die
Hilfe der Rechnung in Anspruch zu nehmen, dall die Abweichung der

Relation % von ? erwartungsmifig kleiner sein muf als von y (immer

in der Voraussetzung, da die Chancen c,,c,,c,... Dicht einander
gleich sind). Ein genaues MaB fir diesen Unterschied giebt die
Pricisionskonstante ab, die sich bei # auf
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SN e
]/2 {3, (1—b1) +bs (1=b,) + |

und bei y auf
u
Y . S
]/27(1—7) !

stellt. Es wire ein Leichtes, an der Hand eines frither bewiesenen -,

Satzes zu zeigen, dal der obere Ausdruck erwartangsmiBig groBer ist '~ °

als der untere. Der Wahrscheinlickheit 8 mit der Prizision A3 einer-
seits und der Wahrscheinlichkeit y mit der Pracision Ay andererseits
entsprechen zwei verschiedene Spielmodi. Damit nidmlich bei einer
Anzahl von Versuchsreihen, die je aus p Versuchen bestehen und bei
denen die Zahlen der gezogenen weillen Kugeln m,m',m”... sind, er-

wartet werden kann, dall die Relationen %%—}; gegen (3 kon-
vergieren und eine der Pricision 54 entsprechende Dispersion auf-
weisen, wire bei jeder Versuchsreihe an dem Urnensystem B,, B,,
B;... festzuhalten und stets aus einer jeden der genannten Urnen je
eine Kugel zu ziehen. Soll hingegen die Wahrscheinlichkeit y und
die Pracision hy als mafgebend fiir die zu erwartenden. Resultate er-
scheinen, so mufl das Spiel dergestalt eingerichtet werden, daB bei
der zweiten Versuchsreihe nicht mehr das Urnensystem B, B,,B;...,
sondern ein neues Urnensystem B‘,, B‘y, B‘;..., das in &ahnlicher
Weise wie das erstere aus dem Urnensystem C,, C,, C;... abzuleiten
wire, bei der dritten Versuchsreihe ein analoges Urnensystem B“,,
B"y,B”5,... u. 8. f. benutzt wird. Nur der zuletzt erwihnte Spiel-
modus ist dazu angethan, das Gesetz der grofien Zahlen in der ihm
von Poisson gegebenen Erweiterung zu exemplifizieren, wéhrend es
sich beim ersten Spielmodus um eine konstant zusammengesetzte
Durchschnittswahrscheinlichkeit handeln wiirde. Es ist kaum not-
wendig beizufiigen, daf in dem angefiihrter Poisson’schen Beispiel fiir

jede einzelne Urne dieselbe Wahrscheinlichkeit, naimlich l, bei jedem

Versuch besteht, getroffen zu werden und daf im Fall, wo diese Be-
dingung nicht erfiillt wire, der Ausdruck fiir y eine entsprechende
Modifikation zu erfahren hitte.

In dem zweiten Poisson'schen Beispiel handelt es sich um eine
sehr grofe Anzahl von bH-Francsstiicken — es seien dies 4,, 4,,...
Ay, — die in die Luft aufgeworfen werden und dann entweder mit
der Kopf- oder mit der Schriftseite nach oben gekehrt auf die Erde
zuriickfallen. Es sei bei einem beliebigen Stiick A4; die Chance des
Erscheinens von ,Kopf“ a@;. Die in Betracht kommende mittlere
Chance ist

a=—:—(a1—|—a,—|—... av)

Dritte Folge Bd. VII (LXII). 42
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und bei einer sebr groBen Zahl u von Wiirfen bestimmt sich « mit
groBer Wahrscheinlichkeit aus

m

wo

wo m die Zahl der Fille angiebt, bei denen ,Kopf*‘ erschienen ist.
,Wirft man nun“, sagt Poisson, ,dieselben 5 Francsstiicke oder allge-
meiner x' andere, aber gleich geartete 5-Francsstiicke auf, die aus
derselben Fabrikation hervorgegangen sind, so wird man mit grofer
W ahrscheinlichkeit

o =

L
u u
erhalten miissen.“ Hier ist m’ die Zahl der Fille, bei denen im zweiten

Fall ,Kopf“ erschienen ist. ,Aber diese Relationen (’% und ”—;)
werden im allgemeinen nicht einander gleich sein, wenn die in einer

jeden der beiden Versuchsreihen benutzten Miinzstiicke verschiedener
Art oder aus verschiedener Fabrikation hervorgegangen sein wiirden.

Sind in diesem Beispiel die Bedingungen, an welche die Anwend-
barkeit des Gesetzes der grofien Zahlen gekniipft ist, nicht ganz streng
formuliert worden, so darf man doch Poisson nicht vorwerfen, im ge-
gebenen Fall die einzuhaltenden Schranken iiberschritten zu haben.
Denn der wahrscheinlichkeitsrechnerische Ausdruck fiir die ,gleiche
Fabrikation** liegt auf der Hand. Lassen sich nidmlich nach dem
numerischen Werte der einem jeden Miinzstiicke zukommenden Chance a;
verschiedene Kategorien von 5-Francsstiicken unterscheiden, so ist bei
jedem herzustellenden oder hergestellten Miinzstiick mit einer be-
stimmten Wahrscheinlichkeit zu erwarten, dall dasselbe der einen oder
der anderen Kategorie angehire. Die Reihe solcher Wahrscheinlich-
keiten driickt eben das hier in Betracht kommende ,,Wahrscheinlich-
keitsgesetz der Ursachen“ aus und unter gleicher Fabrikation ist offen-
bar nichts anderes zu verstehen als das Konstantbleiben der Zahlen-
werte, die die genannte Reihe bilden.

So wiirde sich auch dieses zweite Beispiel unter das allgemeine
Schema bringen lassen, und es diirfte im allgemeinen klar sein, welchen
Sinn Poisson selbst dem Gesetz der groBen Zahlen beigelegt bat.

Indessen wird das Gesetz der grofen Zahlen sogar in Werken
hervorragender, zumal mathematisch gebildeter Autoren — von ,,ge-
meinen* Statistikern nicht zu reden — nur gar zu oft in schiefer Be-
leuchtung vorgefihrt und dadurch der Name Poisson in MiBkredit
gebracht.

Gegen jede Erwartung findet sich z. B. bei Quetelet an der
mafgebenden Stelle seiner ,Lettres sur la théorie des probabilités_‘“)
eine Darlegung des Gesetzes der grofen Zahlen, die von einer
restringierten Auffassung des Poisson’schen Lehrsatzes zu zeugen scheint.

‘

1) Lettres sur la théorie des probabilités appliquée aux sciences morales et politi-
ques. Bruxelles 1846. 30e lettre, p. 213—215.
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An das zuletzt erwihnte Beispiel Poisson’s ankniipfend, sucht
Quetelet das Gesetz der grolen Zahlen wie folgt verstindlich za
machen.

»Hat man“, meint er, ,eine Miinze 1000mal in die Hohe geworfen
und sind dabei die Fille, bei denen ,,Kopf* zu den Fallen, bei denen
»Schrift* erschienen ist, ein Zahlenverhiltnis 3:2 vorgekommen, so
wird man auf Grund des Bernoulli’schen Lehrsatzes bei weiteren mit
derselben Miinze vorzunehmenden Versuchen dasselbe Verhiltnis zu
erwarten berechtigt sein. Dies wiirde, nachk dem Poisson’schen Lehr-
satz, auch dann noch der Fall sein, wenn die Versuche, statt mit dem-
selben, mit verschiedenen Miinzstiicken gemacht wiirden, dabei aber
die den einzelnen Miinzstiicken zukommenden Wahrscheinlichkeiten des
Eintretens von ,,Kopf*“ und ,,Schrift* um die mittleren, durch die Her-
stellungsart und die physische Beschaffenheit der Miinzstiicke determi-
pierten Wahrscheinlichkeiten, die sich im gegebenen Fall auf 3/, und 2/,
stellen, leicht variieren wiirden. Dal das Bernoulli’sche Prinzip auch
hier anwendbar sei, sei von Poisson mit Hilfe einer gelehrten Analyse
bewiesen worden. ,,Zum Gliick*, fihrt Quetelet fort, ,bedarf es der
Hilfe der Mathematik nicht, um zu begreifen, daf die kleinen Aende-
rungen, die man beim Uebergang von dem einen Miinzstiick zu dem
anderen wahrnimmt, unter dic Wirkungen zufilliger Ursachen, die
sich auf die Dauer, bei ausreichender Vermehrung der Versuche gegen-
seitig aufheben, cingereiht werden konnen, so daB sich ahnliche Er-
gebnisse herausstellen miissen, als wenn man simtliche Versuche that-
sichlich mit ein und demselben Miinzstiick gemacht hitte. In dem
uns beschiftigenden Fall sind die Versuche sehr zu vermehren: und
das ist der Grund, weshalb Poisson die Ausdehnung des Bernoulli’schen
Prinzips das Gesetz der grofien Zahlen genannt hat.“

Withrend also bei Poisson, sowohl im allgemeinen, wie im Beispiel
mit den H-Francsstiicken, ,,das Wahrscheinlichkeitsgesetz der Ursachen*
eine beliebige Forin annehmen darf, unterwirft es Quetelet einer be-
stimmten Bedingung, der zufolge die in Betracht kommenden Chancen
nur in gewissen Grenzen, und zwar um einen gegebenen Mittelwert zu
schwanken haben. Diese durch den wirklichen Sachverhalt nicht ge-
botene Einschrinkung des Poisson’schen Lehrsatzes brachte es mit
sich, daf letzterer in die Ausfithrungen iiber die Art der Wirkung
zufalliger Ursachen, wohin er gar nicht gehort, von Quetelet einge-
fihrt worden ist.

Auch in einer anderen Beziehung hat sich Quetelet eine irrtiim-
liche Auffassung des Gesetzes der grofen Zahlen zu Schulden kommen
lassen. Er glaubt namlich, daB unter solchen Bedingungen des Spieles
oder der Erfahrung, wie sie der Poisson’sche Lehrsatz in der ihm
eigentiimlichen Erweiterung voraussetzt, sich groBere Schwankungen
resp. eine kleinere Konstanz der Resultate, d. h. der bei einzelnen
Versuchsreihen zu erhaltenden empirischen Werte der gesuchten Wahr-
scheinlichkeit, herausstellen miiite als unter Bedingungen, die dem
Bernoulli'schen Theorem entsprechen wiirden. Dies trifft aber nicht

42%
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zu, weil die in Betracht kommende Pricision nur von der Zahl der
Versuche und von dem Wert der betreffenden abstrakten Wahrschein-
lichkeit, einerlei, ob letztere Elementar- oder Durchschnittswahrschein-
lichkeit ist, abhangt?!).

Quetelet diirfte mit seiner Restriktion des Poisson’schen Lehrsatzes
eine ganz exklusive Stellung einnehmen. Sonst besteht die Tendenz,
dem Gesetz der groBen Zahlen eine viel grofere Tragweite beizulegen,
als der Auffassung dessen Urhebers entspricht.

So liest man bei Bertrand 2) folgendes: ,Lorsque la probabilité
d’un événement est variable d’une épreuve a 1'autre, le théoréme de
Bernoulli n’est plus applicable. La généralisation proposée par Poisson
sous le nom de loi des grands nombres manque non seulement de
rigueur, mais de précision. Les conditions supposées dans 1’ énoncé
échappent par le vague i toute appréciation mathématique.t '*%¢ ="

Der von Bertrand erhobene Einwand wird aber hinfallig, sobald
man sich vergegenwirtigt, daB, seiner Behauptung zum Trotz, die in
Frage stehende Wahrscheinlichkeit sich von Versuch zu Versuch bei
Poisson nicht dndert. Es wechseln nur die Chancen, die bei jedem
Versuch in Betracht kommen, wahrend die Wahrscheinlichkeit, mit
der vor jedem Versuch das Eintreten des betreffenden Ereignisses zu
erwarten ist, stets dieselbe bleibt.

Uwm so befremdender erscheint die citierte AeuBerung Bertrand’s,
als Poisson selbst mehr als einmal Veranlassung gefunden hat, dies
zu betonen 3).

Diirfte nicht vielmehr die Frage am Platze sein, ob denn der
Poisson’sche Lehrsatz eine Verallgemeinerung des Bernouilli'schen
wirklich darstelle und ob der Fall einer Durchschnittswahrscheinlich-
keit im eigentlichen Sinne eine besondere Beweisfilhrung auch that-
sachlich erheische ¢)?

Der Urheber des Gesetzes der grofien Zahlen hat selbst den Ein-
wand vorgesehen und ihn so zu beseitigen geglaubt. Auf das angefiihrte
Beispiel mit den Urnen Bezug nehmend, behauptet Poisson, daB, bevor

TR L T

1) o. c. S. 213. ,Les petites variations qui altérent une 'cause et qui ne s’exercent
que dans des limites trés étroites, peuvent étre regardées comme les effets de causes acci-
dentelles qui, déja, pouvaient influer sur le résultat final. De sorte qu’en définitive, la
cause variable peut étre considérée comme constante, et les causes accidentelles, devenues
plus nombreuses et plus variées, font osciller le résultat cherché entre des limites d’erreur
plus larges. Quetelet scheint hier den Fall iibernormaler Dispersion angedeutet zu
haben. Diesem Fall wiirde jedoch nicht die von Poisson im Beispiel mit 5-Francsstiicken
angenommene Einrichtung des Spieles entsprechen, sondern die folgende: es wiren etwa
1000 Versuche mit der Miinze 4, , dann 1000 Versuche mit 4,, 1000 mit 4, u.s. f
zu machen. Uebernormale Dispersion wire zu erwarten, wenn die Chancen a,, @, @ ... .-
das sog. Gauss’sche Fehlergesetz erfiillen wiirden (vergl. oben S. 648).

2) J. Bertrand, Calcul des Probabilités, 1889, p. 94.

3) S. 139—140 der ,Recherches', wo P. sein Gesetz der grofsen Zahlen unter das
Bernouilli’sche Theorem subsumiert. Vergl. auch 8. 146—147.

4) Bertrand (0. c, Préface, 8. XXXI— XXXII) citiert die von Poison gegebene
Formulierung des Gesetzes der grofsen Zahlen und fiigt hinzu: ,,Tel est le résumé fait
par Poisson lui-méme d’une découverte qui se distingue bien peu des lois connues du
hasard, et & laquelle il a, & peu prés seul je crois, attaché une grande importance.“
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man das System B,, B,, B; .... gebildet hat, die Wahrscheinlichkeit
des Erscheinens einer weilen Kugel bei irgend einer Ziehung gleich y
sei und fir alle Ziehungen konstant bleibe. ,Mais quoique elle soit
la méme pour tous les tirages, et que leur nombre ;. fGt aussi grand
qu’' on voudra, nous ne serions pas autorisés a en conclure, en vertu
de la seule régle du n® 49 (das Theorem Bernouilli’s), que le nombre
m des extractions de boules blanches, des urnes B,, B,, B, etc.
devra s’écarter trés probablement fort peu du produit uy; car on ne
doit pas perdre de viue que cette régle est fondée sur la chance propre
de 1'événement que 1’on considére, et non sur sa probabilité, ou la
raison que nous pouvons avoir de croire qu’il arrivera!).®

Poisson scheint hier zwischen Chance und Wahrscheinlichkeit einen
begrifflichen Unterschied statuieren zu wollen, der sich vielleicht mit
den Bezeichnungen ,,objektiv® und ,,subjektiv am besten charakteri-
sieren lieBe, und auflerdem anzunehmen, dal es sich bei Bernouilli um
eine ,,objektive** Wahrscheinlichkeit handle.

Ohne auf den letzten Punkt ndher eingehen zu wollen, erinnere
ich daran, dal jene Unterscheidung zwischen ,objektiven* und ,sub-
jektiven* Wahrscheinlichkeiten anerkanntermaBen nicht stichhaltig ist,
weil jede gegebene Wahrscheinlichkeit einen bestimmten Wissens- oder
Unwissenheitszustand voraussetzt und in diesem Sinn notwendig sub-
jektiv ist 2). Mit dem Ausdruck Chance wollte Poisson offenbar den
von v. Kries strenger definierten Begriff einer Wahrscheinlichkeit, der
eine definitive Bedeutung zukommt — einer Elementarwahrscheinlich-
keit — treffen. Denn jede Elementarwahrscheinlichkeit bezicht sich
auf einen Wissenszustand, den man, nach gegebenen Bedingungen des
Spieles oder der Erfahrung, nicht zu iberschreiten vermag, und besitzt
somit die Eigenschaft der Allgemeingiltigkeit, daher auch den Schein
objektiven Bestehens, wahrend bei einer Durchschnittswahrscheinlichkeit
das Gegenteil statthat. Letztere, oder allgemeiner gefalit, eine General-
wahrscheinlichkeit bezieht sich nctwendigerweise auf einen anderen
Wissenszustand, als die Spezialwahrscheinlichkeiten, aus denen sie zu-
sammengesetzt ist. So ist im ersten Poisson’schen Beispiel bei der
auf das Erscheinen einer weilen Kugel gerichteten Erwartungsbildung

1) Recherches, p. 147.

2) v. Kries, Principien, Kap. IV, § 7 und Kap. V, besonders § 6: Die logische
Gleichartigkeit aller numerischen Wahrscheinlichkeiten. Vergl. auch 8. 275: | Nicht
selten wurden, in direktem Widerspruch mit dem allgemeinen Prinzip, [diese oder ihn-
liche] Wahrscheinlichkeiten als den betreffenden Ereignissen als solchen, ohne jede Riick-
sicht auf unseren Wissenszustand, zukommende erklirt. Als Beleg hierfiir moge die
folgende Stelle aus Poisson’s Recherches dienen, in welchen der Unterschied zwischen
»chance* und ,,probabilité” in einer, wie man wohl sagen darf, sehr wunderlichen Weise
erértert wird.'* Diese Stelle lautet: ,,Dans le langage ordinaire les mots chance et
probabilité sont & peu prés synonymes. Le plus souvent nous emploierons indifféremment
P'un et 'autre; mais lorsqu’il sera nécessaire de mettre une différence entre leurs accep-
tions, on rapportera, dans cet ouvrage, le mot chance aux événements en eux-mémes et
indépendamment de la connaissance que nous en avons, et I'on conservera au mot probabi-
lité sa définition précédente. Ainsi, un événement aura, par sa nature, une chance plus
ou moins grande, connue ou inconnue; et sa probabilité sera relative & nos connaissances
en ce qui le concerne* (Recherches, p. 31). Siehe noch v. Kries, Ueber Poisson, S. 261.
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die Wahrscheinlichkeit y fiir denjenigen mafgebend, dem das Urnen-
system C,, C,, C, .... bekannt ist, ohne daB oder bevor er davon,
aus welcher Urne die Ziehung zu erfolgen hat, Kenutnis erlangt hat.
Sobald aber letzteres geschehen, mufl die Grofie y einer der Grofen
Cys Csy Cy .... Weichen. Ganz dhnlich verhalt es sich mit dem zweiten
Beispiel Poisson’s und iiberhaupt mit allen Fiéllen, wo es sich um eine
Generalwahrscheinlichkeit, resp. eine Durchschnittswahrscheinlichkeit
handelt. In solchen Fillen springt der subjektive Charakter des Wahr-
scheinlichkeitsansatzes in die Augen.

Soviel zur Erklirung des citierten Passus aus Poisson. Es wiirde
also nach dem Vorstehenden grundfalsch sein, sich mit Poisson einzu-
bilden, er hitte einen Satz, der zuerst nur fir ,objektive Wahr-
scheinlichkeiten galt, auf ,,subjektive* Wahrscheinlichkeiten ausgedehnt.
Das Irrtimliche solch einer Auffassung soll an einem neuen Beispiel,
das ich sofort folgen lasse, noch deutlicher dargethan werden. Das-
selbe Beispiel wird uns, wie ich glaube, dazu fiihren, eine befriedigende
Antwort auf die Frage zu geben, was denn das quid proprium der
Erweiterung sei, die Poisson dem Bernouilli’schen Theorem zu teil
werden lieB?).

Die Urne U ist mit s schwarzen, » roten, b blauen .... Kugeln

gefiillt und es ist
s=s+r—+b+4----

die Gesamtzahl der in U enthaltenen Kugeln. Es sind ferner unter
den schwarzen o, unter den roten o, unter den blauen £ .... und im
ganzen [ massive und s—o, resp. r—op, resp. b—f .... und im ganzen
2—UC hohle Kugeln da. Zieht man nun eine Kugel aus U, wobei die
Ziehung jeder Kugel als gleichmdglich gedacht werden soll, so ergiebt

sich;: p als Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit des Erscheinens
einer massiven Kugel. Andererseits werden die Grofen

s r b
= — = —y == — wsee
91 s =7 9s =7
die Wahrscheinlichkeiten des Erscheinens einer schwarzen, einer roten,
einer blauen .... Kugel angeben. Dementsprechend werden die Resul-

tate bei einer Reihe von » Ziehungen nach zwei verschiedenen Rich-
tungen hin ins Auge gefalt werden konnen: einmal namlich wird es
sich um die Zahlen der gezogenen massiven und hohlen Kugeln, ein
zweites Mal um die Verteilung der gezogenen Kugeln nach den ein-
zelnen Farbenkategorien handeln.

1) Indem ich hier und an anderen Stellen das Gesetz der grofsen Zahlen dem
Bernouilli’schen Theorem gegeniiber stelle, sehe ich ganz davon ab, dafs bei Bernouilli
das Abhéingigkeitsverhiltnis zwischen der oberen Grenze der Abweichung eines a porteriori
zu ermittelnden Wertes einer Wahrscheinlichkeit von dem apriorischen Werte dieser
Wahrscheinlichkeit und der Hohe der Wahrscheinlichkeit, mit der eine jene Grenze nicht
iiberschreitende Abweichung zu erwarten sei, nicht durch die Fuuktion Fy (s. S. 645 Anm. 3)
ausgedriickt wird, sondern sich ganz anders an der Hand etwas komplizierter Ungleichungen
bestimmt. Vgl. Aom. 1, S 654.
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In erster Beziehung wird man bei groBem » fir das Verhiltnis
der gezogenen massiven Kugeln zu der Gesamtzahl der gezogenen
Kugeln einen von p wenig abweichenden Zahlenwert erwarten miissen.
Dabei wird es erlaubt sein, vollstiindig davon abzusehen, dal es unter
den Kugeln schwarze, rote, blaue .... giebt, obzwar die Wahrschein-
lichkeit p sehr wobl unter die Form einer Durchschnittswahrscheinlich-
keit gebracht werden kann. Fiihrt man pamlich die Bezeichnungen

¢
sf=p1a %:pz, % == Py e
ein, so geben p,, p,, p, .... die Wahrscheinlichkeiten an fiir eine

gezogene Kugel, von der man weill, dal sie schwarz, oder roth, oder
blau ist, zugleich massiv zu sein. Demnach hitte man

P=91Py+goP2+gsps + -

Aehnlich wiirde in zweiter Beziehung keine Beeinflussung der Er-
gebnisse durch die Thatsache zu erwarten sein, daB es unter den
Kugeln massive und hohle giebt, obschon auch hier die Wahrschein-
lichkeiten g¢,, g3, g5 .... als Durchschnittswahrscneinlichkeiten sich
darstellen liefen.

Im Gegensatz zu beiden Beispielen Poisson’s ist in meinem Bei-
spiel der Durchschnittscharakter der in Frage stehenden Wahrschein-
lichkeiten sozusagen verborgen, gleichsam latent, wiirde aber etwa in
folgender Weise an den Tag gebracht werden konnen.

Was p betrifft, so denke man sich neben dem Beobachter 4, der
die Kugeln aus der Urne zieht und jeweils in ein und demselben Augen-
blick gewahr wird, dal die gezogene Kugel eine massive oder eine
hohle ist und daB sie eine bestimmte Farbe hat, einen zweiten Beob-
achter B, der dem Spiele blof zuschaut und ehe er durch die Ver-
mittelung von A oder durch eigene Empfindung sich davon iiberzeugt,
dafl die Kugel eine massive oder eine hohle ist, die Farbe der ge-
zogenen Kugel zu sehen bekommt. Die auf das Erscheinen einer
massiven oder einer hohlen Kugel gerichtete Erwartungsbildung des B
wird sich offenbar vor iind nach dem Zeitpunkt, wo er die Farbe-
empfindung hat, verschieden gestalten, und zwar ist fiir den ersten
Fall die GroBe p, fiir den zweiten aber eine der Grofen p,, p,, ps ....
mafgebend. Bei den Wahrscheinlichkeiten g,, ¢, g4 .... hitte man
sich den Vorgang so vorzustellen, daf 4 die Kugel mit geschlossenen
Augen zieht und auf diese Weise zuerst in die Lage gesetzt wird zu
bestimmen, ob die gezogene Kugel eine massive oder eine hohle sei
und erst nachher deren Farbe wahrnimmt.

Trotzdem mwan nun in meinem Beispiel zweifelsohne mit Durch-
schnittswahrscheinlichkeiten zu thun hat, so lieBe dasselbe sich doch
unter den dem Bernouilli'schen Theorem entspreehenden allge-
meinen Fall bringen, ohne daB es einer besonderen Beweisfiihrung
bediirfte, weil, wie gesagt, von dem den Durchschnittscharakter der
in Frage stehenden Wahrscheinlichkeiten bedingenden Umstande —
d. h. von der Ungleichartigkeit der in Betracht kommenden Total-
gesamtheit aller moglichen Fille — jeweils abgesehen werden kann,
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Um nun recht anschaulich zu zeigen, worin der Unterschied
zwischen den Poisson’schen Beispielen und dem meinen liegt, werde
ich das letztere so modifizieren, daB daraus ein den ersteren gleich-
artiger Fall wird.

Zu dem Zweck nehme man eine zweite, dieselben Fiillungsver-
haltnisse wie U aufweisende Urne und verteile die darin enthaltenen
Kugeln unter so viele Urnen S, R, B ... als Farben vertreten sind,
wobei jede Urne nur gleichfarbige Kugeln enthalten soll: S die schwar-
zen, R die roten, B die blauen.... Alsdann werden die Grofien
D1y Pas Ps . . . . die Wahrscheinlichkeiten des Erscheinens einer massiven
Kugel bei einer Ziehung aus S, R, B... darstellen. Nun ziehe man
eine Kugel aus der Urne U. Je nachdem eine schwarze, oder eine
rote, oder eine blaue Kugel erschienen ist -— welche Ereignisse mit
den Wabhrscheinlichkeiten g¢,, g,, g5 . .. zu erwarten sind — nehme
man eine Ziehung aus der Urne S oder R oder B... vor und merke
sich, ob man dabei eine massive oder eine hohle Kugel erhalten hat.
Wiederholt man » Mal diesen aus zwei Ziehungen bestehenden Ver-
such — wobei die gezogene Kugel jedesmal wieder in die betreffende
Urne zu legen ist — so wird mancher im Zweifel sein, ob iber das
zu erwartende Verhiltnis der Zahl der erschienenen massiven Kugeln
m zu n auf Grund des Bernoulli’schen Theorems allein eine bestimmte
Aussage zuldssig sei. Der Fall erfiillt aber in aller Strenge die Be-
dingungen, welche dem Poisson’schen Lehrsatze in der ihm eigentiim-
lichen Erweiterung entsprechen und so erscheint die Behauptung be-

griindet, da bei grofem » die Relation % erwartungsmifig nahe p

sein wird und zwar gleich groQe AbweichungenWm — p in diesem Fall

mit gleichen Wahrscheinlichkeiten als bei derjenigen Einrichtung des
Spieles, die der urspriinglichen Form meines Beispieles entspricht, zu
erwarten sein werden.

Allgemein gesprochen besteht die Eigentiimlichkeit meines modi-
fizierten Beispiels (und auch der beiden Beispiele Poisson’s) im Gegen-
satz zum urspriinglichen darin, daB, wihrend in diesem jeder Versuch
sich unmittelbar auf die in Betracht kommende Totalgesamtheit aller
moglichen Fille bezieht, in jenem die Teilgesamtheiten aller méglichen
Fille, von denen jeder einzelnen eine andere Spezialwahrscheinlichkeit
zukommt, getrennt vorliegen, wodurch eine (allerdings nur scheinbare)
Riicksichtnahme auf den ungleichartigen Charakter der genannten Total-
gesamtheit stattfindet.

Von den zwei in gekennzeichneter Weise unterschiedenen Arten
der Durchschnittswahrscheinlichkeit i. eig. S. verlangt hochstens die
zuletzt charakterisierte eine besondere Behandlung, die dazu dient,
die Anwendbarkeit des Bernouilli'schen Theorems auf diesen Fall zu
demonstrieren, was sich hinsichtlich jener anderen Art der Durch-
schnittswahrscheinlichkeit i. eig. S. aus blofer Anschauung ergiebt!).

1) Vgl. oben 8. 651.
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Ist bis hierher stets vorausgesetzt worden, daB die Spezialwahr-

scheinlichkeiten p,, pg, p; ..., aus denen die Durchschnittswahr-
scheinlichkeit

P =0:P1 9Pt gsPst....

zusammengesetzt ist, zugleich Elementarwahrscheinlichkeiten seien, so
darf man nun jene Voraussetzung fallen lassen und demnach an-
nehmen, dal p,, py, p;5 ... selbst wiederum Durchschnittswahrschein-
lichkeiten i. eig. S. sind. Man koénnte so Durchschnittswahrschein-
lichkeiten verschiedener Ordnungen unterscheiden nnd zwar wiren als
Durchschnittswahrscheinlichkeiten erster Ordnung solche die unmittel-
bar aus Elementarwahrscheinlichkeiten, als Durchschnittswahrschein-
lichkeiten zweiter Ordnung solche, die unmittelbar aus Durchschnitts-
wahrscheinlichkeiten erster Ordnung u. s. f. zusammengesetzt sind zu be-
zeichnen 1),

Auf jeden Fall vermag die Thatsache, dal eine ge-
gebene Wahrscheinlichkeit als Durchschnittswahr-
scheinlichkeit i. eig. S.,, gleichgiltig welcher Ordnung,
zu betrachten ist, keinen Unterschied in der Berech-
nung der Précision resp. des mittleren Fehlers eines
a posteriori ermittelten Wertes jener Wahrscheinlich-
keit zu begriinden?). '

1) Wire p eine Durchschnittswahrscheinlichkeit nter Ordnung, so wiirde sie sich
allerdings unter die Form p = y, &, + Y,T, + Y37 + ... . bringen lassen, bei welcher
Ty T,. Ty ... Elementarwahrscheinlichkeiten sind, aber die Koeffizienten y,, v,, v; ...
wiirden dann Wahrscheinlichkeiten zusammengesetzter und zwar aus je n einfachen Ereig-
nissen zusammengesetzter Ereignisse resp. Walirscheinlichkeiten des Zusammentreffens n
verschiedener Merkmale darstellen. Sagt man, dafs eine Durchschnittswahrscheinlichkeit
unmittelbar aus gegebenen Spezialwahrscheinlichkeiten zusammengesetzt ist, so will
es nichts anderes heifsen, als dals die Koeffizienten, mit denen jene Spezialwahrschein-
lichkeiten versehen sind, Wahrscheiulichkeiten einfacher Ereignisse resp. Merkmale
angeben,

2) Die Bezeichnung des erweiterten Theorems J. Bernouilli’s als ,,Gesetz der grofsen
Zsahlent* wird von zwei verschiedenen Gesichtspunkten aus beanstandet.

Zuniichst kann der nicht ganz gewdhnliche Gebrauch des Wortes ,,Gesetz‘¢ fiir etwas,
was, wie v. Kries treffend bemerkt, ,,im Grunde ein Theorem der Kombinationslehre ist‘,
sehr leicht zur unerwiinschten Verkennung der mathematischen (unempirischen) Natur des
Lehrsatzes und zur Vorstellung, dafs sich derselbe auf das wirkliche Verhalten der Dinge
beziehe, verleiten. (Dariiber sehr gut v. Kries, Prinzipien, Kap. IV § 5, auch die
Anm. auf S. 91, vergl. noch S. 293 gegen Windelband und 8. 168—169.) Von solch
einer ,,physikalischen® Deutung des Gesetzes der grofsen Zahlen ist Poisson selbst nicht
freizusprechen, was sich aus Mangel an erkenntnistheoretischer Einsicht erkldrt (Recherches,
S. 7, 144—145).

Sodann aber pflegen namentlich die Statistiker daran Anstand zu nehmen, ein ,,Ge-
setz‘* anzuerkennen, das nur fiir gro(se Zahlen von Fillen Giltigkeit hitte, auf Einzel-
fille aber oder kleine Zahlen keine Anwendung finde. Wollen die Statistiker darin
einen Widerspruch mit dem Wesen eines ,,Gesetzes' erblicken und weisen sie mit Vor-
liebe auf jenen Widerspruch hin, so scheinen sie in dem Irrtum begriffen zu sein, das
Gesetz der grofsen Zahlen als Naturgesetz aufzufassen. Betrachtet man aber den Poisson-
schen Lehrsatz als Ausdruck eines neben dem Prinzip der Kausalitit bestehenden Er-
wartungsprinzips (,,das Prinzip der Spielriume‘* nach v. Kries), so wird man nicht
leugnen konnen, dafs, obschon die Zahl der Fille keinen prinzipiellen Unterschied in der
Erwartungsbildung herbeizufiihren vermag, das Prinzip namentlich dort eine besondere
Bedeutung erlangt, wo die Erwartung auf die Gesamtergebnisse eine Reihe sehr vieler
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Nun gilt es die angefiihrten und erlduterten Sitze iiber Prici-
sionsbestimmungen einmal bei konstant zusammengesetzten Durch-
schnittswahrscheinlichkeiten und ein anderes Mal bei Durchschnitts-
wahrscheinlichkeiten i. eig. S. fiir die Statistik zu verwerten.

Es fragt sich vor allem, welchem von jenen zwei Typen die
statistischen Verhéltniszahlen, die den Charakter empirischer Werte
von Durchnittswahrscheinlichkeiten haben, angehdren.

Die in der Formel der empirischen Durchschnittswahrscheinlich-

keit vorkommenden Koeffizienten 1—%‘ ) % ’ % .+++ sind Ausdriicke fiir

die relativen Anteile, die in bestimmter Weise unterschiedene Teil-
massen an einer Totalmasse ausmachen, also z. B. Bruchteile, mit
denen verschiedene Kategorien der Bevolkerung in der Gesamtbe-
volkerung vertreten sind. Damit eine statistische Verhiltniszahl als
empirischer Wert einer konstant zusammengesetzten Durchschnitts-
wahrscheinlichkeit betrachtet werden kann, miissen solche Bruchteile
nicht ihrerseits als empirische Werte bestimmter Wahrscheinlichkeiten,
sondern als im voraus festgesetzte Zahlenwerte erscheinen.

Man stelle sich z. B. eine Einrichtung vor, der zufolge in einem
Staate die Prisenzstirke des Heeres in Prozenten der Gesamtbe-
volkerung gesetzlich vorgeschrieben ist. FafBt man in so einem Staate
die Selbstmordfrequenz, die bekanntlich eine sehr viel grofere bei der
Militarbevolkerung als bei der Civilbevilkerung ist, ins Auge, so wird
der Quotient, der sich aus der Division der Zahl aller lebenden Per-
sonen in die Zahl der etwa in einem Jahr vorgekommenen Selbstmorde
ergiebt, als empirischer Wert einer konstant zusammengesetzten Durch-
schnittswahrscheinlichkeit aufzufassen sein und demnach wird jenem
Quotienten eine hohere Pricision beizulegen sein, als die, welche dem
Fall gleicher Selbstmordfrequenz in beiden Bevilkerungsteilen ent-
sprechen wiirde. Bliebe das Zahlenverhiltnis, in dem die Militirbe-
volkerung zur Gesamtbevilkerung steht, fiir eine Reihe von Jahren

Fille gerichtet ist, weil nur unter dieser Bedingung sich hohe, der Gewifsheit nahe-
kommende Wahrscheinlichkeiten ergeben (s. v. Kries, S. 264—265 und 155).

Aufserdem ist die Forderung einer grofsen Zahl von Fillen oder Versuchen (n)
rechnerisch darin begriindet, dafs die in der Poisson’schen Fassung des Gesetzes der
grofsen Zahlen (8. 654) vorkommende analytische Beziehung zwischen den bewulsten
Fehlergrenzen und der ihnen entsprechenden Wahrscheinlichkeit unter Beniitzung der
Stirling’schen Néherungsformel, die ein grofses m voraussetzt, abgeleitet wird.

Eine ganz andere Erwigung hat aber Poisson veranlalst, seinem Lehrsatz die in
Frage stehende Benennung zu geben, woriiber eine iibrigens wenig iiberzeugende Stelle auf
S. 146—147 der ,Recherches‘ Aufschlufls giebt. Poisson wollte nimlich, indem er seine
»loi des grands nombres dem Theorem J. Bernouilli’s gegeniiberstellte, mit jener Be-
zeichnung speziell den Fall wechselnder Chancen (den Fall der Durchschnittswahrschein-
lichkeit im eig. S.) treffen. So verstanden, ist die Benennung mit aus dem Grunde nicht
gutzuheifsen, weil sie den falschen Schein zu erwecken imstande ist, als wire im Falle
wechselnder Chancen im Gegensatz zu dem Fall einer konstanten Chance (Elementar-
wahrscheinlichkeit) eine gréfsere Zahl von Versuchen notig, damit in beiden Fillen mit
gleicher Wahrscheinlichkeit ein von dem apriorischen Wert der in Frage stehenden Wahr-
scheinlichkeit nicht mehr als um einen bestimmten Betrag abweichender empirischer Wert
erwartet werden konnte. (Vgl. S. 659—660, Text und Anm. iiber Quetelet.)
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unverdndert, und behaupteten sich die abstrakten Wahrscheinlichkeiten,
einen Selbstmord zu begehen, sowohl fiir einen Angehorigen der Civil-
als fiir einen Angehorigen der Militirbevolkerung stets auf gleicher
Hohe, so wire eine Reihe von Werten des genannten Quotienten mit
unternormaler Dispersion zu erwarten.

Man wird aber wohl sagen diirfen, dal im allgemeinen solche
konstanten Relationen zwischen Teilmassen gar nicht anzunehmen sind,
es sei denn, daB eben durch Gesetz oder Verordnung fiir deren Auf-
rechterhaltung gesorgt wird.

Dem Statistiker werden aber derartige besondere Verhiltnisse,
wenn sie bei der ihn beschiftizenden Massenerscheinung ausnahms-
weise vorliegen, sicher bekannt sein und man kann daher im gekenn-
zeichneten Umstande eine Quelle falscher Pricisionsherechnungen kaum
erblicken.

Stellen aber die Relativzahlen, welche die numerischen Anteile
einzelner Teilmassen an einer Totalmasse ausdriicken, empirische
Wahrscheinlichkeitswerte ') 2) dar, so lassen sich den Durchschnitts-
wahrscheinlichkeiten resp. ihren empirischen Werten, in denen jene
Relativzahlen als Koeffizienten bei empirischen Werten von Elementar-
wahrscheinlichkeiten oder von Durchschnittswahrscheinlichkeiten niederer
Ordnung auftreten, genau dieselben Spielriume fiir die Wirkung zu-
falliger Ursachen zuweisen, wie im Fall von Elementarwahrscheinlich-
keiten gleicher Hoéhe. Man ist, m. a. W, vollkommen dazu berech-
tigt, vom Durchschnittscharakter der betreffenden Wahrscheinlichkeiten
bei Pricisionsbestimmungen abzusehen. Die Untersuchung der Dis-

persionsverhiltnisse bei statistischen Reihen ist also genau in gleicher -

Weise zu fiithren, einerlei, ob den Gliedern, die die Reihe bilden, Ele-
mentarwahrscheinlichkeiten oder Durchschnittswahrscheinlichkeiten be-
liebiger Ordnung zu Grunde liegen ®).

Insbesondere darf aber aus dem Umstande, dal eine Reihe

1) 8. Lexis, Zur Theorie .... S. 29, Anm.

2) Es soll hier, wie im folgenden, mit der Anwendung des Wahrscheinlichkeits-
begriffs auf statistische Relativzahlen nicht die Vorstellung verbunden werden, dafls es sich
um feste — in der Zeit unverinderliche — Wahrscheinlichkeiten dabei handle. Die
einer statistischen Relativzahl zu Grunde liegende abstrakte Wahrscheinlichkeit ist viel-
mebr wie die Erfahrung lehrt, in den meisten Fillen als eine historische oder ,,singulire
{nicht ganz in dem von v. Kries diesem Ausdruck beigelegten Sinne, Prinzipien, S. 129)
zu betrachten. Wenn Lexis, ohne die logische Berechtigung zu dieser Betrachtungs-
weise in Abrede zu stellen, dennoch behauptet, es sei ,,mit solcher Einfiihrung des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffes wenig gewonnen‘* (Zur Theorie ... S. 91) und wenn v. Kries,
sich Lexis anschliefsend, meint, dafs im Gebiete der Massenerscheinungen der mensch-
lichen Gesellschaft eine zutreffende Angabe numerischer Wahrscheinlichkeit fast nirgends
gemacht werden kann‘ (Prinzipien, S. 239), so sind die angefiihrten Aeufserungen dahin
zu deuten. dafs eine singulire Wahrscheinlichkeit keine Uebertragung auf nicht beobachtete
Fille und insofern keine Voraussagungen zuléifst.

3) ,Dafs die aus vielen Versuchsreihen abgeleiteten Moglichkeitskoéffizienten die
Annahme einer konstanten Totalwahrscheinlichkeit rechtfertigen, ist ganz in derselben
Weise erfahrungsmiifsig nachzuweisen, wie wenn man eine einfache Wahrscheinlichkeit
voraussetzt, und auch die oben aufgestellten Kriterien zur Klassifizierung der Massen-
erscheinungen bleiben bei beiden Anschauungen ungeiindert. (L exis, Zur Theorie u. s. w.,
S. 29.)
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normale Dispersion aufweist, nicht der Schluff gezogen werden, daf der
in Frage stehenden Verhiltniszahl eine Elementarwahrscheinlichkeit ent-
spreche. So ist der bis jetzt fast allein dastehende Fall solchen Ver-
haltens einer statistischen GroBe — namlich der Fall des Geschlechts-
verhaltnisses bei den Geburten — sehr wohl mit Thatsachen und An-
sichten vereinbar, die die Wahrscheinlichkeit einer Knabengeburt bei
verschiedenen Kategorien von Geburten nicht gleich hoch erscheinen
lassen. Es sei p diese Wahrscheinlichkeit bei der Gesamtzahl der
Geburten und p, resp. p, bei ehelichen resp. unehelichen Geburten.
Bezeichnet man ferner mit g, die Wahrscheinlichkeit fiir eine Geburt
ehelich und mit g, unehelich zu sein, so ergiebt sich die Bezichung

P=01P; + g2Ps-
Man pehme nun an, daB eine Reihe empirischer Werte des p, die
etwa einer Reihe von Jahrgidngen entsprechen, normale Dispersion auf-
weisen; darum brauchte offenbar p, nicht = p, zu sein, aber wenn
bei p, und p, sich ebenfalls normale Dispersion zeigen wiirde, miifite
das gleiche von g, resp. g, angenommen werden 1)

Fafit man die Gruppe der ehelichen Geburten fiir sich ins Auge
und stellen sich hier fiir einzelne Kategorien von Ehen verschiedene
Werte p,, py, ps .... der Wahrscheinlichkeit einer Knabengeburt
heraus, so wiirde fiir die Gesamtzahl der Ehen die Wahrscheinlichkeit

P=91P1+ 03P+ gsPs+ -+

gelten, wo g,, g5, g, .... die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Geborenen,
aus einer Ehe bestimmter Kategorie hervorgegangen zu sein, angeben
wiirden. Wenn hier, dhnlich wie vorhin, sowohl die empirischen Werte
von p als die von p,, p,, pg .... normale Dispersion hitten, so ware
bei g,, 94, g5 .... ebenfalls normale Dispersion zu erwarten ?).

Die in den angefiihrten Beispielen angedeutete Operation, die, all-
gemein gesprochen, darin besteht, Durchschnittswahrscheinlichkeiten

1) Es ist leicht méglich, dafs in Wirklichkeit sich sowohl bei p als bei p, und p,
eine der normalen sehr nahe kommende Dispersion wahrnehmen liefse und trotzdem die
empirischen ‘Werte der Wahrscheinlichkeit g, (die Relativzahlen der unehelichen Geburten)
iibernormale oder gar unregelmifsige Dispersion liefern wiirden. Dann wire anzunehmen,
dals letzteres wegen der Kleinheit der Differenz p,—p, und namentlich auch der Grolse g,
das Verhalten der empirischen Werte des p nicht in nennenswerter Weise zu beeinflussen
vermocht habe. — Siehe zur Frage des Geschlechtsverhiltnisses bei den Geburten nament-
lich von der hier in Betracht gezogenen Seite den Artikel von Lexis im Handwdrter-
buch der Staatswissenschaften, bes. S. 819 Kol. 2 und vergl. die friiheren daselbst ge-
nannten Schriften desselben Verfassers, wo er den Standpunkt der (wenigstens niherungs-
weisen) Chancengleichheit der Geburtsfille oder richtiger der Befruchtungsfillle in Bezug
auf das zu erwartende Geschlecht der Geborenen mit grofserer Bestimmtheit vertritt.

2) Es kommt aber nicht, wenigstens in erster Linie nicht auf das Zahlenverhiltnis

der Ehen verschiedener Kategorien zu der Gesamtzahl der Ehen — es seien vy, Yy Yg - - -
die diesen Zahlen zu Grunde liegenden Wahrscheinlichkeiten — wie es Lexis (1. ¢.) an-
zunehmen scheint, sondern eben auf die Grifsen g,, g,, gy... Bezeichnet man mit
w,, w,, W, ... die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Kategorien der Ehen, etwa im
Laufe eines Jahres eine Geburt zu liefern, so hitte man

gi = : e

Yy %y .+ Yo7y + Yay + ...
woraus nur bei w, = w, = w; =.. sich gi = y;i ergiebt.
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hoherer Ordnungen in solche niederer Ordnungen aufzulosen, ist be-
sonders dazu geeignet, iiber statistische Zusammenhinge Aufschliisse
zu geben, und verliert nichts an Interesse dadurch, dal die Durch-
schnittswahrscheinlichkeit héherer Ordnung, von der ausgegangen wird,
in ihren empirischen Werten normale Dispersion aufweist. Ich kann
mich daher unmoglich der Ansicht Prof. Westergaard’s anschlieBen,
wonach die Spezialisierung des Materials bei ihrem Ziel angelangt sei,
wo man auf Verhiltniszahlen mit normaler Dispersion gekommen ist.
,»Hat man“, meint der genannte Forscher, ,,den festen Punkt gefunden,
um welchen die Zahlen analog den Gliickspielserfahrungen oscillieren,
so wird das weitere Suchen nach Ursachen zwar zu neuen Resultaten
filhren konnen, z. B. wenn man das Material neu bearbeitet, man darf
jedoch auch ohne solche Bearbeitung bei den gewonnenen Resultaten
stehen bleiben. Wenn dagegen die Abweichungen grofler sind, als die
fiir Glicksspiele gefundenen, so ist dies ein Zeichen dafir, dal das
Material noch nicht geniigend bearbeitet worden ist, und dafi, bevor
eine Vorausberechnung vorgenommen werden darf, die betreffenden
Ursachen weiter isoliert werden miissen !).*

Uebrigens glaube ich, dal die im letzten Satz des citierten Passus
ausgesprochene Hoffnung, durch fortgesetzte Zerlegung des Materials
auf Verhéltniszahlen zu kommen, die von einer Zeitperiode zur anderen
nur in Grenzen schwanken wiirden, welche fiir die Wirkung zufilliger
Ursachen mafigebend sind, hinsichtlich der meisten Massenerscheinungen
des sozialen Lebens nicht realisierbar sei. In der Statistik wird die
Spezialisierung in der Bildung immer enger determinierter Menschen-
gruppen oder Gruppen menschlicher Handlungen bezw. Ereignisse ihren
Ausdruck finden. Zwei solche Gruppen, die durch einen gemeinsamen
Komplex von Merkmalen determiniert sind, sich aber auf zwei ver-
schiedene Zeitperioden beziehen, werden jedoch nur &ufllerst selten in
demselben Sinne miteinander vergleichbar sein, wie etwa zwei Reihen
von Ziehungen aus einer Urne, weil, wihrend hier bei beiden Ver-
suchsreihen die Allgemeinbedingungen des Spieles dieselben sind, dort
die Allgemeinbedingungen der Erfahrung sich hochstens als analoge,
weil in gleicher Weise fir beide Gruppen umschriebene, darstellen
wiirden. Es wire durchaus irrtiimlich, einen hohen Grad der Genauig-
keit bei solcher Umschreibung, d. h. die Aufzihlung sehr vieler Merk-
male, fiir eine bestimmte Angabe des Iuhalts jener Allgemein-
bedingungen zu halten, und stets wird verschiedener Inhalt mit gleicher
Umschreibung, mag diese noch so detailliert sein, Hand in Hand gehen
konnen.

Eine beschrinkte Geltung hat Prof. Westergaard’s Behauptung
von dem Zweck der Spezialisierung und dem von ihr zu erwartenden
Erfolg bei Untersuchung der Dispersionsverhaltnisse statistischer Reihen
allerdings, was ich Gelegenheit haben werde, an einem interessanten
Beispiel zu zeigen, wo bei den empirischen Werten der Durchschnitts-
wahrscheinlichkeit hoherer Ordnung unregelméifige Dispersion obwaltet.

1) Grundziige der Theorie der Statistik S. 55.
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.+, Ehe ich mich aber diesem Fall zuwende, mdchte ich die iibrigen
Félle noch kurz erortern.

Um nochmals auf den Fall normaler Dispersion zuriickzukommen,
so liefe sich eine solche bei empirischen Werten der Durchschnitts-
wahrscheinlichkeit p nicht pur in der vorhin angenommenen Weise
erklaren, sondern es wire auch denkbar, dafl bei den empirischen
Werten der Wahrscheinlichkeiten p,, p,, p, .... unternormale Dispersion
vorliegt, wihrend die empirischen Werte der Wahrscheinlichkeiten g,,
Js» 93 - ... lbernormale Dispersion aufweisen oder umgekehrt. Sollte
eine dieser zwei Moglichkeiten in Erfillung gehen, so wire es freilich
als ,,Zufall* zu betrachten.

Aus unternormaler resp. ibernormaler Dispersion bei
den empirischen Werten von p wire auf unternormale resp. iiber-
normale Dispersion® bei den empirischen Werten der Wahrscheinlich-
keiten p,, py, p3 .... oder der Wahrscheinlichkeiten g,, g5, g5 --.-
zu schliefien, wobei im ersten Fall die empirischen Werte der g,, g¢,,
gs .-.. und im zweiten Fall die empirischen Werte der p,, p,, ps....
unternormale, normale oder iibernormale Dispersion aufweisen koénnten.

Schlieflich deutet der praktisch wichtigste Fall unregel-
mafiger Dispersion der empirischen Werte von p auf das Vorhanden-
sein unregelméliger Dispersion entweder in den empirischen Werten
der Wahrscheinlichkeiten p,, ps, p; ...., bei beliebiger Dispersion der
Werte von ¢4, g,, g5 .... oder auf das Vorhandensein unregelmiliger
Dispersion in den empirischen Werten der Wahrscheinlichkeiten g¢,,
g2y g5 -... bei beliebiger Dispersion der Werte von p,, pg, p; ...
hin?). In der grofien Mehrzahl der Fille liefert die Beobachtung un-
regelmafige Dispersion der empirischen Werte sowohl der Wahrschein-
lichkeiten p,, p,, p, .... als der Wahrscheinlichkeiten g¢,, g5, g5 ---.
Um so interessanter mufl daher ein Fall erscheinen, wo sich fiir die
Werte von p eine unregelmiflige, hochstens iibernormale Dispersion
zeigt, wahrend man nach erfolgter Zerlegung des Materials in zwei
Gruppen fir die Werte von p,, p, oder wenigstens fiir einen derselben
eine normale Dispersion erhalt.

Die in dem nunmehr folgenden Beispiel vorkommenden absoluten
Zahlen und die meisten Berechnungen entnehme ich Westergaard’s
»lheorie der Statistik* 2). Es handelt sich um das verhiltnisméaBige
Vorkommen der Selbstmorde durch Erhéingen in Danemark in der
Periode von 1861—1886 inkl. Es sei fiir einen bestimmten Jahrgang
die Gesamtzahl der vorgekommenen Selbstmorde » und m die Zahl
der durch Erhiangen erfolgten. Summiert man die Zahlen der 21 Jahr-
ginge, so erhalt man Sn als Zahl simtlicher innerhalb jenes Zeitraums
vorgekommener Selbstmorde und 3m als Zahl derjenigen Menschen,
die sich im selben Zeitraum erhéngt haben. Besteht eine feste Wahr-
scheinlichkeit p fiir einen Selbstmord, durch Erhingen zu erfolgen, so

by
wire ;—-——— p’ als der genaueste aus den Daten zu ermittelnde Nihe-
n

1) Vgl. Cournot, Grundlehren der Wahrscheinlichkeitsrechnung S. 152.
2) 8. 44—46.
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rungswert fiir p zu betrachten ). Nun handelt es sich darum, zu
untersuchen, ob die Verhiltniszahlen 1:; der einzelnen Jahrginge nur

solche Schwankungen aufweisen, die durch die Wirkung zufilliger Ur-
sachen zu erklaren sind. Man berechnet zu dem Zweck die Reihe
der Zahlen m’'=mnp’, welche die erwartungsmaBligen Zahlen der Er-
hingten fiir einzelne Jahrgange sind, bildet ferner die Differenzen

+ m' + m=a und schliefllich die Quotienten 2, wobei a stets

f

positiv genommen werden mufl und £ den mittleren Fehler = Vnp'(1—p")
bezeichnet. Der mittlere Fehler ist wegen der wechselnden Zahl » fir
jeden Jahrgang ein anderer. Die Theorie zeigt dann, welcher Teil
jener Quotienten innerhalb bestimmter Grenzen enthalten werden
miilte, falls die Abweichungen a zufilliger Natur waren?). Folgeude
Tabelle giebt die Resultate der Berechnungen wieder.

Entsprechende Zahl der
a Jahrginge
f Theorie Erfahrung
1 2 3
unter 0,3 | 6 | 3
» 05 10 ‘ 5
n 0 13 ‘ 9
w I, 18 15
P ) 22 19
24

no 21 I 25 ‘

An der Hand dieser von mir berechneten Tabelle sieht man so-
fort, daB die Ergebnisse der Erfahrung von den Erwartungen der
Theorie nicht unbedeutend divergieren, und man darf daher mit groBer

Sicherheit schlieBen, daB die Schwankungen der Verhiltniszahl ’Z’

nicht durch Zufall allein zu erkliren sind, sondern die in Frage
stehende Wahrscheinlichkeit eine in der Zeit veranderliche ist. Ob hier
unregelmafige oder vielleicht tibernormale Dispersion vorliegt, kann
man dahingestellt sein lassen.

Es liegt aber nahe, zu einer detaillierteren Ausbeutung des
Materials zu schreiten, und zwar die Selbstmorde nach dem Geschlecht
gesonders ins Auge zu fassen. Es sei g, die Wahrscheinlichkeit fir

1) Vgl. oben S. 647, das nihere iiber das im Text angewandte Verfahren folgt im
zweiten Artikel.

2) In Westergaard’s Grundziigen der Theorie der Statistik findet man auf S. 64 eine
Reihe von Werten angefiihrt, die die Funktion F) (siche oben S. 645 Anm. 3) bei

%= a_ annimmt (der Bezeichnung # entspricht bei Westergaard die Bezeichnung p).

Ve
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einen Selbstmord von einem Mann und g, von einer Frau begangen
zu werden, p, die Wahrscheinlichkeit fiir einen Selbstmord bei einem
Mann und p, bei einer Frau durch Erhiangen zu erfolgen.

Demnach hat man

D =910t g2l

und es gilt nun die Stabilitit der Grofen g, und g, und dann der
GroBen p, und p, gesondert zu priifen ). Beides hat Prof. Wester-
gaard durchgefihrt und die Ergebnisse seiner Berechnungen lassen
sich so zusammenfassen.

Entsprechende Zahl der Jahrginge :
a .
— 5 Erfahrung bei
F Theorie
9y Py | Py
1. 2. 3. 4. 5.
unter 0,3 6 3 4 6
yw 0,5 10 6 8 11
X 13 10 12 12
FTER 03 ¢ 18 15 17 18
. 22 21 20 23
» 21 25 24 24 24

Stellt man die Zahlen der 3. Kol. den Zahlen der 2. Kol. gegen-
fiber, so wird man einer nicht unbetrichtlichen Divergenz zwischen
Theorie und Erfahrung gewahr?). Dagegen zeigt sich eine be-
triedigende Uebereinstimmung der Zahlen der 4. Kol. und noch mehr
der 5. Kol. mit den Zahlen der 2. Kol.

Die vorhin erhaltene unregelmifBige Dispersion fiir das Verhalt-
nis der Erhdngten zu der Gesamtzahl der Selbstmorder lift sich also
mit einiger Sicherheit aus der Hypothese erkliren, daf jener Verhilt-
niszahl zwei getrennte, jedoch konstante Wahrscheinlichkeiten, von
denen die eine fiir das ménnliche, die andere fiir das weibliche Ge-
schlecht gilt, zu Grunde liegen 3), wihrend die Verteilung der Selbst-

1) Die aus den Daten fiir den ganzen 26-jihrigen Zeitraum ermittelten Niherungs-
werte der betreffenden Wahrscheinlichkeiten sind: p = 0,769, p, = 0,829, p, = 0,560,
H =011, g, = 0,223.

2) Prof.”Westergaard scheint aber keine zu strengen Anspriiche an die Ergebnisse
zu stellen, wenn er zu den Zahlenreihen in Kol. 2 und 3 sagt: ,,Die wirklichen und
berechneten Zahlen stimmen recht gut iiberein. (8. 44.) Vgl. auch Lexis im Art.
,,Gesetz** im Handwirterbuch der Staatswissenschaften, IIl. Bd., S. 848, Kol. 2.

3) Eigentlich wire ich geneigt, nur beim weiblichen Geschlecht (Kol. 5) normale
Dispersion anzuerkennen, wihrend die auf das ménnliche Geschlecht beziiglichen Zahlen
(Kol. 4) mich nicht in vollem Mafse zu befriedigen vermogen. Uebrigens bleibt die Be-
urteilung notwendigerweise subjektiv, wenn die Zahl der Versuchsreihen, wie hier, ziem-
lich klein ist. Es kommt auch darauf an, wie man die Spielriume abgrenzt. So wiirde
eine leise Modifikation in dieser Beziehung die Zahlen der Tabelle auf S. 671 in noch
weniger giinstigem Licht fiir die Hypothese einer konstanten Wahrscheinlichkeit (p) er-
scheinen lassen. Setzt man nimlich in Kol. 1 die Grenze 1,0 statt 1,1 und 2,0 statt
2,1, so erfahren dadurch die Zahlen in Kol. 2 keine Veriinderung; dagegen wiirde sich
in der Kol. 3 die Zahl 15 in 13 und 24 in 23 verwandeln. — Es kann daher bei der-
artigen Untersuchungen nicht genug empfohlen werden, in der von Liexis vorgeschlagenen
Weise die Priicision oder den mittleren Fehler einmal nach ,kombinatorischer* und ein
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morder nach Geschlechtern von Jahr zu Jahr solche Schwankungen
aufweist, die mit der Annahme einer auch dieser Verhiltniszahl zu
Grunde liegenden festen Wahrscheinlichkeit unvereinbar erscheinen
diirfte, zumal solch eine Annahme die Dispersionsverhiltnisse, die
sich bei Zusammenziehung beider Geschlechter herausstellen, nicht zu
erkliren vermdchte.

An dem angefiihrten Beispiele zeigt sich deutlich, daf die Zer-
legung einer statistischen Masse in Teilmassen bei der Untersuchung

anderes Mal nach ,,physikalischer’ Methode zu berechnen und die beiden so erhaltenen
Werte mit einander zu vergleichen. Dann kommt man auf einen einheitlichen numerischen
Ausdruck fiir das Mafs der Abweichung der effektiven Dispersion von der normalen. Die
Lexis'sche Methode kann jene andere, von Westergaard durchweg beniitzte, freilich nicht
ersetzen, weil sie zu summarisch ist und in noch geringerem Mafse dazu geeignet er-
scheint, dariiber Aufschlufs zu geben, ob im gegebenen Fall iibernormale oder unregel-
mifsige Dispersion vorliegt, denn das Charakteristikon ist das gleiche fiir beide Fille.
Es wiire also anzuraten, in Erginzung solcher tabellarischer Darstellungen, wie sie sich
bei Westergaard und anderswo finden, das Verhiltnis der einen Pricision zur anderen
oder des einen mittleren Fehlers (des effektiven) zu dem anderen (dem erwartungsmiifsigen)
zu ermitteln (dieses kombinierte Verfahren wendet Lexis in § 43 der Schrift ,,Zur
Theorie . ..** an). Hat man aber bei Aufstellung der Tabelle die Veriinderlichkeit der
Zahl der Versuche (Fille), aus denen jede einzelne Zahl der Reihe entstanden ist, be-
riicksichtigt und so etwa einem jeden Jahrgang einen besonderen mittleren Fehler zu Grunde
gelegt, so kann man von der Berechnung eines gemeinschaftlichen mittleren Fehlers
nach , kombinatorischer Methode absehen und wie folgt erfahren: Man bilde die Quadrate
der auf den jeweiligen mittleren Fehler reduzierten Abweichungen, d h. die Gréfsen

a\2
(7) , addiere dieselben und dividiere die Summe durch die Zahl der Versuchsreihen (also

z. B. in unserem Fall durch 26). Aus dem so erhaltenen Quotienten ist die Quadratwurzel
zu ziehen. Man wiirde im Endresultat 1 oder eine von 1 wenig abweichende Grolse
erhalten, wenn die Dispersion eine normale wire. Bei der Wahrscheinlichkeit p (Tabelle
auf S. 671) erhilt man den unechten Bruch 1,25. Der effektive mittlere Fehler iiber-
trifft also um !/, den erwartungsmifsigen, oder es verhalten sich die nach ,kombina-
torischer'* und die nach ,,physikalischer’‘ Methode berechneten Pricisionen zu einander,
wie 5 zu 4. Trotz der verhiltnismilsig kleinen Differenz zwischen den Pricisionen lifst
sich eine iibernormale Dispersion kaum annehmen: denn reduziert man die Abweichungen

2 im Verhiltnis von 5 zu 4, so erhilt man fiir die 3. Kol. der Tab. auf S. 671 die

Zahlenreihe: 3, 8, 10, 16, 23, 26, aus der sich nur schliefsen lifst, dafs sehr grofse Ab-
weichungen — d. h. solche, die das 1'/,-fache resp. das 2-fache des mittleren Fehlers
iibertreffen, sehr selten vorkommen, aber bis zur 1‘/,-fachen Grolse des mittleren Fehlers
scheint zwischen der Grifse der Abweichung und der Hiufigkeit ihres Vorkommens die
erwiinschte Beziehung nicht obzuwalten. Dies erhellt auch aus folgender Zusammen-
stellung. Die erste Zeile der nachstehenden Tabelle giebt die Grenzen der Abweichungen
an, wobei die letzten auf den mittleren Fehler reduziert sind. Die iibrigen Zeilen ent-
halten die Zahlen der Jahrginge, deren Ergebnisse in die angegebenen Fehlergrenzen
fallen, und zwar entsprechen die Zahlen der 2. Zeile den Erwartungen der Theorie, die
der 3. und 4. den Resultaten der Erfahrung, wobei den Zahlen der 3. Zeile der nach
,,kombinatorischer® Methode, den Zahlen der 4. Zeile der nach ,,physikalischer’* Methode
berechnete mittlere Fehler zu Grunde gelegt wurde.

1. \0,0—0,4 0,4—0,8 | 0,8—1,2 I,z—t,slt,s—-z,o

2. 8 7 5 3 I
3. I 4 5 I 7 6 ’ 3
4. 5 7 6 5 1

Dritts Folge Bd. VII (LXIII). 48
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der Stabilitat statistischer Verhiltniszahlen wesentliche Dienste zu
leisten imstande ist 1) 2).

Ich glaube jedoch, daf diese Funktion der Spezialisierung keine
so allgemeine ist, wie es z. B. Prof. Westergaard annimmt, wovon be-
reits die Rede war.

An einer anderen Stelle der ,,Grundziige* finde ich aber dieselbe
Frage von einem Standpunkt aus behandelt, der mir einen unlosbaren
Widerspruch zu jener oben erorterten Ansicht des Verfassers zu ent-
halten scheint.

Westergaard will ganz allgemein der Teilung des Materials die
Eigentiimlichkeit vindizieren, ,den zufilligen Ursachen einen etwas
engeren Spielraum anzuweisen*?) und erldutert diesen Gedanken an
einer Reihe von Beispielen, von denen ich eins anfiilhren werde. Es
ist dies der soeben besprochene Fall der Selbstmorde durch Erhingen
in etwas modifizierter Gestalt. ,,Unter 500 Selbstmordern®, fiihit
Westergaard aus, ,,sind durchschnittlich 100 Frauen und 400 Minner.
Unter den méannlichen Selbstmordern werden sich gewdhnlich 4/, er-
héngen, unter den weiblichen 3/, ; die durchschnittliche Zahl der Er-
hangten ist also 380. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daB die
Zahl zwischen 360 und 400 fallen wird %)?*“ Um diese Frage zu losen,
ist die Pracision oder der mittlere Fehler f zu berechnen, und zwar
das Produkt np, wo
p=— 91171 + 92 22

und g, = %, g = —;, p, = B’ Py = g, bei einer Zahl von Ver-
hen # — 500. Man hat nun £ — /i3 71— oder f — |/500.12. &
suchen n = . Man hat nun f—Vnp (1—p) oder f= '35 95

= 71/91,2. Westergaard will aber anders verfahren: er berechnet

erst den mittleren Fehler f, fir die Zahl der sich zu erhingenden
Ménner und dann f, fir die Zahl solcher Frauen, und zwar nach den

1) Darin ist allerdings der Hauptwert der Spezialisierung mnicht gelegen: letztere
hat vielmehr eine viel allgemeinere Bedeutung und ich mufs mich an dieser Stelle
Prof. Westergaard gegeniiber (s. seine gegen mich gerichtete Bemerkung in diesen
Jahrbiichern, Dritte Folge VI Bd., 3. Heft, S. 328—329) dagegen verwahren, die
Wichtigkeit jener Operation irgendwenn in Abrede gestellt zu haben. Freilich bot mir
das in der ,Mittleren Lebensdauer'‘ behandelte Thema wenig Gelegenheit dazu, die Be-
deutung der Spezialisierung zu betonen. Vergl dagegen ,,Ueber das Moment des Berufes
in der preufsischen Statistik der Bevolkerungsbewegung'* im Bericht iiber die Thitigkeit
des statistischen Seminars an der k. k. Universitit Wien im Wintersemester 1892—93,
8. 13—17.

2) Vergl. Westergaard, S. 46: ,,Wire das Verhiltnis zwischen weiblichen und minn-
lichen Selbstmérdern nicht jedes Jahr nahezu dasselbe, so wiirde hier ein recht deut-
liches Beispiel® fiir die Niitzlichkeit einer detaillierten Bearbeitung des Materials vor-
liegen.** Thatsiichlich liegt aber das Beispiel nicht im Conjunctivus resp. Conditionalis,
sondern im Indicativus vor, eben aus dem Grunde oder doch mit aus dem Grunde, weil
die Schwankungen des Verhiltnisses zwischen weiblichen und miinnlichen Selbstmérdern
grolser sind, als dem Zufall entsprechen wiirde.

3) Grundziige S. 78.

4) Ebenda S 80—81.
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5 5 b
y24. Fir den mittleren Fehler der Zahl der Erhangten beiderlei
Geschlechts giebt er schlieflich die Grofie f/ = Vit + 2 =V388
aus. Ist aber diese Berechnungsart, die allerdings stets einen kleineren
mittleren Fehler liefern muB1!), der gestellten Frage adidquat? Sie
wire es nur dann, wenn g, und g, keine Wahrscheinlichkeiten, sondern
konstante Zahlen darstellen wiirden. In Wirklichkeit weisen die
Zahlen g,,g, nicht nur keine Konstanz auf, sondern nicht einmal eine
der Annahme fester Wahrscheinlichkeiten entsprechende Stabilitit.
Bei Formuliernng der Aufgabe bezeichnet Westergaard selbst die an-
gegebene Verteilung als eine ,,durchschnittliche. Darum kommt der
mittlere Fehler f = V88 nicht der wirklichen Zahl der Erhangten
unter 500 Selbstmérdern, sondern einer Zahl zu, die fir jedes Jahr
aus den fiir dasselbe sich ergebenden Werten von p, und p, und den
Konstanten g, und g, kiinstlich gebildet wiirde 2).

Bezieht sich also eine statistische Verhiltniszahl auf eine Total-
masse und lalt sich diese in Teilmassen, denen verschiedene Werte .
jener Verhiltniszahl entsprechen, zerlegen, so erblickt Westergaard
darin einen Grund, fiir die der Totalmasse entsprechende Verhaltnis- .
zahl eine grofere Stabilitit, d. h. eine geringere Abhangigkeit von der .
Wirkung zufilliger Ursachen, anzunehmen, als in dem Fall, wo sich
jene Verhaltniszahl gegeniiber der vorgenommenen Zerlegung indifferent
verhielte.

Diese Anschauung, die bei ihm in nicht ganz unzweideutiger
Weise ausgesprochen ist und sogar mit einer gerade entgegengesetzten
gleichsam konkurriert, tritt uns bei einigen anderen Autoren in klarer
Formulierung entgegen.

Bertrand3) duBert sich z. B. dahin, daf die Pracisionberech-
nungen in der Statistik unrichtig seien, weil die statistischen Massen-
erscheinungen einem Spiele mit vielen Urnen, von denen einer jeden

Formeln f; = V400-‘; L= V64 wd f, =]/100- 5.2 _

1) Auf Grund des auf S. 653 formulierten Satzes.

2) Vielleicht hat Westergaard in den citierten und &hnlichen Beispielen nicht effektive
Zahlen der Ereignisse, sondern in der That kiinstlich hergestellte Zahlen im Auge ge-
habt. Ich vermisse aber in den ,,Grundziigen‘‘ die ausdriickliche Aussprechung des Satzes,
dafs bei Berechnung des mittleren Fehlers vom Durchschnittscharakter der in Frage
stehenden Wahrscheinlichkeit abgesehen werden kann, worin, wie oben gezeigt worden
ist, die von Poisson dem Bernouilli’schen Theorem verlichene Erweiterung besteht. Im
historischen Teil der ,,Grundziige** bemerkt Westergaard (8. 256), dafs ,,das Bernouilli’sche
Theorem von Poisson auf den Fall erweitert wurde, wo zwei oder mehrere Wahrschein-
lichkeiten obwalten‘, und verweist auf S. 77 ff. An letzterer Stelle finde ich aber nur
eine Erérterung von Beispielen, die einem allerdings auch von Poisson bewiesenen Satz
(formuliert in No. 112, 7° bewiesen in No. 94—95 der , Recherches*) entsprechen, der
aber nicht das erweiterte Theorem Bernouilli’s ist. Eine strengere Auseinanderhaltung
jener zwei Sitze, von denen der letzte auf eine Durchschnittswahrscheinlichkeit i. eig. 8.,
der erste aber auf eine konstant zusammengesetzte Durchschnittswahrscheinlichkeit sich
bezieht, diirfte in einem Lehrbuch, das fiir mathematisch weniger geschulte Leser be-
stimmt zu sein scheint, wohl am Platze gewesen sein.

3) Calcul des probabilités, Chap. XII: les lois de la statistique.

43%
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eine verschiedene Chance des Erscheinens einer weifen Kugel ent-
spricht, gleichkdmen, denkt sich aber das Spiel so eingerichtet, daf
die Zahlen der aus den einzelnen Urnen vorzunchmenden Ziehungen
im voraus festgesetzt werden. Warum aber eben dieses Schema fiir
die Betrachtung statistischer Vorginge mafigebend sein soll, bleibt
unbewiesen.

Eine tiefere Begriindung hat v. Kries dem nimlichen Standpunkt
zu geben versucht®).

Die Pracisionsbestimmungen haben, nach seiner Auffassung, den
Zweck, einen Mafstab fir die Sicherheit derjenigen SchluBfolgerungen
abzugeben, die aus den Verinderungen in den Werten einer Verhalt-
niszahl auf das Verhalten der fiir die untersuchte Massenerscheinung
in Betracht kommenden ,,allgemeinen Bedingungen* gemacht werden.
Dabei lasse man sich aber stets von der Vorstellung leiten, dall jene
»allgemeinen Bedingungen“, wenn sie konstant blieben, normale Dis-
persion zur Folge haben wiirden. Dies sei nun, so meint v. Kries,
eine ganz willkiirliche und in vielen Fillen durchaus unzutreffende
Anpahme, wie man’s aus folgendem Beispiel ersehen konne.

Handelt es sich um die allgemeine Kriminalitéit einer Bevolkerung
und wird dieselbe an dem Verhiltnis (p) der Zahl der jahrlich be-
gangenen Verbrechen und Vergehen zu der Gesamtzahl der straf-
miindigen Bevolkerung (n) gemessen, so glaubt v. Kries, daB, falls sich
die ,allgemeinen Bedingungen*, welche fiir die Kriminalitit von Belang
sind, in der Zeit nicht dndern wiirden, man bei den Werten von p
von Jahr zu Jahr kleinere Schwankungen erwarten sollte, als bei einer
Anzahl von Versuchsreihen im Fall einer mit schwarzen und weillen
Kugeln im Verhaltnis von 1—p zu p gefiillten Urne, aus der jedesmal
n Ziehungen vorgenommen werden. Solch eine Erwartung motiviert
er damit, daB die Kriminalitit in verschiedenen Kategorien der Be-
volkerung nicht dieselbe Hohe hat, sondern nach Geschlecht, Alter,
Beruf u. s. f. verschieden ist. Die numerischen Anteile aber, die jene
Geschlechts-, Alters-, Berufs- u. s. f. Gruppen an der Gesamtbevolkerung
haben, fallen, nach v. Kries, unter den Begrift der ,hier in Rede
stehenden allgemeinen Bedingungen*, mithin sei es als eine Verinde-
rung der allgemeinen Bedingungen anzusehen, wenn eine Bevolkerungs-
gruppe, die in einem bestimmten Jahre 10 Proz. der Bevdlkerung aus-
macht, im darauf folgenden etwa auf 9,99 Proz. sinkt oder auf
10,01 Proz. steigt. Auch fiir den Fall der Sterblichkeit entwickelt
v. Kries analoge Vorstellungen.

So mochte also v. Kries, genau wie Bertrand, die statistischen
Verhiltniszahlen pach dem Schema konstant zusammengesetzter Durch-
schnittswahrscheinlichkeiten behandelt wissen, und darum ist ihm die
erwartungsmiflige, d. h. die dem Konstantbleiben der allgemeinen Be-
dingungen entsprechende Dispersion eine unternormale.

Da nun einerseits, wie v. Kries mit Recht anzunehmen scheint,
der Durchschnittscharakter allen statistischen Relativzahlen innewohnt,

1) Prinzipien, Kap. VI, § 8 und Kap. IX, §§ 6—9.
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und andererseits iiber die Art der Zusammensetzung einer statistischen
Durchschnittswahrscheinlichkeit aus den sie bildenden Elementarwahr-
scheinlichkeiten eine genaue Kenntnis niemals vorliegt, so ist eine der
v. Kries’schen Auffassung adiquate Pricisionsbestimmung schlechtweg aus-
geschlossen. Mit aus dieser Ueberlegung ergiebt sich dann als folgerichtige
Konsequenz eine .allgemeine Verwerfung“ derjenigen Anwendungen
der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf den statistischen Stoff, die den
Zweck haben, Spielriume fiir die Wirkung ,zuféilliger Ursachen* an-
zugeben.

Das eine, was den angefiihrten Betrachtungen gegeniiber geltend
gemacht werden konnte, wire dies: Setzt man voraus, dall es gelungen
sein sollte, eine Durchschnittswahrscheinlichkeit p unter die Form

P = 7170y + Yo7y + Va3 . . ..

zu bringen, wo ., m,, 7y . . .. Elementarwahrscheinlichkeiten dar-
stellen, so erscheint die Annahme, daf fir die GroBen y,, ¥4, 75 -« - -
sich bei einer Anzahl von Versuchsreihen, also z. B. bei einer Reihe von
Jahrgingen, identische Zahlenwerte herausstellen wiirden — worin,
nach v. Kries, die Konstanz der allgemeinen Bedingungen ihren Aus-
druck finden soll — in gleichem MafBe unwahrscheinlich und der bis-
herigen Erfahrung widersprechend, wie etwa die Annahme, dal die
empirischen Werte von =,, 7y, 7v4 ... . von Versuchsreihe zu Ver-
suchsreihe konstant blieben. Denn bei Auflssung von Durchschnitts-
wahrscheinlichkeiten hoherer Ordnungen in solche niederer Ordnungen
hat sich bis jetzt etwas Aehnliches beziiglich der Grossen g, g5, 95 .. . .
nie gezeigt. Mithin ware die Frage nach der Konstanz der allge-
meinen Bedingungen im voraus fiir alle Félle im negativen Sinne ent-
schieden und eine vom v. Kries’schen Gesichtspunkte aus gefiihrte Unter-
suchung der Schwankungen, denen statistische Verhaltniszahlen in der
Zeit unterworfen sind, wiirde sich nicht nur als unmdoglich, wie v. Kries
behauptet, sondern auch als gegenstandlos erweisen.

Das andere jener Auffassung Entgegenzuhaltende wire, dafll sie
auf eine groBe Gruppe statistischer Verhaltniszahlen gar keine An-
wendung zuldft. Ich meine solche Zahlen, die nicht mebr die Inten-
sitit gewisser Erscheinungen, sondern die Héaufigkeit des Vorkommens
bestimmter, an den Einzelfallen einer statistischen Masse wahrnehm-
barer Merkmale zum Ausdruck bringen, z. B. das Verhiltnis der Zahlen
der Totgeborenen zu der Gesamtzahl der Geborenen, das Verhiltnis
der Zahl der an bestimmten Todesursachen Gestorbenen zu der Ge-
samtzahl der Gestorbenen, das Verhaltnis der Zahl von Verbrechen

besonderer Art zu der Gesamtzahl der Verbrechen u. s. f Die’
mangelnde Chancengleichheit der Einzelfille wird in den angefiihrten .

und dhnlichen Fallen darin zum Ausdruck kommen, daB sich verschie-
dene Arten der Zerlegung ein und derselben Masse gegenseitig nicht
indifferent verhalten werden, so z. B. bei den Geborenen die Vertei-
Ting einmal in Lebend- und Totgeborene und ein anderes Mal in Ehe-
liche und Uneheliche, falls sich z. B. herausstellen sollte, dal in der

Masse der Unehelichen die Totgeborenen verhaltnisméassig stiarker ver-

treten sind, als in der Masse der Ehelichen. Es steht nichts im
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Wege, den groBeren oder kleineren Anteil der Unehelichen als eine
der ,allgemeinen Bedingungen®, die fir die Verteilung der Geborenen
in Lebend- und Totgeborene in Frage kommen, zu betrachten, oder,
ganz allgemein gesagt, die eine der beiden von verschiedenen Gesichts-
punkten aus erhaltenen Verteilungen einer statistischen Masse als be-
dingend fiir die andere hinzustellen. Sucht man aber nach einem
zahlenmafigen Ausdruck der als ,allgemeine Bedingung“ gedachten
Verteilung, so darf man jenen Ausdruck nicht, nach v. Kries’scher Art,
in den sich aus der Beobachtung unmittelbar ergebenden Zahlen er-
blicken, zugleich aber die analogen Zahlen der anderen Verteilung —
der bedingten — als mit zufilligen Fehlern behaftete ansehen.

Dies wiirde schon wegen des sehr wohl moglichen Ineinandergreifens
der zwei Ursachenkomplexe, durch die die zwei Verteilungen herbei-
gefilhrt werden — Beispiele solchen Verhaltens der Ursachenkomplexe
lieBen sich leicht anfithren — im héchsten Grade inkonsequent erscheinen.

Tritt bei Betrachtung der soeben ins Auge gefaten Art statistischer
Verhaltniszahlen das Unnatiirliche der v. Kries’schen Auffassung deut-
licher, als in dem Beispicle der Kriminalitits-, der Sterbeziffer oder
irgend welches Intensitits-Koeffizienten hervor, so liegt es eben an
dem, wie ich glaube, nebensichlichen Unterschied, daf dort die zwei
in Betracht kommenden Verteilungen sich aus zwei parallel laufenden,
vielleicht sogar durchkreuzenden Erscheinungsreihen ergeben, ja in
denselben Einzelfillen sich gleichsam verkérpern, wahrend hier die
Masse der lebenden Personen in bestimmter Gliederung als etwas Ge-
gebenes vorliegt, bevor die Reihe der verbrecherischen Handlungen, der
Todesfille oder irgend welcher Ereignisse eroffnet wird.

Eine Analogie zu diesem Modus des statistischen Geschehens bietet
das oben erwihnte Beispiel Poisson’s mit den Urnen (S. 656ff.), wo erst
das Urnensystem B,, B,, B, ....aus dem Urnensystem C,, C,, C, ....
abgeleitet und dann eine Reihe von Ziehungen vorgenommen wird.
Die bei den einzelnen Versuchsreihen beniitzten Urnensysteme B,, B,,
B,....,;B, B, B,;....; B, B, B“, .... entsprechen
den fiir einzelne Jahrgiange oder sonstige Abschnitte einer Zeitperiode
in Betracht kommenden Massen lebender Personen. Mit solch einem
Vergleich berithre ich aber einen Punkt, der fiir die ganze Frage von
Wichtigkeit sein diirfte. Sind pimlich im Poisson’schen Beispiel die
einzelnen B-Systeme in Bezug auf ihre Ableitung aus dem C-System
ganz und gar voneinander unabhingig, so ldfBt sich das Gleiche von
den Massen lebender Personen, die etwa zwei aufeinanderfolgenden
Jahrgiangen entsprechen, nicht behaupten, denn die beiden Massen
bestehen zum grofen Teil aus denselben Individuen?). Darum
wiirde der in Frage stehende statistische Vorgang eher einer Ein-
richtung des Spieles gleichen, bei der das System B‘;, By, B’y ....
nicht unmittelbar aus dem System C,, C,, C, . ... sondern aus
dem vorhandenen System B,, B,, B, . ... abgeleitet wiirde, und
zwar in der Weise, daB etwa durch Auslosung eine verhiltnismifig

1) Lexis, Zur Theorie ..., § 22.
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kleine Anzahl von Urnen aus dem zuletzt erwihnten System entfernt
und durch eine gleiche Zahl neuer, ebenfalls durch Auslosung aus

dem Urpensystem C,, C,, C, . ... hergenommener ersetzt wiirde.
In ahnlicher Weise ware aus dem so erhaltenen Urnensystem B',, B',, .
B’y . ... das der folgenden Versuchsreihe entsprechende System ..’

B, B"y, B*; . ... abzuleiten u. s. f. Es ist klar, daB ein in ge- s -
schildeter Art eingerichtetes Spiel eine unternormale Dispersion wiirde I i
erwarten lassen. Damit letztere in dem uns beschiftigenden stati- ““*™
stischen Fall auch als erwartungsmiBige gelten konnte, miilten aller- -~ +
dings beziiglich der Zu- und Abginge, die eine Masse lebender Menschen

in der Zeit erfihrt, gewisse Bedingungen erfiillt werden, auf deren
ndhere Pricisierung ich hier nicht eingehen werde. Diese Bedingungen
konnten aber mit vollem Recht zu den allgemeinen Bedingungen der
Erfahrung gerechnet werden. In einer einzigen Beziehung wiirde sich

das erwahnte Schema als nicht ganz zutreffend erweisen: es bleibt
namlich dabei unberiicksichtigt, daB ein und dasselbe Individuum in
verschiedenen Jahrgingen nicht derselben Gruppe anzugehdren braucht,
oder daB, m. a. W., die fiir ein bestimmtes Individuum geltende Chance

eine wechselnde sein kann. Am deutlichsten macht sich dieser Um-
stand in dem Falle der Gruppierung nach Altersklassen geltend.

Trotzdem muf anerkannt werden, dal die partielle Identitat der
den einzelnen Jahrgangen entsprechenden statistischen Massen in bezug
auf ihren Bestand einen storenden Faktor bei Untersuchung der Dis-
persionsverhéltnisse statistischer Reihen bildet und zwar die Erwar-
tungen beziiglich der Dispersion nach der Richtung der unternormalen
Dispersion hin zu modifizieren imstande ist.

Es ist andererseits klar, dafl jene mangelnde Unabhingigkeit der
Einzelwerte einer statistischen Reihe, oder in der Sprache der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung ausgedriickt, die mangelnde Unabhiangig-
keit der Versuchsreihen dort nichts zu bedeuten hat, wo die
in Frage stehende Wahrscheinlichkeit p eine Elementarwahrscheinlich-
keit ist. Denn wire z. B. die Chance, ein Verbrechen zu begehen,
fir jeden Menschen die gleiche, so wiirde es vollkommen irrelevant
sein, aus welchen Individuen die betreffenden, den einzelnen aufeinander-
folgenden Jahrgingen entsprechenden Massen bestehen.

So gelange ich auf Umwegen zu einer teilweisen Uebereinstimmung
mit v. Kries, der bei mangelnder Chancengleichheit der Einzelfille
eine unternormale Dispersion resp. eine hohere Pricision als erwartungs-
méfige hinstellt. Ich behaupte aber,

daB 1) die Wirkung, welche die mangelnde Chancengleichheit der
Einzelfille auf die Gestaltung der erwartungsmiBigen Dispersionsver-
verhiltnisse ausiibt, keine direkte ist, sondern nur unter der Voraus-
setzung der mangelnden Unabhingigkeit der Versuchsreihen zur Gel-
tung kommt!);
e —

1) Aehnlich begriindet die mangelnde Chancengleichheit der Einzelfdlle oder die
Thatsache, dafs die in Frage stehende Wahrscheinlichkeit eine Durchschnittswahrschein-

lichkeit sei, die bekannte Schwierigkeit bei Berechnung von Wahrscheinlichkeiten zu-
sammengesetzter Ereignisse bestimmter Art. Richtig erkannt von Poisson, Recherches
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daf 2) aus dem sub 1) angegebenen Grunde die genannte Wirkung
bei einer umfangreichen Klasse statistischer Verhiltniszahlen ausbleibt;

daB 3) aus dem ndmlichen Grunde keine Stérung durch mangelnde
Chancengleichheit der Einzelfalle herbeigefiihrt wird, wo die Pracisions-
bestimmung als Orientierungsmittel bei Vergleichungen von Land zu
Land oder von einer Gruppe der Bevilkerung zu einer anderen gleich-
zeitigen Gruppe dienen soll, und

dall 4) die Art, in der v. Kries die von mir in beschrinktem
MaBe anerkannte Beziehung zwischen mangelnder Chancenglaichheit
der Einzelfille ‘und unterpormaler Dispersion zu begriinden versucht
hat, eine, nach meiner Meinung, verfehlte sei, weil nichts die Auffassung
zu rechtfertigen vermag, wonach die in Betracht kommenden Ver-
teilungskoeffizienten (g,, gg, g5 -+-- T€SP. Y1, Vs, V3 +--.) anders, denn
als empirische Werte von Wahrscheinlichkeitsgrolen zu betrachten wiren.

v. Kries hat selbst die Denkbarkeit jener der seinigen entgegen-
gesetzten Auffassung, wie es scheint, zugegeben. Er verwirft aber die
letzte aus dem Grunde, weil es ,kaum moglich* sei, diejenigen ,,ent-
fernteren* allgemeinen Bedingungen ,bestimmt zu bezeichnen*, deren
Konstanz in den eben genannten Verteilungskoeffizienten ,,noch zu-
fillige Schwankungen zulieBe* %).

Dewmngegeniiber wire erstens darauf hinzuweisen, dafl in sehr vielen
Fillen die den Verteilungskoeffizienten entsprechenden abstrakten Wahr-
scheinlichkeiten — und solche mdochte v. Kries nicht gelten lassen —
als analytische Funktionen anderer Wahrscheinlichkeitsgrofien darge-
stellt werden konnen, die v. Kries selbst keinen Anstand nimmt, in
dieser Eigenschaft anzuerkennen.

Zweitens aber erscheint eine ,bestimmte Bezeichnung* der allge-
meinen Bedingungen, die einer Wahrscheinlichkeit zu Grunde liegen,
in der Statistik iiberhaupt ausgeschlossen. ‘Man hat hier stets mit
hypothetischen und meistens vagen Vorstellungen zu rechnen und es
giebt in dieser Beziehung zwischen den einzelnen Fillen wohl nur
graduelle Verschiedenheiten, womit ich keineswegs leugnen mdochte,
daf die Verteilungskoeffizienten resp. die ihnen entsprechenden ab-
strakten Wahrscheinlichkeiten im allgemeinen etwas ungiinstiger als
anders geartete Relativzahlen gestellt seien.

Uebrigens giebt man sich einer Tauschung hin, wenn man glaubt,
aus dem Verhalten statistischer Zahlen unmittelbar auf das Verhalten
der in Betracht kommenden allgemeinen Bedingungen schliefen zu
diirfen. In Wirklichkeit beziehen sich die Folgerungen stets auf die

‘ in Frage stehende abstrakte Wahrscheinlichkeit. Es leuchtet aber ein,
daB das Verbalten der letzteren mit dem Verhalten der ihr zu Grunde
! liegenden allgemeinen Bedingungen durchaus nicht immer zu koincidieren
~+ _\! braucht: diese konnen wesentliche Aenderungen erfahren haben, ohne
v\ daB der numerische Wert jener dadurch irgendwie tangiert wire.

~

MY\ 8. 149—150, wenu auch im speziellen Teile der , Recherches** nicht geniigend beriick-

’ sichtigt. S. Laplace, Théorie analytique des probabilités, Livre II, Chap. VII und

A }.“ . \S 186—187. Vergl. v. Kries, Kap 1V, § 8 und Kap. IX, § 8, S. 242—244.
YWt 1) Prinzipien S. 238, vgl. dagegen S. 234 (unten) — 235 (oben).
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