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Uber Anniaherungswerte algebraischer Zahlen.

Von Herrn Axel Thue in Kristiania..

Theorem 1. Bedeutet ¢ eine positive Wurzel einer ganzen Funktion
vom Grade v mit ganzen Koeffizienten, so hat die Relation

c

(1) 0<<l|ge —pl<——,
q2

‘.

wo ¢ und k zwer beliebig gegebene positive Grofien bezeichnen, nicht unendlich
viele Auflosungen in ganzen positiven Zahlen p und q.

Die Richtigkeit hiervon ergibt sich gleich, wenn 7 =1 und wenn » = 2.

Wir braunchen folglich nur zu zeigen, daB der Satz immer richtig
ist, wenn die genannte Funktion irreduktibel ist und » > 2.

Um dieses Ziel zu erreichen, wollen wir zuerst zwei Hilfssitze ent-
wickeln. ‘

Erster Hilfssatz. Es ser o eine beliebige Wurzel einer ganzen irre-
duktiblen Funktion F mit ganzen Koeffizienten und vom Grade r = 2.

Es seien ferner 0 eine beliebig gewdhlte positive Grifie >§ und n eine
solche beliebige ganze positive Zahl, daf3

; 2 6 _
(2) 7._2_”_1)‘07

wo w eine beliebig gegebene positive GFofe <r—;2_—2 bedeutet.
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Es sei endlich m die positive ganze Zahl, die der Relation

(3. ' m= (';;2 5 15) (n—1)<m+1

Gendige levstet.

Man kann dann vmmer solche ganzen von der gewdhiten Wurzel ¢
unabhdngigen Funktionen f(z), P(x) und Q(z) von x mit ganzen Koeffizienten
bestimmen und solche nur von F, 6 und w abhdngigen positiven Grofien S und
T finden, daf3

(4) 0Q@®—P@
=@ - [fi@ e + L@+ + frma(@ e + f(@)] = (e —2)" B(),

wo der Grad von jeder Funktion f wicht grifier als m, also der Grad von P
und von @Q micht grofier als n+m wird, wdhrend der absolute Wert
jedes Koeffizienten der Funktionen f kleiner als T™ und der absolute Wert
jedes Koeffizienten von P und Q kleiner als S" werden®).

Beweirs. Wenn n eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, konnen
wir setzen

(o=l = AP@E T+ AP@ ¢ o+ AR, (@) 0+ AP (),

wo A®M, A, ... A" inbezug auf z ganze Funktionen vom Grade n mit
ganzen Koeffizienten werden.
Der absolute Wert jedes Koeffizienten der Funktionen A™ kann hier

nicht groBer als («+ 2)" sein, wenn der absolute Wert jedes Koeffizienten
von F nicht groBer als eine positive GroBe a ist.
Ist némlich

() O=0,0"""+to "+ ta,_0+a,
*) Vergleiche die drei Abhandlungen:

1. A. Thue, Bemerkungen iiber gewisse Niherungsbriiche algebraischer
Zahlen. Christiania Videnskabsselskabs Schriften, 1908.

2. Derselbe, Uber rationale Anniherungswerte der reellen Wurzel der ganzen
Funktion dritten Grades z*—az—b&. C.V.S., 1908.

3. Derselbe, Om en generel i store hele tal ulgsbar ligning. C. V. S., 1908.
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WO @, @, ... a, rationale GroBen sind, so bekommt man ja

Ag":+l)0'_l+A§"+”9'_2+-'-+A£"_+,l)9+A£"+l)=(9—$)"+l=(()-—.77)"(g—-x)
=(al Agn)_*_ Aé")—-Z'A{"))p"'+(a§A§")+ Agn)_wAgn))or—2+.__ e (G,i. A{"’—-xAi"’),

Durch #hnliche Betrachtungen erhalten wir somit die Gleichungen

(e—a)y=B"@)¢~" +B"@e¢* +--+ B2, (@)e+ BY@),
e(e—ay=BP @)™ +B"@)e " ++B2,(@)e+ B (),
6.) o (o w)" Bf (»’v) 9’ -! 4+ B (-'v) O et Bﬁ” :(w) o+ B® (x),

r-l (Q x)n B(r—l) (x) pr—l + B(r—l) (w) ()r—-2 + B(r—l) (w> 9 + B(r~l) ('U),

wo jedes B eine ganze Funktion von z vom Grade » und mit ganzen
Koeffizienten bedeutet, wiihrend der absolute Wert jedes von diesen
Koeffizienten kleiner ist als 7i;, wo 7|, eine von » unabhingige und nur
durch die Koeffizienten von F deﬁmerte positive GroBe bezeichnet.

Setzen wir ferner

(7)) U@=C@e¢ " +6G@e "+ +Ci@e + C (),

wo jedes C eine ganze Funktion von z mit ganzen Koeffizienten bedeutet,
80 erhdlt man inbezug auf diesen Koeffizienten, wenn s eine beliebige
ganze positive Zahl ist, im ganzen

(8.) (2s + 1)<m+”f M

verschiedene Funktionen U, wo der Grad von jedem C nicht groSer als
m ist, und wo der absolute Wert jedes Koeffizienten der Funktionen C nicht
s tberschreitet.

Wegen der Irreduktibilitit der Funktion F werden die M ganzen
Funktionen U nicht blo8 inbezug auf. den genannten Koeffizienten ver-
schieden.
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Je zwei von ihnen konnen nicht fiir alle Werte von z einander
gleich sein.

Aug (6.) und (7.) folgt

(9) (-0 U@=G@e¢ "+ G®)¢ "+ -+ G,-.1(2) 0 + G, (2),

WO

(10.) G,@=BY C,+BIC,_,++ B M6, =120

Fir jede der genannten M Funktionen U wird der Grad von jeder
der ganzen Funktionen G nicht grofer als n 4 m.

Ferner wird der absolute Wert jedes Koeffizienten dieser Funktionen
G nicht groBer sein als die kleinste der beiden GroBen

r(m+1)sTy und r(n+1)sTy.

Wir wollen im folgenden die GriBe
(11.) r(n+1)sTi=N

als Grenze benutzen.

Der Bequemlichkeit halber wollen wir fiir 7, eine solche GroSe
wiihlen, da8 77 und also auch N flir alle ganzen positiven Werte von n
irrational werden. '

Setzen wir nun

(12)  G@)= a4 UPE "= o Y 4D 4 B4,

"

wo die GroBen b, die von z unabhiingigen ganzen Koeffizienten von G,(z)
bedeuten, so entspricht, wenn o und (3 gegeben sind, jeder der M Funk-
tionen U ein zugehoriger Wert von &%,

37*
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Alle diese M einander gleichen oder ungleichen Werte des Koeffi-
zienten b{” liegen zwischen den Grenzen

— NV und . V.
Bezeichnet 4 eine beliebige ganze positive Zahl, so konnen wir uns das
Intervall von — N bis N in h gleiche Intervalle J geteilt denken.
Die GroBe jedes von diesen i Intervallen wird gleich

2N
b’

Aus den M Funktionen U konnen wir folglich M,, wo Mlz%, aus-

wiihlen, so daB alle zu diesen }/, Funktionen U gehtrigen Werte von 4$ in
einem einzigen der 2 Intervalle .J liegen.
Aus den so gefundenen M, Funktionen konnen wir ferner M,, wo

M= %i%{, auswihlen, so daB alle zu diesen M, Funktionen U ge-

hiorigen Werte eines von b§” verschiedenen Koeffizienten 55, der Ko-
effizienten 4 auch in einem einzigen der % Intervalle .J liegen.

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens sehen wir ein, daB
man aus den M Funktionen U immer imstande ist, solche L auszuwiihlen,
da8 alle die zu diesen L Funktionen U gehiorigen Werte eines beliebigen
Koeffizienten b der (n+ m +1) (r — 2) Koeffizienten der » — 2 Funktionen

in einem einzigen der A Intervalle J liegen werden, wihrend

M

(1) L= semvoe=n
Ist hier
(14) pemt ) 0=0) = A
80 wird |

L=e.
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Bedeuten nun U, und U,, wenn (14.) besteht, zwei beliebige der
L Funktionen U, so kionnen wir setzen

U=CP¢ '+ CP ¢—24 o + CV, 0 + C,
Uy=CP¢ =14 CQ ¢+ -+ + CD 0 + CO,
(e—ay =GP '+ G ¢ "+~ + G20+ G,
(¢ =2 Uy =GP 4 GO ¢~ -+ G, 0+ G,

wo CP,C9 und GP, G® resp. die Werte von C, und G, in (7.) und (9.)
deuten, wenn hier bezw. U, und U, fir U gesetzt werden.
Wir bekommen somit die Gleichung

(1.) (o= (U, - U
=(e—ay [(C0 — )"+ (O — C) ¢~ + -
+ (02, — €2 0 + (O — (]
= (G = G~ + (G, — G) ¢~ 4 o
+(62, ~ G2,) 0 + (G~ GP).

Jeder Koeffizient der » — 2 Funktionen

(G — GD), (G — G, ... (G2, G2)

liegt zwischen den Grenzen

_2N a4 2N
R

Kann man nun A 8o gro8 wihlen, da8

(16.) h>2N,

80 liegen also die genannten ganzen Koeffizienten s#mtlich. zwischen — 1
und 1, und sie miissen dann folglich alle gleich Null sein.

Gentigt »~ den Bedingungen (14.) und (16.), und setzen wir

(Jg) — C‘(f) = f;’(w)’ (p=1,2,3,...r)
G, — G2, =Q(z),
G -G = P(z),
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80 bekommt man auns (16.) die Gleichung

(17.) Q@ —P@)
=@ -2 [i(@ ¢+ @+ + [ @ +H@)],

wo der absolute Wert jedes Koeffizienten der Funktionen / nicht groSer als
2s wird, wihrend der absolute Wert jedes Koeffizienten der Funktionen P
und @ kleiner als
2N=2r(n+ 1)sTs
sein ‘mus.
Infolge (8.) und (11.) werden (14.) und (16.) erfiillt sein, wenn man
zwei solche positiven ganzen Zahlen s und % finden kann, daB

(m—+1)r

2r (n+ 1) sTo<< h<< (254 1) HrtD =2,

Dies wird erreicht, wenn man s so bestimmen kann, da z B.

(m+1)r
r(n+1)(2s+ 1) T5<<(2s+ 1)mHrrd r=2
oder so, da8

(m+4+1)r

(18.) (29+ 1) Tr<< (25 + DmFrFD =2,

wo T, eine beliebige GrioBe groBer als 277, bedeutet.
Aus (2.) und (3.) ergibt sich ferner

2 0
3 a—1
1 0 ,.gw T<L—ﬂi—n—‘
(r-——2+2) ( 2+) 1+-2“+”—_1 14 = +____.
T e e e S e e 1< r _1
| e J"‘” G
0 %

(m+1r -1
(m+n+l)(r—-2) '
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Der Gleichung (18.) wird folglich gentigt, wenn

w

(Z+o)r
Tr<<(@s4+1)"* ?
oder wenn
(Ly+ )
19. AT
(19.) 254+1>T, -

Bezeichnet also 7' eine solche von = unabhiingige und nur von 6, und
von den Koeffizienten von F' abhiingige positive GroBe, daB

71?”“%)’

r>1, ©
8o wird der Bedingung (19.) und also auch (18.) gentigt, wenn z. B.
2s4+1>T"~= 25— 1.

Der absolute Wert jedes Koeffizienten der Funktionen P und Q wird
hier kleiner als

2N=2r(n+1)s Tj < (25 — 1) 1< (TT, )y =5",
wo )
S =TT,

Da alle M Funktionen U(x) verschieden sind, kann nicht jede der
beiden Funktionen Pund Q gleich Null sein fiir alle Werte von z, d.h.
nicht alle Koeffizienten von P und Q konnen Null sein.

Ferner konnen auch nicht alle Koeffizienten einer einzigen der beiden
Funktionen gleich Null sein.

Die andere der zwei Funktionen, die also nicht identisch' gleich Null
ist, enthielte ndmlich in diesem Falle den Faktor (¢—=2)" und also auch,
weil F(2) irreduktibel ist, den Faktor F(,. »

Dies ist aber unmoglich, da der Grad der genannten Funktion
nicht grofer als m +4n ist und also kleiner als rn sein muS.
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Nach (3.) erhilt man nimlich fir 6> :

ntnZ (T4 =D +n=(5+ -T2 +)) <G+ Pn<rm.

Der Hilfssatz ist hierdurch bewiesen.”)

Zweiter Hilfssatz. Es mégen F(x),0,r,w,0,n dic m ersten Hilfs-
satz gegebenen Bedeutungen haben. Ferner seien hier ¢ reell, 6>>2 wund p
und q zwei solche beliebig gegebenen ganzen Zahlen, daf3

q9>0,

20.
28 leg--pl<<1.

Wir kénnen dann tmmer solche ganzen Zahlen A,, B, und 4,, B, fin-
den, daf

@1.) ds

(559 lo By~ Ao.l% [tog—p\'~Peg=+9]7),
® s ar<lon Do
(24.) By < Drr =]

25) B v JG+ ]

*) Die obenstehenden Uberlegungen kénnen auch auf Funktionen 7, P und
Q, deren Koeffizienten algebraische Zahlen sind, angewandt werden.
Auf dhnliche Weise kann man ferner Gleichungen von der Form

0 Q= 2y,... 23, )— P(w,,2,, ...a,) =z, Qr-l'*-“’:9'*2'*'"'+"’r]'R(¢v""'n"' z.),

wo P, Q und R ganze homogéne Funktionen der Variablen z,«,,... #, sind, bilden.
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wo C und D zwer positive, von den gewdhiten Werten von n, p und q un:

abhdngige und nur von 6, w und den Koeffizienten von F(z) abhdngige
Groflen bedeuten.

Bewers. Aus der Gleichung (4.) erhélt man durch Derivation
inbezug auf z

0Q (@) — P(&)=(o —2)" R(a),
0Q(@) — P'(®) = (o — )"~ [(o —2) R'(2) —n R ()]
oder
P(2) Q'(2) — P'(2) Q(a)
=(o—2)""*[(e — ) (B(®) Q@) — R(®) @) — nR() Q).

Da F(x) irreduktibel ist, bekommt man folglich
(26.) P(2) @ (2) — P'(@) Q(2) = F"~"(2) W(a),

wo W(z) eine ganze Funktion von z wird,

Da der Grad von P und @ nicht groBer als n+m ist, kann der
Grad ¥ von W nicht groBer als

@1)  2mtn—1D)—r(-1)=2m—(—2)(n—1)Z 2 (r—1)

sein.

Es konnen nicht simtliche Koeffizienten von W(z) gleich Null sein;
sonst erhielte man fiir alle Werte von «

Pla) _Q'(a)
Pl@) ~ Q@)
oder
_ P(x) = 1Q(),
wo A konstant wiire.
Die Gleichung

(- He@=(e " @)

Journal fir Mathematik Bd. 135. Heft 4. ) 38
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ist aber unmdoglich, da Q(z) nicht durch F"(z) teilbar sein kann, weil ihr
Grad ja kleiner als 77 ist.
Wir bemerken nun ferner, da8 nicht jeder Ausdruck

ae av ‘ a ds
2 P@) 2 Q@) — 2 Pl) = Q(),
in welchem jede der Zahlen ¢ und b eine beliebige der y + 2 Zahlen

0,1,2,3,...9074+1

bezeichnet, gleich Null werden kann, wenn

5P
q
gesetzt wird. v
Sonst erhielte man nimlich aus (26.), da8 immer

&P @ W@z =0,

wo u eine beliebige der ¥ + 1 ganzen Zahlen

0,1,2,8,...y

bedeutet.
Aber dann enthielte ja F"~'(z) W(z) und folglich auch W(x) einen

Faktor (z—£ Hl, was unmoglich ist.
q g

Wir bekommen somit zwei Gleichungen
_ N
(28.) 0 Q@ (@) —PO@) = [(e—2=) R (2)],

(29 0Q¥ (@) — PV (@)= 2 [(o—2) R(@),

wo
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(30.) P@ (%) Q® (1%’) < p® ( %) Q(a)( %),

wihrend jede der ganzen Zahlen ¢ und % gleich oder kleiner als ¥+ 1 und
gleich oder griofer als 0 wird.

-Bedeutet J eine beliebige der Zahlen « » und b, so erhﬁlt man also
p : d? %
(81.) 0 Q? (2) — P (@) =— [(e—2)" R(2)].

Jeder Koeffizient von P?¥(z) und Q™ (z) muB durch 1.2.3...4
teilbar seéin.

Aus (31.) ergibt sich nun:

(32.) “—lﬁj [0 Q% (2)— P ()

=D W =1 (1= I+ Y R@+-++

DE=D 2 CEED () (n—1) o (1= [9—kT+ D) (6= F RO (@) -+

+(@—0)’ B (3)]

1 PRy

(n)(n—l) (n—[0—k]+1)

kR“(‘”)
1-2..-(0—k) (@—e)'T.

3 RO (@)
1.2...4°

gt @—e)

@ »H .
Der absolute Wert jedes Koeffizienten von %, -und I:-, wird kleiner als

(33) (m+n)(m+n—1—12) J(m+n—d+I)S,<2,,,+,,S,,<(2,S),,.

Bezeichnet ¢ die groBte der GrﬁBen 1 und le"='|, 8o wird der
absolute Wert jedes Koeffizienten von R(z) kleiner als ‘

38*
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rtT™,
oder kleiner als J", wo z. B.

J=rtT.

Der absolute Wert jedes Koeffizienten von E2 fﬂr k=0,1,2,...d wird
folglich kleiner als

m—1)--- —k1 n m Jn r— n
(8e) =D ) gnJr (2 )

Aus (32.) erhdlt man aber

(86)  ggiale@” (%) Q""”’f"—Pw)(%)qnw-a]

=(r@—eqr [ PEF TR R(B) g

(0) (n—1) -+ (n—[6—&] + 1), R0 (E) gn- R()(”) -
1.3-(0—F) (P—e®)' 730 /c—+ “+(p—eg)’ 'qm‘a ,

WO
‘%’<|p|+1=h.

Der absolute Wert jeder der ganzen Zahlen

n+m—d m—3J
£ (D)4 i e (2)s

wird kleiner als
(2rS)nqn+m—6(1+h:i_hﬂ+._.+hn+m—6)<(2rS)u(1+h)n+n—d qu-f-m—ﬁ

oder kleiner als
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Geiem _p Gedomon

?

[(2+2Ah)YST"q

wo D eine von n,p und ¢ unabhingige positive GroBe ist.
Ferner wird der absolute Wert von

R® (P) qm—k

1. 2 Dk
kleiner als

(27'—1 J)nqm—k(l +h+h2+“.+hm—k)<(2r—1J)n(1+h)m qm
Da |[p—o0gq|<<l, erhalten wir somit aus (35.),

leB-A4|<|(p—eq)dI@ )y (1 +h)"q"

n nn—1)-(n—d—1)
x[1+7++ s ]

oder
eB—A|<|(p—eqy " @y A1 +h" ¢

oder wegen der Bedingungen (3.) und (27.):

JeB-l<ltp—ed" T @yt n T +3)e=n|

Wir konnen nun eine von %=, p und ¢ unabhingige positive GrioSe
C bestimmen, so daB

('_2 + )(» 1)

@)y (1+h) <Cr~

Man bekommt dann endlich:

oB—4l<|leg—p P T+ 7.

Unser zweiter Hilfssatz ist somit bewiesen.
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Darch diesen Satz kinnen wir nun sehr leicht die Richtigkeit des
Theorems (I.) nachweisen.

Existierten ndmlich unendlich viele Paare von positiven ganzen
Zahlen p und ¢, die der Relation (1.) genllge leisten, so konnten wir aunf
unendlich viele Weisen vier ganze Zahlen p,, ¢, und p,, ¢, finden, soda8

91 = Q = 07
(36') ‘Iup pU g;; ]
(37.) qlp _pl q[l,

'wo h hier eine beliebig gegebene positive GroBe >% bedeutet, wihrend
l&! und |&| Kleiner als ¢ wiiren.

Wiihlen wir nun fiir 6 eine beliebige positive GroBe, z. B. > » + 1,
und fir o eine beliebige positive GroBe <r.—i2, 80 konnen wir hier,
wenn

0
n=1=>——

r—2 ¢

nach dem zweiten Hilfssatz und nach (36.) immer zwei ganze Zahlen A
und B findén, sodaB

tuib;

l’_
q
wiithrend

En -1
A — A= .
(38) QB q[(‘-%)h— ’;2+”)](,,_1)

und

; o ]
(390) I‘PI< 1, lB|<Du—1qu[,(f+7) (n l)+1J’
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wo D und E zwei von =, p, und ¢, unabhiingige und nur von den
Koeffizienten von F(z) und von C, A, & und o abhiingige positive GroBSen
bedeuten.

Wir bemerken, da8

2 r—2
(1-g)h=>t5= +
wenn 6 >r+ 1.
Aus (37.) und (38.) folgt ferner

E""‘ & B
B—gA= ’ —
y 2 % [(,__),, = 0)] en-n 9%

Da p,B = ¢, A ist, wird nicht

L R S §
[ Ples| <2
% '

¢ B

1

¢

1
<;,2.

Diese Ungleichheiten miissen indessen stattfinden, wenn

En—l % 1

D - Dlemn 2

CDr—1 qo[(% +5) =D ti<—
T 2
oder wenn
(40.) logg, +1og2

[(1 —-)h (’ T -,})] log g, —log E

hlog g, —log2Cgq,
r 1 :
(g + 5)103 9% +log D

<n—-1<



300 Thue, uber Anndherungswerte algebraischer Zahlen.

Da h>%, konnte man ¢ so groB gewiihlt haben, da8 auch

(a1) | W k1
(h— )(h+1)

Wir bekimen dann

(42.) =t

(=5 (‘ t5) atg

Hiitte folglich die Relation (1.) unendlich viele Auflésungen in ganzen
positiven Zahlen p und ¢, so konnte man zwei Auflosungen (p,, ¢,) und

(p1,4y) finden, wo g, und % 80 groB wiren, daB die Differenz der Grenzen -

fir n» — 1 in (40.) groBer als 1 und die Grenzen selbst grofer als jede be-
heblg gegebene GroBe wiirden.

Man wiire dann imstande, ganze Zahlen n, die den Bedingungen (40.)
gentige leisten, zu finden. :

Hiermit ist unser Theorem (I.) bewiesen.

Nach (36.) und (37.) wird

(ERIES

wenn

Do > pl
% "0

Man kann folglich eine so groBe positive GroBe G bestimmen, daB
der Relation (1.) hiochstens durch ein einziges Paar von ganzen positiven
Zahlen p und g geniigt werden kann, wenn ¢ groBer als G sein soll.

- Wir haben oben die Existenz einer oberen Grenze fir die Zahlen
p und ¢, die der Relation (1.) geniige leisten, nachgewiesen. Aber, wie
man sofort sieht, gibt uns der Beweis im allgemeinen doch keine direkte
Methode, eine solche Grenze zu bestimmen.
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Aus Theorem (I.) folgt unmittelbar:
Theorem 11.  Setzt man, wenn @ positiv ist,

1
0=a0+ - 1 [
a, — e —— 1
a, +.. +,_____< =
an——l+ 1
an+"'
1
a =&+
=%t o
a’+...+
A —1

wo jedes a emne positive ganze Zahl bedeutet, wdhrend P, und Q, relative
positive Primzahlen sind, so wird der Relation

k+l‘--—l

(43') " a, > Qn : ’

wo k eine beliebig gegebene positive Grifle bezeichnet, micht durch unendlich
viele ganze positive Zahlen n geniigt.

Theorem 111. Bezeichnet ¢ eine positive Wurzel einer ganzen Funktion
F mit ganzen Koeffizienten und vom Grade r, wahrend k und h zwei beliebig
gegebene positive Grifien bedeuten, so kann man eine so grofle positive Grofie
G, bestimmen, dafl, wenn zwet positive ganze Zahlen p, und q, existieren,
wo

qy > Go,
wdhrend
0<<loqu—pl<< Ll y

7 T

%o

daf} man dann eine so grofle positive Grifle G defimieren kann, daf sich
nicht zwet positive ganze Zahlen p und q finden, wo

9>0G
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und
1
0<leg—pl<—7—
q’lu+l)+
Bewers. Hitten wir nimlich
60
09— Pv=——")
7tk
90
&
0 —p=—= o
qzuu)
wo

0<<l|ey|<<1 und 0<|e| <1,

80 bekommt man nach dem zweiten Hilfsatz zwei ganze Zahlen A und B,
fur die
49= Bp,

BeAe= - ger. .
¢ LoD+ Pe-n

=1+1]
?

IBI < Dn—lq‘[)(% + ~tlf)

wo |p|<<1, wihrend C, D, n, 0 die friheren Bedeutungen haben.

>r+1.
Da |pB —qA|> 1, darf hier nicht sein

i [(%"‘%)(3‘—1)+1]
D—1q, i

r
TS

q
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C—-lq 71.

[(“‘")(—«‘ k) — ';2+'7)](n_1) <“2 ,

oder
log q + Iog2

(44.) [(1— )(2+k) ( 5 —|-6)]logq0 log C .
(2(k+l) +h)]ogq—log2qo

(§ 5) log g, + log D

<n—1<

Wenn nun 6 auch so groB gewidhlt wird, daB

(r+2k+1)(2(k:_ B +h)+1
42 XCES) -
80 wird
1 <:Kh+0+h
9 . ST
(-PG+O-(FT+5)  i+g

Wir konnten dann folglich, wenn unser Theorem III. nicht richtig
wiire, Zahlen p,, g, p. ¢ und n finden, die den unmoglichen Relationen
(44.) Geniige leisten.

Man beachte den Fall

-

§+k=r”— I,

z(/c+ l)+h—-l+h

Theorem IV. Die Gleichung

Up.g9)=c,
39*
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wo ¢ emne gegebene Komstante ist, wdhrend U eine in bezug auf p und q
ganze homogene und irreduktible Funktion mit ganzen Koeffizienten bedeutet,
besitat nicht unendlich viele Auflosungen in ganzen positiven Zahlen p und g,
wenn der Grad von U grofler als 2 ist.

Sind die Wurzeln einer beliebigen ganzen Funktion F(z) von z mit
ganzen Koeffizienten und vom Grade » simtlich verschieden, dann wollen
wir allgemeiner beweisen, da8 die Relation

(45.) | 0<

CF(L) <eq,

wo ¢ eine gegebene positive und 4 eine gegebene reelle GrioBe bedeuten,
nur eine endliche Anzahl Auflésungen in ganzen von Null verschiedenen
Zahlen p und ¢ haben kann, wenn ‘ ‘

r—2

h<2

und ¢>0

sind.

Setzen wir nimlich

F@)=a(@—0)(@—0) " (z—0,)

oder nach (45.)

la(p—q0) (p—q0) -+ (p—ge)l < cq”%

so sieht man, daB der Modulus einer der Faktoren p —qe,, den man
mit » —qe bezeichnen kann/ kleiner als 77 ,,{4,

LI
cr q"
sein mub. o

Da nun die Differenz zwischen p—ge¢ und einem der anderen

Faktoren p —qo, gleich ¢(o.—e¢) ist, wo mod q (¢, —¢) > bq wird, wo
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b eine von Null verschiedene und von « nnabhiingige positive GroSe bedeutet,
bekommt man folglich

1

mod (p — q¢.) > bg—c¢” ¢ >dy,

wo d eine positive GrioBe bezeichnet.
Wir bekommen somit

A
mod (P _q9)< |a| drc—ql g1 < ! )

wo f und %k gegebene positive Grofen bedeuten®).
Konnten hier |p| und ¢ groBer als jede beliebige positive Groge
werden, so miiBte ¢ reell sein und man bekime

f
r+k’

was nach Theorem I. unméglich ist.

*) Vergleiche den Beweis von Liouwille fiir die Existenz transzendenter Gréfen;
Journ. de Math, t. XVI, 1851.
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