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Studien iiber die Bernoullischen und Fulerschen
Zahlen.

(Von Herrn J. Worpitzky.)

Diejenigen Notizen iiber die Vorgeschichte des hier zu behandelnden
Gegenstandes, welche ich voranschicke, beanspruchen keineswegs das Pri-
dicat der Vollstindigkeit. Sie diirften jedoch manchem Leser aus dem
Grunde erwiinscht sein, weil es bei der Zerstreutheit der einschligigen Ar-
beiten viel Zeit und Miihe erfordert, das Material zusammenzutragen, ohne
einige Sicherheit, Wesentliches nicht iibersehen zu haben.

Es war Jacob Bernoulli in seiner ,,Ars conjectandi, Basileae. 1713%
bei der Summation gleich hoher Potenzen der natiirlichen Zahlen auf ge-
wisse Zahlen aufmerksam geworden, fiir welche zuerst Moiore in seinen
»Miscellanea analytica. 1730“ eine Form des Recursionsgesetzes fand, und
deren allgemeinere Bedeutsamkeit Ewler in seinen ,Institutiones calculi
differentialis. 1755“ dadurch ins Licht stellte, dass er einfache Be-
ziehungen zu ihnen in anderen analytischen Gebilden klarlegte, z. B. in den
Ausdriicken fir D*~'tngz. — Die Werthe des letztgenannten Differential-

2=\ .
quotienten fiir die verschiedenen r hat man sich in neuerer Zeit gewiohnt
nEulersche Zahlen zu nennen, wihrend man nach dem Vorgange von

" Euler die Benennung ,Bernoullische Zahlen* fiir die von J. Bernoulli ent-
deckten beibehiilt. Ich werde mir erlauben, im Anschluss an die Bezeich-
nung in meinem Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, ausser den
D 'tngz = u,, auch die D" secs = u,, als Eulersche Zahlen zu benennen,

z=0 z=0

weil sie einerseits ebenfalls bei Euler vorkommen und andererseits mit
jenen in enger Beziehung stehen, so wie sehr #hnlichen Relationen geniigen,
wie jene.
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Die Werthe der 31 ersten Berroullischen Zahlen hat Ohm im 20. Bande
dieses Journals, S. 11, aus den Rechnungen Eulers und Rothes zusammen-
gestellt, diejenigen der 62 ersten Bernoullischen Zahlen theilt Adams Bd. 85,
p- 269 ff. mit. Die Anzahl der Recursionsformeln zu deren Berechnung ist
- allmihlich stark angewachsen, da die meisten Relationen, in denen Bernoulli-
sche Zahlen auftreten, Anlass zur Vermehrung derselben bieten; neuerdings
noch liegen Publicationen dieser Art von Seidel, Radicke und Lucas vor. —
Meine Absicht ist nicht auf dasselbe Ziel gerichtet, sondern auf die Ablei-
tung von independenten Ausdriicken fiir die Berroullischen und Eulerschen
Zahlen, indem ich darunter solche Ausdriicke verstehe, welche jene Zahlen
vermittelst der Operationen der gemeinen Rechnungsarten vollig darstellen,
ohne hinterher noch die Auflosung von Gleichungen oder Determinanten
zu verlangen. Es werden sich dabei nebenher auch Recursionsformeln er-
geben; sollten neue unter ihnen vorkommen, so lege ich darauf kein Ge-
wicht, sondern nur auf ihren Zusammenhang mit anderen Relationen, aus
denen sie gerade entspringen. Wo mir ihr erster Entdecker bekannt ist,
werde ich ihn angeben.

Die erste in obigem Sinne independente Formel scheint von Laplace
gefunden zu sein (vergl. Lacroiz: Traité des différences, Paris. 1800, p. 106),
nimlich die Formel (75.) dieser Abhandlung. Lacroixz leitet sie aus der
Theorie der Differenzen ab; Grurert (Mathematische Abhandlungen, Altona.
1822, S. 69—93) reproducirt sie mit verinderter Ableitung, desgleichen der
vierte Band des Kligelschen Worterbuchs (S. 608), wo aber der Beweis
vermittelst divergenter Reihen gefiihrt wird. Dann bringt Scherk sie wieder
in Erinnerung in seiner Abhandlung ,,Uber einen allgemeinen, die Bernoulli-
schen Zahlen und die Coefficienten der Secantenreihe zugleich darstellenden
Ausdruck® vom Jahre 1829 (dieses Journal, Bd. 4, S. 299—304) und leitet
die hier unter (88.) und (83.) fiir u, und wu,.,, aufgefiihrten Formeln ab,
nachdem er bereits vier Jahre friiher (Mathematische Abhandlungen. Berlin. -
1825) die Secantencoefficienten w,.,, independent dargestellt hatte. Einen
anderen Beweis fiir die Scherkschen Formeln giebt 1846 Schiomilch, dieses
Journ., Bd. 32, S. 360. Ferner sind mir noch bekannt geworden einige
sehr complicirte independente Formeln fiir die Bernoullischen Zahlen, welche
Eisenlohr auf dem Wege der Induction gefunden hat (dieses Journ., 1844,
Bd. 28, S. 193—212: Entwickelung der Functionsweise der Bernoullischen
Zahlen,) Sie gehoren zur Gattung derjenigen Ausdriicke, welche sich aus
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den nachfolgenden beiden Formen (10.) und (16.) der Bemoullzschen Func-
tionen in unbeschriinkter Anzahl bilden lassen.

Von dieser Zeit an tritt ein neuer Gesmhtspunkt fiir die Behandlung
unseres (egenstandes auf, indem Raabe diejenige einfachste algebraische
Function, welche bei den ganzzahligen Werthen der Variabeln in die
Bernoullische Summenformel {iibergeht, einer eingehenden Untersuchung
unterwirft (Die Jacob-Bernoullische Function. Ziirich. 1848.) und die ge-
wonnenen Resultate in einer zweiten Abhandlung (Zuriickfiihrung einiger
Summen und bestimmten Integrale auf die Jacob-Bernroullische Function.
1851. Dieses Journal, Bd. 42, S. 348—376.) wesentlich ergiinzt. Hierauf
stellte Schlomilch (im 1. Bande der Zeitschrift fiir Math. und Physik. 1856.
S. 193) die Bernroullischen Functionen als Specialwerthe von Differential-
quotienten dar — bei uns die Formeln (27.) und (28.) — und leitete die
wichtigsten Resultate der Untersuchungen Raabes mit hiochster Eleganz aus
diesen Ausdriicken ab. Auf die Ausdriicke fiir #, und u,,, von Laplace
und Scherk kommt er aber dabei nicht zuriick.

Seitdem hat die Literatur iiber die Bernoullischen und Eulerschen
Zahlen, abgesehen von neuen Recursionsformeln und von Beziehungen
zahlentheoretischen Charakters, meines Wissens keine wesentliche Berei-
cherung erfahren.

Wenn - ich nun einen so vielfach behandelten Stoff wieder in die
Hand nehme, so brauche ich mich wohl nicht zu entschuldigen,. dass ich
manches nicht Neue von neuem vorfiihre, dagegen anderes unerwihnt lasse,
was nicht iibergangen werden diirfte, wenn es sich um eine Generalbe-
arbeitung unseres Gegenstandes handelte. Das FErstere wird jeder Leser,
dem das Thema von vorneherein weniger nahe liegt, verlangen, um im Zu-
sammenhange erhalten zu bleiben: auch ist es hiufig grade der Zusammen-
hang zwischen den Einzelresultaten, auf den ich das Gewicht lege. Auf
manches hier Uebergangene gedenke ich a. a. O. zuriickzukommen.

1. Der Gedanke, von welchem sich Raabe bei der Creirung der
Bernoullischen Functionen leiten liess, ist — wie gesagt — dieser: die ein-
fachste algebraische Function zu discutiren, welche fiir die ganzen positiven
Argumente in eine Summe gleich hoher Potenzen der ganzen Zahlen nach
ihrer natiirlichen Folge iibergeht.

Als Vorarbeit hierfiir fand er vor die Erweiterung der Berroullischen

Summationsformel -auf die Summe der mter Potenzen der Glieder einer arith-
Journal fir Mathematik Bd. XCIV. Heft 3. 27 '
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metischen Reihe mit der beliebigen Differenz 4, welche auf Seite 70 des Traité
des différences von Lacroiz — unter Kiirzung der Schreibweise — so lautet:

2z" =
1 1 m--1 2 me1 (m+1 4 m—3
m{w"” —%(m—]—l)k.a:’”—}-( 2 )-Bl.k.a:'" -( 4 )-Bz.k.a:’" + (4 const.

Es lag ihm somit ob, diese Formel unter der Substitution von A=1 so zu
behandeln, wie man vom unbestimmten Integral zum bestimmten iibergeht,
und dabei die untere Grenze zweckmiissig auszuwiihlen.

Er that dies so, dass die Function®)

1) B@,n) = o'—4n.a+(y)-Bra—(}) Boa+(§) By~

fir £ = 0 verschwindet, indem er die Bestimmung traf, dass das letzte Glied
dieses Ausdrucks dasjenige sein soll, welches entweder z' oder z* enthilt.

Die Bernoullischen Zahlen B,, B,, B, ... bezeichnet Raabe ebenso,
wie es in (1.) geschehen ist, schreibt aber B'(z) oder B'(z) fiir unser
B(x, n) : », je nachdem = einen graden oder ungraden Werth hat **).
Schiomilch schreibt***) ¢(z, n) fir unser B(x,n), worin ich hier nicht
folge, um ¢ als allgemeines Functionszeichen frei zu behalten, und zugleich,
um durch das Zeichen B an die Bedeutung der Function zu erinnern.

Die Form (1.) der Function B(x,n) soll die Raabesche Form der
Bernoullischen Functionen heissen, trotz der aus praktischen Griinden (zuerst
von Schlomilch) vorgenommenen Abiénderung.

Sie setzt voraus, dass man ausserdem ein Mittel kenne, die Ber-
noullischen Zahlen B, zu berechnen, etwa die Recursionsformel:

2) (2r1+1)_Br__(2r;-1)‘Br_l+ (27‘;_1)-3,_2—---
By R o

durch welche das Bildungsgesetz der B, von Moivret) zuerst fixirt worden ist.

*) Zwei Jahre frither (1846) hat Arndt (Bd. 31 dieses Journals, S. 249: Ent-
wickelung der Summe der n' Potenzen der natiirlichen Zahlen nach den Potenzen des
}index vermittelst des Taylorschen Satzes.) diese Function ebenfalls dargestellt aber nicht

iscutirt.
*%) Vergl.: Raabe, ,Die Jacob-Bernoullische Function. Ziirich. 1848, und die
Abbandlung vom Jahre 1851, dieses Journal Bd. 42, S. 348—367.
#¥%) Zeitschrift ftir Math. und Phys. 1856. Bd. I, S. 193, und in seinem Compendium
der hoheren Analysis.
1) Moivre. Miscellanea analytica. 1730.
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Die oben citirte Lacroizsche Formel fiir Zz™ lisst sich nun als eine
bestimmte Summenformel so schreiben:

z=x+r—1

@) TE e = LB+, )~ B(z, n)|

2=

und ergiebt fiir z = 0: :
(4) 0TI -1y = —B(r, n)
in Uebereinstimmung mit der Berroullischen Summationsformel®).

Den urspriinglichen Weg der Ableitung obiger Formeln vermittelst
der Summation von Differenzenreihen wollen wir hier nicht nachgehen, da
er wenig Anlass zu neuen Bemerkungen bietet.

Die mit jenen Hiilfsmitteln gewonnenen Resultate werden im Fol-
genden nirgendwo als Grundlage der Deduction dienen. Die Aufzihlung
der Formeln (1.) bis (4.) konnte aber nicht umgangen werden, um den
Gegenstand der folgenden Untersuchungen und ihrer Resultate mit den
friiheren gehorig zu identificiren.

2. Die Raabesche Form der Berroullischen Functionen B(z, n) ver-
dankt ihre Entstehung im Grunde der Entwickelung von Zz™ in eine
Potenzreihe unter Anwendung des binomischen Satzes.

Man kann auf einem ebenfalls ganz elementaren Wege noch andere
Formen dadurch gewinnen, dass man z" durch solche algebraische Func-
tionen ausdriickt, welche sich leicht summiren lassen, sobald = die Reihe
z, +1, z+2, =+3, ... durchléuft; z B. durch Tieffunctionen, welche
im oberen Index den Summanden z haben.

Wir wollen einige Ausdriicke dieser Art nidher betrachten.

n n n n

Zunichst is es klar, dass die » Constanten «,, a,, @ ..., e, in ge-
eigneter Weise bestimmt werden konnen, damit die Gleichung

6) @ = e (Dt (T e O+ e ()

fiir jedes x gelte. Denn da beide Seiten dieser Gleichung durch x ohne
Rest dividirt werden konnen, so enthilt die Gleichung (5.), nach Potenzen
von z geordnet, » Coefficienten, welche simmtlich = 0 sein miissen. Diese

Bedingung ergiebt fiir die Bestimmung der » Zahlen &, genau eben so viele
simultane, einander nicht widersprechende und von einander unabhiingige
Gleichungen.

#) Jacob Bernoulli. Ars conjectandi. Basileae. 1713.

27*
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Da die letzteren linear sind, so folgt ferner, dass die Transformation
(5.) nur auf eire Weise bewirkt werden kann. Und diese KErkenntniss fiihrt
zu dem Schluss, dass

6) @ =y,
sein muss, weil die Formel (5.) ihre urspriingliche Gestalt mit blosser
Vertauschung der hier als gleich bezeichneten Coefficienten wieder an-
nimmt, wenn man in ihr « durch (—«) ersetzt und sie dann durch (—1)"
dividirt. ‘
Giebt man dem = die Werthe 1, 2, 3, ..., » oder die Werthe —1,
—2, =3, ..., —n und berechnet aus dem resultirenden Gleichungssystem

die Constanten o:,., so folgt ohne welche Schwierigkeit*®):

" n _*_1 n 1 O\n 7— 1 n
@ o =r—"TD) -0+ (") 02— (-1 *‘(’,‘_L)m ;
denn wenn man die rechte Seite dieser Gleichung aus (5.) darstellt, so er-

hiilt in dem gewonnenen Ausdruck gz,_k den Coefficienten
'(nj;k>_(n+:_1)‘(n—,}—1)+(n+z—2)'(n;1>—"'+(“Dk'(:)'(n-;i—i)

= EHCT DG CTIHEEDC I+ DU

= D),

welcher fiir =0 den Werth +1 hat, sonst aber verschwindet.
Zum Zwecke einer anderweitizen Verification der Gleichung (6.)

»

mag noch erwihnt werden, dass aus (7.) die Differenz [¢,—«,,, ,] als das

*) Die in (7.) dargestellten Zahlen e, kommen bereits bei Euler (Instit. cale.
diff. II. 1755.), Laplace und Lacroiz (Traité des différences.) in Verbindung mit den
Bernoullischen Zahlen vor, dsgl. spiiter bei Grunert (Mathem. Abhandlungen. Altona.
1822, Supplemente zu Kligels Worterbuch. 1833.), ferner bei Scherk (Ueber cinen all-
gemeinen, die Berroullischen Zahlen und die Coefficienten der Secantenreihe zugleich
darstellenden Ausdruck. 1829. Dieses Journ. Bd. 4, S.299.). Jedoch ist der Zu-
sammenhang von dem obigen vollig verschieden, da jene Autoren die Gleichung (9.)
nicht haben, welche bisher tiberhaupt noch nicht beachtet zu sein scheint. Daher
weicht denn bei ihnen der Beweis der wichtigen Gleichung (6.) von dem obigen ab, da
er entweder aus dem Ausdruck (7.) durch Umformung abgezogen wird oder aus der
Entwickelung von P nach ». — U. a. widmet Scherk dem Beweise der Glei-

chung (6.) auf letztgedachter Grundlage eine umfangreiche Anmerkung auf S. 302
im 4. Bande dieses Journals.
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bekanntlich verschwindende allgemeine Glied der (»+1)ten Differenzenreihe
der arithmetischen Reihe nter Ordnung ..., (—2)", (1), 0, 1°, 2% ... er-
kannt wird.

Die Formel (7.) weist «, als eine ganze Zahl aus. Dass deren
Werth ein positiver sei, ergiebt sich am augenfilligsten aus der Recursions-

formel

B3 o = roaplati—r) o o
Dieselbe entspringt aus (5.), wenn man diese Gleichung nach der Erniedrigung
von » um 1 links mit «, rechts aber gliederweise beziiglich mit

(x—n+1)+(®—1), (x—n+2)+(®—2), (z—n+3)+®—-3), ..., (@—1)+1
multiplicirt und dann das Resultat so zusammenzieht, dass die Form (5.)
von neuem hervorgeht.

Bildet man endlich aus (5.) den Ausdruck fiir =z" unter Beriick-
sichtigung der Formel ‘

OACERCI 47 = CE-(30)

8o erhiilt man: :
) z+(z+1)+(z4+2)"+--F(z+r—1) =
wobei
n—1 n—1 .1 n—1 2 n—1 —92
10y B, m) = nfor- )+ or (7 )t e (O ) e (T
gesetzt ist. '

Dies ist eine zweite Form der Bernoullischern Functionen.

Denn die in (10.) aufgestellte Function verschwindet fiir « =0, wie
die Raabesche (1.), hat den nten Grad, wie jene, und besitzt mit ihr mehr
gleiche Werthe, als der Grad » anzeigt, da sie nach (9.) auch die Relation
(4.) fiir' jeden ganzen positiven Werth von » erfiillt.

3. Ein zweiter Ausdruck fiir «* von der anfangs des vorigen Ab-
schnitts charakterisirten Art ist der folgende*):

(1) 2" = 31-(”;’)4-;2-(§)+23-(§’)+---+3,-(j)-

Dass die Constanten @ dieser Relation gemiss bestimmt werden konnen,

1
n41

|B(@+r, n+-1)—B(e, n+1)},

*) Er findet sich bereits bei Cauchy, Résumés analytiques. Turin. 1833. pag. 35,
der ibn auch benutzt, um 2'r* durch die Zahlen a, darzustellen. '
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ldsst sich vermittelst derselben Erwigung, wie doft beziiglich der «, a priori
feststellen. Man kann aber auch die dortige Gleichung (5.) zur Herleitung
von (11.) benutzen, indem man aus der Formel

) = OGO+ G O++(C2)-(O)
substituirt.

Setzt man in (11.) fiir « der Reihe nach die Werthe 1, 2, 3, ..., »

und berechnet die Zahlen ;, aus dem resultirenden Gleichungssystem, so
findet man durch ein Verfahren, welches dem im vorigen Abschnitt an der
entsprechenden Stelle ausfiihrlich besprochenen ganz analog ist:

12) a, = r"~(;).(r—1)”_{_(;).(,-__2)"_...+(_1>f—1.(r: 1

und*):
n n—1 n—1
13) a =r.(a.+ a,._,).
Aus (12.) wird ;, als das erste Glied der rter Differenzenreihe der
arithmetischen Reihe mter Ordnung 0% 1°, 27 3" ... erkannt; auch zeigen

die Formeln (12.) und (13.), dass die :z, simmtlich ganze positive Zahlen sind.

Die oben erwihnte Ableitung von (11.) aus (5.) setzt die Zahlen o
und ¢ ohne eine nennenswerthe Rechnung in die folgenden Beziehungen
zu einander:

A4) & = et () et (k4" w

5) o = a7 et (") 0t (1 (0T

Bildet man aus (11.) den Ausdruck fir Zz", so ergiebt sich die
Formel (9.), falls man

(16.) B(z,n) = n- { a (2)+ ay (3)+ a; (w)-i- + a,_ 1( )}
setzt.

Dies ist eine dritte Form der Bernoullischen Functionen.

Um keinen Zweifel iiber die Richtigkeit dieser Behauptung bestehen zu
lassen, braucht man die Erorterungen iiber (10.) nur wortlich zu wiederholen.

*) Die Formel (13.) findet sich auch bei Gruneri: Mathem. Abhandlungen. Eben-
daselbst ist eine Tafel der a, berechnet.
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Man kann ferner die Formeln dieses Abschnittes noch veremfachen,
wenn man die Bezeichnungen einfiihrt:

17) r!(r) =z(z—1)(x—-2)...(c+1—-1r)==,,
(18) o, =rla,,

wobei auch die Zahlen (;,, der aus (13.) folgenden Recursionsformel
n n—1 =n-—1
19) a =r.a+a,_,
gemiiss, ganz und positiv sind.
Vermittelst derselben stellen sich (11.) und (16.) so dar:

(20-) " = &1 ml‘{"&g $2+g3 $3+“'+& Ly,
n—l -1 n—1 n—1
@L) B, ») = 002t L 02t L Bk G
Wiihrend die Formel (5.) durch die Substitution von (—&z) fiir  mit
nachfolgender Division durch (—1)* zu keiner neuen Darstellung von =z
fiilhrt (dabei aber die Relation (6.) zwischen den Coefficienten liefert), ent-
steht auf diese Weise aus (11.) oder (20.):

(22. ) z"
= a (z+n—1),—a,_,. (a:-l—n—-2),...1+a,._2 (x+n—3),_— +(—1)"‘1.’&,.w1;
woraus als vierte Form der Bernoullischen Functioner erhalten wird:
(23.) Bz, n)
= n @t = = DD e

Es bedarf kemer besonderen Erorterung, dass die Anzahl von Aus-
driicken fiir " und B (x,n) auf dem anfangs des vorigen Abschnitts be-
schriebenen Wege sich ganz nach Belieben vermehren lisst, u. a. schon
dadurch, dass man den Reichthum der Relationen zwischen den Tieffunc-
tionen zur Substitution in den bereits gewonnenen Formeln ausnutzt. Dabei
werden die verschiedenen Formen von " mehr oder minder wichtige Re-
lationen zwischen den (vorher in entwickelter Gestalt bekannten) Coef-
ficienten ergeben, wenn man in ihnen besondere Werthe von x substituirt;
wiihrend diejenigen fiir B(x, ) zu neuen Darstellungen der Berroullischen
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und Eulerschen Zahlen fihren, da die letzteren bekanntlich durch gewisse
Specialwerthe von B(x, ») und B'(x, n) ausgedriickt werden konnen *).
Wir wollen hier nur noch zwei Formeln auffiihren, deren Coefficien-

ten sich sehr einfach durch die ;r ausdriicken, und deren Ableitung aus den
obigen auf der Hand liegt, ndmlich:

ay |7 SR o B ()
? =@t G (@=Lt Ge@—Datt oy (z=1),

und
25 '%’")="'{51-(””7')+—%~52-(”“’)+%33-($"’>+---+i3»n-(”’")$
=n- gal (@ — 1)+ 30 (@— 1)t 3ty (@—1)g - +——a (z— 1)}

4. Die ausgiebigsten Hiilfsmittel fiir die Untersuchung der Ber-
noullischen Functionen entspringen aus der Darstellung von z” in der Form:

= D"e”.
2=()
Aus ihr ergiebt sich:
=z+r—1 (z+7)2__ p22
@) "Z =D T 8ok, )—B(a, w),

wenn man mit Schlomilch
©27) Bz, n) = 0.0 E

=0 er—A1

setzt. , :

Die Identitit dieser Function 8 (x,#) mit der Bernoullischen erhellt
auf der Stelle, wenn man in Erwigung zieht, dass sie nach (27.) fir z =0
ebenfalls verschwindet. daher nach (26.) die Relation (4.) fiir jedes ganze
positive r erfiillt und, wie wir sogleich erkennen werden, eine ganze alge-
braische Function ntr Grades ist. Denn fiihrt man auf der rechten Seite
von (27.) fiir ¢ die bekannte Potenzreihe ein, so kommt im Coefficienten

& - . .
von &’ der Factor D" -7 vor, welcher fiir r >># verschwindet, weil

2=0

% =0 .eine (r—1)-fache Wurzel der differentiirten Function ist.

*) Eisenlohr gelangt in seiner Abhandlung ,Entwickelung der Functionsweise der
Bernoullischen Zahlen“ (1844. Dieses Journal Bd. 28 S. 193—212) vermittelst In-
duction zu recht verwickelten Ausdriicken dieser Art.
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Die . Form (27.) der Bernoullischen Function nebst der unmittelbar
aus ihr folgenden
,ezz_i
e—1

(28.) B(z, n) = D'z

z=0

wollen wir die Schlomilchschen *) nennen.

Man kann aus ihnen die friiher aufgezihlten Formen und deren Coef-
ficienten ohne grosse Umstinde ableiten, am bequemsten die Form (16.)
und die Raabesche (1.). Und da die dabei vorzunehmenden Entwickelungen
im engsten Zusammenhange mit der Darstellung der Bernoullischen und
Eulerschen Zahlen stehen, so will ich die fraglichen Transformationen hier
vorfiihren.

b. Substituirt man in (27.)

e = [L+(e—DF = 1+(§)- (e~ 1+ () (e -1+ (5)- =10+,

was nach dem binomischen Satze fiir hinreichend kleine Werthe von z ge-
schehen kann, so folgt zunichst:

— .7'=<D £4 . n—1 S s
Bz, n) = n £<r+1>£, (e—1);

und wenn man beachtet, dass z = 0 eine r-fache Wurzel der Function (e—1)
ist, so erkennt man auch sofort, dass D"'(e*—1) fiir alle Werthe von r

2=()

verschwindet, welche >- (r—1) sind, dass die gewonnene Reihe also mit
demjenigen Gliede abbricht, welches (:) enthiilt.

Entwickelt man endlich (¢~ 1)" nach dem binomischen Satze und
differentiirt hierauf nach z, so zeigt die Vergleichung des Resultats mit (12.)
direct die Identitiit an: :

29.) D' (e—1) = a,.
)

z=(

Damit ist die Form (16.) der Bernoullischen Functioner bis in alle
Einzelheiten aus der Schlomilchschen (27.) abgeleitet.

~ *) Sie sind 1856 von Herrn Schlomilch im ersten Bande der Zeitschr. f. Math. u. Phys.,
S. 193, zuerst aufgestellt und der Untersuchung der Bernoullischen Functionen zu Grunde
gelegt. Er benutzt sie aber nicht zur Ableitung anderer Formen und setzt die Be-
kanntschaft mit der Raabeschen Form, so wie mit der Potenzreihenentwickelung von
-ezi_i—, voraus. — Man vergleiche auch sein Compendium der hoheren Analysis, Bd. II,
8. 207. '
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Auch die Recursionsformel (13.) ergiebt sich sehr leicht. Denn da
D;(e—1)y =r(e—1y"e =r-|[(e—1)+ (es—1) "}

ist, so folgt:
Dn (e:_l)r = 7. i Dn—l(ez_l)r+ Dn—l(e:_l)r—l}_
z= z=\)

2=

Wegen der wichtigen Rolle, welche die Function £—

und nament-
L

lich ihr reciproker Werth bei dem vorliegenden Thema spielt, wollen wir
hier noch anmerken, dass aus (29.) vermittelst der Transformation

e—1V

(e—1) = z’-( p

n aepy €—1Nr
G "!(1')'22” ( % ) ?
30) 1. 1
n n—r [ €—1\"
b, = (r),l__)o ( % ) '
6. Zur Raabeschen Form gelangt man von der Schlomilchschen (28.),

wenn man e*° durch die bekannte Potenzreihe ersetzt.
- Dies giebt zuniichst: .

auch die Formel fliesst:

i

r=2 7 r+1
x . Bt

EB(“’: ”’) = 2

=1 !, e—1?
1

r+
oder, weil die Function ;_ ; offenbar die r-fache Wurzel s =0 besitat:

T=0 gt zr+1

z, n =3—D"——.

$( ? ) 15‘1 rl oy &—1

Dies kann man, weil :
g+l k4 (n) %

n — Dn P — e | -y =

D B o) riD praa|

2 —
.= €e—1 =0 € 2=0

ist, auch so schreiben:

(31) §B<w, n) = g(’:)-w’.A,,_, = r=2”‘_1 (Z)-A,..a:"",

r={

wobei der Abklirzung wegen die Bezeichnung

B |
(32.) A,. = z’io'ﬁ
eingefiihrt ist, und offenbar A4,= +1 wird.

Aus der identischen Gleichung

z =%

o1 = TRt =
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folgt durch einmalige Differentiation unter Riicksicht auf (32.):

Al = _I_Al
oder '
A4, = —4;
durch mehrmalige Differentiation aber:
4, = (D" A, (>,
Fiihrt man den hieraus fliessenden Werth
(33-) A2r+1 = O =0
nebst A, = +1 und 4, = —14 in (31.) ein und ersetzt ausserdem A4, durch

(=1y~".B,, so ist die Raabesche Form (1.) aus der Schlomilchschen abgeleitet,
die Coefficienten

(34) B, =(—1y "4, =(-1y".D"p
z=0
miteinbegriffen *).
Die hier in der Form eines Differentialquotienten -erhaltene Grosse
A, kann man, weil bei jedem hinreichend kleinen z

: 1M+ (e—1 . . 152 .
o= D g e (e -
ist, wegen (32.) und (29.) so darstellen:
. r r ” " 1 r
(35) A, = —}-at+t-a—t-at-+(=1)- O

Daher erhiilt man fir die Bernoullischen Zahlen einen vermittelst der

Zeichen der gemeinen Rechnungsarten villig ausgeschriebenen Ausdruck:
U 2r 2 7 1 I

(36.) Br = (_1>’.{_%_.al_.%.az—l—i..as_%.ar*_...._—.agrg,
wenn man noch fiir die @ ihre aus (12.) bekannten Werthe setzt.

Wendet man auf den Ausdruck (36.) die Recursionsformel (13.) in
Verbindung mit (35.) und (33.) an, so ist dies ein Weg zu neuen Aus-
driicken fiir B, — Z. B. ergiebt sich auf diese Weise: v

37) B -2 fh e Lot e G
( ) 1 = (=1 ‘2’3_—41’1_Ig'aﬁ—m'aa"“—m;‘ﬁ"%rg'

7. Selbstverstindlich kann man den Ausdruck (32.) auch zur Ab-

leitung von Recursionsformeln zwischen den A benutzen.

*) Die Formel (34.) fiir die Bernoullischen Zahlen findet sich schon bei Euler
in den Instit. cale. diff.

28*
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Differentiirt man beispielsweise die identische Gleichung

z___l) i

(n+1)-mal unter Anwendung des Leibnizschen Satzes, so folgt ohne weiteres:
() () A () Aot () ) =
oder, wenn man noch die Werthe A, =1, 4, = —1 einsetzt:
<n+ ) A"+<n+1) A,,_1+(n+1> Ayt +(n+1) A— 70;1 — 0.

Fiir » =2r ist dies offenbar die Moivresche Recursionsformel (2.),
withrend fiir # = 2r+41 erhalten wird:

(2r+2> B, (2r+2) B+ (2r+ 2> B_,—

2r+4-2 .
ot (=1 () B (< 1y =
Subtrahirt man jene von der letzteren, so folgt noch:

2r4-1 2r4+1 2r4-1
3B~ Bt (O§) B
2r4+1
ot (R B (-4 =
Differentiirt man ferner die identische Gleichung

2
Ry "’1 = 0,

e(?) —1

(38.)

(39) |

rn-mal und substituirt auch sofort die Werthe von A, und A,, so findet man
ohne eine weitere Transformation:

2.2 4+ ()2 A+ ()2 At +(, ", )20 A (n—1) =
Dies giebt fiir » = 2r:
2.@"—1).B—(% )2 B+ (% )-2"* B, .-

(40.)
e (2 o) 2B+ (=1y.(2r-1) =

fiir » = 2r+1 aber®):

*) Die Formel (41.) ist in Kligels Worterbuch, Suppl. I, S. 60— 63 auf dem Wege .
der Induction bewiesen.



Worpitzky, iber die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen. 217

[<2r;}—1).2?,._1'Br_<2r;—-1>’2:,,_3' B_.+ (21‘—{—1).2,,_5. B_.—
(#1.) | 2r+1
I, (=15 ) 2L B (= 1) = 0.

Wie man durch die Combination dieser Forme]n dhnliche in beliebiger
Anzahl ableiten kann, braucht nicht niher beschrieben zu werden.

Wir wollen uns hier mit den Recursionsformeln zwischen den Ber-
noullischen Zahlen nicht eingehender beschiftigen. Es mag aber die An-
merkung am Platze sein, dass die zuletzt benutzte Ableitungsmethode leicht
verallgemeinert werden kann, indem man von der identischen Gleichung

ausgeht :
kz

—1)z —2)z 3 —
o -]e(" D2y ok 2)+...+1,_k._é;:_1_ = {
oder, was dasselbe ist, von der Gleichung:
kz et:—1 %
o1 o—1 Foz1 =0

Daraus folgt nach (32.) und (27.):

k.(k"—l).A,.-{—%%(k, 2>'(7>k"_1.4,,_1+%§3<,f, 3>'<121)k"_?‘4n—2+"'
(42) 1 ’ 1

und diese Gleichung giebt bei jedem besondern k wieder zwei verschieden
gestaltete Recursionsformeln zwischen den Berroullischen Zahlen, je nachdem
man 2r oder (2r+1) fiir # setzt. Driickt man dann ausserdem noch die hier
vorkommenden Specialwerthe der Berroullischen Functionen in der Raabeschen
Form aus, so entstehen Relationen, in denen die Bernoullischen Zahlen
~ productweise auftreten.

8. In andrer Weise als in den beiden letzten Abschnitten gelangt
man zu independenten und zu Recursionsformeln fiir die Berroullischen
Zahlen von gewissen Specialwerthen der Berroullischen Functionen und
ihrer Derivirten aus.

Wir wollen diese Specialwerthe zuniichst zusammenstellen, um in
dem bei unserm Gegenstand nun einmal bunten Gemisch von Formeln, die
theilweise aus sehr verschiedenen Quellen gleich leicht entspringen, die
Uebersicht zu fordern.

I. Differentiirt man den Schlomilchschen Ausdruck (27) nach =z,
80 erhilt man wegen des Differentiationsresultates
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ez —1

—1 z
D, Py I e | + ee—1

unter Riicksicht auf (27.), (28.) und (32.) die folgende Gleichung:

B'(x,n) = n.|B(@,n—1)+A,_|. |
Dieselbe lautet wegen der Ausdriicke (33.) und (34.) fiir 4, etwas ver-
schieden, je nachdem 7= einen graden oder ungraden Werth hat, niimlich®):
[B(x,2r) = 2r.B(z, 2r-1).
| B'(z, 2r+1) = (2r+1){B(x, 2r)+(—1)"". B,|
und ergiebt im besondern:

B'(0, 2r = i
(44 {.‘B'EOZ 2r)+1) = (;1)’“‘.(2r+1).B,.

II. Die zweite Grundlage fiir unsere weiteren Entwickelungen be-

ruht auf dem Werthe von B(L, »).
Herr Schiomilch deducirt im wesentlichen so: Da

e—1 2 (e¥*+1)—2 —9. 1z 9 b4

e—1 e—1 1 ‘e

ist, so folgt nach (28.) und (32.):

(43.)

1 2r—1
B, n) = [?.’—T ‘"2]'-4,. = — gz 4w,
mithin wegen (33.) und (34.):
B3, 241 = 0 oo,
45. 2w __{
) \8g,2n = - Z=tB.

Es verdient hierbei angemerkt zu werden, dass die einfachsten Formen
fir B(4,n), welche sich aus der Schlomilchschen Darstellung der Bernoulli-
schen Functionen ergeben, diese sind: '

n—~- 1 . 2
B m=n D g =Dy
oder, wenn man hier z fiir ;= setzt:

1 = ——n 5 n—1 1 = 1 . ” g *
(46.) B4, n) n—1 ,l=)(; e+1 Rt zl=)0 e+1

*) Dies ist die Schlomilchsche Ableitung in der Zeitschr. f. Math. u. Phys. —
Dasselbe Resultat ergiebt iibrigens auch.die Differentiation der Raabeschen Form so-
fort, wihrend die Herleitung aus den andern elementaren Formen von B(z, ») einige
Rechnung erfordert.
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Der Werth von B({,n) ist bekanntlich auch aus dem Grunde

wichtig, weil die Relation besteht:
(47) BGE+e,n) = "B —=z,n),

welche anzeigt, dass 81+, n) eine grade oder ungrade Function von «
ist, je nachdem = einen graden oder ungraden Werth hat; so dass auch
hieraus B, 2r+1) =0, B4, 2r) aber als ein Maximal- oder Minimalwerth
erkannt wird. — Man leitet die Formel (47.) entweder in der Schlomilch-
schen Weise ab, oder dadurch, dass man in (10.) gliedweise

Q=0 (") e
substituirt — was zunichst
Bz, n) = (—1)"B(1—=, n)
ergiebt*) — und dann (3+<) fiir « setzt.

ITI. Ausser den Ausdriicken (32.) fir A, und (46.) fir B, n)
wird noch ein Ausdruck wichtig, den wir jetzt entwickeln wollen. Es ist

T ediq et do_q1  ghw_yq
e+l e—1 e e—1  e—1  e—1 '
wo zuletzt w = 25 gesetzt wurde. Hieraus folgt nach (27.):
= e¥ Qn—1
Dot = S BG w8, ),
d. i. nach (47.): -
(4:8) 9:—1 ez+i — K—' n),
also:
4z
9;7..1 eze_*_i — O,
(49.> z—'z eds
' zgu ez+1 = 2r+1 $(412r+1>
Da ferner
t:__{ 1 1 1 1,
eez__1 = — =.12L%% +iz 1_;: 1
(et 1) (et*+1) et g et o

*) Zuerst gefunden ist diese Formel von Raabe (dies. Journ. Bd. 42.). Schlimilch
gewinnt sie sehr einfach durch die Differentiation der identischen Gleichung

e(l—z)z —q — e—%rr— 1
e—1 e~ —1
Die Herleitung aus (10.) ist wohl nicht umstindlicher. — Auch zeigen die Formen

(10.) und (16.) ohne weiteres die Theilbarkeit von % (z,n) durch z(z—1) fir n > 1.
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ist, so folgt vermittelst (r—1)-maliger Differentiation nach z wegen (27.).
(46.) und (48.):
B(f,n) = B, n)—|(—1)—1}-+-B(}, );
und hieraus fiir » = 2r:
0) B2 = 2‘2r 23(2’ 2r).
IV. Alle diese Grossen stehen in enger Beziehung zu den Kreis-

functionen.

Man hat ndmlich:

o e|-e— . el . 1%
zcotz = e"——e—' = 3 *e—ﬂ—z—__—i‘ = 3 +——F

ngs = = ete i emt+1 i i et

2 e
eife 5 et
Daraus ergiebt sich nach (32.), (46) und (48):

D'z cotz =i. D"z-}-4".2" D" =i. D's+i"2" A,,

secs =

z2=0 z2=0 2=0 R z2=10
D ltags =i .2 D™ ’-"2m1$<}
o g3 .z=“ po | =1 oy 1),
i -
Dn 1 — gn—1 On n—1_ €% = "l—l, —1\r__ el 1 ,
Drsecs =i .25 ,Du pa [(—1) 1)I B(L, n)

Da die linken Selten dieser Gleichungen und auch A,,, BE,n), BE,n)
reell sind, so folgt aus diesen Ausdriicken einerseits:
D 'zeots =0,

z2=10

D?r—-ltn 3 = 241 2"r+1 D”:
(51'> 2=0 J ’ =0 ez+1

D* 'secz =0;

z2=0

=0,

und andrerseits:
- D" zcots = (—1).2". 4,, = —2".B,,

z=0

4y -2 )
l)')r—ltng.z - < 1) 227‘ 2r—1 2_1*_1 — (—1)" 2T.$(12-, 21')

z2=0 g= U
(52.) | = 42w (2v1).B, = u,,

D?r _— _1 r 2r—1 D'Ir
z=00 sees ( ) 2 z2=0 e‘+1

= (~1 2 B 2 ) =



Worpitzky, iber die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen. 221

wo die letzten Gleichungen ausserdem zur Definition der Eulerschen Zahlen
%, und #,,, von grader und ungrader Ordnung dienen sollen.
Der Vollstindigkeit wegen mogen hier noch die bekannten Formeln

6)  Dus(F+3) = m
und
D¥zcosecs = 2.(2"'-1)B,,

z2=0

D" 'zcosecs = 0

z2=0

(54)

Platz finden, welche sich aus den obigen leicht ableiten lassen; und end-
lich noch der aus (52.) und (50.) folgende neue Ausdruck:

6r—2
(35) = (1) gy B 20,

Uebrigens lassen sich nicht nur die Constanten B, und u, als Deri-
virte von Kreisfunctionen darstellen, sondern es finden sich #hnliche Aus-
driicke fiir die Berroullischen Functionen B (z,n) selbst, wenn man das z

in (27.) durch 2iz = 2¢ 75 ersetzt. Es zeigt dann eine leichte Rechnung, dass

sinaz. cos | (@—1)a—(n—1) g]

sinz

(36) B(w,m) = g D
ist, wihrend

sinzz.sin| (z—1)z—(n—1) =
Dn—l [ 2J = O

=0 sinz

wird. _
Der Ausdruck (56.) ldsst noch mancherlei Transformationen zu, von
denen hier nur die allerniichst liegenden angefiihrt werden sollen:

Bz, 2r) = (—1)y*" ) sinaz.sin(z—1)z

21— o sinz
- Re—1
_—_(_1)r_%.£z 1 %—)i—cotz ,
(67.) . 2r+1 . sinzz.cos(z—1)z
B(z, 2r+1) =(-1) - -D

2r o sinz

l ,or+H1 s sin(Re—1)s
‘ == (=L a¥-1 .,Bu 8in% ’

— Im letzten Ausdruck fiir 8(x, 2r+1) muss r > 0 sein.
Journal fir Mathematik Bd. XCIV. Heft 3. 29
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9. Wir wollen jetzt die Verwendung der im vorigen Abschnitt ab-
geleiteten Formeln zur Gewinnung von Ausdriicken fiir die Bernoullischen
und Eulerschen Zahlen durch ejnige Beispiele erldutern.

Um die Formel (44.) mit (10.) zu combiniren, berechne man aus

der letzteren B'(0, ») =limm und substituire in (44.). Dies giebt:

B, = & 0mlo— @r—1)!1 Lot (2r—2)12! 0y

et
2r . 2r
+2!Q2r-2)! ey, _,—1!(2r—1)!e,,},
oder unter Anwendung von (6.): )

(%8) B,
2r 2r 2r 2r
_ 1 1.a, 3. ar_l S.a,_, o (—1 Y1, Rr—1)e,
= e (2r—1) - + 21 +EDT l
r4+1 r+2 2r—A1 J

Diese Formel liisst sich noch vielfach umgestalten, wenn man die Recursions-
formel (8.) fiir die @ und die Relation B'(0, 2r) =0 aus (44.) mit ihr ver-
bindet; — z. B.:

(89.) B,

= T@r) ") 72r—1 or or—1y D" 2r 1
EEED )t ) |
Substituirt man in (44.) fir B'(0,z) aus (16.), so folgen die Aus-
- driicke wieder, welche wir mit anderer Ableitung bereits in (36.) und (37.)
aufgefiihrt haben.
Die Formeln (23.) und (25) ergeben in Verbindung mit (44.):
2r 2r
60) B, = (~1y|yg -t gy ek gt gy o]

und:

-2 W ~—2 2r—2
1 { l.ay 8 ez . 5. o . @r—3). a, [

1 2r41 1 2r+1 1 2r41 1 2r+1 ;

61) B = DM a—gr Gt gr et gy el
wenn man bei der Ablemmg aus (25.) noch die Gleichung
B' (e, n) = (1.8 (11—, n)
hinzunimmt.

Uebrigens kann man die erwihnten Ausdriicke mit den a lelcht in
einander iiberfiilhren, wenn man die Formel (13.) und diejenigen bertick-
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sichtigt, welche aus (23.) und (25.) fiir das verschmndende B'(0, 2r) er-
halten werden.

Unter den obigen Ausdriicken sind vielleicht diejenigen die compli-
cirteren, in denen die Zahlen o vorkommen, obgleich sie nur halb so viel
Glieder enthalten, als die andern. In gleichem Grade trifft dies zu, wenn
man B, vermittelst der Gleichung (45.) durch B(1, 2r) ausdriickt. Wir
werden, indem wir von ihnen Gebrauch machen, mehrfach der etwas be-
quemeren Schreibweise wegen lieber die Eulersche Zahl u, darstellen, ﬁlr
welche nach (562.) die Relation gilt:

24r—2
= 1y 2.8, 20,

uns aber auf wenige Ausdriicke beschrinken.
Benutzt man hierbei die Gleichung (10.) unter Riicksicht auf (6.),
so folgt:

(62.) o,
. " r_.% 2r—1 _g_ 2r—1 r— 2r—1 2r -1
= (-1).2" ‘3( 2r> o, +2-(" o ) Or1t2: (% f) Oy gt 2 <2> “1$
was sich auf mehrfache Weise noch vereinfachen lisst.

Benutzt man ferner die Gleichung (21.), so findet man fiir eine
spiter ndher zu betrachtende Zahl », das wichtigere Resultat:

v, =2.(2"—1).B, = - 2=

22r——2
Q2r—1 2r—1 2r—2 2r—1 21 2r—1
©3) =1 2 B Ny  BASSrD  )
o g, {2004 M ge4E MR gUSS.(r—5) ¥
= (—=1y3r : - e 2r( 5) a2r—2})

dessen zweite Form aus der ersten durch die Verwendung von (19.) und von
B4, 2r—1) = 0 hervorgeht.

Bei denjenigen Formeln des vorigen Abschnittes, welche auf B(4, n)
zuriickgreifen, wollen wir hier diese Grosse nur aus (21.) darétellen also
nur den Ausdruck anfiihren:

4n—23 "l 4330 "—1 wmy, 4°3.741...(4n—5) "
B(}n) = o+ (1) =Dl -

Er ergiebt m1t (05.) Zusammen:
64) o0,=2.2"-1).B ;:”2

1 lr 23 ¥l 337 -1 4°3.711...(8Br—5) ¥1
—(_1) 22r—1+1 3 D) c 0 3 * O -+ 2,.( ) a2r 1}

29*
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in Vereinigung mit der letzten Gleichung in (52.) aber:

413 r 43y v 4°3.741...(8r—1) ¥
i1 = (—1) { =g Qfree— 2r+§ r ).a?r}
2r—1 r—1
(65.) — (_1)"—1.;427*—2 -5 427-_4 @,
EES L AR AG—1).(k—3) Y
+2 D =N 0

— Der letzte Ausdruck fiir w, ., entsteht aus dem vorletzten durch blosse
Anwendung von (19.) auf ihn; und es verschwindet dabei der Coefficient

2r—1

von qs.

Die Schlussfolgerungen aus der Raabeschen Form von B(4, 2r) iiber-
gehe ich, weil es mir auf die aus ihr entspringenden Recursionsformeln fiir
die B, und u, weniger ankommt. Fiir die w,,, ergiebt sich:

(—1).@r+1).9,,,,

(664) {= (47-—1)—(27;-1)-42.Bl+(2r:1)-44.B2-—-"+(—1)’-(2"2_f1).4”. B,

10. " Die Formeln (52.) des 8. Abschnitts gestatten auch auf eine
andere Weise, als es bisher geschehen ist, fiir die Eulerschen Zahlen Aus-
driicke abzuleiten, welche in den Zeichen der gemeinen Rechnungsarten
vollig ausgeschrieben sind.

Was zuniichst die Formel

1
. 2r 2r—1
= (= zgl e+1

betrifft, so ist bei hinreichend kleinem z
= e o e L

mithin wegen (29.):

qur — (_1)7'. DY, ‘2-&—1__ 22r_2.(6z_1)1+ Q-3 (ez__l)‘l_.“_2().<6z_1)7r—-li
(67.) o 21 o1 -

l _( 1):-—1 lz?r_?‘ a ___2?1'—3 a _|_2?r ¥ s +2u a’r—l’
Hieraus folgt u. a., dass w, eine ganze Zahl ist.

Li#sst man die Ordnung der Differentiation unentschieden, so ent-
springt nach (46.) die Gleichung: ‘
(68.) %(l n)

Dn—l {2»——1 =2, (e 1)1+2n—3.(ez_1)2_n_+<_1)n—1'20.(ez__1)n-1,

2‘27:—1

= g -2 et 2 2 e (2%
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welche wegen (45.) zwischen den Zahlen a noch die Relation ergiebt:

(69) 0 — — 2l g4 2"t g2 gt . 4 q,
Diese Ausdriicke lassen eine bemerkenswerthe Transformation zu. Es ist
niimlich:
(e—1)"+ (-1 (e—1)'+ (@ —1)"". (e—1)+---+ (z—1). (e—1)"
(@A) —(ee—1)t1

r—e*
_ artl—eltl): (n—}—i) " —em (n—l—i a1 _e(r—1)s +( 1\,' /n-}-i) r—e*
- r—e° T—e* T—e* T—e*

- et e P o )
“_l_a:l)'[enz_(n'l—i)‘e(n—l)z_i_ (n-;—i‘). e} (_1>,,_(n-?}1-1).eu.z].

Durch die #z-malige Differentiation nach z erhiilt man hieraus, weil nach
(7.) offenbar

(70.) gz, = { (”+ ) r—1)2+("+1) r—2)s__ ,_*_(_1)7-(”;"—1)‘60.2*

geschrieben Werden kann, die Gleichung *):
w (@1t —(e—A P+
3, r—e*

(71.) _ “1 (z—1) 1+l12 (a: 1)n—2+a3 (a: 175k +a (z-1)

= a a2 +‘x2 - +a3 - at +a ¥

Fiir =1 entsteht hieraus, weil D"(e'—1)" =n! ist:
2=

(72) ot ot o5t ot 0, = a, =nl,
was sich iibrigens auch ohne weiteres aus (5.) und (11.) fiir « = oo ergiebt.
Weicht z von +1 ab, so ist**)

(73) D" (-’”—1)""']—((3‘——1)”""1 (:B 1)n+l D

2=0 r—e? =0 T—e*!

*) So weit in dieser Gleichung die Ausdriicke mit den ¢ und den e verglichen
werden, kann man sie auch aus (14.) oder (15.) herleiten.

*¥) Scherk beruft sich im 4. Bande dieses Journals, S.300, darauf, dass Euler
in den Instit. eale. diff. T.II, Cap. VII, § 173 ff. gefunden, Laplace aber direct ‘be-
wiesen habe, es sei — was bei uns aus (73) und (71) hervorgeht

z—1 1
D = @1y -{a‘.m"—l—}- a.ﬁ,.a;"“*—}—a,.a:"”-{—---—}-a,..z -

2=1) T—€°
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weil dann 3 =0 eine (»+1)-fache Wurzel der Function (e%_%ﬂ ist, deren
nte Derivirte also bei z =0 verschwindet.
Bei den Anwendungen auf (46.) und (52.) ist = —1 zu setzen,

und daher gehen (68.) und (67.) iiber in:

n—1 n—-1 n—-1 =a-1 n—1
(14) B¢ W = —ga | m— et o et (=1 0|
und
r—1 -1 2r—1 2r—1 2r—1 2r—1

(75-> Uy = (_1)r_1'3 o — O+ 03— ay+ 05—+ 0%-1"

Wenn es nicht sonst schon bekannt wiire, dass B3, 2r+1) ver-
schwindet, so wiirde man es aus (74.) wegen der Relation (6.) schliessen.
Die Anwendung von (6.) auf (75.) ergiebt:

2r—1 2r—1 2r—1 2r—1
(716.) y, = ,—2.0,_,+2. 0, ,—--+(-1y"".2. 0,
was genau der in der voranstehenden Anmerkung erwihnte, von Scherk
reproducirte Laplacesche Ausdruck ist.

Combinirt man mit (76.) die aus (72.) und (6.) hervorgehende

Gleichung

r—1 2r—1 2r—1

@Cr-1)! = e, +2.0,_,+2. a_,—{— -+ 2. a,

so erhilt man durch Subtraction die Ausdriicke:

4r—1 4r—1  4r—1 4r—1
" w, = (4r—1)!—4. ;a1+ o+ o5+t
( '> +1 &+1 441 4r+1

Usr 2 = (47'+1>'_4 f o+ g+ g+ + azr!,

welche zur Berechnung von #, und w,,, nur die Kenntniss von r Zahlen
o verlangen; und durch Addition:

2r—1 2r—1 2r—1 Ww—1

Uy, = ——(2r D420, +4-| a, 0t ot o5+,
was nicht viel complicirter ist*). .

und stiitzt darauf seine Deductionen. Dass diese Gleichung ihre Giiltigkeit fiir z = 41
verliert, merkt er nicht an und notirt daher auch nicht die Relation (72.); desgl. thut
dies auch nicht Lacroiz, welcher sie im Traité des diff. p. 107 auf einem ganz anderen
Wege ableitet, als es oben geschehen ist. Der andere Ausdruck in (71.) mit den
Zahlen a kommt wie es scheint, friiher nicht vor, daher auch nicht der Ausdruck (67.)
fir u,,; dagegen ist (75.) bereits von Laplace aufgefunden und von Lacroiz im Traité
des diff. p. 114, entwickelt, wenngleich mit weniger einfachen Mitteln als oben.

*) Der Ausdruck (77.) ist ungefihr ebenso compendios, wie der Scherksche (88.).
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11. Andere Ausdriicke fiir », und w,,, greifen nach Abschnitt 8.

auf die Derivirten der Function zuriick. Die letzteren lassen sich

el
e+1
nach der im vorigen Abschnitt angewandten Methode auf mehrfache Weise
entwickeln.

Wir wollen zunichst von der Zerlegung ausgehen:

e o1 1
el — Vel ek
aus welcher folgt:
1 1
78. D" == " — D —.
( ) 2=0 e‘—l—i —i ZQ) ez+1 T £0 1—et

Die Entwickelung des ersten Summanden der rechten Seite ist in dem
vorigen Abschnitt vollig ausgefiihrt.
Fiir den zweiten Summanden ergiebt sich aus (73.) und (71.):

) 1 B n n n n
zl:)U i—e‘ . ( )z + ( ).1 + ( )1 + + ( )u+1
1

= m' gal .’l:"—l+ aq.i"_2+a3.i"_3+---+a,,.i°f-

Substituirt man hierin

1 - e & . T
i1 T2 T Tl
80 erhilt man:
n+1
97 p_1
z=0 '““ez
(79.) —gi ™ wip A0 —pp P - - " —i(n+1)3-7E
= V2" a.e *+V2" a6 *+---+V2.a,.e J
" i85 T " i+ n _iGet3)
= 0,.e & +0,.e g +--4a,.e 5

Da nach (52.)

Uprp1 = (__.1)1'.2‘2r+1 Du?r ez-}-i

ist, so folgert man demnach unter Riicksicht auf (51) zunichst:
(80.)  wyy, = (—1y*.2.D¥

=y 1—€

Und hieraus ergiebt sich nach dem Obigen einerseits:

w2 2r 2 S
(1)t uyy, = F(@—a)+1-a— % (“s‘a'D T a8+3lf (a“’_a“>

(81.) o .
+ @t —1is (au—als) —‘g'e‘ am+
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nebst:
2r 2 2 2r % 2
(82-) 0= aH‘i‘ (a4 05)+g A% 1g (as ao)— 39 aw"l'

andrerseits ¥):
) 2r  2r 2r 2r 2r 2r 2r 2r

(83) 27wy = o—e, —0, -t o, st o, 4—0,_s—0, o+t
Formeln fiir w,.,,, welche aus der Vereinigung von (81.) mit (82.)
entstehen, will ich iibergehen, in Bezug auf (83.) aber noch anmerken, dass
sie mit der aus (72.) und (6.) folgenden Gleichung

“L (21‘)' = ar+ar 1+ar—2+ 'l' al
zusammen die noch einfacheren Ausdriicke liefert:

2

1 2r 2r 2r 2r 2r 2r
u2r+1 - + - —r_——f : K(X,.__l‘]— ar—?) + (ar-—5+' ar—ﬁ) + (ar—9+ ar—lﬂ) + . '!

(84.)

= (21‘)' to= 2r—2 Ia = (ar—3+ ar 4)—{—(05,__7—}- a’ 8> + }

Setzt man ferner in (v8.) fiir » die ungrade Zahl (2r—1), so ver-
schwindet ihre linke Seite nach (49.), und es folgt mit Riicksicht auf (52.):

(85) wy, = (—1).2i. D% 1

z=() i—e* '
Dies giebt nach (78.) einerseits:

2r—1 2r—1 2r-1 2r—1 2r—1 2r—1 2r—1 2r—1

(86-) (—1)r+1-%r= ax—Jg“ 2] +%( a,— as)‘l‘%‘ Qg — ( g — a‘))—dg' Byt
nebst: '

r—1 2r—1 2r—1 2r—1  2r—1 2r—1 2r—1 2r—1 2r—1

2
B7)0=(a,— a)+3 a—%( as— a,) L g+ 5-( Gu— On)F gl Gt
und andererseits **):

1 2r—1 2r—1 2r—1 2r—1
(88) = por| 62 O k2. €pim2. o).
Dass nicht bloss die w, ganze Zahlen sind — wie im Abschnitt 10.

aus Anlass der Formel (67.) angemerkt wurde — sondern auch die oy, 4,
ersieht man, ausser aus (81.) nach der Substitution a =mn! a,,, auch ohne
weiteres aus der Entwickelung von

o = G2 DY

1
gz

wenn man den Ausdruck

- %) Dies ist der nur weiter entwickelte Scherksche Ausdruck fiir die Secanten-
coefficienten. (Dieses Journal Bd. 4. S. 304.)

#¥) Dér Ausdruck (88.) ist der Scherksche. (Dieses Journal Bd. 4, S. 304.)
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et o 1
_— = e
e+1 e*+-1
nach dem Leibrizschen Satz mit Riicksicht auf diejenigen Werthe differentiirt,

welche die Derivirten von :_ fir s = 0 erlangen. Es kommt nimlich heraus:

(89.) Uy = (2{)‘24%"(?;)'%r—2+(25r>'u2r—4 +( 1)r—1 (2', 1 uz+<— 1) 1

WO ., offenbar aus ganzen Zahlen durch Addition und Subtraction zu-
sammengesetzt ist; so dass, wie gesagt, u,. ., selbst eine ganze Zahl sein
muss. — Umgekehrt erhilt man durch die analoge Behandlung von
1 _y ¥
—_— e «——
1 ee+1
die Relation™):

2r—1 2 ey (2r—1
(90.) Uy, = " )uar_1 (r3 )“?r-—3+ +(-1> e 2: 1

12. Im 8. Abschnitt I haben wir den bekannten Satz reproducirt,
dass B+, n) eine grade oder ungrade Function von x ist, je nachdem
n einen graden oder ungraden Werth hat.

Wir wollen diese Function in entwickelter Form darstellen.

Zu dem Zweck entnehmen wir aus (27):

B(i-+a,m)=n. D10 e e

2=0 e—1 =0 t ez___i

z+xz_1

= B(, n)-{-n-z%a;"—‘-i- ("T‘).wn—?..,}?%(%, 2)+(”gi).w"—3.%g3(%, Bhben.

1\ L, 1
"‘-l-(:_‘ '1‘"‘,;53(%,”)},
oder wegen (45.):

BG+a,7) = Bz, +in——(3) o 2L (§) e 251 B,

e 20—
_(6 - G.__25—.B3+...-
Substituirt man hier B(z, n} in der Raabeschen Form (1.), so folgt**):

¥) Die Relationen (89.) und (90.) finden sich, in anderer Weise abgeleitet, bei
Raabe im 42. Bande dieses Journals.

Man kann sie so zusammenfassen:

Unp1 = sfn(“H)n -{-(") | 3) U2+ (5> Up_g—

**) Vergl. die Raabeschen Formeln im 42. Bande dieses Journals.
Journal fiir Matkematik Bd. XCIV. Heft 3. 30
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. (m 1 L 1 o
BA+x,n) == —(2)(1—7)-31.:1: +(4>-(1—?)-B,.x *

() (=3 Bt () (1= B,

wo aber, wenn n = 2r eine grade Zahl ist, das letzte Glied dem hier an-
gegebenen Bildungsgesetz nicht folgt, weil in (1.) das Glied (—1)'B,.2’
fehlt; so dass B+, 2) mit dem Gliede

() -(2— goer)-B.

schliesst, wie es ja auch die Formel (45.) verlangt.

Fiir # = —1 ergeben sich hieraus in Verbindung mit (55.) und (52.)
Relationen fiir #, oder B, und fiir w,,, welche aber kein grosses Interesse
in Anspruch nehmen diirften, weil sie sich auch aus friither schon entwickel-
ten Relationen leicht ableiten lassen und im Vergleich mit jenen weniger
einfach sind.

(91)

13. Wir wollen uns noch mit den Zahlen (;r etwas niher beschiif-
tigen, um aus den Formeln des 9. Abschnitts ein nicht unwichtiges Resultat
abzuleiten.

Es ist bereits in (72.) constatirt worden, dass ;,,=n! sei, weshalb
nach (18.)
92) a, = 1
sein muss. Daher folgt aus (19.):

n n—1

n—-1 » n—1
an—-l = (n-—l)' aﬁ—l+ an--2 = (n_1)+ an-—Z;

und durch Summation des Gleichungssystems, welches hieraus entsteht, wenn
man » der Reihe nach durch 1, 2, 3, ..., n ersetzt:

©3)  a = (3):

Verfihrt man in analoger Weise mit der aus (19.) folgenden Gleichung

n—1 n—1

Ay o = (""2)- a,._-z‘jr u,.-;;,
so ergiebt sich:

" n n
(94) . = 3‘(4)"’(3)'
In dhnlicher Weise folgert man:
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95)  as = 16:-(5)+ 10-(0)+(}),

96) 0, — 105- (8)+105( D+25-()+(3),

u. 8. W
oder bei einer etwas verinderten Zusammenfassung:

o= 2L,
s = (DB ("TDH(E)

n

ae = 20(D)+58.("T )+22.(" T+ ("),

u. 8. w.

(97.)

n

Die Aufstellung des allgemeinen Gesetzes fiir die Bildungsweise von a,_,
in dieser Form ist leicht. Wir sehen hier von ihr ab, weil sie uns keinen
Nutzen bietet.

Betrachtet man nun den ersten Ausdruck (63.) fiir »,, so erkennt
man ohne weiteres, dass — nachdem mit r ausmultiplicirt ist — alle
Summanden ganze Zahlen werden, so lange r = 8 ist, weil sich dann der
Nenner jedes Coefficienten der a gegen einen Factor des Zihlers hebt.

Macht man r =9, so gilt dasselbe von allen einzelnen Summanden

ausser dem drittletzten
9.2°4.35...29 V7
16 “Oys,y
welcher nur dann eine ganze Zahl ist, wenn 2 in

o= 3-()+(7) = 41715748175

aufgeht. Da dies zutrifft, so ist auch v, eine ganze Zahl.

Dass v, bis v, incl. ganze Zahlen sind, erhellt aus (63.) wieder
unmittelbar, weil die Nenner der Coefficienten der a sich gegen einen
Factor des Zihlers heben. N

Damit »,; eine ganze Zahl sei, muss 2’ in a; aufgehen; was der
Fall ist, weil aus (94) folgt: .

o= 3.(%) + (%) = 8.3331.15+16.11.31.

Fiir o, bis vs;, incl. bleibt dann wieder kein Bedenken.
Man erkennt, wenn man auf dem emgeschlagenen Wege weitergeht, dass

es iiberhaupt nur darauf ankommt, ob a?,_l fir r = 2" durch 2" theilbar ist.
30*
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Nun ist aber nach (94.)
e = b r(@r—1(Er—1),
was fiir r =2" in i
2t ———-(3.2"-1)
ibergeht; und die Division mit 2" ergiebt eine ganze Zahl mit dem
Theiler 2° = 4.

Alle Summanden des Ausdrucks (63.), nachdem véllig ausmultiplicirt
ist, werden ersichtlich grade Zahlen, mit Ausnahme des letzten, welcher
eben so offenkundig ungrade ist. Daher ist », selbst ungrade.

Nimmt man noch hinzu, dass u, als eine ganze Zahl erkannt ist
(Abschnitt 10.), so erhiilt man demnach den folgenden Lehrsatz:

Die Zahl

0, =2.(2"—1).B, = 2

2?r—2

ist gans, ungrade und durch jeden wungraden Theiler vor r theilbar. Die
Zahl w, ist durch die (2r—2—mn)* Potenz von 2, aber durch keirne hohere,
theilbar, wenn 2" die hiochsie Potenz von 2 bedeutet, welche in r aufgeht.

Die neun ersten Werthe von o, sind:
o,=1 v,=1 0;,=3, 0,=17, 0,=5.31, v,=3.691, o,=7.127.43,
vs = 257.3617, v, = 9.73.43867.

Uebrigens lassen sich fiir die Zahlen o, aus den bei uns angemerkten
Recursionsformeln fiir B, auch leicht Recursionsformeln aufstellen. Z. B.
folgt, wenn man zu (40.) die Gleichung (38.) addirt, nachdem man in der
letzteren r um 1 erniedrigt hat:

98) o= (50t b () oram e H CI (o) ok (< 1r = 05

und aus (41.) in Verbindung mit (39.) ergiebt sich:
2 2 | % .
(99.) ,,r_%(2r>,,,r_l+%.(4”),,,r_2_...+<_1> 1.2r_1(2r:2 ‘04 (—1) = 0.
Die Zahlen u, ., sind sdmmtlich ungrade, wie nun die Formel (89.)
ohne weiteres zeigt, weil man simmtliche Glieder dieser Formel mit Aus-
nahme des letzten durch 2 theilen kann.

Berlin, October 1882.
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