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Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen *).
(Von Frau Sophie von Kowalevsky.)

Einleitung.

.Es sei eine algebraische Differentialgleichung
dy L dhy

(1.) G((D, Y, Ao ! e d:c" =0

vorgelegt, wo G eine ganze rationale Function der unabhiingigen Veriinder-
lichen x, der als Function derselben zu bestimmenden Grosse y und der
Ableitungen derselben nach « bis zur nt® Ordnung hin bedeutet.

Eine analytische Function ist vollstindig bestimmt, sobald irgend ein

regulirer Zweig derselben gegeben ist. Es kommt also darauf an, auf die
allgemeinste Weise eine Potenzreihe

> (z—a)”
be———

0 v! !

wo a, b,, b, ... Constanten bedeuten, so zu bestimmen, dass dieselbe, fiir
y gesetzt, der gegebenen Differentialgleichung geniigt, und innerhalb eines
gewissen, die Stelle. 4 umgebenden Bezirks convergirt.

Es muss also, wenn man diese Reihe fiir y in den Ausdruck
G (w, Y, da,- y oot %) einsetzt und denselben nach Potenzen von z—a ent-

wickelt, jeder einzelne Coefficient dieser Entwickelung gleich Null werden.
So erhilt man zuniiehst zwischen a, by, b,, ... b, die Gleichung

(2) G(a, by, by,...h,) = 0.

Nin hat aber, wenn y ugend eine regulale Function von « ist, die ate Ab-
lehtun(r von

di¢ Form

dn+7- d"”"‘ly
(ws Y o ﬂ.’b 1 "@' dxrtt +Hl<$, Ys d:v i WT

wo G’ die partielle Abhim von G in Beziehung auf Y und Hl eme

*) Diese Abhandlunq ich als Inaugural-Dissertation zur Erlangung der
Doctorwiirde bei der philoso Facultit zu Gdttingen erschienen.
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2 S. v. Kowalevsky, sur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

) dy dn+2—1y

o1 " GRFET bezeichnet. Es muss

ganze rationale Function von z, g,
also (fir A=1, 2, ... ) |
(38.)  G'(a, by, by,...0,)b, ;+H,(a,by,byy...bpp2-,) =0
sein, wenn der Coefficient von (z—a)* in der genannten Entwickelung von
G(ma Y, —Zg;? 'g.v—z
verschwinden soll. Umgekehrt gentigt die fiir y angenommene Reihe der
Gleichung (1.) formell, wenn die Gleichung (2.) und séimmtliche Gleichungen

(3.) erfiillt werden.

Durch die Gleichungen (3.) werden aber simmtliche Coefficienten
b,, deren Index > ist, eindeutig bestimmt, sobald a, b,, b,, ... b, ge-
geben sind und zugleich G'(a, b,,b,,...b,) einen von Null verschiedenen
Werth hat. _

So ergiebt sich der Satz:

,Nimmt man die Constanten

: a, by, b, ... b,
willkiirlich, jedoch so an, dass die Gleichung

G(a, by, by,...0,) = 0
eine einfache Wurzel b, hat, so lassen sich die Grossen
bn+lv bn+21

stets in eindeutiger Weise so bestimmen, dass

3y 20
[}]

v!
fir y gesetzt, der Gleichung (1.) formell geniigt.”

Diese Reihe ist aber auch stets innerhalb eines bestimmten Bezirks con-
vergent und stellt, wenn man x innerhalb desselben annimmt, eine die votr-
gelegte Differentialgleichung befriedigende Function dar. Aus jeder solchen
Reihe entspringt dann ferner eine bestimmie (eindeutige oder mehrdeutige)
analytische Function, von der jeder regulire Zweig die vorgelegte Differentidl~
gleichung ebenfalls befriedigt*).

?

*) Dieser Satz findet sich zuerst in der Weierstrassschen Abbandlung ,Zur Theaie
der analytischen Facultiiten“ (Crelles Journal, Bd. 51, S. 43) ausgesprochen, und ist bald
darauf auch von den Herren Briot und Bouquet bewiesen worden (Journal de I'Egle

olytechnique cah. 36). Derselbe bleibt bestehén, wenn der Ausdruck auf der lipken
IS)eite der Gleichung (1.) eine eindeutige und in eine bestindig convergirende Pofenz-

reihe der Grossen z, , _j%, ’:11—:}% entwickelbare Funetion ist.
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Umgekehrt hat jede die vorgelegte Differentialgleichung befriedigende
analytische Function y unendlich viele, durch das angegebene Verfahren
bestimmbare reguldre Zweige, wenn sie nicht eine sogenannte singuliire
Liosung der Differentialgleichung ist, d. h. ausser derselben noch der Gleichung

d dr
G'(ws Y, d—i'v ) = 0

d i

geniigt. In diesem Falle kann man aber durch Combination der beiden

Gleichungen
G=0, ¢'=0

zur Bestimmung der Fuuction y entweder eine algebraische Gleichung oder
eine Differentialgleichung, von der sie keine singulire Losung ist, erhalten.

Analoge Siitze gelten ferner, wenn zur Bestimmung mehrerer Functionen
einer unabhiingigen Verinderlichen ein System von ebenso vielen alge-

braischen Differentialgleichungen gegeben ist.
Dasselbe kann stets auf die Form

' ' \d'l
'\ G' (@, Yy Y1y e- y,,,j/i——Gl(w, Yoy Y1y -+ Yn)

(5.)
' dyy,
2G ((D, Yo, y17"'yﬂ) dyx "‘G.,,((B, Yo, y“---y,,)

0,

0

gebracht werden, wo g, ... y, die zu bestimmenden Functionen sind, g,

eine mit «, g, ... y, durch eine irreductible algebraische Gleichung

(6-) G(.'T:ylhyla"'yn) =0

verbundene Hiilfsgrosse, G, G,, ... G, ganze rationale Functionen von «,
Yoy Y1, -+ Ya, und G’ die partielle Ableitung von G in Beziehung auf g, *).

Setzt man dann, fir A=0, 1, ... »

(@—a)#

() 4= b

und nimmt
a, bl,O’ bg’(), ) an

3!

so an, dass die Gleichung
G(a’ b(),()7 bl,u, con bﬂ’") = O

*) Wie man jedes System algebraischer Differentialgleichungen auf diese ,kano-
nische“ Form zurtickfihren kann, lehrt Jacobi in den Abhandlungen: ,De investigando
ordine systematis differentialium vulgarium cujuscunqae“ (Borchardis Journal, Bd. 64,
S. 237) und ,De aequationum differentialium systemate non normali ad formam nor-

malem revocanda“ (Vorlesungen iilber Dynawmik, Anhang, S. 55).
1 *
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nach b,, aufgelost eine endliche, einfache Wurzel hat, und nimmt diese fiir
by, so-lassen sich, wenn man die Ausdriicke auf der Linken der Glei-
chungen (5.), (6.) nach Potenzen von x—a entwickelt, die Coefficienten der
einzelnen Potenzen gleich Null setzt, die Grossen

bt),l, b(),27
bl.ly. bl,?,
. bn,l, bn,?,
in eindeutiger Weise so bestimmen, dass den Gleichungen (5.), (6.) formell

geniigt wird.

Dann sind aber auch die so sich ergebenden =41 Reihen (7.)
stets innerhalb eines bestimmten Bezirks convergent und stellen, wenn man
x auf diesen Bezirk beschriinkt, ein System von n+1 Functionen dar,
welche die in Rede stehenden Gleichungen wirklich befriedigen.

Aus demselben entspringt dann ein System (eindeutiger oder mehr-
deutiger) analytischer Functionen von der Beschaffenheit, dass je »+1 zu-
sammengehirige regulire Zweige derselben die Gleichungen (5.), (6.) eben-
falls befriedigen. , '

Umgekehrt, wenn ein System von =-+1 analytischen Functionen
die Gleichungen (5.), (6.), nicht aber zugleich die Gleichung

OG (T, Yy, Yys oo+ Yn)
Y,
befriedigt (d. h. wenn dasselbe nicht eine singulire Lisung des Systems
von partiellen Differentialgleichungen bildet), so lisst sich, wofern man
specielle Werthe von @ ausnimmt, jedes System zusammengehoriger
Elemente *) dieser Functionen durch Reihen, welche in der beschriebenen
Weise gebildet sind, ausdriicken.

Die singuliren Losungen erhilt man aber, indem man die vorge-

legten Gleichungen (5.), (6.) mit der Gleichung

G (z, y(',, Yypoooe Yn)
oY,

A

combinirt. o
Diese Sitze, in der gegebenen Fassung, entnehme ich den Vor-
lesungen ' des Herrn Weierstrass, meines verehrten Lehrers. In der vor-

*) Vgl. § III. im Anfang.
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liegenden Arbeit habe ich mich nun mit der Aufgabe beschiiftigt, zu unter-
suchen, ob und in wie weit sich dieselben auf den Fall ausdehnen lassen,
wo zur Bestimmung analytischer Functionen mehrerer Verinderlichen par-
tielle algebraische Differentialgleichungen gegeben sind.

§ L
Ich betrachte zunichst das nachstehende System von partiellen Diffe-
rentialgleichungen, in denen x, z,, ... x, unabhingige Verinderliche und
@1y +.. @, zu bestimmende Functionen derselben bedeuten, wiihrend die

G (@1, ... ) gegebene, in der Form gewohnlicher, innerhalb eines gewissen
Bereiches convergirender Potenzreihen dargestellte Functionen von ¢, ... ¢,
sein sollen:

. 0 : n s 6 n o
= ‘l‘JﬂG?,‘;’;(fpn---fpn\.a—z’—’lJr---Jr 2568y, 9

(1)

(%Q;" = ZpGR (1, - ) ZZI’+---+§#G£§3(%--- %)3—::3-
Um mich kiirzer ausdriicken zu konnen, will ich im Folgenden unter
einer Potenzreihe mehrerer Veriinderlichen (z, x,,...z,) stets eine solche
verstehen, die nur ganze und positive Potenzen dieser Grossen enthiilt.
Dieses vorausgesetzt, gelten folgende Siitze:

A. Sind
P(Tyy e @iy o o o P(Tyyeee T)py
n willkiirtich angenommene Potenzreihen, welche. einen gemeinschaftlichen,.
wenn auch beschrinkten Convergenzbezirk besitzen, und an der Stelle

(=10, &,=0, ... z,=0)

simmtlich verschwinden, — so giebt es » bestimmte Potenzreihen von
(x, @, ... x,), welche fir x =0 beziehlich in

(p(a!,, s wr)l,”, « o o (P((Bl, soe $r)n,0
iibergehen und, fir ¢, ... ¢, in die vorgelegten Differentialgleichungen

eingesetzt, denselben formell geniigen.

B. Diese » Reihen sind si#immtlich in einem gewissen Bereiche un-
bedingt convergent und stellen Functionen dar, welche die Differential-
gleichungen (1.) wirklich -befriedigen. '
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Setzt man in die Gleichungen (1.) fiir ¢,, ... ¢, Reihen von der Form

Py = @&y, o8 :c,)l’(,-}—‘?.,(p(a:,, :v,),.,%,
(/)" o= ?(wl7 coe mr)",o‘}'":‘;‘yw(a)l, “ee w,)n’,,:—:

ein, so erhilt man, indem man die Ausdriicke auf beiden Seiten in jeder
Gleichung nach Potenzen von z entwickelt, zuniichst

aq?ﬂu

¢(ml7 cee wr).l,l = ?ﬂ Gl(,l%(¢],(l7 cos ¢n,0) + +2ﬂ G",ﬂ((Pl(H (p”’u) aqﬂ“

¢($l’ v a’r)n,l = zﬂG ﬁ)(¢l(), ¢n0) 'pﬂﬂ+ +25G¢ngq)l(” (pn’o) a(pﬁ“
und alsdann jede der <Functionen *

Q@i es Beigy o« PlBiy o)y
ausgedriickt als ganze rationale Function einer gewissen Anzahl der Ab-
leitungen von ¢, ... @9 nach z,, ... x,, deren Coefficienten Potenzreihen
von ¢, ... @,o sind. Dabei ist zu bemerken, dass jeder Coefficient der
letzteren aus einer endlichen Anzahl von den Coefficienten der Ausdriicke
G bloss durch Addition und Multiplication zusammengesetzt wird.

Ist nun
‘ v
1 h xr
(P(wl,... a:r)l,() = E(¢((J’3‘ l' e r'>,
v,! 9l
| =0... 30y e ”r—O.-. 0
@) (-
wyl m"r
P (@1 eee By = 2("’((!2')),...7, 1/:! 1/:! ’

'lll=0...00, e ¥,=0...00

und setzt man

(3') q’(wn as s mr)a,r = E<(p£?))ﬁ,...v,. _‘:ﬁ“'“ = ) (d == 1, vee n),

v,!
»,=0..00, ..., =0...00

so ergiebt sich jede der Grossen
v, (@=1,...m)
als eine ganze rationale Function einer endlichen Anzahl der Grossen

(@) —
0,300y (= 1, - n) ,
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und der Coefficienten der

G&f}r(‘l’n vor Pn)y
und es werden dann die gegebenen Differentialgleichungen formell befriedigt,
wenn man

P = Z((p(a‘l, c &p)au Z/:>7

=0...%
(4) # e (=1, ...m)
- (@ ' r
- 2(?"1/‘1 My “' ‘u' f ”r!)

u=0..00,u, =0..00,... 4, =0...00

setzt.

Um nun zu beweisen, dass diese Reihen siimmtlich innerhalb eines
bestimmten Bezirks unbedingt convergent sind, ersetze ich das vorgelegte
System von Differentialgleichungen durch ein anderes von derselben Form:

. n " aw a
\’g;=217ﬂ @y, . W) ﬂ+ +218G 3 (¢, - 'l’n)azfa

" o 0
S = 2y, o ) "’”+ o+ Zp Yy Yu) L,

in welchem in jeder der Reihen G¥)(y,...v,) jeder einzelne Coefficient
positiv und nicht kleiner als der absolute Betrag des entsprechenden Coeffi-
cienten in G} (vy,...y,) ist. Zugleich nehme ich an Stelle jeder der Reihen
@(T1y oo Tp)ap (a—l ...n) eine andere w(x,,...®,),, an, in der ebenfalls
jeder einzelne Coefficient positiv und nicht kleiner als der absolute Betrag
des entsprechenden Coefficienten in ¢ (x,,...x,),o ist. Wenn alsdann

(a)
Hsfhysenfdy

den Ausdruck bezeichnet, der jetzt an die Stelle von

§0;(::A)4n-~-/lr
tritt, so erhellt aus dem, was iiber die Zusammensetzung des letzteren aus
den Coefficienten der Reihen G} und v,, gesagt ist, dass der erstere positiv
und nicht kleiner als der absolute Betrag des anderen sein wird. Kann
man also von den Reihen v, ... y,, wo
My My
= (S 57 % SE) @=1..n)
p=0..%,pu,=0..00,..4,=0...00
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ist, beweisen, dass sie simmtlich innerhalb eines bestimmten Bezirkes con-
vergent sind, so steht dasselbe fiir die Reihen ¢,, ... ¢, fest.

.Dieses vorausgesetzt, werde, wie es immer moglich ist, eine positive
Grosse g 8o angenommen, dass simmtliche Reihen G} (¢, .., ¢,) convergiren,

wenn _
% ¢l=(p2=-.-=(p =g

gesetzt 'Wird; dann kann man eine zweite, ebenfalls positive Grosse G so

annehmen, dass aus dem Bruche
G

IR 70 o 2 e e 2%
: 9
wenn derselbe .nach steigenden Potenzen von vy, ... ¢, entwickelt wird, eine
Reihe G(v,, ... ¥,) entspringt, in welcher jeder einzelne Coefficient positiv und
grosser als der absolute Betrag des entsprechenden Coefficienten in jeder
der Reihen G0} (@, ... @a) ist.
Ebenso kann man zwei positive Grossen ¢’ und ¢ so wiihlen, dass
in der Reihe, welche aus der Entwickelung des Bruches
9@ +z,+-+2r)
1— 2 T e
| : . 0
nach steigenden Potenzen von @, ...z, hervorgeht und die mit y (z,,... ),
bezeichnet werden moge, jeder, Coefficient positiv und grosser als der ab-
solute Betrag des entsprechenden Coefficienten in jeder der Reihen

(@1, .- mr)lm (P(l'n -17)1.0

wird. '
Werden dann in dem System (5.) simmtliche Reihen
GO (Wuy - W) = G (Y1, ... )
angenommen, und wird zugleich festgesetzt, dass fir o =0 jede der
Functionen v, in
Y (®yyeee @)
-tibergehen soll, so sind dieeében angegebenen Bedingungen erfiillt, und es
bracht also nur’ bewiesen zu ‘Wwerden, dass die so definirten. Reihen v, .. Y
mnethalb eines gewissen Bézirks convergent sind. .
‘Unter den gemachten Voraussétzungen werden aber ﬂié stimmtlichen
Relhen zpl, Y, emander glewh und Functmnen bloss von & und von
Cw ite, +‘ e i
@
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Das System (5.) reducirt sich also, wenn man
I e s 2 g z, -+

9 k e
setzt, so dass y/az%w wird (fir e=1..2), auf die einzige partielle Diffe-
rentialgleichung ¥

dy _  a dy
(04 == T=g

wo a eine positive Constante bedeutet.

Dabei ist noch die Bedingung hinzuzufiigen, dass fiir z =0

Y

y in L—yy
iibergehen soll, wo b ebenfalls eine Constante bezeichnet. 1
Die Gleichung (6.) besagt nichts weiter, als dass zwischen den Grissen
w und (1—vy)y +ax eine Relation besteht. Diese wird aber durch die Fest-
stellung, dass v fir =0 in 1’3’!/ iibergehen soll, eine vollig bestimmte
und es ergiebt sich zwischen v, z, y die Gleichung

i1—vy
(1-v)y+az = bru?
woraus man

1—(1—bd)y—az—Y(1—1A+b)y—az)’—4abz

W= 20—
erhilt, mit der Bedingung, dass bei der Entwickelung dieses Ausdruckes
nach Potenzen von z, y das Anfangsglied in der Entwickelung der Quadrat- .
wurzel 1 sei.

Die so sich ergebende Potenzreihe von z, y hat nun einen bestimmten
Convergenzbezirk, und es sind zugleich ihre Coefficienten durchweg positiv,
wie man sofort sieht, wenn man die Entwickelung von y nach der im Vor-
stehenden auseinandergesetzten Methode vornimmt. Es wird daher auch die
Potenzreihe von (z, ,,...x,), in welche y durch die Substitution
o 2,4+ :

e )

tibergeht, einen bestimmten Convergenzbezirk besitzen. Fiir jedes innerhalb

dieses Bezirkes enthaltene Werthsysiem (€, @, ... «,) sind dann sicher auch

die Reihen ¢,,... ¢, simmtlich unbedingt ‘convergent. Dieselben besitzen

also jedenfalls einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk und stellen, wenn
Journal fir Mathematik Bd. LXXX. Heft 1. 2

y::
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- man die Veriéinderlichen (x, «,,...«,) auf einen innerhalb desselben liegen-
den Bereich in der Art beschriinkt, dass fiir jedes in dem letzteren ent-
haltene Werthsystem (z, €,,...z,) das System der zugehiorigen Werthe von
(¢1,+.- ¢.) dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk der Reihen G} ange-
hort, Fungtionen von (z, «,...,) dar, welche die gegebene Differential-
gleichungen befriedigen und zugleich fir z =0 in

Py e Troy + o o P(Byy s T
iibergehen; w. z. b. w.
Zusitze:
A) Es ist angenommen worden, dass ¢ (z,,... Z,)iy ... @ (@1y ... T,)np

simmtlich verschwinden, wenn jede der Grissen (z, z,,...x,) den Werth
Null erhiilt. Die entwickelten Sitze behalten aber ihre Giiltigkeit, wenn
nur die Functionen ¢,, so angenommen werden, dass das Werthsystem

(p(O...O)l,o, .« o (p(O...O),’U

dem gemeinschaftlichen Convergenzbereich der Reihen G?} angehort, wie
aus dem gegebenen Beweise ohne Weiteres folgt, wenn man

e1—9(0...0)0, ... @,—¢(0...0),,
als die zu bestimmenden Functionen einfiihrt.

B) Es bleiben ferner alle Siitze bestehen, wenn an Stelle des be-
trachteten Systems von Differentialgleichungen das folgende gegeben ist, in
welchem séimmtliche Functionen G) (¢, ... ¢,) dieselbe Beschaffenheit haben,
wie in jenem:

a 0
8(2 3 2<G’(,:%((pl’ e e (p,,) a;:f>+ G(g,lo)((pl7 see ‘pn),

v=1lur, =12

(1%)

Wn = S(Gprr e 90) SN+ Gy 9

v=1.r ﬂ =1.n
Dies ergiebt sich sofort, wenn man den vorstehenden Gleichungen noch
eine neue

o9, _
Oz =0

hinzufigt, mit der Festsetzung, dass fir « =0

P = o
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sein soll, so dass man jedes der Glieder G} mit % multipliciren darf,

1

und auf diese Weise ein Gleichungs-System von der Form (1.) erhilt. —

C) Sodann behalten die in Rede stehenden Sitze ihre Griiltigkeit auch
dann, wenn in den Gleichungs-Systemen (1.) und (1°) die Functionen G%)
simmtlich oder zum Theil Quotienten zweier Potenzreihen sind. Man hat
nur in diesem Falle das Werthsystem

®(0...0)4, ... (0...0),,

so zu wihlen, dass dasselbe dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk aller
Zghler und Nenner angehort und keiner der Nenner verschwindet, wenn man

=¢(O--.O)l’(” « e ¢n=(p(0-..0>”,0
setzt. .
Wenn niimlich diese Bedingungen erfiillt sind, so lassen sich die
Functionen G¥) simmtlich in Potenzreil. —~»
—(p(O...O)w, . e e ¢n-(p(0---0)n’()

entwickeln, wodurch dem Gleichungssystem die urspriinglich vorausgesetzte
Form gegeben wird.

D) Wenn man nun beachtet, dass die durch das ausemandergesetzte
Verfahren fiir ¢, ... ¢, sich ergebenden Reihen vollstéindig bestimmt sind, dass
sie den vorgelegten Differentialgleichungen geniigen und fiir =0 be-
ziehlich in

P(Try e B )rgy - cp(zyy...a,), 0
itbergehen sollen, so ergiebt sich schlielich, wenn my " alles Vorstehende
zusammenfasst, folgendes Resultat: ‘
. Es sei gegeben ein System paeller Dm...wntmlglewhungen von
der Form

, a 1
GO (g, @) = Z(60(p - 9) L)+ 6B, .- ),
(&= 1...r, ﬂ = 1. n)
(1%) . « & a
n a n n n
G (s, ... 9) A = z(G“(cpl, )+ G (@1, -+ P
(“ — i.--r, ﬂ 1 )
in denen die G} und G simmtlich Potenzreihen von ¢,, ... ¢, sind, und
es seien auf irgend eine Weise » Potenzreihen von «, z,, ... =,
(B ®ygeee @)y o o o Pul®y Byyoen D)

& 2*
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hergestellt, welche fiir ¢,, ... ¢, gesetzt den Differentialgleichungen formell
geniigen, so dass in jeder dieser Gleichungen die Ausdriicke auf der linken
und rechten Seite, wenn man sie nach Potenzen von z, z,, ... z, ent-
wickelt, in den Coefficienten der gleichstelligen Glieder tibereinstimmen; so
werden jene Reihen stets innerhalb eines bestimmten Bezirks convergiren
und analytische Functionen, welche die Differentialgleichungen wirklich be-
friedigen, darstellen, sobald nur folgende Bedingungen erfiillt sind:
a) Es miissen die Reihen

00,2y e )iy o o« @0, 2y,... ),

einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk besitzen;
b) es muss das Werthsystem

¢(0,0,...0), ... (0,0,...0),
innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der Functionen

G'(l),%(¢17 38is (pn)7 G(J’) (¢1, i e (p”)
enthalten sein;
¢) es darf keine der Functionen G?(¢y,...¢,) an der Stelle

(pr=90...0), ... ¢,=¢(0..0),)
verschwinden.
Wenn insbesondere die G}, G simmtlich ganze Functionen oder
bestiindig convergirende Reihen von ¢,, ... ¢, sind, so ist die Bedingung

b) von selbst erfiillt.
8 IL

Ich nehme jetzt an, es sei zur Bestimmung einer Function ¢ von
r+1 Verinderlichen (z, «,,... x,) irgend eine algebraische partielle Diffe-
rentialgleichung nter Ordnung gegeben, und auf die Form

getart..tey
(1.) G(w, wl,.-.wr’(p"'mf;—r"') = O
gebracht, wo G eine ganze rationale Function von z, «,, ... «,, ¢ und den-
jenigen Ableitungen

getat.terg
Ox* g sie.- Oxor !
in' denen
eto ot < n
ist, bedeutet. Dabei darf man voraussetzen, es sei diese Gleichung in dem
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Sinne irreductibel, dass G nicht das Product zweier Ausdriicke von der-
selben Form ist.

Es handelt sich darum, auf die allgemeinste Weise ein diese Diffe-
rentialgleichung befriedigendes Functionenelement (in dem Sinne, wie Herr
Weierstrass dies Wort gebraucht)

o, zy,..: 2, |a a,...0,)
zu bestimmen, d. h. eine innerhalb eines bestimmten Bezirks convergente
und der Differentialgleichung geniigende Potenzreihe von z—a, z,—a,, ... z,—a,,
Wwo a, a,, ... a, Constanten bezeichnen.

Ich betrachte nun zuniichst den Fall, den ich den mormalen nennen
will, wo von den Ableitungen

S S ., ¥
Oz* ' Oz’ oz"
wenigstens eine, — ich will annehmen g;? — in G wirklich vorkommt.

Dieses vorausgesetzt lisst sich zeigen, dass man eine der Differentialglei-
chung geniigende Reihe

(a:_a)a (m_a u, T, —a,)%r
(00009 = Hon O EOR
! N a,!

(a =0 00, &, = O...w, ety =0 w)

erhalten kann, in der, wenn man sie auf die Form

w )

2y ¢ (i, ivs Lkl 5 v00:B) (@—a)

v!

»)
bringt, von den Functionen ¢(x,...z,|a,,...a,) die n ersten

© (n=-1)
PLBys osa B Oyy oo By < ¢ 0 P (Byyeen ®;

im Allgemeinen willkiirlich angenommen werden konnen, die iibrigen dann
aber durch die Differentialgleichung bestimmt werden.

Setzt man die fiir ¢ angenommene Reihe in den Ausdruck auf der
Linken der Gleichung (1.) ein, und entwickelt denselben nach Potenzen
von x—a, z,— @, ... T,—a,, S0 muss zunichst das constante Glied ver-
schwinden, d. h. es muss ]

(2) G(a,a,,...0,,b4...0,,, 0.-) =0

ay, ... a,)

sein.

Ich bezeichne ferner zur Abkiirzung
£



14 S. v. Kowalevsky, sur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

getat-torg(z, 2, ... 2.0, a, ... a,)
0z dz®...Oxlr

mit ¢, , . und

@
@ (xy,... |6, ... a,)

PN ) :
bloss mit . Dann wird fir z =«

()
oat.ta, ‘ap

Pon,.a,  gleich o, 0zer
Entwickelt man nun

G(2, @1y oo By Py oee Poayaroe)
nach Potenzen von z—a, sd wird der Coefficient von (z—a)’ eine ganze
Function von (ﬂqz, deren Coefficienten ausser den Verinderlichen z,, ... @, nur
die Functionen ;;), '(f;;), e ("q—)“ und deren Ableitungen nach (zi,...x,) ent-
halten, und es muss ((;) 80 bestimmt werden, dass diese Function, welche

Q) Q)
mit G,(¢p) bezeichnet werde, verschwindet, und zugleich ¢ eine Potenzreihe

von x;—a,, ... x,—a, wird. Dies ist aber immer, und zwar nur auf eine

einzige Weise, moglich, wenn man a, a,, ... @, und diejenigen Grissen
ba,a,,..‘a,a

in denen

a+a1+-A--+a,§n, a<n
ist, so annimmt, dass sich aus der Gleichung (2.) fiir b,, , Wenigstens ein
endlicher Werth, der eine einfache Wurzel der Gleichung ist, ergiebt. Diese
Bedingung als erfiillt vorausgesetzt, sind die Reihen

©) (&) (n—1)
P ¢ ... @

im Uebrigen willkiirlich, jedoch so, dass jede von ihnen einen Convergenz-
bezirk besitzt, anzunehmen. Die Coefficienten der Reihe

)
P,

die dann stets auch einen gewissen Convergenzbezirk besitzt, werden rational
‘aus den Coefficienten der vorstehenden und aus b,, , zusammengesetzt; es

™
giebt also so viel verschiedene Functionen ¢, als verschiedene Werthe von
b,o,.0, die einfache Wurzeln der Gleichung (2.) sind, existiren.

F3
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Differentiirt man ferner den Ausdruck G, als Function von z be-
trachtet, so hat die ite Ableitung desselben die Form

an+l
G (Pas.0) g+ Ha(@, Ty oe B Py e Pa oo

wo G'(@,,.0) die partielle Ableitung von G nach ¢,, , ist und H, eine ﬁnze
Function von @, z,, ... «, und dénjenigen Grossen ¢,, ., bezeichnet,

in welchen ;
atatoto, < ntid, a<nti

—a)
ist. Der Coefficient von & “a)

hat also die Form

in der erwihnten Entwickelung von @

| @) (D)
G(J((P) @ +H1,0,

wo G, und H,, diejenigen Functionen von «,, ... x, bezeichnen, in welche
G' und H; dadurch iibergehen, dass man  =a und

aa.+...+a,(,;,)
Poa,a, = m
setzt.
Dieser Coefficient muss nun gleich Null sein, und da sich, weil

©)
G,(¢) an der Stelle (x, =a,,... «, = a,) nicht verschwindet,
1
O
G,(9)
in eine Potenzreihe von «,—a,, ... x,—a, entwickeln lisst, so ergiebt

(n+2) . . .
gich ¢ als Potenzreihe von x,—a,, ... ,—a,, welche vollig bestimmt

ist, sobald
w (n+1—-1)
¢ P .- 9
© o (n—1)
es sind. Daraus folgt, dass sich, wenn man a, a,, ... a,, @, ¢, ... @
den obigen Bedingungen gemiiss annimmt, darauf nach Fixirung des

Coefficienten b,, , zunéichst (c;J) und dann
(+1) (42
. Ps 2
80 bestimmen lassen, und zwar nur auf eine einzige Weise, wie es er-
forderlich ist, wenn der Ausdruck

%
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(z—a)
!

(»)
P = E¢(:L‘1, oo il),‘al, e ar)

der vorgelegten Differentialgleichung formell geniigen soll.

Um nun zu beweisen, dass ¢ ein Element einer diese Gleichung be-
friedigenden analytischen Function von «, @, ... x, darstellt, hat man zu
zeigen, dass sie innerhalb eines gewissen Bezirks convergirt.

Dies geschieht in folgender Weise:

Ich setze
3) z=a+tuw, z=a+w, ... x.=a+tu
und bezeichne, unter ¢ jetzt die Potenzreihe von w, ,, ... u, verstehend, in
welche ¢(z, zy,... x.|a, @y, ... a,) durch diese Substitution iibergeht,
op org
P Tu T Gw
beziehlich mit
Poy Pry -0 o Py,

sowie die iibrigen Ableitungen
Qgetat..to, Q
ox® am'fl cos amgr !

/

in denen ¢+o,+:--+ .= n ist, in irgend einer Ordnung genommen mit

Prt1y oo Pse
Dann hat man

0
S = Pu
(4.) T
aq)n.—l .
? E Pn-

Ferner kann man, wenn 2 =0,
(5) Pt _ O

ou du, '
setzen, wo u eine der Zahlen 1...s, und » eine der Zahlen 1...r ist. (Ist
nimlich @,.; = @, ., 80 ist mindestens eine der Zahlen «, ... e,, z. B.

o, von Null verschieden, und man hat dann

aq)”_'_l _ aq’u +hLe,.a,—1,..0,

Ou Ou, ?
und es ist Puia,.0,—1,.0, eine der Grossen ¢,, ¢, ... @,).

Bezeichnet man ferner, unter G wie vorhin den Ausdruck auf der
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linken Seite der Gleichung (1.) verstehend, dessen partielle Ableitungen in

Beziehung auf =, ¢,, ¢, ... @, respective mit
G'(x), G'(‘Po)a G(py), ... G'((Pn)7
80 hat man
1, OPn
’ ' aWo ' O@n—1 ' OPri1 ' a‘?a, )
= @@+ G () Lt 6 () TH G Py TEE -t G() S,
also
. aq)" s—n . a(p‘u n—1 i
6) @@ Fe = — Z1(6 (@) F2)— 22 (G0 91,1) — G @),
Endlich ist
a g ox,
Die Gleichungen (4.), (5.), (6.), (7.) bilden nun fiir die Grossen =, x,, ... z,, @y,
@, ... @, welche simmtlich Potenzreihen von u, »,, ... w, sind, ein System

partieller Differentialgleichungen von der in §. I, Zusatz D) betrachteten Form.
Da sie nun iiberdies den dort unter a) und ¢) angegebenen Bedingungen
geniigen, so ist damit festgestellt, dass sie simmtlich innerhalb eines be-
stimmten Bezirks convergiren.

Jede auf die angegebene Weise hergestellte Potenzreihe

P&, @1y on 2, |6, By oo @)

ist also wirklich ein Element einer die vorgelegte Differentialgleichung
befriedigenden analytischen Function.

Es ist jetzt noch zu untersuchen, ob man umgekehrt auch fiir jede .
der vorgelegten Differentialgleichung geniigende analytische Function ¢

ein sie definirendes Element durch das auseinandergesetzte Verfahren er-
halten kann.

Es sei

(2—a) (z,—a)™  (zr—a)r
Dy yonn &p) = . s
CP ((L', 1y r) ‘l,ﬂn%ur ba,a,,...a,. a! ”‘1! ar!

ein beliebiges Element einer solchen Function, so bestehen fiir dasselbe,
wenn die obigen Bezeichnungen beibehalten werden, die Gleichungen:

(n)
G,(p) = 0,
. () (D)
Go(p) ¢ +H,, = 0.
Journal fir Mathematik Bd. LXXX. Heft 1. 3



i8 S. v. Kowalevsky, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

o

G(a: al‘) Sole ar;bu,...'), sien ba,a,,...a,.’ QL bn,ﬂ,...l)) — O

. )
ist, 8o sind durch diese Gleichungen und die Bedingung, dass ¢ an der Stelle
(®y, = ay,... v, = a,) den Werth b,, , haben soll,
% @ (1) ()

¢, (p’ ) (p7
vollstindig bestimmt.

~ Nun besitzt aber die Function stets unendlich viele Elemente, fiir
welche b,, , eine einfache Wurzel der ebengenannten Gleichung ist, wofern
die Function nicht eine sogenannte singuliire Losung der Differentialgleichung
ist, d. h. ausser dieser auch der Gleichung

(9" -
G () =0
geniigt. Damit ist bewiesen:
Ist ¢ irgend eine der vorgelegten Differentialgleichung, aber nicht
auch der Gleichung
' (9"(])

gehiigende analytische Function, so lisst sich jedes Element

P (® 1y ... T, |0, 04y ...4,)
derselben, fiir welches G’(%}) an der Stelle (z=a,z,=ay,...2, =a,)
einen von Null verschiedenen Werth hat, durch das im Vorstehenden ent-
wickelte. Verfahren bestimmen.

In dem Falle aber, wo ¢ eine singulire Losung der Differential-
gleichung ist, erhiilt man fiir sie durch die Combination der beiden Gleichungen
’ 8"

G=0, @(52)=0
entweder eine algebraische Gleichung oder eine partielle Differentialglei-
chung, der sie als nicht singuliire Losung geniigt.

. §. 11I.

Wenn die vorgelegte Differentialgleichung nicht die normale Form
hat, so kann man ihr dieselbe doch stets dadurch geben, dass man an
Stelle der Grissen z, z;, ... x, ebenso viele lineare Functionen derselben
¥, Y1y...y,) als Argumente von ¢ einfiihrt.
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Setzt man nimlich:

y =b +ez tex +otoa,
Y = b +cc +eczy +-+ex,

Yy = b(’)-l—c(’)a:-}-c(')a: 4 +c(r) z,,

wo die b, ¢ Constanten bezeichnen, welche der Bedingung unterworfen sind,
dass die Determinante

& B c,
’ ! U

c b C, 1 C,

e e ... &P

nicht gleich Null sein darf, so verwandelt sich der Ausdruck
G(@, @yyee @yy Py ove Py ev)

in einen anderen von derselben Form

7Y d aﬁ+ﬂl+"‘+ﬂr
G(y’”"""’”"’"" ayﬂayf-...a;zr ),

in welchem ebenso wie in G nur Ableitungen von nicht hoherer als der
nted Ordnung vorkommen; und es lisst sich zeigen, dass derselbe im All-
gemeinen, d. h. wenn man specielle Werthsysteme der Constanten ¢, ¢, ... ¢,
ausschliesst, die Ableitung

oy
oy”

wirklich enthilt.
Davon iiberzeugt man sich am leichtesten auf folgende Welse.
Man hat, wenn man mit

Posipat s Panalars U B W.

die in G vorkommenden Ableitungen der mten Ordnung bezeichnet,

oG

—g;;— = GU+G1(pa’+1,u'.,...a;+ G2 (pa"+l,¢"',...a:+”.

wo Gy, Gy, ... G, nur Ableitungen von niedrigerer als der (n +1)ten Ord-
nung enthalten. Nun Lst aber .
3*
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B o n+1
- a’+1 & 1 a P
(pa'+l,a"’...a'r =2c €1 e cr ay”+1 + !
" +1gp
nyl] @ a a“
o=t e S
(p¢~+1,a . A T oy Ht ’

ete.
wo die weggelassenen Glieder nur solche Ableitungen
OB+Bi+..+By ()
SyPoyP...oyPr

enthalten, in denen B3+ 3, +:--+ 3, =n+1, aber B#<n+1 ist. Man hat also
oG sy il o i et ontl
Bz (Gie*te...e.r+ Gy M. 0’+ ‘) aynﬂ)

wo in den weggelassenen Gliedern, nachdem die in ihnen enthaltenen Ab-

leitangen von ¢ nach z, «,, ... x, in Ableitungen nach y, y,, ... y, ver-

+-.-  ete.,

ot .
wandelt worden, o nicht vorkommt.

Wihlt man nun die Constanten ¢, ¢,, ... ¢, 8o, dass der Coefficient
otlg .

von — s in der vorstehenden Gleichung, als Function von «, «,, ... z,, ...

@a0,.a,y + - Detrachtet, nicht identisch verschwindet — was nur fiir specielle
Werthsysteme der ¢, ¢,, ... ¢, eintreten kann — so wird derselbe auch
nicht identisch gleich Null, wenn man in ihm an Stelle der Veriinderlichen
z, @, ... «, die y, y,, ... y, einfilhrt und die Ableitungen ¢,, . in Ab-
leitungen von ¢ nach y, y,, ... y, verwandelt; und es kommt also die
Ableitung a - f wirklich vor. Es ist aber

oG oG oG
B = ay v oG dy, Tt gy
und es kann daher

ot
leitung 6 - 3 nur dann enthalten, wenn in G die Ableitung

—g—g, auf die angegebene Weise transformirt, die Ab-

o)

Son- vorkommt.
Yy

Nimmt man insbesondere
y = —a6—¢6(®—a)——c (zr,—a,)

h = &—a

Y = &, —a,,

so sieht man, dass bei gehoriger Wahl von ¢, ...c, sich ¢ stets nach
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Potenzen von
z—a—c (¢, —a)—-—c (zx,—a) z—a, ... T, —a,
entwickeln lisst, und dass man diejenigen Functionen, in welche

0o o1
(p’ é%’ e awn—?

fiir
z = a+c(x,—a)++c (o, —a,)
iibergehen, als Potenzreihen von z,—a,, ... ., — 4, im Allgemeinen will-
kiirlich nehmen kann.
Die im Vorstehenden beschriebene Umformung der vorgelegten Diffe-
rentialgleichung kionnte in dem Falle unnothig erscheinen, wenn in dieser
Gleichung zwar nicht die nt¢ Ableitung von ¢ mnach x, aber doch eine

andere g:,‘,” (wo m <m, aber = 0) vorkommt, und fiberdies in den iibrigen

Ableitungen

oetet.teay ®
0z* Oz ...0xr
o <m ist.
Denn nimmt man wie oben

() r—a)”
P = ZP(@yy eee BBy 000 a,)(—m)—

an, und entwickelt den Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung nach

Potenzen von x-—a, so erhiilt man zunichst eine Gleichung zwischen

© (m)
Y ¢ ... @

und einer gewissen Anzahl der Ableitungen der m ersten dieser Functionen

© M (m—1)
nach x,, ... z,., Nimmt man dann die Reihen ¢, ¢, ... ¢ willkiirlich

an, doch so, dass die Gleichung, in welche die ebengenannte iibergeht,
(m)
wenn man x,=a,,... x,=a, setzt, nach ¢ aufgelost, eine endliche, einfache

Waurzel hat, so kann man (gmo) als Potenzreihe von z,—a,, ... ,—a, s0 be-
stimmen, dass sie die erstere Gleichung befriedigt und fiir x, =a,, ... z.,=a,
in jene Wurzel iibergeht.

Die ibrigen Coefficienten der genannten Entwickelung liefern so-
dann zur Berechnung der iibrigen Functionen

(i+7)
¢ (®1)... |6y, ...0,)
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die erforderlichen Gleichungen, durch welche sie s@immtlich, und zwar ein-
deutig, bestimmt werden.
Man erhilt so, ganz in der oben auseinandergesetzten Weise, eine
Potenzreihe -
oz, x,,... .0, ay, ... a,),
welche fiir ¢ gesetzt die gegebene Differentialgleichung formell befriedigt.

Aber ich habe bemerkt, dass wenn diese Reihe convergent sein soll,

. ) (V)] (m—1)
die Functionen ¢, ... ¢ mnicht willkiirlich angenommen werden konnen,

sondern solchen Beschréinkungen unterworfen sind, dass man im Allgemeinen
sagen kann, die Reihe '
oz, z,... 7|0, 0,,... a,)
convergire an keiner Stelle (x, z,,...,), wie nahe man dieselbe auch der
Stelle (@, a,, ... @) annehmen kann. '
Ich begniige mich aber hier dies an einem Beispiel nachzuweisen.
Es sei die Differentialgleichung
g _ 99
oz oy
gegeben. Wenn g,(y|b) irgend eine Potenzreihe von y—b ist, so geniigt
die Reihe

2 d7g,(yb) (z—a)
E' i d‘,o/h' .*—y!

[}]

dieser Differentialgleichung formell, und geht fir =@ in ¢,(y|b) iiber, sie
besitzt aber nur bei einer ganz besonderen Wahl von ¢,(y|b) einen Con-
vergenzbezirk, wihrend im Allgemeinen sie fir kein Werthsystem (z, y)
eine bestimmte, endliche Summe hat.
Es sei z.B. a=0, 6=0,
. ®o(y |b) = %__y
Dann ist :
dep n!
dy A=yt
und die obige Reihe geht in
© 29! i
: {5’ il A=yt
iiber, von der es leicht zu sehen ist, dass sie divergent ist, wie klein auch
x, y angenommen werden.
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Um allgemein zu zeigen, welche Bedingung die Function ¢,(y|b)
erfiillen muss, damit ein die gegebene Differentialgleichung befriedigendes
Element ¢(z, y|a, b), das fir x=a in ¢,(y|b) iibergeht, existire, bemerke
ich, dass die Differentialgleichung in Beziehung auf die Verinderliche y
die normale Form hat; wenn man daher zwei Functionen

© ©)

¢(z|a), ¢(<|a)
willkiirlich annimmt, so kann man ¢(z, y|a, b) nach dem Vorhergehenden
%0 bestimmen, dass diese Function der gegebenen Differentialgleichung ge-
niigt und fir y =& ‘

0
9(@ylab) n @)

und

dop(z,yla,b . M
_____«p(wazlal in ¢(x|a)

iibergeht. Und zwar erhilt man, da in diesem Falle

©
i (2)
¢(x|a) nur den einen Werth _aLg;_'Q

hat,
) o)
3 9oka) b, ¢ &gs) (b
o, Oz 2»)! 5 oz Cv+D!
als den allgemeinsten Ausdruck von ¢(x, y|a, b).
Ist nun

) ®

#(zla) = Ere,(e—ay
und

m ®

gela) = S, (@—ay,

80 ergiebt sich

‘ ® ! . 2 © ! ; »
0(y|b) = (a,y|a,b) = B gre, (y—b)¥ + B g sy b (y =B

0

Bezeichnet man nun mit ¢ eine positive Grosse, die kleiner ist als

®»
der Radius des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der Reihen ¢, ¢, und

die absoluten Betriige von ¢,, ¢, mit |¢,|, |c,|, 8o lisst sich eine positive
Grosse g so angeben, dass fiir jeden Werth von »

le,| <<go™, |e|<<go™.
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Es muss also ¢,(y|b) so gewihlt werden, dass fiir zwei bestimmte Grossen g, ¢
dem absoluten Betrage nach
der Coefficient von (y—b)” kleiner ist als (—2’;—!)'—99—",
v v! —v
B - - (y—b! - e TR A
Daraus folgt, dass die Reihe

dzyq’o (ylb) (m _ a)y
= dy* »!

niemals convergent ist, wie klein man auch z—a, y—& annehmen moge,
wenn die Reihe ¢y(y|b) nur einen beschrinkten Convergenzbezirk besitat.
Aber auch wenn ¢,(y|b) eine bestindig convergirende Reihe ist, kann die
vorstehende Reihe bestindig divergent sein. Dies ist z. B. der Fall,
wenn man *

(y—b)

(OO

annimmt, weil dann die eben angegebenen Bedingungen fiir die Coefficienten
der Reihe ¢,(y|b) nicht erfiillt sind.

Pu(y|0) = &,

) §. IV.
Ich gehe jetzt zu dem Kall iiber, wo zur Bestimmung von m
Functionen ¢,, ... ¢, von r+41 Verinderlichen (z,z,,...x,) ein System

von m algebraischen partiellen Differentialgleichungen gegeben ist, welches
in Beziehung auf ¢; von der =" Ordnung sein moge. Ich setze dabei
voraus, dass dasselbe die mormale Form habe, d. h. dass in demselben die

Ableitungen
am P . O"m P

™ 7 e Oz"m
g

wirklich vorkommen, und dass es, wenn man diese Grossen als die Unbe-
kannten, die iibrigen in ihm vorkommenden aber als willkiirlich gegebene
betrachtet, auflosbar sei, und nur eine endliche Anzahl von Werthsystemen
der genannten Grissen liefere.

Der ersten Bedingung ist, wenn sie nicht von selbst erfiillt sein sollte,
stets durch eine lineare Tramsformation der unabhiingigen Veriinderlichen
in der im vorhergehenden Paragraphen angegebenen Weise zu geniigen.

Was dagegen die zweite Bedingung angeht, so bleibt allerdings noch
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zu untersuchen, ob ein Gleichungssystem von nicht normaler Form stets
durch ein #hnliches Verfahren, wie es Jacobi bei einem System gewohn-
licher Differentialgleichungen angewandt hat, auf ein normales zuriickgefiihrt
werden konne, worauf ich aber hier nicht eingehen kann.

Dieses vorausgeschickt, bringe ich das vorgelegte Gleichungssystem
folgendermassen auf eine ,canonische” Gestalt:

Man kann, um die Grossen

e, Gy,

oam ! ox™n

durch z, =, ... z., ¢, ... ¢, und die in den gegebenen Gleichungen
enthaltenen Ableitungen von ¢,, ... ¢, auszudriicken, eine lineare Function

der ersteren
O™m Pn
m a x,'m 9

om
Py = 01‘&;%4‘”"*‘0

WO ¢y, ... ¢, willkiirlich anzunehmende Constanten bezeichnen, als unbe-
kannte Grosse einfiihren. Man erhiilt dann fiir ¢, eine algebraische Gleichung

G =0,
wo & eine ganze Function von ¢,, deren Coefficienten ganze und rationale
Functionen der als bekannt angenommenen Grossen sind, bezeichnet.

Es sei G ein unzerlegbarer Theiler von &, so entspricht jedem
Werthe von ¢,, welcher der Gleichung

G =0
geniigt, ein Werthsystem der unbekannten Ableitungen:
e _ 6 Owg. _ G
dz™m ~ @'’ oz'm @
wo
| =5 B="5
ist.

Es werden daher die gegebenen Gleichungen ersetzt durch eine ge-
wisse Anzahl von Gleichungssystemen der Form

G((po) = 0,
? 3"'4’
G —=I- = G,
1) O™ ’

A*me

’ m

G Ox™m G""

Journal fir Mathematik Bd. LXXX. Heft 1. 4




26 S. v. Kowalevsky, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

wo die sdmmtlichen G, wenn man
aa+¢1+...+a,¢2
oz® aa:‘;‘l...aw‘fr
mit @;,., .0, bezeichnet, ganze rationale Functionen von x, z,, ... z, und
denjenigen Grossen
Pr;a,0,,..0,
gind, in denen — fiir den jedesmal betrachteten Werth von 4 —

ctoytte, < n, aln

ist.
Eg handelt sich nun darum, m+1 Functionen-Elemente
Qo (T, Ty .. T, |0, 0y .. 8,), (T, Ty T, 0,8y @,)y oo P (T Ty T |G,y @)
auf die allgemeinste Weise so zu bestimmen, dass dieselben fiir ¢,, ¢,, ... @,
gesetzt, die Gleichungen (1.) befriedigen.
Man setze, unter 4 eine der Zahlen 0, 1, ... m verstehend,
i — @ (“’—a)a (@, —a)" . (—a)
>% = (0.0 A a,! )
(2.) (a:O...oc, a =0...00, ... &, = 0...00)
o (@) —a)e
= 2 (€ I A a,,)u
die Constanten @, @, ... a, und simmtliche Coefficienten b} , vor-

lsiufig ganz unbestimmt lassend, und entwickele den Ausdruck G nach
Potenzen von ¢—a, x,—a,, ... ,—a,; 80 erhiilt man das constante Glied
dieser Entwickelung, das mit G bezeichnet werden moge, wenn man in G
Gy, Gy <<« O MMt @ @y, .. @&,
bg’?x, -y fiir Pisea,,..0,

und

bg? 0 fiir Po
setzt. - : Dann ‘muss, wenn. die Gleichungen (1.) befnedlgt werden sollen
zunichst

! G =0
sein. Diese Gleichung dient dazu, um b} , durch die eben genannten
Grossen auszudriicken. Die letzteren miissen also so gewiihlt werden, dass

in dem Ausdrucke G die zu bestimmende Grisse b¢Y, o wirklich vorkommt.
Entwickelt man ferner G nach Potenzen von z—a, so wird der
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Q)
Coefficient von (x—a)’, der mit G'(¢,) bezeichnet werden moge, dadurch er-
halten, dass man in G

a fir e,

(@
oet-terg(x,,...xla, ,...a .
"'P( > rl . r)l ﬁll‘ Pliea,,..a
ozs...0xer Py
und
®
P fiir Po
setzt. Ks ist also
. O
G(9,)
) . R
eine ganze Function von ¢, mit Coefficienten, welche ganze Functionen von
Tyy .. Xy,
ferner von
O] (m—1) Q) (*m—1)
Piy o P Puy e Py

und einer gewissen Anzahl der Ableitungen dieser Functionen sind. Die-
selbe geht in G iiber, wenn man «, = a,,..., =a, nimmt. Unterwirft
man also die in G vorkommenden Grissen a, @, ... a,, 6% . der Be-
dingung, dass die Gleichung

G =0
nach bf?, aufgelost, mindestens eime endliche, einfache Wurzel besitze, und
versteht jetzt unter b§’, eine solche, so giebt es eine vollig bestimmte

) () .
Function ¢,(w,,....|a,,...a,), welche, fir ¢, gesetzt, der Gleichung
S ('
(3.) Glp) =0
geniigt, und in &", iibergeht, wenn man x, =a,,... ., =@, setzt. Dabei
konnen die Coefficienten der eben genannten n,+#,+---+mn, Functionen

()
@i (2. . 2,0y, ... 0,),

abgesehen von der angegebenen Beschrinkung, ganz willkiirlich angenommen
werden, selbstverstindlich jedoch so, dass jede von ihnen einen Conver-

genzbezirk besitze. Dann hat die in der angegebenen Weise bestimmte
©

Function ¢(,,...x,|a,,... a,) ebenfalls immer einen gewissen Conver-

genzbezirk.

4*
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Differentiirt man ferner den Ausdruck

¢ L9 _gq

Oz :

als Function von x betrachtet, so hat die »*¢ Ableitung derselben die Form

on.t+v 2 .
G g+ Y,

Vi %

wo H{ eine ganze Function von z, x,, ... «, und denjenigen Grossen
Puseay,aps

in denen — bei dem jedesmal betrachteten Werth von 2 —

e+t te, <n,+v, e<n,tv
ist, bezeichnet.
Die Entwickelung von

¢

oz
nach Potenzen von z—a hat also die Form
, ()

G' 2] +H1(:1))
wo @, H” aus ', H® dadurch entstehen, dass man setzt
T =a
und

(a)
aa,+...+ar¢pu

(p,ll;ﬂ,al,-«a, - ?wtlx,’ . : awar :
v

Es hat ferner die »t¢ Ableitung des Ausdruckes G nach z die Gestalt:

1O, )
G W'Fﬂy s

wo H dieselbe Gestalt wie die vorstehenden Functionen H® hat.
Bezeichnet man also mit
G», HO
die Ausdriicke, in welche G*, H” dadurch iibergehen, dass man ¢ =a und

(a)

_ 6“l+"'+ar (p[-l
P uia ar oz, ... Oxer
(&—a)

setzt, so ist der Coefficient von —— 7 in der Entwickelung von G nach
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Potenzen von xz—a
& ot HO.
Damit also die Gleichungen (1.) befriedigt werden, muss man haben

, (%) ,

4) ¢ ¢ +HP =0, (=01,...m).

Da sich, weil G' an der Stelle (€, = @y, ... T, = a,) nicht verschwindet,

1
(;vr
in eine Potenzreihe von x,—a,, ... x.—a, entwickeln lisst, so ergeben
sich aus den Gleichungen (4.)
+1) (n+») (ny+7)
Poy Pry . @,

als Potenzreihen von x,—a,,... z,—a,, welche vollstindig bestimmt sind,
sobald

Q)]

L)
) (m—1)
@1, R (2
© (=)
(pmﬁ ¢ & » (Pm
es sind.
Daraus folgt, dass wenn man @, a,, ... a, und die vorstehenden
Functionen

()
Qi(®yy ...z, |4, ...a,) (fir A=1...m)

den angegebenen Bedingungen geméiss, im Uebrigen aber willkiirlich an-
nimmnit, darauf, nach Fixirung der aus der Gleichung

G=0

o
sich ergebenden Coefficienten bf) ,, zunichst ¢, und dann die simmtlichen
(ny+7)

Functionen ¢, (z,,...x,|a,,...a,) sich so bestimmen lassen, und zwar nur
auf eine einzige Weise, wie es erforderlich ist, wenn



30 S. 0. Kowalevsky, sur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

| o (@ —
P = %,:a(p“(wlv"'mrla““‘a') (md!a)a
v (@ —a)*
G) 9= Sepi(myao, . a) ECD

Pm = ?a;’jn(wn e Ty, .. @) _______—(a::!a)“
den Gleichungen (1.) formell geniigen sollen.
Um nun zu beweisen, dass die so bestimmten Ausdriicke ¢,, @y, ... @,
ein System von Functionen-Elementen bilden, welches die Gleichungen (1.)
wirklich befriedigt, hat man nur zu zeigen, dass sie innerhalb eines be-
stimmten Bezirks convergiren.
Ich setze wieder
r=a+u, z=0a,+uw, ... T, =a+u,
und verstehe jetzt unter ¢;,, , die Potenzreihe von u, u,, ... u,, in welche
ézm-;-az,+...+az,.q,z
3z° 9. 0we
durch diese Substitution iibergeht.
Dann hat man

o]
8? = @100
(6.) ' ) ‘ ' : * * . . (zl = 17'--m)
OPi;ny —20,.0
\ ou = (pl:nl -1,0,.0
8‘7’1; ny—1,0,..0
G = = G,

wo man, wenn n, =1 ist, nur die letzte Gleichung beizubehalten hat.
Ferner hat man

¢ 2+ HO = 0,
wo H{” eine ganze Function von w, %, ... u, und denjenigen Grossen
‘ Pu;o,a,,..a,5
in welchen fiir den jedesmal betrachteten Werth von u
‘ etot e, <n,+1 a«<n,
ist. Man kann aber aus HY die Grossen

a"q’l ... a”m(Pm .
dg™ ox"™m
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und deren ersten Ableitungen nach den Vertinderlichen @, ... #, vermittelst
der Gleichungen (4.) eliminiren, und erhilt so eine Gleichung

i 9%,
(1) (@F G =6 =0,

wo k eine der Zahlen 0, 1, 2, 3 und G, ein Ausdruck von derselben Gestalt
wie die. G, in den Gleichungen (6.) ist. _
Sodann hat man fiir jede Function ¢,;,, ., in welcher
a+al+'"+wr < n;
und mindestens. eine der Grossen o, ... e, z. B: ¢, > 0 is

aq’l;a,a,,...a#,...a, ‘ a¢1;u+l,...a'”,...ar
8) —gtt = g
Endlich ist

Oz or, on,
(9.) '—a-u— = 1, au = 07 au = 0.
So ergiebt sich fir «, «,, ... . und diejenigen Functionen
(Pl;u,a,,...a,.,

in welchen ¢+ e+ -+ e, <m; ist (wobei jedoch jetzt jede solche Function,
auch wenn sie in den Gleichungen (1.) nicht vorkommen sollte, in Betracht
zu ziehen ist), ein System partieller Differentialgleichungen von der in §. I,
Zusatz D) betrachteten Form.

Damit ist festgestellt, dass sie Potenzreihen von u, %, ... u, oder
T—a, ,—a, ... ,—a, sind, welche simmtlich innerhalb eines bestimmten
Bezirks convergiren, indem die am angefiihrten Orte unter a), b) angegebenen
Bedingungen in diesem Falle erfiillt sind.

Der Beweis ferner, dass man fiir jedes die Gleichungen (1.) befrie-
digende System analytischer Functionen ein dasselbe definirendes System
von Functionen-Elementen durch das beschriebene Verfahren erhalten kann,
wird ganz so gefiihrt, wie es am Schlusse des §. II. fiir den Fall, dass nur
eine Differentialgleichung vorliegt, geschehen ist. Die singuliiren Lisungen
der Gleichungen (1.) bilden diejenigen Functionensysteme ¢,, @i, ... @,
welche ausser den genannten Gleichungen auch noch die Gleichung G' =0
befriedigen. Die Bestimmung dieser singuldiren Functionen-Systeme liisst
sich aber immer durch algebraische Gleichungen oder vermittelst eines
Systems anderer Differentialgleichungen, von dem sie keine singuléiren Lo-
sungen sind, bewerkstelligen.
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Hiermit ist die Aufgabe, die ich mir gestellt habe, vollstindig gelost.
Ich bemerke aber noch Folgendes. Auch transcendente partielle Differential-
gleichungen lassen sich in vielen Fillen auf das Gleichungssystem (1.) in
der Art zuriickfithren, dass

G, 6, ... G,
nicht rationale, aber in der Form bestindig convergirender Potenzreihen
darstellbare ganze Functionen von '
- ©, x, ... « und den Grossen ¢,,, .

gind. In diesem Falle behalten die im Vorstehenden gefundenen Resultate
ihre volle Giiltigkeit, wie aus. der Herleitung derselben ohne Weiteres er-
sichtlich ist.

Berlin, im Juli 1874.
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