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17.
Recherches sur diverses applications de "Analyse
infinitésimale & la Théorie des Nombres.
Premiére partie.

Par Mr. G. Lejeune Dirichlet,

En m’occupant, il y a deux ans *), a prouver que toute progression
arithmétique indéfinie, dont les termes n’ont pas tous un méme diviseur
commun, renferme une infinité. de nombres premiers, ce qui n’avait pas
encore été fait d’'une manicre rigoureuse, jai été conduit & envisager un
grand nombre de questions relatives aux nombres, sous un point de vue
entiérement nouveau, et qui les rattache aux principes de l'analyse infinité-
simale et aux propriétés remarquablés d’une classe de séries et de pro-
duits infinis qui ont beaucoup d’analogie avec les expressions que lillustre
Euler a considérées dans le chap. de son Introd. i I'analyse de linfini,
ayant pour titre ,,De seriebus ex evolutione factorum ortis.” Dans une
note insérée dans ce journal **), yai déja indiqué plusieurs des questions
auxquelles ee genre d’analyse peut étre appliqué. Je me propose maintes
nant d’exposer mes recherches sur cette matiére avec tous les développe-
ments nécessaires, dans une suite de mémoires dont celui que je soumets
aujourd’hui au jugement des géométres, sera particuliérement destiné &
lexamen d’une question dont la solution n’avait pas encare été donnée,
et qui a pour objet de déterminer le nombre des formes quadratiques
différentes dont le déterminant ) est un entier quelconque positif ou né-
gatif, ou ce qui est la méme chose, le nombre des diviseurs quadratiques
qui appartiennent & lexpression x’— Dy”. L'analyse qui nous conduira
a4 la solution compléte de cette question intéressante, nous fournira en

*) Le mémoire que j'ai ln sur cetle question i I'Académie de Berlin, vient d’étre imprimé
dauns la collection de PAcadémie, ammée 1837,

**) Tome XVIII pag. 259,
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méme temps et pour ainsi dire, chemin faisant, des démonstrations nou-
velles et trés-simples de plusieurs beaux théorémes diis & Mr. Gaufs, mais
que cet illustre géométre n'avait établis qu'au moyen de considérations trés-
compliquées dans la seconde partie de la 5™ section de ses Disquisitiones
arithmeticae.

Cette section de Fouvrage de Mr. Gaufs, qui est comsacrée i la
théorie des formes du second degré, se compose de deux parties trés-
distinctes, dont la premiére, qui se termine & Part. 223, peut étre con-
sidérée comme Pexposition de la partie élémentaire de cette théorie, et
renferme tous les résultats antérieurement donnés par Euler, Lagrange
et Legendre, complétés et étendus & beaucoup d'égards et déduits dail-
leurs de principes nouveaux. La seconde partie qui commence propre-
ment A lart. 234, (les art. 223 —233 contenant des définitions et des lem-
mes qui servent d'introduction & la seconde partie) se compose presque
exclusivement de recherches propres & lillustre auteur, Ces recherches,
aussi remarquables par Ia profondeur des méthodes que par le nombre
et la variété des résultats, forment sans contredit la partie de tout Pou=
vrage dont étude présente le plus de difficultés. Aussi sont-elles trés-
peu connues des géométres, et 'on doit y rapporter particuliérement ce
que Legendre dit dans la préface de la seconde édition de sa Théorie des
Nombres, lorsqu’aprés aveir indiqué les découvertes de Mr. Gaufs quiil
avait fait entrer dans son ouvrage, il ajoute:

»On aurait désiré enrichir cet Essai d’'un plus grand nombre des
excellents matériaux qui composent Pouvrage de Mr. Gaufs: mais les
méthodes de cet auteur lui sont tellement particuliéres qu’on n’aurait
pu, sans des circuits trés-étendus, et sans s'assujettic au simple role de
traducteur, profiter de ses autres découvertes.”

Jose donc espérer quindépendamment des résultats nouveaux qu'il
fait connaitre, mon travail pourra encore contribuer & Pavancement de
la science, en établissant sur de nouvelles bases et en rapprochant des élé-
ments, de belles et importantes théories, qui n'ont 6t jusqu'd présent a la
portée que du petit nombre de géométres capables de la contention d’esprit
nécessaire, pour ne pas perdre le fil des idées dans une longue suite de
calculs et de raisonnements trés-composés.
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§. 1,
Les lettres & et ¢ désignant deux quantités positives, la premiére
constante, la seconde variable, considérons la somme de la série infinie

1 1
1. m+-——(k+1)—q:‘;+(——k+2)l—+e+et0o

Cette somme croissant au deld de toute limite finie, lorsque la variable e
devient infiniment petite, voyons quelle est la fonction de  la plus simple
qui puisse servir de mesure i oette augmentation, ou, en d’autres termes,
doot le rapport & Pexpression précédente converge vers l'unité, lorsque e
convergera vers zéro. Pour cela, nous aurons recours i la formule connue

S oge (£) aw = LU,

Ko mettant successivement &, k41, k42, .... a la place de & et faisant
la somme de toutes ces équations, la série (1,) se trouvera exprimée
comme il suit,

1 1 k=1

. I'(t¥o)/ 1= °8° ( )d“"

Si l'on ajoute ry d cette expression et gque I'on en retranche la quantité
I'(p)

1 1 A .
égale F(1+Q) = T(l-l-g)/ log¢ ‘ —) d.’t:, elle deviendra

5o r(1+o)f (f:c )) loge () dar

Comme le second terme converge vers la hmnte finie

f (f:;— log(l-:;)) dz,

[

k étant >0, on conclut que le rapport de la somme (1.) & la fraction 3
a lunité pour limite, lorsque la variable positive Q devient moindre que
toute grandeur donnée. :

Au moyen du résultat précédent, il nous sera facile de démontrer
le théoréme suivant dont nous ferons un usage trés-fréquent dans nos
recherches,

»» Soient
.2‘ ll) l?’ ll) LIRS | ny poer

des constantes en nombre infini, positives, différentes de zéro, inégales ou
_en partie égales; soit encore f(¢) une fonction discontinue de la variable
positive ¢, qui exprime combien il y a dans la suite (2.) de termes dont
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la valeur ne surpasse pas celle de £ Cela posé, si la fonction f(¢) peut
étre mise sous la forme

3. ft) = ettty (o),
¢ et 'y désignant des constantes positives dont la seconde est inférieure &
lunité, et la nouvelle fonction (#), abstraction faite de son signe et
quelque grande qu'on y suppose la variable /, restant toujours moindre
que la constante positive C, je dis que la somme

1 1 1
4. 00O = 75+ g+ e + ete.

dans laquelle p désigne une variable positive, sera telle qu'on aura pour
une valeur infiniment petite de g,

5. 0@ = _»

cest-d-dire que le rapport de la somme Q(g) & la fraction —3 conver-

gera vers l'unité, lorsque ¢ devient moindre que toute grandeur donnée.”

Comme le nombre des termes de la suite (2.), qui ne surpassent
pas I'unité, est limité, (ce nombre étant = ¢4 (1)) et comme parmi ces
termes il n’y en a aucun dont la valeur soit zéro, il est évident par la
nature de la proposition quil s’agit d’établir, que nous pouvons omettre
la partie de Pexpression Q(p), qui correspond i ces termes. Ce qui reste
aprés ce retranchement, étant toujours désigné par @(p), choisissons une

constante § supérieure & f—» °t partageons la somme Q(¢) en une in-

finité de sommes partielles, en comprenant dans la m*"* de ces sommes
partielles, tous les termes qui satisfont & la double condition

m’ <1, < (m 1),
et par suite a celle=ci -

1 o 1 |
md (o) > [’:ﬂ' 2— (m-1)50+0 *

Le nombre de ces termes sera évidemment
f((n 41)°) — fm?).

La valeur numérique de "¢ (£), lorsqu'on suppose successivement ¢ == m’
et £= (n+1)°, étant inférieure & C(;n + 1), on aura ces deux inégalités
f(on 1)y — f(m’) < e((m+1Y—m’) +2C(m 1)

> e((m41)°—m’) — 2C(m 1),
En combinant ces inégalités avec celles que nous venons d'écrire, on con-
clura que la somme partielle dont il s’agit, est respectivement inférieure et
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supérieure aux quantités

(m-|-1)"—-m‘s (m+1)7’5 (_m+1)6_, q 18
5(l+g +20-m3("’f—9)—’ c (m"l‘l_a) —U%—QC(?(EF%F)-.

Il suit de 1d quon a oy s
( ) o 1)r
0@ < ezEH om oot
le signe = s'étendant depuis m =1 jusqu'd m=oo,
Puisqu'on a en vertu d'un théoréme connu
41— m? = dmt= o 20D n g y2,

&, désignant une fraction positive, l’megahte precedente pourra se mettre

sous la forme ,
(de) ()
@(Q)<032——r+%03(3—1)2—3e( " +2C = — g

Or, ¢ devenant infiniment petit, les deux derniéres sommes resteront finies
car elles seront constamment inférieures a celles-ci

s
2(+3) 5 2(+0)"
qui sont elles-mémes finies, comme il est facile de le voir au moyen des
principes connus, si on se rappelle que d’aprés la supposition faite sur
la constante §, on a §(1—7)>1. Quant & la premiére somme, comme
elle a une forme analogue & lexpression (1.) considérée plus baut, elle
sera évidemment 6_15’ ¢ étant supposé infiniment petit. On voit donc que

la limite supérieure de Q(g) prend la forme —;—, lorsque p devient moindre
que toute grandeur donnée, et comme le méme raisonnement peut s'ap-
pliquer & la limite inférieure et conduit au méme résultat, la proposition
énoncée se trouve établie,

On pourrait donner au théoréme que nous venons de démontrer,
beaucoup plus d’étendue, mais comme ce théoréme tel que nous I'avons
énoncé, suffit aux applications que nous avons en vue, quant & présent,
nous ne nous arréterons pas i cette géndralisation qui ne présente dail-
leurs aucune difficulté. '

Nous aurons encore besoin de deux autres lemmes qui appartiennent,
comme le précédent, & l'analyse infinitésimale. Le premier de ces nou-
veaux lemmes est tellement simple que nous nous contenterons de I'énone
cer, sans en donner la démonstration qui est trés-facile a suppléer.
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Tous les points d’un plan infini étant rapportés & deux axes rectan-
gulaires des x et des y, concevons dans ce plan une courbe fermée assu-
jettie ou non & une méme loi analytique dans toutes ses parties, suppo-
sons que les dimensions de cette courbe augmentent de plus en plus et
au deld de toute limite, de maniére cependant que la courbe variable reste
toujours semblable i elle-méme, et désignons par ¢ Paire également va-
riable & laquelle la courbe sert de contour.

Soient maintenant @, b, o, (3 quatre constantes dont les deux pre-
micres ont des valeurs positives, et supposons que P'on construise tous les
points dont les coordonnées x et y ont la forme

6. x=av+a, y =0bw+p,
ou v et w désiguent tous les entiers depuis — oo jusqu'a oo. Cela posé,
si I'on désigne par F'(¢) le nombre de ces points situés dans Pintérieur
de la courbe, on aura évidemment pour des valeurs infinies de s

F(g) = 71,; 7

cest @ dire que le rapport des deux membres de cette équationy conver-
gera vers Punité lorsque ¢ croit au deld de toute limite positive. Il est

également facile de voir que la différence F(o‘)—m'—ob- croitra moins rapi-

dement que la puissance ¢”, Fexposant 7y étant supposé > 1. Nous pou-
vons donc poser

1. F(o) = Spo+a¥(),

ot lon a }<<y<<l, et lon sera assuré que la fonetion L (s), abstrac-
tion faite de son signe, restera toujours mojndre qu'une certgine ocon-
stante finie C.

Le dernier des lemmes que nous emprunterons & I’Analyse iofinité-
simale, se rapporte & la théorie des séries. On sait que les séries infi-
nies convergentes sont de deux espéces trés-différentes, les séries de la
premidre espéce étant convergentes indépendamment des signes d‘ont" leurs
termes sont affectés, tandis que celles de la seconde ne jouissent de cette
propriété. que pareeque les termes se detrmsent en partie par Popposition
de leurs signes.

La convergence d’une série de la premlere espéce subsiste et sa
somme gonserve toujours, la méme valeur quel que 8oit Pordre que l'on
établisse entre ses termes, Les séries de la seconde espéce se comportent

Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 4. 43
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d'une maniére entiérement différente. Une série de cette espéce, conver-
gente pour uno certain arrangement de ses termes, peut perdre cette pro-
priété, lorsque eet ordre vient & étre changé. Il peut arriver aussi que la
série soit encore convergente aprés ce changement, mais que sa somme
ait varié en méme temps que I'ordre de ses termes. Ces remarques inti-
mement lies & notre sujet, comme on le verra plus loin, ne sont pas
sans importance pour d’autres recherches. Il en résulte par exemple et
pour le dire en passant, que si I'on parvient & sommer une série qui ap-
partient a la seconde espéce, et que I'on trouve pour la somme de la série
une valeur entiérement déterminée, sans que lordre dans lequel les termes
sont supposés se suivre, entre comme un élément essentiel dans Panalyse
dont on fait usage, la méthode de sommation doit renfermer quelque vice
caché, ou du moins a besoin d’étre complétée par quelque considération
qui indique clairement quel est I'arrangement des termes auquel la somme
obtenue correspond.
Pour revenir & notre objet, soit s une variable positive et considé-
rons la série dont le terme général est
Cn l; ’
n

Pentier n étant susceptible de toutes les valeurs depuis 7 =1 jusqu'a

= oo, Si nous supposons que ¢,, abstraction faite de son signe, et quel
que soit 'indice 7, soit toujours moindre que la constante C, notre série
appartiendra a la premiére espéce tant que I'on aura s> 1. En posant
donc 8 == 14, p étant une variable positive aussi petite que I'on voudra,
la somme

Y(+9 = S,

aura une valeur unique et entiérement indépendante de Iarrangement dp
ses termes. Concevons msintenant qu’il s’agisse d’obtenir la limite vers
laquelle la fonetion ¥ (14-9), évidemment continue tant que la variable ¢
reste positive, converge lorsque ¢ devient moindre que toute grandeur don-
née, en supposaot toutefois qu'une pareille limite existe ce qui peut n’a-
voir pas lieu. D’aprés les remarques faites plus haut, on ne gerait pas fondé

n‘+v

i dire que cette limite soit exprimée par 26 2 , lordre des termes étant

arhitraire, car il est évident que cette derniére séne appartient i la séconde
espéce, et n'a par conséquent pas de somme déterminée.
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Les suppositions énoncées plus haut, étant conservées, soit & un

entier positif, et concevons que ¢, satisfasse & I'équation
8. c"+} = c’.' ’
ou en d’autres termes, que la suite
cl’ 02’ LY ck; ck+l’ ck+2, s e 62*; c2k+1’ s
soit périodique, le nombre des termes” qui composent une période, étant
égal a k. Supposons encore que la somme de ces termes soit zéro, c'est
a dire que l'on ait
9. .01+02+'-0'+ck=00
Cela étant, je dis que la somme
1
2 ¢, " nite

qui ne dépend pas de l'ordre des termes, conyverge yers une limite finie,
donnée par lexpression

Ze, ';1" ’
ol les termes sont supposés se suivre daus lordre naturet, e'est d dire
de maniére a ce que les valeurs de n croissent constamment depais » = 1
jusqu'd n = oo, Pour démontrer cette assertion, il suffira évidemment de
faire voir que la série,

% ¢, —i;

n

les termes étant rangés dans l'ordre indiqué, reste convergente et exprime
une fonction continue de s, depuis s = oo jusqu'd s =1 inclusivement. Or
il est facile de prouver que cette double propriété subsiste non seulement
entre les limites précédentes, mais plus généralement tant que s reste su-
périeur & zéro. En effet, 4 étant un eatier positif quelconque, exprimons
par une intégrale définie la somme du Ak premiers termes de la série -
précédente. Au moyen de la formule

fla:“log"‘( )d:v —L,—

et en ayant égard ."n I'équation (8.), on trouvera pour cette somme

T'(s). / l Z'Ou log™™ ('.:(E) dz — 111(3)'[ ‘ ‘ic."_f.;? x" Jog*! (%) dx,

le signe sommatoire s_élendant .depuis 7 =1 jusqud n =k, La poly-

nome = ¢,z"' étant divisible par 1 —x, comme on le voit par I'équa-

tion (9.), la fraction algébrique sous le signe d'intégration reste finie. Soit

K la plus grande valeur numérique de cette fraction depuis x =0 jusqu'a
43¢
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x =1; la seconde intégrale sera done moindre que

I'(J) / xh lOgs—l ( 1 ) dx = *-(hk-'K—l)’ s
et g'évanouira pour % = co. Il résulte de 14 que la série prolongée a
Pinfini est convergente, et 'on voit avec la méme facilité que sa somme ex-
primée par la premiére intégrale, est une fonction de s, qui varie d’une
maniére continue avec cette variable tant que l'on a 8 >0,

§. 2.
p étant un nombre premier impair, positif ou négatif, et k£ un en-
tier non-divisible par p, qui peut étre aussi positif ou négatif, nous dé-

signons avec Legendre par (-5) Funité prise avec le signe plus ou avec
le signe moins, suivant que % sera ou ne sera pas résidu quadratique re-

lativement @ p. Lillustre auteur définit le symbole (%) comme le reste
p-1

que donne Ja puissance k& * , lorsqu'on la divise par p; la définition précé-
dente, quoique la méme au fond, est préférable pour notre objet en ce
qu'elle ne suppose pas que p soit un nombre positif. Si nous désignons
par ! un second entier non-divisible par p et par ¢ un nombre premier

impair dont la valeur numérique différe de celle de p, on aura suivant la
notation précédente:
pr—1

BE=E), G=cr @)=,
B)=@) T

Ces équations qui renferment toute la théorie des résidus quadratiques,
supposent de plus, la seconde que p est positif, la quatriéme que p et ¢
n'ont pas simultanément le signe négatif. ,

Les entiers & et P, positifs ou négatifs, n’ayant pas de diviseur com=
mun, et le second P, que nous supposons impair, étant décomposé en ses
facteurs simples p, p/, p’/, .... égaux ou inégaux, de sorte que P=pp’p"....,
nous aurons souvent & distinguer si ceux des nombres premiers p, p’, p; ....
& Pégard desquels % est non-résidu quadratique, sont en nombre pair ou
impair, ou ce qui est la méme chose, si le produit

() G )

a la valeur 41 ou celle-ci —1, Mr, Jacobi a proposé d'étendre la no-
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tation de Legendre & de semblables produits et d’écrire

() = G G-
Comme cette généralisation de la notation de Legendre, dont lillustre géo-
métre que je viens de citer, a fait des applications ingénieuses, *) est trés-
propre & simplifier les formules et & abréger les démonstrations, nous
ladopterons dans ce qui suivra. On aura suivant cette notation
P~1
BE=(): FE)=F) F)=cv~,
Py P—1 Q-1
(F=v" @)=@v7 7,
en supposant que les entiers k£ et ! n’ont pas de diviseur commun avec
les nombres impairs P et Q, que P est positif dans la troisiéme, et enfin
que P et Q sont premiers entre eux et n’ont pas simultanément le signe
négatif dans la derniére de ces équations. Toutes ces équations sont ou
évidentes ou se déduisent facilement des formules (1.), et il serait d’autant
plus inutile de nous arréter a les démontrer que les théorémes qu’elles
expriment se trouvent déji, & la notation prés, dans Pouvrage de Mr. Gaufs
art. 133. Pour éviter des distinctions inutiles il conviendra de ne pas exclure

2.

le cas ou P dans le symbole (%) a lavaleur +1, en supposant (%) =1.

Il est évident que cette nouvelle convention est compatible avec les équa-
tions précédentes, et quen l'adoptant, la troisiéme de ces équations se trou-
vera comprise dans la cinquiéme et répondra & Q = —1.

Nous terminerons ce §., en posant les équations évidentes qui suivent,

et dans lesquelles % et / d&signent des nombres impairs et 0 la valeur +1,
k—1 1-1 ki—1 ki—t I3—1 (kh2—1

3. 08 =07, §¥ 0% =§° .

§. 3.

Nous avons maintenant & rappeler quelques résultas connus qui se
rapportent A le théorie des formes quadratiques. En désignant par D un
entier positif ou négatif (le cas de I) =0 sera excepté), nous appellerons
avec Mr. Gaufs forme du déterminant D, toute expression comme

az’4+2bxy +cy’, )
a, b, ¢ étant des entiers donnds, liés entre eux par la condition §*— a¢c = D,

%) Compte rendu des séances de I'Académie de Berlin, Oct. 1837.
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et x et y désignant des entiers indéterminés. Lorsque le déterminant D
est un nombre négatif, les coéfficients extrémes seront toujours de méme
signe. Nous ne considérons, dans ce cas, que les formes pour lesquelles
oe signe est -, cest & dire les formes qui n'expriment que des nombres
positifs. Mr. Gaufs range les formes qui appartiennent & un méme dé-
terminant en différents ordres, en comprenant dans un méme ordre toutes
celles pour lesquelles le plus grand diviseur commun de 4, 4, ¢ a la méme
valeur. Nous supposerons toujours qu'un pareil diviseur n’existe pas ou
plutét quiil est égal a Plunité, les autres cas peuvant toujours étre im-
médiatement ramenés & celui-ci. Les formes dont il s’agit et dont Ven-
semble forme l'ordre appelé primitif, peuvent elles- mémes présenter deux
cas. Il peut arriver que 4 et ¢ soient simultanément pairs ou que cette
condition n’ait pas lieu. Dauns le second de ces cas, les formes constituent
ce que Mr. Gaufs appelle 'ordre proprement primitif, Pautre cas étant
celui de 'ordre improprement primitif. Quand nous parlerons de formes
quadratiques sans autre désignation, nous sous-entendrons toujours que ces
formes appartiennent & l'ordre proprement primitif. On sait d'ailleurs que
Yordre improprement primitif n’existe que lorsqu'on a D=1 (mod. 4).
Deux formes ax’+2bxy+cy?, a'x”+2b'x'y'+ ¢’y étant telles
que la premiére se change dans la seconde, au moyen de la substitution
z=oax'+ Ly, y=<vx'-+0y, oiloma ad—Ly==I1,
sont dites équivalentes et cette équivalence est appelée propre ou impropre,
suivant que le sigue supérieur ou le signe inféricur a lieu. Cette di-
stinction que Mr. Gawfs a introduite dans la théorie des formes quadra-
tiques, et qui est analogue i celle que l'on fait en géoméirie entre I'éga-
lité par superposition et Iégalité par symétrie, *) a beaucoup d'importance
en ce quelle conserve & la théorie des formes du second degré une sim-
plicité que cette théorie n’aurait pas, & beaucoup prés, si l'on n'y avait
pas égard. Nous n’aurons pas d cousidérer 'équivalence impropre; en di-
sant donc simplement que deux formes sant équivalentes, nous sous-en-
tendrous toujours qu'il s'agit de I'équivalence propre.

%) On peat consulter sur cette avalogie remarquable nn article qne Mr. Gau/s a inséré
dans les annouces littéraires de Goutingue et dans lequel lillustre autenr, aprés avoir renda
compte d'un onvrage de Mr. Seber sur les formes quadratiques & trois indéterminées, eatre
daus des détails trés-iutéressapts, sur la maviére dont on peut représenter géométrignement les
propriéiés des formes du second degré qui reuferment degx ou (reis. eatiers ind¢terminés,
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Les formes (positives et proprement primitives) dont le détermi-
pant est un nombre donné D, et qui sont toujours en nombre infini,
peuvent se distribuer en un nombre limité de classes, en plagant deux
formes dans la méme classe ou dans des classes différentes suivant que
ces formes sont ou ne sont pas équivalentes. Si l'on prend dans chaque
classe 'une quelconque des formes qui la composent, on aura ce que nous
appelerons le systéme complet des formes différentes, ou plus simplement,
les formes différentes du déterminant I). Ce systéme étant canstruit,
il est évident que toute forme dont le déterminant est [), aura toujours
son équivalente et n’en aura qu'une dans ce systéme, Il est également
facile de voir que si I'on construit un systéme semblable pour 'ordre des
formes itnproprement primitives, ce nouveau systéme jouira de la méme
propriété relativement a toute forme qui appartient au méme ordre.

Les formes différentes qui correspondent au déterminant quelconque
D, sont divisées par M. Gau/s en gewres, qui sont analogues d ce que
Legendre appelle groupes de diviseurs quadratiques. La différence qui
existe a cet égard entre les illustres géométres que je viens de citer, tient
uniquement & ce que Legendre exclut les déterminants qui.ont des divi-
seurs quarrés, ce que Mr. Gaufs ne fait pas et ce que nous ne ferons pas
non plus, la considération des déterminants de cette espéce étant indispen-
sable dans différentes recherches. Voici maintenant les principes trés-
faciles & établir, sur lesquels la division en gepores repose. (Disq. arithm.
art. 229 et suiv.)

I. Si / est un nombre premier impair qui divise D, Ies eutiers m,
non-divisibles par !, qui peuvent étre représentés par une méme forme

ayant D) pour déterminant, sont ou tous tels que (1';-) =1, ou tous tels

que (7) = —1. ,
II. Lorsquon a D= 3 (mod. 4), les nombres impairs m, susceptibles

m—1
d’étre représentés par la méme forme, sont ou tous tels que (—l) T =,
m-l
ou tous tels que (-—1) o1,
1i1, Lorsqu on a D— 2 (mod. 8), les nombrea impairs m, susceptibles
m’l—-l
d’étre représentés par la méme forme, sont ou -tous__tels que (—1) = =1,
iz il

ou tous tels que (—1) ° =~—=1,
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IV, Lorsqu'on a D=6 (mod. 8), les nombres impairs m, susceptibles
B m-1  mi-g

d'étre représentés par la méme forme, sont ou tous tels que (—1)* T 1,

m—1 m2-|

ou tous tels que (—1) 2 v T =1,
V. Lorsquon a D=4 (mod. 8), les nombres impairs m, susceptibles

m—1
d'étre représentés par la méme forme, sont ou tous tels que (—1)* =1,

m—1
ou tous tels que (—1)* =—1.
VI. Losqu'on a D =0 (mod. 8), les nombres impairs m, susceptibles
d’étres représentés par la méme forme, sont tous exclusivement contenus
dans l'une de ces quatre formes Syu--1, 3, 5, 7, ou, ce qui revient au

m=—1 m’—l

méme, on a & la fois (—1)? = +1, (—1) ® = +1, chacun des denx
signes ambigus restant invariable pour la méme forme.

"Toute propriété de la nature de celles exprimées dans les énoncés
précédents, est ce que Mr, Gaufs appelle un caractére particulier de la forme
d laquelle cette propriété appartient. C'est ainsi qui les caractéres particuliers
de la forme 52’4+ 4xy --14y° dont le déterminant est — 66 = —2.3,11,
sont contenus dans les équations

(B =—1, (B)=1, (—1)";1”'5'_‘"‘:_—,1.

L’ensemble des caractéres particuliers d’une forme constitue son caraec-
tére complet, et la distribution des formes en genres consiste a rapporter
au méme genre les formes qui ont le méme caractére complet, et & des
genres différents celles dont les caractéres complets sont différents. Quant
au nombre des genres différents, ou ce qui est la méme chose, des carac-
téres complets différents, il est, généralement parlant, moindre que celuj
des combinaisons que I'on peut former avec les caractéres particuliers dif-
férents, puisqu'il existe toujours, & I'éxception d’un'cas singulier, une re~
lation entre les caractéres particuliers qui cgnvieqnen‘t‘_,,il ‘la_ méme forme
quadratique, relation qui dérive des théorémes (2.) du §. précédent. Pour
voir en quoi consiste cette relation, soit S* le plus ‘grand quareé qui di-

vise D, et déslguons par P ou par 2P1e quotlent S’ ’ sulvant qu il est

‘‘‘‘‘

D =P8, ou D-—-2PS‘ .'.x~-~ RIS ¥ O
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et le nombre impair P étant décomposés en ses facteurs simples p, p, p, . ...
P=ppp....,
ces facteurs seront tous inégaux. Si nous considérons maintenant une
forme quelconque, appartenant ;i Pordre proprement primitif et ayant D
pour déterminant, on pourra toujours attribuer aux indétermindes x et y
des valeurs premiéres entre elles et telles que la valeur correspondante m
de la forme soit positive, impaire et premiére & D). Cela étant, D sera
résidu quadratique relativement & m et par suite aussi 4 'égard de tous

les facteurs simples de m. (Disq. arithm. art. 154.) On aura donc (—3) =1,
et par conséquent suivant les deux cas que nous venons de distinguer,

P 2P 2 P
D'un autre c6té, m {étant positif, il résulte des équations (2.) §. 2,:
P—1 m—1

) =@Eeo

Si I'on remarque maintenant que la puissance (—1) > = *

2
Ml

A1, ou & (—1) 7, suivant que P=1, ou P=3 (mod. 4), et que l'on

est équivalente

m2e1
écrive (—':—) (g}) a la place de (-'—"13), et (—1) * & la place de (%),
on aura ces résultats:
P=1 (mod. 4), (%)(Pi) e, =1,
D= P‘Sﬁa sy
P=3 (mod. 4), (—1)°* (%)(g,—) cwon s s sl
= —1) 8 (=)l=) e =
R P=1 (mod.4), ( 1)":1&; =) 1,
P=3 (mod.4), (—1)? . (%)(5) »o oo =1,

Quant aux caractéres particuliers qui n’entrent pas dans ces relations, il
n’existe aucune condition & leur égard, ou, pour parler plus exactement
et pour ne pas aller au deld de ce qui a été démontré, il ne résulte au-
cune condition qui les concerne, des théorémes (2.) §. 2., dont nous ve-
nons de faire usage. Au moyen des résultats précédents et des théoré-
mes énoncés plus haut, il sera facile de former le tableau suivant qui
pourra servic dans chaque cas a faire 'énumération compléte des genres
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 4. 44
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différents qui répondent au déterminant D, et dans lequel

Py, 5 P e
désignent les nombres premiers impairs inégaux qui divisent D, sans di-
viser P.

Premier cas. D=PS? P=1 (mod.4).

S=1 (mod.2), (l:—), (;)"—i), (ﬁ>, (;"}),
S'=2 (mod. 4), (g): (1%): coed|(=1) 7, (-) ( )s

S=0 (mod.4), (% , (;)";), e (=T, (=) (—) Ly T
Second cas,. D=PS’ P=3 (mod.4%).

S=1 @od.), |(=0T, (), (&), ... (@), (@), ...
S=2 (mod.d), | (—1) 7, &) G oo (2 (Z), «veo
S=0 (mod.4), (—1)'T, (—) ( . =) =), (&), e

Tronsneme cas, D=2P8S*, P=1 (mod.4).

S=1 (mod.2), |(—1)® . (—) & - (2, (2}, e

S=0 (mod.2), [(—1F, (%), (2 ) 1) =, ), (=,
Quatriéme cas. D=2P8§", P=23 (mod. 4).

S=1 a2, | =07 ) () | (D ()
§=0 (@mod.2), | (=7, (_13’3‘ (%), (”) JE, (3.

Pour énumérer les caractéres complets, ou ce qui est la méme chose,
les genres différents qui peuvent avoir lieu pour un déterminant donné,
il faudra écrire toutes les expressions qui forment la ligne horisontale qui
correspond au déterminant donné dans ce. tableau, les.unes 4 la suite des
autres, aprés avoir égalé chaque expression & +1, et varier ensuite les
signes ambigués de toutes les maniéres possibles, en s’assujettissant toute-
fois d-la condition que les seconds membres de celles de ces équations quj
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répondent & la premiére partie de la ligne horisontale, doivent donnner 1
pour produit, cette condition coincidant avec celle dont la ndcessité a été
établie plus haut. Soit, par exemple, D =2.3.5 Ce déterminant se
rapportant 3 la premiére subdivision du quatriéme cas, on aura ces 4 ca-

ractéres complets:
77!— m2-1
1, (—) (1) 7 T F =1, (;’n)=1, (‘?)z-h

m2-1

T =1, (3)
l m2-1 m—1  m2-1

)T T =, F=1tF=t60""" =1, (D=1, (I)=-1.

Suivant la notation de Mr., Guufs, ces mémes genres seraient charactéri-

sés comme il suit;

1et3,8; R3; B5 — 1et3,8; R3; N5 — Set7, 8 N3; R5 —
5et7,8; N3; N5.

Il importe de remarquer que les considérations précédentes ne
prouvent nullement que les genres compatibles avec la condition énoncée,
existent réellement; on peut en conclure seulement qu'il ne saurait y en
avoir d’autres. Quant & la question de savoir 1°. si pour chaque déter-
minant il y a réellement des formes qui appartiennent & chacun des genres
ainsi énumérés, et 2°. de quelle maniére les formes différentes se distri-
buent entre les genres, qui ont une existence réelle, c’est une question
trés - difficile qui forme l'un des principaux objets de la seconde partie de
la 5 gection de louvrage de Mr. Gaufs, et dont nous donnerons aussi
plus bas la solution au moyen de nos principes.

Nous ferons encore observer, avant d’aller plus loin, que si I'on
désigne par A le nombre des expressions contenues dans la méme ligne
horisontale du tableau précédent, le nombre des genres énumérés de la
maniére indiquée, sera évidemment exprimé par 2*~'. Il n’y a qu'une seule
exception a cette régle générale, exception qui a lieu lorsque la premiére
partie de la ligne qui -est assujettie & une condition dont leffet est de
réduire le nombre des combinaisons de mome, n'existe pas. En jetant
les yeux sur le tableau, on voit de suite que cela ne peut arriver que
lorsque le déterminant se. trouve compris dans le premier cas, et qu'en
méme temps P ne contient aucun facteur premier p, p’, ..., Comme
ifon a alors d'une part P=1 (mod.4) et de lautre P = +1, et par
suite P =1, on voit que ce cas n’a lieu que lorsque le déternnnant ‘est un
quarré positif, et que le nombre des genres est alors égal A 2.

44*



340 17. Lejeune Dirichlet, recherches s. diverses applicat. de l'analyse infinitésim. etc.

Tout ce qui précéde, est relatif aux formes proprement primitives.
Il nous reste a considérer le cas des formes qui appartiennent & l'ordre
improprement primitif, et qui ne peuvent représenter que des nombres
pairs. Ce cas pe peut avoir lieu que lorsqu'on a D=1 (mod. 4), et par
suite P =1 (mod.4), S=1 (mod.2). Si I'on désigne par 7 un entier
positif, impair et premier & I), dont le double puisse étre exprimé par
une pareille forme, on formera sans peine le tableau qui suit, et dont
Fusage est entiérement semblable a celui du tableau donné plus haut.

D=PS, P=1 (mod.4), S=1 (mod.2),
@, @ | @), @) o

§. 4.

Nous avons maintenant & examiner sous quelles conditions et de
combien de maniéres différentes un nombre m que je suppose positif, im-
pair et premier & D), ou son double peut étre représenté par les formes
du déterminant D), en supposant que les valeurs positives ou négatives
que lon attribuera a cet effet aux indéterminées = et y, doivent étre
premiéeres entre elles. Pour qu’une telle représentation soit possible, il
faut que D soit résidu quadratique relativement & = ou & 2m, (Disq.
arithm. 154.), conditions dont la seconde ne différe pas de la premicre.
Or, pour que D) soit résidu quadratique par rapport & m, il faut et il
suffit qu'on ait pour chacun des diviseurs simples f de m (art. 103.),

1. (?) = 1.

En supposant f positif, et distinguant comme dans le §. précédent, les
4 cas suivants que le déterminant D peut présenter,

D=PS, P=1 ou 3 (mod.4); D=2PS’, P=1 ou 3 (mod. 4),
la condition dont il s’agit, pourra étre remplacée en vertu des théoré-
mes (2.) §.2. et selon ces 4 cas, par 'une de celles-ci:

: o L2t o W AL P
2. (D=1, =T (D=1, (-7 L)=1, (=1)* +‘%(%,-)-.: L.
Cela posé, soit
3. ax*42bxy+tecy, adz42Wzxytcy, ....
le systéme complet des formes différentes (proprement primitives), ayant
pour déterminant le nombre négatif D), et voyons combien de fois le nombre m
dont tout diviseur simple /" est supposé satisfaire i la condition (1.), peut étre
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représenté de la maniére indiquée, par la totalité de ces formes. Si nonus
désignons par ¢ le nombre des diviseurs premiers inégaux f de m, la
congruence

22 = D (mod.m),
aura autant de racines différentes quiil y aura d’unités dans la puissance
2# (art. 105). Soient

b U, s o N

ces racines et cherchons d’aprés les préceptes de lart. 1&0., les représen-
tations qui appartiennent a chacune de ces racines. Pour obtenir celles
qui se rapportent & z==10, il faudra voir si parmi les formes (3.) il y en
a une qui soit équivalente & celle-ci:

ma*+42lxy + y

Or, m étant impair et premier & D), cette derniére sera proprement pri-
mitive, et aura donc toujours son équivalente dans le systéme (3.), par
laquelle 7 pourra étre représenté de deux maniéres. Le méme raison-
nement pouvant s’appliquer d toutes les autres racines ¥, I, ...., on voit
que m peut étre représenté par la totalité des formes (3.), d'autant de
maniéres différentes qu’il y a d’unités dans la puissance 2%, deux repré-
sentations étant considérées comme différentes lorsqu’elles se font par des
formes différentes ou lorsqu’ayant lieu par la méme forme, et désignant
par x, y, et par x', ¥, les valeurs simultanées des indéterminées, on n'a
pas a la fois x =2, et y=y".

Si le systéme complet (3.) est celui de I'ordre improprement pri-
mitif, et si en méme temps le nombre qu’il s’agit de représenter par ces
formes, est 2m, on arrive a la méme cooclusion. 1l suffit de remarquer
que le nombre des racines de la congruence z*= D (mod.2m), est éga~
lement 2¢, et que|l'une quelconque de ces racines étant désignée par /,

1*—D

m

—

la forme 2ma*+2lxy + 122 mD y* sera improprement primitive. C’est ce

qui résulte de ce que m est impair et premier i D, et de ce que, I* et D
étant de la forme 4y -1, le coéfficient de y” est pair. Nous avons donc
ce théoréme dans lequel les deux cas sont réunis dans le méme énoncé.

Théoréme 1.

Soient azx’+bxry+cy’, a2 xy+¢'y, .. .. les formes
proprement (improprement) primitives différentes, ayant P'entier négatif 1)
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pour déterminant; soit encore m un nombre positif, impair et premier
a D, dont tous les diviseurs simples f satisfont a celle des conditions (2.),
qui se rapporte au nombre donné D), et désignons par y le nombre des
facteurs simples inégaux de D. Cela posé, je dis que, si les indétermi-
nées x et y sont assujetties & n’avoir pas de diviseur commun, I'entier m,
(2m) sera toujours représenté par la totalité de ces formes, d'autant de
maniéres différentes quil y a d’unités dans la puissance 2“+., .

Remarque. Le théoréme précédent est sujet & deux exceptions,
dont la premiére a lieu lorsquon a DD = —1, la seconde lorsqu'on a
D = —3, et quil sagit des formes de l'ordre improprement primitif, Il
résulte de lart, déjd cité de l'ouvrage de Mr. Gaufs, que le nombre des
représentations est respectivement dans ces cas, 2“t* ou 3.2~t!,

Pour établir le théoréme que nous allons énoncer, et qui se rap-
porte au cas ou D est un nombre positif (non-quarré)*), il n’y aura rien
A changer aux considérations précédentes, si ce n’est quau lieu de s’appuyer
sur l'art. 180, des Disq. arithm., il faudra recouric & lart. 205. du méme
ouvrage, Pour réunir le cas des formes proprement primitives et celui
des formes improprement primitives dans un énoncé commun, nous avons
fait usage de la lettre w, par |aquelle il faut entendre le nombre 1 ou 2
selon ces deux cas,

Theoreme I,

Soient ax*42bxytcy’, a'x*4-20'zy+c'y’, .... les formes
proprement (improprement) primitives différentes ayant I'entier positif D
pour déterminant; soit encore m un nombre positif, impair et premier a D,
dont tous les facteurs simples f satisfont & celle des conditions (2.), qui
se rapporte au nombre dooné D, et désignons par g le nombre des fac-
teurs simples inégaux de D). Cela posé, et les indéterminées x et y étant
assujetties & wavoir pas de diviseur commun, je dis que les représentations
de wm par la totalité de ces formes, pourront toujours étre distribuées
en 2¢ groupes distincts, en comprenant dans un méme groupe deux re-
présentations telles que

ar* 4+ 2bxytey'=wm, @x"+42bz'y'+cy?=wm,

%) Les formes dout le déterminant est un quarré positif, et qui se décomposent fonjours
ey denx facteurs linéaires, me sont pas de véritables formes quadratiques. Par cetle raison

wous les exclurons toujours daus ce qui ya spivre,
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qui se font par la méme ferme quadratique, et dans lesquelles les valeurs
x, y et 2/, y' des indéterminées, sont liées entre elles par les équations

r=Lt@i—@a foy)u), y=1(it@atyu),
{ et u désignant des entiers quelconques positifs ou négatifs tels qu'on ait
4. *—Dw = wt
[On peut remarquer que cet énoncé, si on y supprimait la
condition que D doit étre positif, resterait exact et comprendrait alors
le théoréme L., avec ses deux exceptions. En effet, I) étant supposé
négatif, Iéquation (4.) n'a en général que ces deux solutions = +u,
u=0, ce qui donne deux représentations pour chaque groupe, de sorte
que le nombre total des représentations, fini dans ce cas, devient 2“*'
comme dans le théoréme I. Il n’y a exception que lorsqu'on a ou
=—1, w=1; ou D=—3, w=2, auxquels cas le nombre des so=
lutions de I'équation (4.) est respectivement 4 ou 6, ce qui s’accorde avee
les exceptions indiquées plus haut. Mais tout en faisant remarquer ce
que le cas de D positif et celui de D négatif ont de commun, comme
sous d’autres rapports ces deux cas sont trés-différents et doivent étre
traités séparément, nous avons cru devoir donner deux énoncés distincts,
pour pouvoir appliquer plus facilement les résultats précédents que nous
aurons souvent a employer.]

Il est facile de voir que les représentations, ou ce qui est la méme
chose, les solutions de I'équation,
5. a4+ xy+tcy? = wm,
qui appartiennent au méme groupe, peuvent toujours se déduire toutes de
lune quelconque d’entre elles, x =10, y =, au moyen des formules

6. w=—(l—@atenu), y=—(yt4(aatbyu),
en attribuant & Z et # toutes les valeurs entiéres, tant positives que néga-
tives, qui satisfont a I'équation (4.).

Nous allons faire voir maintenant qu’il existe certaines limites trés-
simples entre lesquelles se trouve toujours comprise une de ces solutions
en nombre infini, et entre lesquelles il ne saurait y en avoir plus d'une.
Pour éviter des distinctions inutiles & notre objet, nous supposcrons que
dans chacune des formes données,

ar*+2bxy ey, a'2242'zy+c'y, ...
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les coéfficients de x* et de xy sont positifs, et que celui de y* est né-
gatif. On s'assure facilement de la 18gitimité de cette supposition; il suffit
de remarquer que parmi les formes qui composent une méme classe, et
entre lesquelles nous pouvons en choisir une d volonté, pour construire
ce que nous avons appelé le systéme complet des formes différentes, il y
en a toujours au moins une qui satisfait aux conditions énoncées. En
effst, la période des formes réduites qui appartiennent & une classe don<
née de déterminant positif, contient toujours au moins deux formes (Disq.
arithm. art. 187.), et il est évident que sur deux formes contigués quel-
conques de cette période, il y en a toujours une qui est telle que
7. a>0, >0, c<O.

Ces conditions ayant lieu, il est facile de voir que parmi les solutions de
I'équation (5.), il ne saurait y en avoir aucune pour laquelle x soit zéro,
puisqu’il résulterait de cette supposition, cy*=m , ce qui est impossible,
¢ et m ayant des signes opposés. La valeur particuliére o sera donc
aussi différente de zéro, et nous remarquerons que cette valeur peut tou-
jours étre supposée positive. Cela résulte de ce que la solution x = q,
» =17, qui sert de point de départ pour obtenir toutes celles qui appar=
tiennent & un méme groupe, peut étre choisie & volonté dans ce groupe,
et de ce que le groupe qui contient la solution x = «, y =17, renferme
évidernment aussi celle-ci ¥ = —a, y = —, cette derniére rapportée i
la premiére, répondant & f=—w, u=0.

Les solutiovs, en nombre infini, qui forment un méme groupe, et
qui résultent des équations (6.), peuvent se distribuer en deux groupes
partiels dont le premier comprend toutes celles pour lesquelles on a x> 0,
tandis que celles du second satisfont a la condition x <CO.

Nous allons maintenant faire voir que daos le premier de ces grou-
pes partiels, les valeurs de y s’étendent depuis — oo jusqu'a oo, sans que
cette indéterminée puisse obtepir la méme valeur dans deux solutions dif-
férentes, et que celle de ces solutions pour laquelle y a la plus petite va-
leur positive, différente de zéro, satisfait & des conditions d’inégalité trés-
simples au moyen desquelles il est facile de la séparer de toutes les autres,
et de réduire chaque groupe i une représentation unique, ce qui rendra
le théoréme 1. entiérement semblable au théoréme I. qui se rapporte aux
déterminants négatifs. Pour remplir I'objet que nous avons en vue, unous
cbserverons quil résulte de I'équation ag'+-2bay+ ¢y’ = wm, mise sous
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la forme (ba+cvy)’—Da’=wcm, et de ce que wem est négatif, qu'on
a, abstraction faite des sigues,

avD>batey,
et comme l'on a pareillement en vertu de Péquation (4.),
t u
on conclut, en faisant toujours abstraction des signes,
ot>ba+cP)u.

Il suit de la et de ce qu'on a supposé o >> 0, que pour embrasser toutes
celles des représentations contenues dans les équations (6.), pour lesquelles
a une valeur positive, on n’aura & faire usage que de celles des solutions
de Iéquation (4.), dans lesquelles ¢ a le signe plus. Or, il résulte d'un
théoréme connu que toutes les solutions qui satisfont a cette condition, sont
données par les formules
T n n
h= 3 G +ovD)+(G—SvD)l,
= spl(Z+ Lo~ G o))
daps lesquelles T' et U désignent les plus petits nombres positifs (autres
que w et 0) qui satisfont & P'équation (4.), et ou » doit étre égalé suc-
cessivement @ tous les entiers depuis — oo jusqu'd oc. On aura douc pour
le groupe partiel dans lequel x est positif, en distinguant les différentes
solutions de ce groupe par lindice n, déji employé dans les équations pré=
cédentes,
o= o (at— (@b yO)u), ¥, = okt @at+yB)u,).

En substituant les expressions de Z,, #,, la seconde de ces équations
deviendra

v = (CEAE G+ g v D) + (=) (G — 5 v D)
1l est facile de voir que les quantités vV D+aa+yh, yvVD—aa—vb,
sont la premier positive, le second négative. Pour s’en assurer il suffira
de faire voir que a@-yb est numériquement supérieur a yy' D, et a le
signe positif. La premicre de ces assertions se prouve, en mettant I'équa-
tion @a?+2bay+4 cy*=wm, sous la forme (@a+4yb)'—Dy* = wam,
et en observant que le second membre est positif. Pour justiﬁer la se-
conde assertion, on remarquera que, puisque la valeur numérique de aa +4yb
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surpasse celle de vy D), elle surpassera a fortiori celle de y 5, b étant << v D.
De li et de ce que aa a le signe positif, on conclut que ca-+yb est
également positif.

Comme en vertu de ce qui préeede, les coéfficients qui entrent dans

Pexpression de y,, sont le premler poqu le second negatlf et que d'un

T
autre coté, les quantltes positives -—+ f h - —— fD dont le pro-

duit est 1, sont évidemment la premiére supérieure, la seconde in{érieure
a lunité, on voit sans peine que chacun des deux termes dont se com-
pose )., croit avec lindice #. On aura donc, quel que soit cet indice,
Yn>> Yn-ts

ce qui prouve que, comme nous l'avons avancé plus haut, l'indéterminde
y ne saurait obtenir deux fois la méme valeur dans le groupe partiel ou
x est positif, et I'on voit également que y doit passer du négatif au po-
sitif, car on a évidemment y_, = —o, y, =o0. Pour obtenir la so-
lution que nous avons en vue, et dans laquelle y, a la plus petite valeur
positive, différente de zéro, il faudra poser ces deux conditions

Ya>>0, ¥ <O.
Si l'on observe quen vertu des expressions de x,, y,, f,, %,, données
plus haut, on a la relation

Yro == —(Yn T— (az,+by,) U),
la seconde de ces conditions prendra cette autre forme
(IT—bU)y,<aUx,.
Comme Pon a T> Uy D, b<y D, et par suite T'— b ¥/ > 0, l'inégalité

précédente est équivalente a4 celle-ci

. all
RS s s

1l résulte de ce qui précéde, que parmi les représentations en nombre in-
fini, qui forment un méme groupe, et qui sont toutes données par les
équations (6.), il y en a toujours une qui satisfait a‘i ces trois conditions

8 x>0, y>o0, y<T bU

Ces inégalités ont été déduites de la définition de la solution parti-
culiére que nous voulions séparer de toutes les autres contenues dana le
méme groupe qu'elle. D’aprés cette définition, la solution dont il s'agis
devait appartenir au premier des deux groupes partiels, et répondre dans oce
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groupe & la plus petite valeur positive de y. On peut prouver réciproque-
ment que toute solution pour laquelle les inégalités précédentes ont lieu,
est nécessairement parmi toutes les solutions qui forment avec elle une
méme groupe total, celle i laquelle 8’applique la définition précédente; il
suffit pour cela. de répéter en sens inverse les raisonnements que nous
venons de développer. Gela étant, on yoit que le théoréme IL peut étre
remplacé par un antre théoréme dont voici 'énoncé.

Théoréme I1I.

Les suppositions de I'énoncé du théoréme II. étant conservées, si I'on
ajoute que les coéfficients et les indéterminées de la forme ¢x*+2bzy 4 cy?,
doivent satisfaire aux conditions (7.) et (8.), et que I'on assujettise toutes
les autres formes & des conditions analogues, je dis que le nombre des
représentations différentes de Pentier wm, que I'on peut effectuer au moyen
des formes données, sera exprimé par la puissance 2~.

Pour rendre plus faciles les applications que nous aurons & faire du
théoréme précédent, il conviendra de mettre sous une forme géométrique,
le résultat sur lequel ce théoréme est fondé. Soient A cet effet 0X, 0%,
deux axes rectangulaires des x et des y, dirigés dans le sens des coordon-
nées positives, le premier horisontalement, le second verticalement et de
bas en haut. Les variables x et y dans équation «x®+2bxy +cy*=wm,
étant considérées comme continues, cette équation sera a une hyperbole,
et lon déduira facilement des conditions @>> 0, >0, ¢<< 0, que laxe
des y sépare I'une de lautre, les deux branches infinies de cette courbe.
Si donc nous appellons premiére branche celle de ces deux branches in-
finies, sur laquelle 'abscisse x est partout positive, le premier des deux
groupes partiels précédemment distingués, répondra 4 cette premiére branche,
et linterprétation géométrique du résultat établi plus baut, consistera &
dire que parmi les solutions en nombre infini, qui forment le méme groupe
total, et qui sont toutes comprises dans les équations (6.), il y en a tou=
jours une, et qu’il ne saurait y en avoir plus d’une, qui soit représentée

par un point de l'arc de la premiére branche, intercepté dune part par

¢ . ‘ . U
Paxe OX, et de lautre par la droite qui a pour éguation y"_"_T—a—'Ti}w"

4 quoi #l feut ajouter quon doit toujours exclure la solution qui répoad

a Pextrémité inférieure de eet arc.
45 *
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§. 5. :
Il nous reste une derniére question prélimimaire & resoudre, avant
den venir au véritable objet de ce mémoire. Cette question consiste i
assigner toutes les valeurs simultanées des indéterminées x et y, qui,
étant substituées dans une forme donnée du déterminant 1), rendent cette
forme premiére a D, et en outre impaire ou impairement paire suivant
quil s’agit d'une forme proprement ou improprement primitive. Nous dé-
signons par D, la valeur numérique de D), et nous commencerons cette
recherche par Pexamen du cas ou la forme donnée appartient & Pordre
proprement primitif. Ce cas se subdivise lui méme, suivant que D est
pair ou impair. Soit en premier lien D impair. Les indéterminées x et
y étant mises sous la forme
2D, v+a, 2Dyw-vy,
o v, w désignent des entiers quelconques positifs ou négatifs, et z, 7y
sont des nombres pris Fun et l'autre daus la suite
0, 1, 2, «v.. 2D,—1,
on aura évidemment
axr*4-2bxy+ ¢y’ = aa’*+2bay+ ¢y (mod. 2 D).
La question proposée revient donc a voir pour lesquelles des combinai-
sons ¢, %, ou plutdét, pour combien de ces combinaisons, car c’est unique-
ment leur nombre qu’il nous importe de comnaitre, le second membre est
premier & 2D,. Nous observerons d’abord qu’on peut, sans nuire en rien
d la généralité de la question, supposer I'un des coéfficients extrémes, le
premier @ par exemple, sans diviseur commun avec 21),. En effet, si cette
condition n’a pas lieu dans la forme donnée, on peut toujours transformer
celle - ¢i en une autre ou elle se trouve remplie. Soit @'z 4 24z’ y'4 ¢’ y*
la nouvelle forme équivalente d la premiére, et soient
z=px'tqy, y=ra'+sy, ps—qr=1,
les équations qui correspondent & eette transformation. Si maintenant
dans les congruences

a=pa'+qy, y=rao'+sy, (mod.2D,),
Fon combine les nombres «’, y’, pris Pun et I'autre dans la suite 0, 1,2,....
2D,—1, de toutes les manicres possibles entr¢ eux, et que Ion déter-
mine ¢, Y de maniére 4 se trouver compris entre les mémes limites, & chaque
combipaison o', ', il correspondra une combinaison ¢, v, et réciproque-
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ment, comme on le voit en mettant les congruences précédentes sous
la forme
o =sa—qy, yY'=-—ratpy (mod.2D,).

De 14 et de ce que l'on a évidemment

a?4-baytey=a'a4+ 2V o'y +¢'y* (mod.2D,),
on conclut que le nombre des combinaisons &, v, qui rendent ac’42bay
<-c¢y?’, premier & 2D,, est égal A celui des combinaisons &', ' qui pro-
duisent le méme effet sur le second membre. Cette conclusion justifiant
Fassertion avancée plus haut, nous pouvons considérer ¢ comme premier
a 2D,. Cela posé, pour que le trinome aa’*--2bay-4 cy* nait pas de
diviseur commun avec 21),, il faut et il suffit que le produit

a(a’+2bay+ey’) = (aa+by)'—Dvy’,

jouisse de la méme propriété, et par suite, que @by soit premier i
2D,, lorsque y est pair, ou que aa--by soit pair et premier & D,
lorsque 7y est impair. Or, v ayant une valeur déterminée, celles de l'ex-
pression @a - by, lorsqu'on y pose successivement ¢ =0, 1,2, .... 2D, —1,
coincideront, abstraction faite des multiples de 2.1),, avec la méme suite.
Tout se réduit donc & voir dans le cas de y pair, combien la suite pré-
cédente renferme de termes premiers a 2D, , et dans le cas de y impair,
combien il y en a dans la méme suite, qui jouissent de la double pro-
priété d'étre pairs et premiers & D;. Si lon désigne par A le nombre
des entiers positifs non-supérieurs *) & D,, qui n’ont pas de diviseur com-
mun avec D, le nombre des termes en question sera pour l'un et l'autre
cas, exprimé par A, Comme d’'un autre coté, v est susceptible de 2D,
valeurs différentes, on voit que les combinaisons &, y qui donnent &
ao?+ 2bay 4 cy’, une valeur premiére & 2D, sont au nombre de 2D, A.
Une discussion toute semblable étant appliquée au cas ou D est pair, fait
voir que le nombre des combinaisons est alors 4D, .

Considérons en dernier lieu le cas ou la forme donnée az’4-2bxy+cy?
appartient & Pordre improprement primitif. Si nous posons }a = a’
1b =10, et comme précédemment, x = 2D, v+ a, y =2D, w4y,
nous aurons

axt+bry4cy’ =ado’+bay+tc'y (mod.2D,),

%) -Je dis a dessein non-supéricurs, pour que le cas de D, == 1, ne fasse pas exception,
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et il s’agira de voir pour combien de combinaisons o, v, le second membre
est impair et premier & D;. Pour y parvenir de la maniére la plus simple,
nous supposerons, ce qui est permis, que 4’ w'a pas de diviseur commun
aveec 2D,. Cela étant, il faut distinguer le cas oi l'on a D=1, et celui
oi D =25 (mod.8), Dans le premier de ces deux cas, il résulte de 'équa-
tion D) = b*—ac=0—4a'c’, et de ce que & est impair, que ¢’ est pair,
et I'on voit de méme que dans le second, ¢’ est impair, QOn conclut de li
que a'a’+ bay 4 ¢’y ne saurait étre impair dans le premier cas, i
moins que les nombres o, ¥, ne soient le. premier impair, le second pair,
et dans le second cas, & moins que a, ¥y, ne soient ou l'un pair, lautre
impair, ou impairs tous les deux. Pour avoir égard & lautre condition
d’aprés laquelle a’a’+ bay + ¢'y* doit étre premier & D, on remar-
quera quil faut et qu'il suffit, pour qu’elle soit remplie, que le produit
4a' (@’ +bay+c'y) = (aa+by)'— D jouisse de la méme propriété.
Cela posé, si nous supposons d’abord I» =1 (mod. 8), il faudra, aprés
avoir attribué & y une valeur déterminée paire, égaler o a chaque terma
de la suite 1, 3, 5, .... 2D, —1, et voir combien de fois aa-+bvy, ou
ce qui est la méme chose, le reste de cette expression, pris relativement
au diviseur I, , est premier & D,. Or il est facile de voir que les restes
de a0} by sont, abstraction faite de V'ordre, 0, 1, 2, .... D, —1, d’ou
I'on counclut qu'a chaque valeur de v, il correspond un nombre A de va-
leurs impaires de a, telles que @’a’4-bay-4c'y* soit impair et premier
aD. 1 résulte de li et de ce que le nombre «y est lui-méme susceptible
de D, valeurs différentes, que le nombre des combinaisons a, y qui donnent
3 Pexpression }(aa’+ 2bay+cvy®), une valeur impaire et premiére & D,
est égal D, A, Si nous considérons en second lieu le cas ot D=5 (mod. 8),
on trouve comme dans le cas précédent,| qu'a chaque valeur paire de v,
il correspond un nombre de valeurs convenables de w, égal & A, puisque,
v étant pair, @ doit étre impair; mais il n’en est plus de méme, lorsque
la valeur déterminée que lon attribue a vy, est impaire, o pouvant étre
alors pair ou impair. Il faut dans cette: desniére supposition, égaler o
dans Pexpression ag—+ b+, & chaeun des nombres 0, 1, 2, .... 20, —1.
Or, les valeurs de aa -+ by, correspondantes a ces nombres, étant dimi-
nuées des multiples de D, , quelles contiepnent, coiacideront évidemment
avec la suite 0, 1, 2, .... ID,—1, chacun des termes de cette suite étant
supposé écrit deux fois, On conclut de la que les valeurs convenables
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de a, qui répondent & une valeur impaire donnée de v, sont toujours au
nombre de 2A. Si lon remarque maiotenant que parmi les valeurs
0,1,2, «...y 2D, —1, dont vy est susceptible, il y en a D),, qui sont pai-
res, et autant qui sont impaires, on verra que dans le eas ou lon a
D=5 (mod.8), le nombre des combinaisons «, y, qui rendent le tri-
nome }(ac’+26ay-4-cy?) impair et premier & D, est égal & 3 DA,
Nous résumerons ici les résultats qui ont été établis dans ce §.
La valeur numérique du déterminant D) étant désignée par D,, et A ex-
primant le nombre de ceux des termes 1, 2, .... D, qui n’ont pas de
diviseur commun avec D, les valeurs simultanées de 2 et de y, qui ren-
dent une forme quelconque de ce déterminant, ou la moitié de cette forme,
lorsqu'elle appartient & Pordre improprement primitif, impaire et premiére
a D, peuvent toujours se distribuer en systémes de la forme,
e=2Dv+a, y=2Dw+v, ‘
ou v et w désignent des entiers indéterminés positifs ou négatifs, et o et vy
sont Pun et lautre compris dans la suite 0, 1, 2, .... 2 D, —1; quant au
nombre des systémes qui jouissent de la propriété énoncée, il sera, lorsqu’il
s'agit d’une forme proprement primitive 2D, & ou 4D, A, suivant que D
est impair ou pair, et, lorsque la forme est improprement primitive, D, A
ou 3D,A, suivant que 'on a D=1, ou D=: . 8). '
Nous terminerons les préliminaires, en démontrant e lemme qui suit.
»Soit K = kk'k".... le produit des nombres premiers positifs, impairs

et inégaux k, k'5 k", ...., et désignons par L un entier quelconque qui
divise K. Posons encore § = + 1 sy 1 = %1, les signes ambigus étant quel-
conques et indépendants Fun de lautre, Cela étant, je dis que Pexpres-

n-1 nZ—1

sion =67% q—r (—%), ou le signe sommatoire s'étend & tous les entiers n

premlers a 2K, et comprns depuis n =1’ ;usqua n ._.SK 1, est tOu)ours
égale & zéro, si. on r'a pas sxmultauement 9_- I, =1, L 1.7

......

Désignons par a. l’un quelqonque des nombres 1, Q, weree k-—-l, par

a’ Fun quelconque. des nombres 1, 2, oy k'—1, et awsj de suite, Soit

encore b Yun queleonque des nombres 1, 3, 5, 7. ,Cela poaé il est facile
de voir que l'on obtiendra toutes les vuleuu que n doit recevoir dans
la somme précédente, en déterminant pour chacune des combmalsons-
a, 'y «++.; 0, le nombre ny meindre que 8 K, qui- satisfait aux: conguencps

i
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simultanées,
n=a (mod. k), n=a' (mod. %), ....; m=Db (mod.S8),

On conclut de ces congruences
n—1 b1 ni—1 b2—1

@®=G) E=G s 7= 4=y

Si maintenant 'on forme le produit des deux derniéres de ces équations et
de celles des autres qui répondent i ceux des nombres premiers k&, &/, . ...
contenus dans L, et que l'on somme ensuite depuis a=1, a'=1, ..,.
jusqua a=k—1, a'=A'—1, .... et relativement & 6 =1,3,5,7, la

somme du lemme prendra la forme d’un produit, dont les facteurs sont
b—1 b2—1

outre =02 4 %, celles des sommes?_(—;-}) , E(a’

¥
& des nombres premiers contenus dans L, et celles des expressions & —1,
k'—1, +... qui répondent aux autres nombres &k, &, .. .. Il résulte

n—1 n?—l1

. =2 ."g (N . . .
de 1d que lexpression =0° ¢ ° (f) s'évanouit toujours, & moins quon

), »+++ qui se rapportent

rait & la fois, =1, n =1, L=1, ce quil sagissait de prouver,

§. 6.

En passant maintenant aux questions indiquées dans le préambule
de ce mémoire, nous conserverons les notations dont nous avons fait usage
dans les §§.3., 4. et 5. Nous poserons donc

1. D=PS, ou D=2PS,
S” étant toujours le plus grand quarré qui divise D), et
. 2. P=pppeey
p, > p’s .. .. étant des nombres premiers impairs, positifs ou négatifs,
tous différents les uns des autres. Nous poserons aussi
3. R=errr,. .,

v,y T désignant comme plus haut, les facteurs premiers impairs
inégaux, contenus dans S, sans létre dans P, Soit encore ¢ un nombre
premier posmf impair quelconque, contenu i dans P'ni dans R, et dé-
compOsons chacun ‘de ces produits d'une manicre’ quelconque en deux
facteurs, sans exélure le cas ou l'un de ces facteurs serait égal & l'unité,
c’est & dire, écrivons’ les ‘deux equatlons

s "“‘4.“P PP, R Rﬂg
Poibis enfin - Gitvid o |

ke 5, f=a4t, e=+1, f== i1, "q&_—ti.
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les signes étant quelconques et indépendants les uns des autres. Cela étant
et s désignant une variable contioue positive, assujétie & rester supérieure
a Punité, nous aurons par le développement en série, et en ayant égard

aux équations (2.) et (3.) du §. 2,, L
—1 q

1 e AU
R~ L] ,q T = 1+-u-+6 7] (I_Tz—ﬁ:)'(?); +.._...
1—07 v° (550) = o
24,/ g
ou pour abréger, on n’a écrit dans le second membre que son terme gé.
néral, daps lequel il faut égaler 7 successivement a toutes les valeurs ene
ticres depuis I =0 jusqu'd = co.

Supposons maintenant que dans P'équation précédente, Fon mette
pour ¢ toutes les valeurs dont ce nombre est susceptible, c’est & dire tous
les nombres premiers impairs positifs, qui ne divisent pas D, et que lon
forme le produit de toutes ces équations. Le produit des seconds membres
formera une série dont la loi est trés-facile 4 reconnaitre, si I'on se rap-
pelle que d’aprés un théoréme connu, un nombre composé ne peut résulter
que d’une seule maniére, de la multiplication de facteurs simples, et que
Fon contipue en méme temps d ayoir égard aux théorémes cités du §. 2,
On obtient ainsi I'équation

6. 1II

{ s i n 1
)L~ B

- z P,R,/ ¢
le signe de multiplication II se rapportant & toutes les valeurs de ¢, pré.
cédemment définies, et le signe sommatoire ¥étendant & tous les entiers,
compris depuis # =1 jusquda 7 ==occ, et qui remplissent la double condi-
tion d'étre impairs et premiers a D), ou plus simplement, qui sont premiers
4 2D. Avant daller plus loin, nous aurions & montrer la nécessité de la
supposition faite plus haut, et d’aprés laquelle on doit avoir s> 1. On
g'en rendra facilement compte, si Pon remarque que la série précédente
n’a une somme indépendante de Parrangement de ses termes, que lorsque
la condition s> 1 a lieu, et quil ep est de méme du produit, dont la va»
leur n’est egalement mdependant de l'ordre de ses facteurs qu’autant que
la méme condition est remplie. Il me semble d’autant plus inutile d’entrer
dans de plus grands développements i ce sujet, que je me suis déji expli-
qué avec détail sur le point en question, dans la démonsfration du théo-
réme sur la progression arithmétique, que jai citée plus haut et qui est
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fondée sur une équation de méme nature, mais plus générale que la
précédente.

Si dans Péquation précédente on remplace f, 4 respectivement par
30, en, et que on change en méme temps P, en P,, elle deviendra

Y, O—— 1—-2@5?@5%YF%0$-
=007 0 * (55) & v

On a encore, en y faisant 9—-1, =1, P,=1, R,=1, et remplacant
s par 2s,

s nm—t sl
n
1— q'zs

les signes de multiplication et de sommation $’étendant toujours aux va-
leurs de ¢ et de n, précédemment définies. Le produit des équations (6.)

et (7.) étant divisé par I'équation (8.), le facteur général dans le premier
membre sera

(1—(«90) Ten'T (P—f}{—l) qi) (1— 0T T (quR,) —1~) .

q
Comme le numérateur de cette fraction est évidemment équivalent &

g=t €=t 9__1 q’-l
2 ., 8 7 \1 Nz g \1
(1+6 4 (P2 R,/ ¢° (1 : 2R1) qs)’

elle pourra se mettre sous cette forme plus simple

1

407 ) L

= P, R,/ ¢ .
=
- g )1
1 wa@mS(&R)¢
L’expression précédente présente deux cas différents, suivant que l'on a
9__ ga=t 9__1
2 . 8 — N2 ay —
d (P,P,) iT (f)=—-1 o 41

Dans le premier de ces deux cas, elle est égale & Punité et peut étre

omise dans le produit; dans le second, on peut lui donner cette autre forme
l g"—-l

407 A

q—1 1—) »

=007 ()7
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Les doubles signes dans les valeurs = +1, ¢ = +1, que contient léqua-
tion (7.), ont été tout A fait arbitraires jusqu’d présent. Nous supposerons
désormais que suivant les 4 cas que le déterminant D peut présenter, et
que nous avons déja distingués dans le §. 3. et 4., savoir:

D=PS* P=1 ou 3 (mod.4); D=2PS’, P=1 ou 3 (mod. 4),
ces signes seront respectivement

9. I=1,¢e=1; =—1,s=1; d=1, e=—1; 0=—1, e=—1,

g=1 q!—x

Cela étant, la condition & * ( P) = 1, coincidera avec celle des 4 con-
ditions (2.) du §. 4., qui .correspoud chacun des 4 cas précédents. En
désignant donc les nombres premiers ¢, positifs, impairs et non -diviseurs
de D, qui y satisfont, par [, cette derniére lettre aura la méme significa-
tion que dans le §. 4,, c’est & dire que l'on aura

0. 8§75 (L) =1,

et le premier membre de I'équation dont Vorigine a &été indiquée plus
haut, sera

L )

8
1+027] Ple S
H _t:f 21 f 1 b
T, L
P?.Rl f

le signe I s’étendant & toutes les valeurs de . Au moyen de P'équation

:'*_'Z = 142342224225+ eto,

<

et en ayant égard aux équation (2.) et (3.) du §. 2., le facteur général
du produit précédent pourra se d.évelopper dans une série dont le [ 4-1%me

terme est . z
o £ I 1
20 = (35) e
Le premier terme qui répond a =0, fait exception & cette loi et a I'unité
pour valeur, Il est facile de conclure de li, et en ayant tou]'ours égard
aux équations citées du §. 2,, que le produit précédent peut lui-méme
prendre la forme d'une série, ayant pour terme général

m— 3—1
0 (50

on m désigne géuéralement tous les entiers posntlfs, impairs et premiers & D,
qui n’ont que des diviseurs simples f tels que la condition (10.) soit satisfaite,
| 46 *
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et ou y indique comme dans le §. 4., le nombre des diviseurs simples in-
égaux de m, sans compter le diviseur 1, On peut remarquer que le terme
qui répond & m =1, ne fait pas exception i la loi générale, Pexpression
précédente se réduisant & lunité dans ce cas. Nous avons donc I'équation

m—1 m’-—l

ou
1. =5.350° 4 PR)
nt—1 n—t n:_,
= 2007 @0 " () 2070 T ()
dans laquelle on doit étendre les sommations & tous les entiers # ou m,
précédemment définis, et Fon doit se rappeller que les valeurs &= +1,
€= +1, sont celles que nous avons fixées par les conditions (9.), tandis' que
les signes dans les équations § = +1, 5= +1 restent arbitraires.

En faisant 6 =1, n=1, P,=1, R, =1, et par suite P,= P,
Péquation précédente, prendra la forme:

n—1 n1_1
12. 2528 =21.287 ().
n m?®
C'est cette équation particuliére qui nous servira & déterminer le nombre
des formes différentes qui répondent & un déterminant quelconque positif
ou négatif. 1l faudra dans cette recherche, traiter séparément le cas ou
D est positif et celui on I est négatif, et subdiviser encore chacun de ces
deux cas suivant quil s'agira de formes proprement ou improprement prie
mitives, Mais comme il y a néanmoins une partie commune i Panalyse
de ces quatre cas, il conviendra, pour n’avoir pas & présenter deux fois
les mémes considérations, que nous nous occupions d’abord de cette partie
de la discussion, dont Fobjet consiste & voir quelle forme prend le second
membre de I'équation (12.), si 'on y suppose s =1-4-p, et que I'on con-
sidére la variable positive ¢ comme devenant moindre que toute quantité don-
née. Pour commencer cet examen par le premier des deux facteurs con-
tenus dans le second membre, soient e, €, ¢/, .... ceux des nombres
1,2, 3, .... 2D,—1, qui n’ont pas de diviseur commun avec 20),. Cela

. . 1 1 3 .
posé, il est évident que la somme Z ¢ » ou 7 ne doit recevoir que des

valeurs positives et premiéres & 2.0, , peut étre décomposée en autant de

sommes partielles de la forme
1
¢‘+e + @o 3o+ T an, +e)1+e + etc.
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quil y a de termes dans la suite e, ¢/, ¢, .... Comme, d’'un autre cdté,
on conclut facilement du résultat obtenu plus haut sur la série (1.) du §. 1.,

que chacune de ces sommes partielles prend la forme -5% .%, et quil
3

est d'ailleurs évident que le nombre de ces sommes partielles, ou ce qui
revient au méme, le nombre destermes ¢, ¢/, €/, .... est A ou 24, selon
que D est impair ou pair, la lettre A ayant la méme signification que dans
le §. 5., on aura selon ces deux cas
1 1 1

B, Somegzheoer M Egmme=g.a
la variable ¢ étant toujours supposée infiniment petite. Si nous considérons
en second lieu lautre facteur du second membre, il est facile de voir que
ce facteur est un cas particulier de la série a laquelle se rapporte le troi«

sicme des lemmes du §. 1.; il faudra, pour I’y comprendre, supposer dans

n—1 n?—1
la série générale de ce lemme, ¢, =087 ¢ (—"l;), ou ¢, = 0, suivant
que 7 est ou n’est pas premier a 2.0);. Quant aux deux conditions que ce
lemme suppose, et qui consistent 1°. en ce que ¢, doit étre une fonction
périodique de lindice n, et 2°. en ce que la somme des termes qui com=
posent une période, doit étre zéro, on s’assure facilement quelles sont
remplies. Cela est évident pour la premiére, et pour voir que la seconde
a également lieu, il suffira de recourir au lemme qui termine le §.5., et
de remarquer qu'on me saurait avoir & la fois, 0 =1, e=1, P=1+1.
En effet, il résulte des conditions (9.) que les équations précédentes ne
sont compatibles entre elles, que lorsqu'on a P=1; ces équations se
rapportent alors au cas ou le déterminant est un quarré positif, et
que nous avons exclu. Il résulte de ce qui précéde, que la somme

n—l n2-1

e 1 ‘ . .
- (—;—)W , lorsqu’on y considére la variable positive comme de<
venant infiniment petite, converge vers une limite finie donnée par Pex=

pression et iy
4. =7 ec (&)1,
P/ n
dans laquelle il faut supposer que les valeurs de 7 se suivent dans Iordre
naturel, c'est & dire de maniére & former une suite croissante.
I. Revenons maintenant & Péquation (12.), et considérons en pre-

mier lieu le cas ou D est négatif de sorte que D = —D,. Soient
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‘ 15. az*+2bxy+eyl, T +2zyteyy ...,
les formes différentes et proprement primitives de ce déterminant D, fore
mes dont je désignerai le nombre par 2 Cela étant, on aura I'égalité

Qu+t 1 1
160 - — = -
m?® 2 (aa‘.a +2bxy+cy’)‘ + = (a/xz +2b’-’f)’+c’y3)‘ +.u.,

ou le second membre contient autant de termes qu'il y a de formes (15.),
et ou la double sommation dans chaque terme doit s’étendre d tous les
systémes de valeurs entiéres de x et de y, comprises entre — co et o,
qui remplissent la double condition de p’avoir pas de diviseur commun et
de donner A la forme ot elles sont substituées, une valeur premiére a 2D,
‘Cela résulte 1°. de ce que chacun des entiers m, contenus dans le premier
membre, est en vertu du théoréme I. du §. 4., susceptible d’étre repré-
‘senté de la maniére indiquée et par I'ensemble des formes (15.), autant
de fois quil y a d'unités dans l’expression ¥, et 2° de ce que réci=
proquement toute valeur premiére & 2D, que l'une quelconque des for-
mes (15.), peut obtenir lorsqu'on y attribue & x et y des valeurs sans
diviseur commun, coincide d’aprés les résultats connus et que nous avons
rappelés au commencement du §. cité, avec I'un des entiers désignés par m,

Qut1
8i maintenant Fon substitue expression de 2 “—-, donnée par I'équation

précédente, dans I'équation (12,), il viendra
1 1 1
= = > (ax"+2bx7+0]’2)' +2= n?s > (@ x 26wy Folyt) + e

n=1 n?—1
L T o5 (2)1
=2F .28 g0 (3),
Il est faclle de voir que chacuu des termes du premier membre
peut étre mis sous une forme plus simple. Le premier de ces termes

est évidemment équivalent & Pexpression
1

z (azx?4-2bxy-tcy?) ?
ou les valeurs simultanées de x et de y, dans la sommation double, ne
sont plus assujéties qu’e‘n la condition unique de rendre le trinome ot elles
sont substituées, impair et premier & ), En attachant donc ce sens.au
signe X', on aura '

17. =

1 , : 1
(ax? +‘2‘bxy’+‘-'éy")4 += (o’ x? 4‘25'&?}'-}-0-‘}")‘ Forre )
n—1 n2--1

=2z L.587 T (3)a.

nt’*
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Il faut maintenant poser s=1+p, la variable positive p étant toujours
considérée somme infiniment petite, et voir ce que les différents termes
du premier membre deviendront dans cette supposition. Puisque d’aprés
les résultats que nous avons établis dans le §. 5., les valeurs simultandes
que l'on doit attribuer a x et y, dans chacune de ces sommes doubles, dans
la premiére par exemple, peuvent étre distribuées en systémes de la forme
18, x=2D,v+¢u, y=2D, w4y,
on voit que la somme en question peut étre décomposée en autant de

sommes partielles qu’il y a de ces systémes, et telles que celle-ci
1

Z (ax?4-2bxy—+4cy?)te?
ou il faut substituer pour x et y les expressions précédentes, et sommer
ensuite relativement aux entiers v et w, depuis — oo jusqua oo. Pour
obtenir cette somme partielle, nous chercherons I'entier qui exprime com-
bien de fois le trinome ax’+42bxy 4 cy* dans cette somme, obtient
une valeur qui ne surpasse pas la quantité positive quelconque ¢. Or,
cette derniére question est évidemment identique & celle de savoir com-
bien dans l'intérieur ou sur le contour de lellipse, déterminée par I'équa-
tion ax’ + 2bxy 4+ ¢cy* = ¢, il y a de points dont les coordonnées
x et y sont de la forme (18.), et si I'on observe que laire de cette

. 4 - 13 X « . -
ellipse est Viao—o1) " = vp_ 7> ou la lettre 7 a la signification or
dinaire, on conclura immédiatement du second lemme du §. 1.%) que le
nombre qu'il s'agit de déterminer, peut étre mis sous la forme

" s
IVDF ¢+’ Y(a)
exposant constant ¢ ayant une valeur quelconque comprise entre % et 1,

et la fonction Y (o) restant finie quelque grande que lon suppose la va-
riable . 1l résulte de li et du premier théoréme du §. déji cité, que

. Y n 1 5N
la somme partielle que nous considérons, a la valeur VD ' d’oul'on

conclut, en considérant que d’aprés le §. 5., le nombre des systémes (18.)
et par suite celui des sommes partielles dans lesquelles la somme

*) 1l est évident par la nature de ce lemme, que les points placés sur le contour de Ia
courbe peuvent étre considérés i volonté comme des points intérieurs ou comme des points ex-
térienrss. On peut donc aussi et A plus forte raison, rauger ces points en partie parmi les
poiuts intérieurs et en pariie parmi les points extérieurs, comme nous le ferons plus bas, lorsque
nous nous occuperons des déterminants positifs.
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> - .
(ax*+2bxy+cy?)
D est impair ou pair, que la somme précédente est suivant ces deux cas,
nd 1 nd 1
wote O VIre
Comme ce résultat ne contient rien qui soit particulier & la forme
ax’*+2bxy - cy’, et quil ne renferme que le déterminant commun
toutes les formes (15.), on voit que le premier membre de P'équation (17.),
en supposant toujours ¢ infiniment petit et en distinguant le cas de D im-

pair et celui de D) pair, est
had 14 hnd 1
W. -(—)- qu ?T:—o @_.
Au moyen de ces expressions et des résultats (13.) et (14.), précédem-
ment établis, I'équation (17.) se changera pour une valeur infiniment petite
de g, dans I'équation remarquable qui suit et ou les cas de D pair et im-
pair sont confondus dans la méme forme,

a été partagée, est 2D, A ou 4.D,A, selon que

2 L= PN |
19, h=2yD =876’ (2)1,

Cette équation est sujette & une exception qui a lieu lorsque D est —1,
et qui est une suite de I'exception que le théoréme I. du §. 4., souffre
dans le méme cas. Pour rétablir Pexactitude dans ce cas singulier, il faut
doubler le second membre, comme cela résulte de l'analyse précédente,
et comme on peut aussi le vérifier a posleriori. En effet, on a dans ce
cas h=1, D=1, § =—1, g=1, P=—1; équation modifiée comme
on vient de le dire, deviendra donc

1= %(l—%—+—;‘—‘;‘+etc')?

ce qui est exact d'aprés la série connue de Leibnitz,

II. Le déterminant ) étant toujours négatif et en outre fel que
D =1 (mod. 4), nous supposerons que les formes (15,) sont celles de I'ordre
improprement primitif. On aura dans cette supposition, §=1, e=1, et
Fégalité (16.) devra étre remplacée par celle~ci

utt 1 1
= Ty = =

 @a T2y Foyy T 2 @arFabay oy T000

ou la double sommation s’étend dans chaque terme & toutes les valeurs
simultanées de x et du y, qui n’ont pas de diviseur commun, et qui ren=
dent la moitié de la forme qui entre dans ce terme, premiére & 2D,
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La substitution de I'expression précédente dans I'équation (12.) denne

1 1 1 1 _
’ znT += (a4 2bxy foy?)* +2m-2 (a’x* - 2b'xy 4o y?) L

= 2~3 2. 5(2)L

Pl né?
équation de laquelle on passe, comme dans le cas déji examiné, & cette'autre
" 1 i ' / ’ 1 i
20- 2 (ax2+2bxy+cy‘)" + z (a’;'z," +2b1w}'+°/}’z)‘7 +,,.., o 4

_ 23 L3()E,
le signe =’ indiquant que dans la double sommation la moitié de la forme
quadratique ne doit recevoir que des valeurs premiéres & 2. En supe
posant maintenant s = | +g,[ ¢ étant toujours une variable infiniment pe-
tite et positive, on achevera la solution comme dans le cas déji traité, si
Fon se rappelle que d’aprés ce qui a été démontré dans le. §. 5., le nombre
des systémes de la forme '
x=2D,v+a, y=2DwFy,
qui rendent la moitié d’'une forme improprement primitive du déterminant
D, premiére 2 2D, est D, A ou 3D, A, suivant que 'on a D=1 ou
D=5 (mod. 8). On trouye ainsi pour le nombre % des formes impro-
prement primitives o -
h= 2D, 2(1)—1— - D=1 (mod. 8)
7 P/ n? L
21, 12 n\ 1 A
/n=———;/'D1 2(—)— . D=5 (mod, 8),
On doit ajouter que la seconde de ces equatmns est en défaut lorsqu’on
a D=—3, comme cela résulte de l’exceptlon a laquelle le théoréme I.
du §. 4., est sujet dans le méme cas, et gue pour rétab‘ﬁr l’exactltude,
le second membre doit étre’ tnple. o

III. Nous passons maintenant au eas des déterminants positifs,
c'est & dire au cas od Fon a D =D,, et nous supposerons d’abord que
les formes difiérentes (15.) appartiennent & l'ordre proprement primitif,
et remplissent chacune les condmons (7.) du §. 4. On a alors d'apreés le’
théoréme III. du §. 4.

' QH 1 ) 1 4 iy
2z m o 2 (ax? +2bxy+cy?) + = (a-’g-'l"*'l'-?b’-ﬂy-{-c{y)’_ + treey
ou la double sommation dans chacun des termes dw:second membre doit -
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 4. 47
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s'étendre .. tous les systémes de valeurs simultanées de x et y;, premidres
entre elles, qui donnent au trinome ou elles sont substituées, une valeur
premiére & 2 D). et satisfont en outre aux inégalités (8.) du §. cité, lors-
quil s'agit du premier terme, et a des inégalités de forme analogue pour
tous les autres termes.

Comme les nombres susceptibles d'étre exprimés par une forme
de déterminant positif, peuvent étre positifs -ou négatifs, il semble d’abord
que l'on doive ajouter encore la condition que les indéterminées soient
choisies de maniére & donner A la forme quadratique une valeur positive;
mais il est aisé de voir que cette condition est déja implicitement conte-
nue dans les précédentes. En effet, a, b, x ety étant positifs, la condi-

tion x> U y entrainera évidemment celle-ci

2

az’ -|-26:vy+cy’> U2 (Tz—-(b’-—ac) ) = ,,Uz-

L’expression précédente de = - ;n—‘ , étant substituée dans I'équation (12.),
il viendra

: = 1 1 A1
EF.S(Q;$2+2I7:X.‘}’+C)'2)" '+Eﬁ°‘2(a’m“+2b‘xy-|—_c’y’)‘+""
==1 =577 (2)L

- ' P/n® ‘
On voit sans peme que le produit = —’:7 = @2 biy For) peut étre

mis sous cette forme plus snmple
1
(ax’+2bwy+cy’)' ’
ou la double spmmatlon est supposée #'étendre d toutes les valeurs simul-
tanées de x et y, qui rendent le trmome premier i 2D, et en outre telles

que l'on ait x >0, ,Y>0, 7'<»p bU -

quer qum,les conditiops (8.) du §.4. conservent la méme forme lorsqu’on
.y remplace x et y par nx et ny, n étant positif, et qui si Pon éerit en-
suite x et y au lieu de nx et ny, les nouvelles indéterminées x et y ne
seront plus assujéties & la condition d’étre premiéres entre elles. En atta-
chant donc au signe =/, le sens que I'on vient de définir et en supposant,
bien - entendu, que il v'agit de la seconde forme, @, b dans la derniére
- des inégalités précédentes, doivent étre remplacées par &', b’, et .ainsi de:

x, 1l suffit pour cela de remar-
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suite, on aura I'équation

22,

1 1
& (ax’+2bxy+vr’)" = (a’x* 4+ 20/ xy + o'y?)s e
V n—1 Yl’_—f. 5 1

=ZF—.207 (F) l
Il s’agira maintenant de voir ce que les différents termes de cette
équation deylendront, lorsqu’aprés avoir posé s = 1 + ¢, la variable posi-
tive p devient moindre que toufe grandeur donnée. A cet effet, nous dé-

composerons chacun des termes du premier membre, le premier

5/ !
(ax?4-2bxy4cy?)'te?

par exemple, en autant de sommes partielles qu’il y a de systémes de la forme

x=2Dv+4a, y=2Dw-}+, qui rendent le trinome ax’+2bxy 4 cy*
premier a 20D. Soit
P ! ; x>0, y>0, y<——— oV &
(ax?42bxy-cy?)tte’ ) ? =T—b0"?
x=2Dv+a, y=2Dw++v,
Fune de ces sommes partielles, dans laquelle la sommation double relative
d v et w, doit s'étendre i toutes les valeurs entiéres depuis — oo jusqu'a .
Pour obtenir Pexpression de cette somme, nous désignerons par ¢ une
variable positive quelconque, et nous chercherons le nombre qui exprime
combien de fois le trinome ax®-+2bxy +cy* dans la double sommation
obtient une valeur non-supéricure & ¢. Or, d’aprés la construction géo-
métrique indiquée dans le §. 4., la recherche dont il s'agit, revient évi-
demment & la question de savoir combien dans lintériear on sur le con-

tour du secteur hyperbolique, terminée d'une part par les droites, expri-

mdées par les équations y =0, y = I%b—U x, et de lautre par l'arc de la

premiére branche de Phyperbole ayant pour équation ax’*4bxy+cy’=g,
il y a de points dont les coordonnées x et y sont de la forme x = 2Dv -+,
y=2Dw 4 y; & quoi il faut ajouter, pour étre tout i fait exact, quoique
cela w'influe en rien sur le résultat définitif, que lon doit faire abstraction
de ceux des poiuts en question, qui pourraient se trouver sur la partie
du contour, formée par I'axe de x. Si I'on a recours aux coordonnées
polalres y et O, lides aux coordonnées rectangulaires x et y, par les équa-
tious x=y cos@, V— Y 8in @, I'aire du secteur sera

’}/VQaQ = 30 i

avos? ‘P+20b cosp sinp 4 ¢ sin? p
47 *
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les limites de lintégrale étant zéro et Pangle aigu, dont la tangente trie
gonométrique est —f{—g—ﬁ. L’intégration étant effectuée par les méthodes
connues, on trouvera pour laire dont il s’agit, cette expression trés-simple
-2-—‘}'.7) log(T+ Uy D). 'Au moyen de ce résultat et du second lemme du

§. 1., on conclura que le nombre que nous nous-étions proposé de déter=
miner, peut étre mis sous la forme

57757 log(T+ Uy D)+ ¢* (o),
Pexposant constant 0 étant compris entre } et 1, et la fonction /() restant

finie, quelque grande que I'on suppose la variable ¢ Il suit de la et du
premier des théorémes du §. l., que la somme partielle que nous consi-

dérons, est
sv5s g (T+ UV D)+,

et comme d’aprés les résultats du §. 5., le nombre des sommes partielles
contenues dans la méme somme totale, est 4 DA ou 2D A, suivant que D
est pair ou impair, on conclura que chacun des termes du premier membre
de l'équation (22.) est selon ces deux cas, et pour une valeur infiniment
petite de g, '

A
sy log(T+U fD) =, ou FAslog(T4+U ,/D)%.

Si donc nous désignons par Iz le nombre des formes différentes du dé-
terminant -I), le premier membre sera

-27"%; log (T'+ U{D)—;— s Ou 47;'% log (T4 U y' D) -;-,
selon que ) est pair ou impair. .

Comme d’un autre coté et en vertu des résultats (13.) et (14.), le
second membre est respectivement dans ces deux cas,

§4=7E0E) L w 5z TR

on conclura, en effacant le facteur —;— s commun aux deux membres,
2VD o () A
8. b= log (T+ UV D) =0t e (P)
équation qui convient & un déterminant -positif ( non-quarre) queloonque,
pair ou impair, et dans laquelle 7' et U sont les plus petits entiers posi-
tifs, autres que 1 et 0, qui satisfont & Iéquation #—Du’=1,
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IV. Le cas ou le déterminant positif D est de la forme 4y 1,
et ou les formes de ce déterminant, dont il s’agit de déterminer le nombre
h, sont celles de Yordre improprement primitif, étant entiérement sem-
blable & celui que nous venons de traiter en détail, nous nous contente=
rons de rapporter le résultat qui répond a ce cas, et qui est conteuu dans
les équations qui suivent

2v'D n\ 1 _
* 1 2V D ny\ 1 .
b =3 erorrovD S(F) 7 D=5 (wod.8),

et dans lesquelles 7' et U désiguent les moindres entiers positifs, autres
que 2 et 0, qui satisfont & Déquation #*— Du* =4,

V. Nous nous occuperons maintenant de la recherche déji indiquée
dans le §. 3., en prouvant que les genres énumérés d’aprés les préceptes
connus et que nous avons rappelés dans le §. cité, existent tous réelle-
ment et contiennent chacun le méme nombre de formes. Soient i cet effet

25. D, @5 QY% seer | W Y cien

les expressions qui servent A faire cette énumération pour un déterminant
quelconque, soit qu’il s’agisse des formes proprement primitives, soit qu'il
s'agisse de celles qui composent P'ordre improprement primitif, lorsque ce
dernier ordre existe pour le déterminant donné. Les déterminants quar-
rés étant exclus, la premiére partie de la ligne précédente contiendra au
moins un terme, et il résulte de Pinspection des deux tableaux donnés
dans le §. 3., que les expressions O, @', O, .... qui forment cette pre-
miére partie, sont toujours telles qu'on ait

mt pior
2. QQQ... =87 ¢® (3). |

Nous désignerons généralement par x l'une quelconque des exprese
sions (25.), ou l'un quelconque des produits que Fon peut former avec
ces expressions, en les combinant 2 & 2, 3 & 3, et ainsi de suite, ou enfin
le produit de toutes, en n’excluant que le seul produit (26.), ou autre-
ment dit, nous désignerons par x Fun quelconque des termes de Pexpres-
sion développée : |
27, [A+OXAFPNLF@ e J ALY AF L) or ] —1— DD P ...
Si nous conservons & la lettre A la méme signification que nous lui avons
donnée dans le §. 3,, le nombre des expressions % sera 2!—2. Cela
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supposé, nous allons faire voir que si Pon partage le nombre total 4 des
formes qui répondent au déterminant douné, en deux groupes comprenant
respectivement H et H' formes, en rangeant dans le premier groupe, toutes
celles qui satisfont i la condition x =1, et dans le second, celles qui
remplissent la condition opposée x = —1, on aura tosjours H—H' = 0,
Pour prouver ce dont il s'agit, il suffira d’appliquer 'analyse dont nous
avons fait usage, en partant: de I'équation (12.), & I'équation plus géné-
rale (11.), aprés avoir attribué daos cette derniére i 9, 1, P, et R“ des

m—-l m2—1

valeurs qui font coiucider I'expression § 2 # ° (l'%) avec. celle-ci x.

1l est facile de voir qu'en remplissant cette condition, il ne peut arriver
quon ait a la fois, soit.0 =1, =1, P2R1=i'1, soit 00 =1, en=1,
P, R, = +1. L’impossibilité du premier systéme de valeurs simultanées
résulte de ce que x contient au moins un facteur de l'une de formes

m—1 m2—|
(—1)?, (—1) °, (PE)' (?), et pour que le second put avoir lieu, il fau-
drait que on eiit =10, n=¢, P,R, =+ P, ce qui donuerait i x la forme
m—1 m?-—1 .
0T & 8 (%).—.@@'Cp"...., que nous avons exclue plus haut, Il résulte
de la que‘cl-xacun des deux facteurs du second membre de I'équation (11.)
est de méme nature que le second facteur du second membre de I'équa-
tion (12.), et que par conséquent ces deux facteurs convergent l'un et l'autre
vers une limite finie de la forme (14.), lorsque la variable ¢ devient infini-
ment petite, Pour discuter le premier membre de I’équation (11.) dans
la méme circonstance, il faudra substituer & I'égalité (16.), lorsqu'il s’agit
d’'un déterminant négatif et de ordre proprement primitif, celle-ci

Qu+1 _ - 1. 1
Zh o = E= (ax*+-2bxy+cy?) iz(a’x2+2b’my+c’y2)‘ oo
oui l'on doit choisir le signe supérieur ou le signe inférieur dans chacun

des termes du second membre, sulvant que la forme que ce terme con-
tient, satisfait a la condition x =1, ou & celle-ci x = —1, et il faudra
faire une subqutut:eu analouue dans les trois autres cas. Cela pose, on
voit sans peme et sans qu ‘il soit nécessaire d’entrer dans aucun détail 3
cet égard, que le premier membre de léquahon (11,), en y supposant
toujours la variable’ ¢ infiniment petite, sera, abstraction falie d’un facteur

purement numenque, et qul varne sunvant les 4 cas, le prodmt de (H—H’) —
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ot d’?"?e expression telle que V‘AD; 7 V.zll)s'log(T-l- UyD) ou

7%’; log3(T+ Uy D). Or, cette derniére expression étant manifestement

différente de zéro, il faut' pour que le premier membre reste fini comme
le second, quon ait H— H' = 0, ce qu’il s’agissait de faire voir.

Au moyen de ce résultat, il nous sera facile de prouver que’les
formes sont également réparties entre les genres énuméres d'aprés les
préceptes du §.3. Soit pour abréger 2! =y, et désignons par &,, &,,
hy, «o.. k,y les nombres des formes contenues dans les différents genres,
rangés dans un ordre quelconque, les termes de la suite précédente qui
répondraient & des genres non- existants étant supposés égaux a zéro. Si
maintenant Pon remarque que les formes qui composent un méme genre,
satisfont ou tous A la condition =1, ou tous & la condition opposée

= —1, il est évident que toute équation de la forme H— H' = 0, peut
s'écrire comme il suit
28. Mhththt....+h =0,

ou nous avons donné le signe - au premier terme, et ou le signe de
tout autre terme est | ou —, selon que le genre auquel ce terme cor-
respond, satisfait a la méme condition x =+ 1, que celui auquel se rap-
porte %, ou a la condition opposée. 1l s’agira maintenant d’examiner com-
bien de fois dans l'ensemble des équations analogues a la précédente et
dont le nombre est 2*—2, comme celui des expressions X, un terme
quelconque %,, autre que le premier, a le signe -4~ ou le signe —...., ou
autrement dit, combien de fois ce terme a un signe égal ou opposé i ce=:
lui du premier terme. Soit a cet effet ‘

(p=a’ ©I=al’ (p//=a/1, veee I ‘P=B’ \LI=BI’ \!JII=B’I, s
le caractére complet du genre pour lequel %, désigne le nombre des for-
mes, a, o'y ¢y.ene; By B B «... étant des valeurs déterminées de la
forme +1, dont les premiéres satisfont a la condition aa'a’ ....= 1.
Soit de méme , ‘

Q=a, ¢'=4a', O"=4a" .... | Y=b, ¢/ =Db, Y*=Db", ....
le caractére complet du genre auquel se rapporte %,. Cela posé, il suffit
de se reporter & Pexpression (27.) dont le développement donne toutes
les expressions x, pour voir que l'excés du nombre des cas ou 4, et 4,
ont le méme sigae, sur celui 91‘1 ils sont précédes de signes opposés, sera

]
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donné par Pexpression qui suit
(14 ca)(1+a‘a)....][(1 +Bb)(1+{3’b‘)....]—-aaBb....—-l.
Or les deux caractéres complets étant différents, on ne saurait avoir & la
fois ca=1, ¢'a’=1,,...; Bb=1, 'b’=1,...,; lapremiére partie de
Pexpression précédente a done la valeur zéro, et comme I'on évidemment
ca.Bh....== 1, lexcés dent il gagit a la valeur —2. 1l suit de li que
si Pon ajoute toutes les équations de la forme (28.), dont le nombre est
2*—2, et équation évidente
QA2 4204 voio - 20, = 24,

il en résultera celle-ci 2%%, == 24, et par suite kl=-2-;’3;, ce qui prouve
que la totalité des formes se partage également entre les différents genres,
le genre auquel se rapporte le nombre 4,, ayant été arbitrairement choisi.:

On a ainsi une démonstration poavelle et trés-simple de I'un des
principaux théorémes de la théorie des formes quadratiques et qui navait
été établi jusqu’d présent que par le concours d’un grand nombre de oonsi-
dérations diverses. Voyez l'ouvrage de Mr. Gaufs, art. 252, 261 et 287, 111,

Il nous resterait maintenant a développer les théorémes que cone
tiennent les équations établies domt les 4 numéros précédents de ce §.,
et qui sont de deux espéces, les uns résultant des expressions de % telles.
que nous les avens obtenues dans ce qui précéde, les autres exigeant au
contraire .que l'on effeotue préalablement les sommations indiquées dans
ces expressions, pour que le nombre % se présente sous une forme pure~
ment arithmétique. Comme les résultats dont il s’agit, sont trés nombreux:
et _pour la plupart entiérement nouveaux, il sera convenable de les pré~-
senter avec quelque étendue. Par cette raison j'en remettrai I'exposition
0 la continuatien de ces recherches, et je terminerai cette premiére partie,
en remplissant l'engagement que jai pris dans le mémoire déja- cité sur-
la. progression arvithmétique. D’aprés le §. 11. de ce mémoire, il reste &
prouver que la somme

B(R1F (R (2 (£ L

dans laquelle les signes supérieurs n'ont pas simultanément lieu, a une va-
leur différente de zéro,

Partageons les nombres premiers positifs p, p y s 1o auxquels se’.
rapportent les valeurs ambigués de la forme +1, & partic de la troisiéme, :
en deux groupes, en comprenant dans le premier groupe tous. ceux de-
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ces nombres premiers, auxquels le signe inférieur correspond. En con-
tinuant a représenter par p, p’, p’/, .... les nombres du premier groupe, soit
*pp'p".... =P, le double signe restant i fixer; soient encore =, r/, r*; ,,.,
ceux du second groupe et posons r7'r".... = R. Cela posé, il résulte
de la sigpification des lettres «, 2, v, ¥, .,.., expliquée dans le §. 7. du

mémoire cité, que la somme précédente peut étre mise sous la forme

= SR L=
2 "8
2EnT ED” ().
8i maintenant I'on suppose le signe arbitraire dans P'équation P= + pp'p"....
tellement choisi que le nombre P soit de la forme 441 ou de la forme

4p.+ 3, suivant que le signe donné dans Pexpression (+ ’l)_é'—1 est le signe
supérieur ou inférieur, il est évident que la somme précédente coincidera
avec celle que contient I'expression obtenue plus haut pour le nombre %
des formes qui répondent au déterminant D), en supposant ce détermi-
nant égal & PR ou & 2 PR’ suivant que le signe donné dans l'expres-

n2—-1

sion (+1) ° est le signe supérieur ou le signe inférieur. On conclut de
1d que la somme que nous avions & considérer, est en effet toujours diffé=
rente de zéro, puisque, #'il en était autrement, le nombre % se reduirait
lui-méme & zéro, ce qui est impossible, comme on le voit par la forme
x*— Dy’ qui a lieu quel que soit le déterminant D).

Berlin ce 4. juillet 1839.

Fautes & corriger dans ce mémoire,

Page 332, ligne 20 au lien de (_’q’,) = Noex (7‘71_) =

lisez y é T_ab

. o , . : alU
Page 346, ligue 3 d'en bas, an lien de yé 7 Y i

—bs U’

Crelle's Jouraal d. M. Bd XIX. Hift. 4. : 48
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