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Uber die Diophantische Gleichung axt +ba?y? - eyt = 22
Von

Hans Reichardt in Leipzig *).

Einleitung.

Im Laufe der Zeit ist eine ganze Reihe von speziellen Diophantischen
Gleichungen der Form .
1) azt 4 br2y? + cyt = ez
vollsténdig gelost worden. Bisher ist es jedoch weder gelungen, ein Verfahren
anzugeben, das bel einer beliebig vorgegebenen Gleichung dieser Art die
Entscheidung iiber Losbarkeit oder Unlosbarkeit in endlich vielen Schritten
ermdglicht, noch ein Verfahren anzugeben, das im Falle der Losbarkeit die
genaue Kenntnis der Struktur der Gesamtheit der Losungen vermittelt, das
also insbesondere dariiber Auskunft gibt, ob die Gleichung endlich oder
unendlich viele Losungen besitzt. Einen gewissen Einblick erhilt man da-
durch, daf3 die Losungen hinsichtlich einer Verkniipfung, die wir als Addition
bezeichnen, eine Gruppe bilden. Zu dieser Addition kommt man, indem
man entweder fiir die zur Gleichung

abt +b82 4 ¢ = en?

gehorigen elliptischen Funktionen das Additionstheorem aufstellt oder indem
man rein algebraisch der Multiplikation der Divisorenklassen des durch diese
Gleichung definierten algebraischen Funktionenkdrpers eine Additions-
vorschrift fiir die Lésungen entnimmt?!). Von diesem Modul der Losungen
hat nun Mordell 2) gezeigt, daB er eine endliche Basis besitzt, und A. Weil 3)
hat folgende Verallgemeinerung bewiesen: Die Gruppe der Divisorenklassen
eines beliebigen algebraischen Funktionenkérpers iiber einem algebraischen
Zahlkorper besitzt eine endliche Basis. Es handelt sich hierbei jedoch um
reine Existenzsiitze; den Beweisen kann man nicht entnehmen, wie eine solche
Basis in endlich vielen ‘Schritten konstruiert werden kann.

*) Eingereicht zur Erlangung des Grades eines Dr. phil. habil. an der Philo-
sophischen Fakultat der Universitit Leipzig.

1) Fiir alle hier gebrauchten Begriffe und, Sitze iiber Funktionenkdrper s. H. Hasse,
Zur Theorie der abstrakten elliptischen Funktionenkérper I, I, ITI, Journ. f. d. r. u.
angew. Math. 175 (1936), S. 55— 62, 69— 88, 193— 208, vor allem I und II, sowie die
dort angegebene Literatur.

%) On the rational solutions of the indeterminate equations of the third and
fourth degrees, Proc. Cambr. Phit. Soc. 21 (1922).

%) L’arithmétique sur les courbes algébriques, Acta math. 52 (1929).
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Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den Zusammenhang zwischen
den folgenden drei noch ungeldsten Problemen aufzudecken:

1. Uber die Lisbarkeit zu entscheiden und im Falle der Losbarkeit eine
Lésung anzugeben.

2. Eine Basis des Moduls der Lisungen einer losbaren Gleichung an-
zugeben.

3. Alle Gleichungen der gegebenen Form zu bestimmen, die sich birational
n die Gleichung

@t + bazy? + oyt = 22
transformieren lassen. )

Wir werden sehen, dafl diese drei Probleme in folgendem Sinne véllig
gleichwertig sind:

1. Zur Aufstellung des Moduls und zur Entscheidung iiber die birationale
Aquivalenz geniigt es, von gewissen endlich vielen Gleichungen die Losbarkeit
zu entscheiden und fiir die lésbaren je eine Lésung anzugeben.

2. Um die Losbarkeit von (1) zu entscheiden und eine Losung anzugeben,
geniigt es, eine Basis aller Losungen der lgsbaren Gleichung

24+ bex?y? + ace2yt = 22
aufzustellen. Mit Hilfe dieser Basis kann man weiter alle mit dieser Gleichung
birational dquivalenten Gleichungen der gegebenen Form angeben.

3. Zur Entscheidung der Losbarkeit und zur Angabe aller Ldosungen

mittels einer Basis geniigt es, alle zu einer gewissen Gleichung
ot + baty? + cyt = 22
birational dquivalenten anzugeben.

Da die spateren Ausfithrungen stellenweise von lingeren Rechnungen
durchsetzt sind, gebe ich vorweg eine kurze Darstellung der einzelnen Er-
gebnisse.

In Abschnitt I finden sich vorbereitende Bemerkungen dariiber, dal
Gleichungen und Losungen, die durch gewisse triviale Transformationen
ineinander iibergefithrt werden konnen, nicht als wesentlich verschieden
anzusehen sind (z. B. konnen wir im folgenden stets ¢ = 1 nehmen), sowie
iiber den Zusammenhang der Losungen der Gleichung mit den Primdivisoren
ersten Grades des zugehorigen Funktionenkorpers. Mit Hilfe einer ,,p-adischen
descente infinie” wird ferner gezeigt, daB unter den Gleichungen

(2) r(ar2at + bra2y? + cyt) = 22,

die spiter eine Rolle spielen werden, nur endlick viele wesentlich verschiedene
losbare vorkommen. :
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Abschnitt IT gibt ein Verfahren an, nach dem jede Losung der gegebenen
Gleichung (1) zuriickgefiihrt wird auf eine Losung einer der Gleichungen

3) s(¥t— 2bs2’2y2 + 2dy'Y) =2'2  (d = b2 — 4ac),

vorausgesetzt, da8 eine Losung von (1) bekannt ist, und jede Lésung einer
jeden dsbaren dieser Gleichungen liefert auch wirklich eine Losung von (1).
Wendet man das gleiche Verfahren auf alle diese Gleichungen (3) an, so
kommt man auf die l6sbaren unter den Gleichungen

(4) s (aslz ml'4 + bsl Us ’I2 + cyll4) — zllz,

unter denen die Gleichung (1) als Spezialfall enthalten ist. Wendet man das
gleiche Verfahren wieder auf diese Gleichungen (4) an, so kommt man nur
auf die Gleichungen (3) und auf keine weiteren Gleichungen. Man kann nun
zeigen, daB sich fast immer, d. h. bis auf endlich viele Ausnahmen, die sich
wirklich angeben lassen, bei jedem Schritte dieses Verfahrens das Maximum
der absoluten Betriige von # und y erniedrigt. Damit hat man eine Methode,
alle Losungen der Gleichungen (3) und (4) aus endlich vielen unter ithnen schritt-
weise herzuleiten und insbesondere zu entscheiden, ob die Zahl der Lésungen
endlich oder unendlich ist. Voraussetzung fiir die Durchfibrbarkeit dieses
Verfahrens ist, daf man von den Gleichungen (3) und (4), von denen nach 1 nur
endlich wviele losbar sind, entschieden hat, welche wirklich losbar sind, und je
eine Losung angegeben hat. Die zu dieser ,.descente infinie nach dem absoluten
Betrag® notigen Abschitzungen fithren wir jedoch hier nicht durch, weil
sie durch eine spitere Abschitzung iiberfliissig gemacht werden.

In Abschnitt ITT werden wir zeigen, daB der Ubergang von der Ausgangs-
gleichung (1) 2u esner der Gleichungen (3) aufgefapt werden kann als Einbettung
des zu (1) gehorigen Funkiionenkorpers in eine quadratische Erweiterung, die
gerade der zu dieser Gleichung (3) gehérige Funktionenkorper ist. Bei dieser
Gelegenheit ergibt sich verhiltnismaBig einfach eine birationale Transformation
von (1) in die zugehirige Weierstrafsche Normalform, aus der man dann ab-
lesen kann, welche Gleichungen der gegebenen Form birational dquivalent mat

xt + ba2y? + cyt = 22

sind (Satz 1), wieder vorausgesetzt, dap man die Losbarkeit gewisser Gleichungen,
deren Anzahl auf Grund von 1 endlich ist, entscheiden und je eine Losung angeben
kann. Speziell zeigt sich dabei, daB die losbaren unter den Gleichungen (3)
untereinander birational dquivalent sind. Umgekehrt sind natiirlich birational
dquivalente Gleichungen gleichzeitig losbar oder unlosbar so daB in der
Tat die Probleme 1. und 2/\gleichwertig sind. v, =53

Ebenso wie der zu (1) gehorige Funktionenkérper in einen quadratischen
Erweiterungskorper, der zu einer losbaren Gleichung (3) gehért, eingebettet
worden ist, kann man diesen Erweiterungskorper seinerseits wieder in einen

Mathematische Annalen. 117. 16
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quadratischen Erweiterungskorper einbetten, der zu einer l6sbaren Gleichung
(4) gehort. Nach Satz 1 sind nun diese Gleichungen (4) mit (1) birational
aquivalent, daher folgt: Der Ubergang von der losharen Gleichung (1) iiber
die Qleichungen (3) zu den Gleichungen (&) bedeutet eine Einbettung des zu (1)
gehorigen Funktionenkorpers in einen Erweiterungskorper vom Grad 4, der
isomorph zum eingebetteten Korper tst. Wir haben also einen Meromorphismus
der Norm 4 vor uns.

Eine weitere Folgerung aus der birationalen Aquivalenz der losbaren
Gleichungen (3) ist die, daB die Gruppen ihrer Losungen isomorph sind;
denn jede von ihnen ist isomorph mit der Gruppe der Divisorenklassen des

0_Grades_Q des zugehdrigen Funktionenkdrpers, und wegen der birationalen
Aquivalenz ihrer erzeugenden Gleichungen sind diese Funktionenkérper alle
miteinander isomorph, also gilt das gleiche fiir ihre — birational invariant
definierte — Divisorenklassengruppe. Es geniigt daher, die Gruppe der
Losungen fiir eine spezielle dieser Gleichungen aufzustellen, und zwar nehmen
wir dazu die Gleichung

2t 4+ ba2y? + cyt = 22,

weil bei dieser die Additionsformeln noch verhiltnismaBig einfach ausfallen.
Das geschieht in Abschnitt IV, in dem auch noch eine geometrische Deutung
dieser Addition gegeben wird.

In II wurde gemaB (3) jeder Losung p der Ausgangsgleichung (1) eine
Zahl s zugeordnet. Diese Zuordnung liefert, wie in Abschnitt V gezeigt wird,
folgende homomorphe Abbildung der Gruppe der Losungen p auf eine endliche
Gruppe von Quadratklassen: Sind pq, ps, ps drei Losungen und gehoéren dazu
die Zahlen s, s5, s3, so gilt, wenn p; + py = pg ist, 182G 83, d-h. 5182
und s; unterscheiden sich um einen von Null verschiedenen Faktor, der eine
Quadratzahl ist (Satz 2). Daraus kénnen wir eine wichtige Folgerung ziehen:
Die endlich wvielen losbaren Gleichungen (2) mit a = 1 bilden in folgendem
Sinne eine Gruppe: Ist (2) fiir r 51y und fir r 557y losbar, so auch fiir
75 172 (Satz 3).

Neben der Zahl s ist jeder Losung p gema8 (4) noch eine Zahl s” zuge-
ordnet, die hinsichtlich der Addition der Losungen ein &hnliches Verhalten
wie s aufweist (Satz 4). Andererseits kann man zeigen, daf durch Angabe
der Quadratklassen der beiden Zahlen s und s’ die Restklasse von p nach
derjenigen Untergruppe aller Losungen festgelegt ist, die aus den Elementen
2q = q + g besteht, indem man die Sitze 3 und 4 sowie den Satz 5 an-
wendet, der aussagt, daBl p dann und nur dann dieser Untergruppe angehort,
wenn ¢ und s’ oder ¢s’ Quadratzahlen sind. Daraus ergibt sich jetzt, da8
die Faktorgruppe aller p nach der Untergruppe der 2 p eine endliche Ordnung
hat und daB diese Ordnung bestimmt werden kann, wenn man wei, wie viele
der Gleichungen (3) und (4) losbar sind (Satz 6).
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Um den bier gegebenen Rahmen nicht zu verlassen, ziehen wir nicht
die Satze von Mordell und Weil heran, sondern beweisen mit Hilfe einer
descente nach dem absoluten Betrag, dal die Gruppe der Losungen eine end-
liche Basis besitzt (Satz 7). Bei diesem Beweis wird nur fiir die Konstruktion
der Basis Gebrauch von der Voraussetzung gemacht, dal man je eine Losung
der 16sbaren unter den Gleichungen (3) und (4) kennt, wihrend man zum
reinen Existenzbeweis fiir die Basis bereits mit der in I bewiesenen Tatsache
auskommt, daB} von diesen Gleichungen nur endlich viele losbar sind. Da
man 1hre Anzahl leicht abschédtzen kann (s. den Beweis in I). bekommt man
auch sofort eine Abschatzung fiir die Linge dieser Basis. — Umgekehrt entnimmt
man aber auch leicht dem Beweis des Satzes 7 und den vorangehenden Be-
weisen, daBl man, wenn man eine Basis der Losungen von

Cp) © T ot baRy? — oyt =22
bereits kennt, entscheiden kann. welche unter den Gleichungen
r(r2xt + braZy? + cyt) = 22 2

l6sbar sind. Da man nun durch eine einfache Transformation jede Gleichung
(1) auf diese Form bringen kann, ergibt sich, daB8 die Entscheidung iiber die
Losbarkeit einer gewissen endlichen Anzahl vorgelegter Gleichungen véllig
gleichbedeutend ist mit der Angabe einer Basis aller Losungen von (5), womit
nunmehr alle drei zu Anfang genannten Probleme als gleichwertig erkannt sind.

Kombination der Sitze 6 und 7 lefert die Anzahl o der unabhingigen
Erzeugenden unendlicher Ordnung der Gruppe der Losungen: Nach Satz 3
sind die Anzahlen der l6sbaren Gleichungen (3) und (4) Potenzen von 2; sie
seien 2% und 2*2. Dann ist 0 = ¢; + 0, — 2 (Satz 8).

Zum Schlufl von Abschnitt V wird noch gezeigt, wie man aus einer be-
liebigen Basis der Gruppe der Losungen eine unabhéngige Basis gewinnen kann.

Bisher war stillschweigend vorausgesetzt, daBl die Koeffizienten der
Gleichungen sowie die Losungen aus rationalen Zahlen bestehen. Fast alle
hier durchgefiihrten Betrachtungen iibertragen sich aber wértlich, wenn man
an Stelle des Korpers der rationalen Zahlen einen beliebigen algebraischen
Zahlkorper endlichen Grades zuldfit; lediglich im Beweis von Satz 7 und in
der darauffolgenden Abschitzung hat man alle Archimedischen Be-
wertungen des Konstantenkorpers gleichzeitig heranzuziehen. Zu dieser
Verallgemeinerung braucht man an Sitzen iiber algebraische Zahlkérper nur
den Satz von der Endlichkeit der Gruppe der Idealklassen und den Satz,
dafl die Gruppe der Einheiten eine endliche Basis besitzt, sowie die Tat-
sache, daB es in einem algebraischen Zahlkérper nur endlich viele ganze
Zahlen gibt, die zugleich mit ihren konjugierten unterhalb einer beliebig
gegebenen Grenze liegen.

16+
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Wenn man sich nun einmal von der Beschrinkung auf den rationalen
Zahlkorper frei gemacht hat, so kann man jeden elliptischen Funktionen-
korper, dessen Konstantenkorper ein algebraischer Zahlkdrper ist, nach einer
geeigneten endlichen Erweiterung des Konstantenkorpers durch eine Gleichung
der hier betrachteten Form erzeugen, was in Abschnitt VI geschieht. Zum
SchluB dieses Abschnittes wird ein Verfahren angegeben, wie man aus einer
Basis der Gruppe der Primdivisoren ersten Grades aus dem erweiterten
Kérper die entsprechende Basis fiir den urspriinglichen Kérper gewinnen
kann. Damit haben wir erkannt, da man die Hauptprobleme iiber elliptische
Funktionenkorper diber eimem algebraischen Zahlkérper erledigen kanm, wenn
nur evnes der zu Anfany genanmnten drei Probleme fiir Gleichungen der Form (1)
tiber einem beliebigen algebraischen Zahlkorper gelost ist.

L

Damit die vorgelegte Gleichung
1) azt 4 b2y + cyt = ez?

nicht degeneriert, miissen wir voraussetzen, daBl weder die Koeffizienten
a, ¢, ¢ noch die Diskriminante

d =050 —4ac

Null sind. Weiter wollen wir annehmen, daB die Koeffizienten ganze rationale
Zahlen sind und wollen nur die rationalen Lésungen bestimmen; wenn man
nimlich einen umfangreicheren algebraischen Zahlkérper zuliBt, so verlaufen
die Betrachtungen im wesentlichen auch nicht anders, werden aber durch
das Auftreten von Idealklassen und Einheiten nur belastet.

Mit , y, z ist auch ¢, ty, 122 eine (nicht notwendig ganzzahlige) Losung
und soll als nicht wesentlich verschieden von der Lésung =, y, z aufgefaBt
werden, wobei wir fiir ¢ beliebige rationale Zahlen == 0 zulassen. Aus einer
solchen Menge von gleichen Lésungen kann man durch geeignete Normierungs-
vorschriften eindeutig einen Reprisentanten herausheben, z. B. durch die
Forderung, da z, y, z ganz sind, da (z, y) méglichst klein und schlieBlich
>0 oder z =0 und y > 0 ist. (Die triviale Losung = = y = 0 wird
natiirlich weggelassen.) :

Von dem willkiirlichen Faktor kann man sich auch ohne Normierungs-
vorschriften frei machen, indem man die ganze Gleichung durch y* dividiert,

falls y 5= 0 ist:
a(§)4+ b(%)z-}— c=c¢e (y%)z
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Man erhilt so eine rationale Losung der Gleichung o
C
abt+bE2 4 ¢ = en.
Ist umgekehrt &, # eine rationale Losung dieser Gleichung, so lassen sich aus

Lésungen von (1) liefern. \— Nun entspricht jeder Lésung von (2) in bekannter
Weise eindeutig ein Primdivisor ersten Grades des durch (2) definierten
Funktionenkérpers, wobel also & und # jetzt Unbestimmte bedeuten, die
durch (2) miteinander verbunden sind. Daher erhalten wir aus gleichen
Losungen von (1) mit ¥ &= 0 genau einen Primdivisor ersten Grades, wihrend
verschiedene Losungen auf verschiedene Primdivisoren fithren. Man erhilt
so auch alle Primdivisoren ersten Grades bis auf die, die im Nenner von &

aufgehen. Diese entsprechen aber dex@sungen von (1) mit@olche

=
Losungen kann es namlich nur geben, wenn — eine Quadratzahl ist, und diese

£ = -'5, 7 :;% Zahlen z, t;: bestimmen, die dann in unserem Sinne gleiche

Lésungen sind dann< O;EJ: ?’V% , und zu diesen beiden Losungen gehoren die

beiden Primdivisoren ersten Grades, die in diesem Falle im Nenner von &
aufgehen. Ist dagegen % keine Quadratzahl, so besitzt (1) keine Losung

mit ¥ = 0, wihrend der Nennerdivisor von & offenbar Primdivisor im Kérper
P (&, n) bleibt. [Dam.it haben wir also gesehen, dafl die Primdivisoren p ersten
Grades von P (£, %) eineindeutig den verschiedenen Losungen von (1) ent-
sprechen. Daher werden wir gelegentlich kurz von dem Primdivisor z, y, 2
oder der Igsung p sprechen, wenn p der zur Losung z, y, z gehorige Prim-
divisor mt{i

Multipliziert man alle Koeffizienten von (1) mit demselben Faktor, so
entsteht keine wesentlich neue Gleichung. Setzt man 3

’

e=ap, y=y4q z2=74r

mit festen rationalen, von Null verschiedenen Zahlen P, q, 7, so geht die ge-
gebene Gleichung iiber in
a/zl4 + blzlzylz —I"" clyl4 e elzlz
mit )
a =apt, b =bp2q2, ¢ =c¢t, € = er
und aunch diese Gleichung soll nicht als wesentlich verschieden von der ur-
spriinglichen aufgefat werden. In diesem Sinne sind z. B. die Gleichungen

r (@122t + bra2y? + cyt) = ez?,
o2t +bra2p+cift) = e

x =0
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nicht verschieden, wenn nur r und 7 derselben Quadratklasse angehéren,
d.h. wenn 7 = rk2 mit rationalem % == 0; denn dann lautet die zweite

Gleichung
rk2(ar2kt 3t +brk2 a2 g2 +cyt) = €22,

und diese geht iiber in die erste, wenn wir

a x A a

T=1,Yy=19 =k
setzen. — Ahnlich kann man erreichen, daB e = 1 wird, wihrend @, b, ¢
ganz bleiben : Es ist ja

aex* 4 bex?y? 4 ceyt = (ez)2.

Wir wollen daher, um einen Buchstaben zu sparen, immer ¢ = 1 annehmen.
Dann ist fiir die normierten Losungen (#, y) = 1; denn setzen wir (z, y) = ¢,
so folgt aus

axt + b2y + cyt = 22

| 22, und daher ist -';, ?”, t%

daraus folgt nach der Normierungsvorschrift ¢ = 1.

eine ganzzahlige Losung mit (i:-, %) =1, und

Gleichungen, die nicht wesentlich voneinander verschieden sind, sind
entweder alle 16sbar oder alle unlésbar, daher kommt es z. B., wie wir oben
gesehen haben, bei der Frage, fiir welche r die Gleichung
3) r (@r2at + bra2y? + cyt) = 22
l6sbar ist, nur auf den quadratischen Kern von 7 an, d. h. auf die Quadrat-
klasse von 7. Wir wollen nun zeigen, daB (3) nur fiir endlich viele Werte des
Kernes von r losbar ist. Diese Behauptung ergibt sich daraus, daB wir be-
weisen: Enthélt der quadratische Kern von r eine Primzahl p, die nicht
in ac aufgeht, so ist (3) unlésbar; denn wenn das gezeigt ist, ergibt sich, daB
im Falle der Lésbarkeit im Kern von 7 nur die endlich vielen Primteiler
von ac aufgehen konnen. Schreiben wir die Gleichung (3) so:

ar3xt + br2a2y? 4 cryt = 22,
so lesen wir ohne weiteres daraus ab: Zunichst ist p | 22, also p | z. Jetzt folgt
P | ry*, also p | y wegen p21 7, wie wir von vornherein annehmen diirfen, da es

ja nur auf den Kern von 7 ankommt. Nun folgt p3 | 22, also p2 | 2, und schlie-
Lich folgt p| = wegen p* | ar3a* und pt+ar3. Wire daher z, y,2 eine ganzzahlige

Losung von (3), so wire —:—, %, ;— auch eine. Nochmalige Anwendung dieser
SchluBweise ergibe, daB auch —, 1%’ 5; eine ganzzahlige Losung von (3)

wire usw. Da aber z und y nicht beide Null sind, geht in ihrem gro8ten
_ gemeinsamen Teiler nur eine beschrinkte Potenz von p auf.
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IL.
Wir wollen nun annehmen, dafl wir eine Losung %, yo, %9 von
58] axt + ba2y? + cyt = 22

bereits kennen. Ist weiter z, y, z eine beliebige Losung von (1) und setzen
wir X =22, Y = 42, Z =2, so ist X, Y,Z eine Losung von

@) aX? +bXY 4+ c¥? = Z2.

X, = 22, Yo = yé, Zy = %, ist eine feste ganzzahlige Losung von (2), und
daraus entspringt in bekannter Weise eine rationale Parameterdarstellung
von X, Y, Z. Man erhilt sie etwa, indem man X, Y, Z als homogene Koor-
dinaten auffaBt und die Richtung der Verbindungsgeraden mit X,, Y, Zo,
die den Kegelschnitt (2) ja nur in diesen beiden Punkten schneidet, als Para-

meter nimmt. Man erhilt so .
sX = @ (u,v),

3) sY = Qs (u,v),
SZ = Q3 (u) U),

wobei @1, @5, Qs ganzzahlige quadratische Formen in «, v sind und fiir u, v
ganze teilerfremde Zahlen einzusetzen sind.{-Die Zahl s nimmt nur endlich
viele ganzzahlige Werte an}

Wir miissen die Fille mit Z¢02 == 0 und %442, = 0 getrennt be-
handeln. Zunichst nehmen wir x,%,%, == 0. Die Parameterdarstellung (3)
Ihat dann folgende Gestalt: { w-a v )

L.

- sX = Xou? + 2 (X, + 2¢Y,) uv + dX02,
SY = Y0u2 —2 (2aX0 + bYo)’M?J’*‘ dYo’vz,
$Z = Zyu? — d Zye2.

Setzen wir nun hierin X = 22, ¥ = 42, Z =2z und X, = 2¢, Y, = %5,
Zy = zy ein, so erhalten wir
Isaﬂ = wgu 4 2 (bag + 2 cy@) uv + dage?, °

sy2 = yguZ — 2 (2axd + byd) uv + dyge?, -
sz = zyu? — dzy02. ’

()

Eine Einschrinkung von s auf endlich viele Werte erhalten wir folgender-

maflen: Nach (4) ist ‘

(5) !s (22 (2ax} + byd) + y2 (02§ + 2cy@) + 2229) = 42342,
s (a;2 (2axg + by2) + y2 (bxg + 2¢yd) — 227) = 4 dz§o2.

v
7

Wegen (u, v) = 1 ergibt sich daraus s | 4 dz2, Also hat man das Gleichungs-
system (4) nur fiir diese endlich vielen Werte zu betrachten. Man kénnte
nun etwa fiir die Losungen der ersten Gleichung von (4), die ja eine qua-

-
i
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dratische Diophantische Gleichung fiir z,w,v darstellt, eine Parameter-
darstellung angeben und diese in die zweite Gleichung einsetzen. Empfehlens-
werter ist es jedoch, eine der beiden ersten Gleichungen von (4) zu ersetzen
durch die Gleichung

s (Y3 — yo3) = 2 Qaaf + 2badys + 2oy uv,”

die wir auch so schreiben kénnen:

Y

s (2Yo + y@o) (2Yo — y%o) = 425 uv. v
Fiir deren Losungen hat man die bekannte Parameterdarstellung

s = afy 422 = ade

(6) . Sl aye + yae= 0%l w = Pxu . e
XYy — YZo= EUV v =iy

Die Parameter sind hier x, 4, 4, », wihrend «, 8,9, 6, ¢ nur endlich viele,
von Null verschiedene Werte annehmen. Setzt man nun den hieraus sich
ergebenden Ausdruck fiir z sowie die Ausdriicke fiir %, » in die erste Gleichung
von (4) ein, so erhilt man
Ox A+ euw
s (— 2y,
oder auch -
(1) (50222 — 4 3y f2p2) + 2w - Ap (sde — 4 bagy@By — 8cydhy)
+ 12 (se2u2 — 4 dxg y3y2a2) = 0.
Diese Gleichung kénnen wir als quadratische Gleichung fiir »: v auffassen.

Weil sie eine rationale Lésung hat, muf ihre Diskriminante eine Quadrat-
zahl sein:

(8) (s0e — 4 bxgyghy — BcykBy)2Azuz — (s6242 — 4 xR Y3 P2 ul) (se2u?
— tdzgyppR) = o

Eine einfache Umformung dieser Gleichung unter Beriicksichtigung der ersten
Zeile von (6) fithrt auf

452y (Ay2 0244 — 20Pyoel2p? + B2e2ut) = 2.

Setzen wir hierin

2 o
) = zZB2:2p2 + 2 (ba} +2cy2) By xipv + dx2y2i20?,

»' 37
Jr7 2 N 2
<vapt . 2z _210yoz'

. ¥ — -
(9) 2_33 :u—‘z_zo-ﬁ: 0= aﬁé

ein, so erhalten wir, wieder unter Anwendung von (6),
s (@274 — 2bsa'2y’2 + y'4) = 2.

Zu dem gleichen Ergebnis kommen wir im Falle zyy02, = 0. Hier betrachten
wir die Moglichkeiten 75y = 0 und 2, = 0 getrennt. Zuniichst sei zoy, = 0,
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etwa yo = 0, also az; = z;. An Stelle der Gleichungen (4) treten hier die
Gleichungen

Isz2 = zdu? — 2bxuv + dxde?
(10) ]sy2 = daziuv

sz = Zyu? — dzge2.
Genau wie oben schliet man hier, da s | 4 dz2. Fiir die Losungen der zweiten
Gleichung von (10) gibt es nun folgende ganze rationale Parameterdarstellung:

[s:aﬁy 4ard = adel?)
(11) y = 0elxl u = Box2

l v = pei2 i

wobei %, A die Parameter sind, wihrend «, f, 9, 6, ¢, { nur endlich viele, von
Null verschiedene Werte annehmen. Dies in die erste Gleichung von (10)
eingesetzt, gibt

afya? = x2f20%4 ¥ 2bagfyder A2 + dagy2 2L,
Mit

_ z’ ) . y’ . x
(12) w-szoocﬁsé’ﬁ’ "~2z0ﬁ’ l—-xos;‘

g

finden wir dann
s(ds2a't — 2bs2'2y'2 + y'4) = 2’2,
Genau so gehen wir natiirlich vor, wenn 2z, = 0 ist. Es bleibt also nur noch
der Fall zy = O iibrig. Hier tritt an Stelle von (4)
. 522 = x3u? + d (axg + by}) 2,
(13) sy? = yRu — adyde?,
sz = dyguv.
Hieraus ergibt sich
{s (22y — y*a) = d (2axg + by}) y3v*,
s (2ayga® + (axf + byj) ?/2) = (2025 + byg) ygu*.
Aus diesen beiden Gleichungen folgt zuniichst s|d (2ax? + byd) y3, und
dabei ist dieser Ausdruck nicht Null, denn sonst wire, wie man ohne weiteres
sieht, 7o = yo = 0. Fiir die Losungen der ersten Gleichung von (14) hat
man folgende Parameterdarstellung
d (2axd + byd) y2 = «fy s = adel?
(15) v = delxd Yo + Y% = fOx?
TYo — Yo = yei

mit den Parametern x, A. Dies setzen wir in die erste Gleichung von (13) ein:

(14)

ad 84‘2(@—6—”—2‘%@)2 = ziut+d(ax +byZ) 2 2L2x2 72
0
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Auch von hier aus kommen wir auf die Gleichung

s(ds2a’t — 2bsa'2y’2 + y'4) = 2’2,
wenn wir niamlich
N RIS [ WO, 8
L “= Semyenl *Taps g
setzen. (‘/t—i ist ja rational, weill 22 4 b + ¢ = 0 wegen z, = 0 eine rationale
Losung hat.)
s Wir haben also nun in jedem Falle gesehen, daB, wenn eine Losung von
(1) bekannt ist, jede threr Losungen auf eine Lisung einer der Gleichungen
/(17) s(ds2z't — 2bsa'2y'2 4 y'4) = 2’2
fikrt. Wie ein Blick auf das eben angegebene Verfahren lehrt, liefert aber
auch jede Losung von (17) riickwdrts eine Losung von (1).
Wir wenden nun das gleiche Verfahren auf die Gleichung (17) an. Der
Koeffizient von 2’2 y'2 ist — 2 bs2, die Diskriminante ist 16 acs*; jede Losung
von (17) fithrt also auf eine Losung von

s (16acsts’2x" - 4bs2s" 2”2 y""2  4''4) = 2"'2,
und diese Gleichung ist nicht wesentlich verschieden von
\A18) Sf (achz zII4 + bsl w’lz yll2 + y”4) . z',2.

Unter diesen Gleichungen kommt die Ausgangsgleichung (1) vor; wir brauchen
nur s’ = ¢ zu setzen und erhalten so

ac4 z114 + bcz :13"2 ?/112 + cyll4 — lez’

und diese Gleichung ist in der Tat nicht wesentlich von (1) verschieden.
Nun wenden wir dieses Verfahren wieder auf (18) an. Wir kommen dann
auf die Gleichungen

SII (dsl4 S”2 xlll4 = 2 bslz S" Z/,,Z ylllz + y!ll4) p— ZIIIZ,

die aber nicht wesentlich von den Gleichungen (17) verschieden sind. Der
Kreis schlieBt sich also, und man konnte zunichst glauben, daB man sich
wirklich nur im Kreise gedreht habe. Das ist aber nicht der Fall: Man kann
nimlich zeigen, daB fast immer, d. h. bis auf endlich viele auszunehmende
Losungen, das Maximum der absoluten Betrige von # und y bei diesem Ver-
fahren kleiner wird. Diese Ausnahmeldsungen kann man wirklich angeben,
wenn man nur je eine Losung der losbaren unter den Gleichungen (17) und
(18) hat, von denen wir ja schon wissen, da8 nur endlich viele verschiedene
von ihnen losbar sind. Geht man also von eimer beliebigen Losung einer
der Gleichungen (17) oder (18) aus und wendet auf sie das Verfahren geniigend
oft: an, so kommt man auf eine der Ausnahmeldsungen, Damit ist dann die
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Bestimmung aller Losungen der Ausgangsgleichung darauf zurdickgefiibut 2u
uniersuchen, welche der nach 1 endlich vielen, méglicherweise losbaren Gleichungen
(17) und (18) wirklich losbar sind, und eine Losung einer jeden solchen Gleichung
anzugeben ; denn wenn diese Losungen bekannt sind, kann man die Ausnahme-
losungen aufstellen und auf diese unser Verfahren riickwirts anwenden.
Erhalt man dabei keine neuen Losungen von (17) und (18), so sind die Aus-
nahmel6sungen bereits alle Losungen. Treten jedoch neue Losungen auf, so
wende man auf diese wieder das Verfahren riickwirts an, und so fahre man
immer weiter fort. Ich méchte jedoch darauf verzichten zu zeigen, wie man
die Ausnahmeldsungen bestimmen kann, weil spiter ein anderes Verfahren
angegeben wird, das alle Losungen der Ausgangsgleichung liefert, wenn man
iiber die Losbarkeit entscheiden kann, und das einen besseren Uberblick iiber
die Gesamtheit aller Losungen gewahrt.

r.

Verfolgen wir noch einmal den Weg, der von einer Lésung der
Gleichung IT (17) riickwirts zu einer Losung der Ausgangsgleichung fiihrt,
so erkennen wir, daB es dabei gar nicht darauf ankommt, da 2’, y', 2’ ganze
Zahlen sind, sondern daB wir 2/, ¥/, 2’ auch als Unbestimmte nehmen kéonnen,
die durch die Gleichung II (17) miteinander verbunden sind. Dabei ist es

jedoch zweckmiBiger, & = —,, 7 = -;72 zu setzen und den nun durch
(1) s(ds2 £t — 2bsE2 + 1) = 7y'2

definierten Funktionenkorper P (&',7') in Zusammenhang mit P (£,7) zu
bringen. Wir haben dazu wieder die drei Falle wie in II zu unterscheiden.
Nehmen wir zunichst zyyo% &= 0. Nach II (9) ist dann

_EI 4 ’ aﬁég
T YT 2280 2y, 428 pPut

2). Weiter ist nach II (7) und II (8)

2

2
”_5

also P (§',7) = P(%
A
(—so‘s+4bx3y§ﬁy+ 863/3/-‘37)7:!:%—

n
2
sor(=) —esguppe

2

also ist P ( 2

:, ,% }= p(__ Z). Nach II (6) ist mun

§

P(_’ —) = F (zyojyxo’ zyoiy%)
é’ Uv U )

S ((xyo—-yzo)"’ zYo— YTl

>
R

&=~
=
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Nach 11 (4) ist weiter
s(@y3 — yP2?) = 423 uv,
sQRaxga® +b(2fy® + yZo®) + 20yF 4 + 222) = 4224,
also ist
{ uv u
e \z yo — y 20)%’ xyo—y“o)

= P(P%*yzo Vs(2a 232 +b (g y> + y3 « +2¢c 93 y"’fzzoZ)’)
TYo— Y Lo’ Y — Y %o

( Vs(2a 53 63 + b (5§ + & %{w%mﬁ)
§—4&
und somit

@ PE7)=P(&n VsQas2& +b(EZ+ ) +2¢+277)).

Wir sehen also, daB P (&, ') ein Erweiterungskérper von P (£, ) ist, und
zwar hochstens ein quadratischer. Dasselbe wollen wir nun auch noch fiir
die beiden anderen Fille beweisen. Sei also jetzt yo = 0. Hier ist nach
II (12) und IT (11)

P& ) =P(Z 5)=P(L %)
P 5 p(e3)

Nun ist nach IT (10)
824222+ bxl y® + 2292) = 4232,

also konnen wir auch hier wieder schreiben
P n)=P(&n Vs(2a 838 +bE2+ 2m07)).
SchlieBlich ist im Falle z, = 0 nach II (16), II (15) und II (14)
o) = howy v u
P(E’nl) P(.’l” '3) P("’“z)_P'(xo?/"f*yoz’ xoy+y0x)
=P| L)
(xoy+ Yo X’ Xo Y + Yo%

( Vd(2az§+by@)s(x“yé——yﬂzﬁ))
(3?oy+yo-'ﬂ2’ ZoY+ Yo

= (+:)z’ Vd(2ax~+by)s$+5)

§ n, Vd(2a§2+b)s

e
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Wir wollen nun noch zeigen, da8 es sich in allen drei Fillen um Erweite-
rungen genau vom Grad 2 handelt. Wire das nicht der Fall, so wire bei
Zo Yo 2o == 0 nach (2)

» _ 8(2a83 E2 - b(EE+EH+2¢+ 270 1n)
c (& + &)?
das Quadrat eines Elementes aus P (£, 7). { verhilt sich bei & = oo regulir,

wie man erkennt, wenn man Zihler und Nenner durch £2 dividiert und dann &

gegen oo gehen 148t. Daherist § o~ ﬁ« wobel po und py die beiden in & + &,
: 5

Y]
02

aufgehenden Primdivisoren sind und a ein ganzer Divisor ist. — Es ist

é(&—l— &P = 2082824+ b(£2+ &)+ 2¢+2n07
= —a (& — &P+ (n+ n)*
Ist daher p; der Primdivisor — &, — 7, so folgt jetzt

£ (& + &2 =0(modp?),
also { ~ p% mit ganzem Divisor b. Wire daher { = 92 mit ¢ € P (§, %),
()
so enthielte P (&, %) ein Element ¥, das nur eine Nullstelle hat, und wire
daher vom Geschlecht 0, was nicht der Fall ist. — In ganz ihnlicher Weise
zeigt man auch bei 24 ¥ 2o = 0, dal P (&, 7’) ein quadratischer Erweiterungs-
korper von P (&, 7) ist. — Ubrigens kann man genau, wie py*|a bewiesen
wurde, zeigen, daf b = g2, wobei q, der Primdivisor &, — 7, ist. Daher ist
& ane g-‘z, und daraus folgt wegen P (&', ') = P (£, 7, VE) nach dem Dedekind-
0
schen Diskriminantensatz, dal P (&, %’) unverzweigt iiber P (&, %) ist, d. h. die
Relativdiskriminante 1 hat. Entsprechende Betrachtungen gelten natiirlich

auch wieder bei zy 925 = 0.
Das in 11 dargestellte Verfahren bedeutet also fiir den durch
abt+ b8+ c =

definierten Fumktionenkorper P (£, n) im Falle der Losbarkeit, d. h. im Falle
der Existenz mindestins eines Primdivisors ersten Grades, die Einbettung
m einen umverzweigten quadratischen, durch (1) erzeugbaren Erweiterungs-
korper P (&,7'), der ebenfalls mindestens einen Primdivisor ersten Grades
besitzt.

Da das oben definierte Element £ von P (&, ) vom Grade 2 ist, d. h. zwei
Nullstellen und zwei Pole besitzt, ist P (£, %) vom Grad 2 iiber P (£). Es mufl
daher in P (£, ) ein Element w geben, fiir das »? ein Polynom in { ist, und
zwar ein Polynom vom Grad 3 oder 4, weil P (&, 7) vom Geschlecht 1 ist.
Man kéonnte nun, um dieses Polynom zu finden, die Bedingungen fiir seine
Koeffizienten aufstellen, die dieses Polynom ein Quadrat in P (&, 77) werden
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lassen. Dieser Weg ist aber recht miithsam, einfacher kommt man folgender-
maBen zum Ziel: Zunichst der Fall 2z 9520 == 0. Hier ist

N2 =3s(ds2&*—2bs&24 1),
und nach II (9) und II (6)

o 2T R - (zyo + y2,)?
y'2 T 42282l 42342
_ =¥ty _1
sRazxix* +bxéy +yd 2+ 2cyd y* — 2252) o7

also
N2 = s(dsZ-Ciz——2bs-%+ 1).

Es ist nun P (&, ) = P (&, 9, YZ) 2 P (&, n, ). Weil weiter 2 in P (&, 7)
liegt, so folgt, dal entweder #'2 55 1 oder 1’2 5 £ in P (&, #) ist. Im ersten
Falle ware 7’2 = 92 mit ¢ & P (£, %), also

und daraus wiirde P (&, {) = P (&, n) folgen, weil P (£, ) vom Grad 2 iiber
P (£) ist und ¥ nicht in P () liegt. P (¢, {) hat aber das Geschlecht 0. Daher
bleibt nur die Méglichkeit "2 5 £ in P (&, 7); das heiit aber, es ist

3) st(ds?—2bst 4 [2) = o
und
P (&) = P ({, ),

und das bedeutet, dal &, % und £, @ sich birational mit rationalen Koeffi-
zienten ineinander transformieren lassen. Wir wollen dafiir auch sagen, die
Gleichungen, die & mit # und { mit w verbinden, lassen sich birational in-
einander transformieren. Zum gleichen Ergebnis, insbesondere zu derselben
Gleichung (3) kommt man bei zy yp2p = 0. — Wir konnen nun leicht ent-
scheiden, welche Gleichungen
a,l 5’4 + bl 5/2 + C’ = 77/2
birational éiquiva'lent sind der als losbar vorausgesetzten Gleichung:
Satz 1. Die der losbaren Gleichung

agt + b8 4 ¢ = n?

birational dquivalenten Gleichungen der hier betrachteten Art sind, falls ac keine
Quadratzahl ist, die losbaren unter den Gleichungen

r{ar2 &t 4+ br&'2 4 ¢) = g2
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Ist dagegen ac eine Quadratzahl, so kommen zu diesen Gleichungen noch die
losbaren unter den folgenden Gleichungen hinzu:
1B (2Vac+b)&s+2026Vac— b)&2 + 7 (2 Vac+b) = 72,
1 (—2Vac+b) &4+ 272 (— 6Vac — b)&'2 + 7 (— 2 Vac+ b) = y'2.
Beweis. Die gegebene Gleichung ist birational dquivalent mit
sC(ds2 — 2bsl + (2) = 2.
Setzen wir
t=4s(f+ 7). @ =483,
so geht diese Gleichung iiber in ihre WeierstraBsche Normalform
52:453“925“93
mit
b . b
92 =“0+ﬁa/ 93 =aTc—2jg-
Da die gesuchten Gleichungen
al §I4+ b/ 5’2 + cl = 77’2
birational dquivalent der gegebenen sein sollen, miissen sie auch l6sbar sein
und lassen sich daher birational auf die Form
W2 =403 — gl — g
mit
; b bl 2 7 a/ b/ c/ bl3
g2=0aC¢+i3: 93= 6 —oyp
bringen. Nun sind diese beiden Normalformen dann und nur dann birational

dquivalent, wenn
g ="rktgs, ¢y =1Fkgs/ (% rational, == 0)

ist. @', b, ¢ miissen daher den Gleichungen geniigen
i b2 _ b2
ac +l—2._la4(qc+r-2-),

a’b’c b’3 abe b3
S =P )

Elimination von a’¢’ gibt
Z ’ 352 b
be—b k4(9“0+—4—)+k6(9abc—2-) = 0.

Dies konnen wir als Gleichung fiir I% nehmen. Eine Losung dieser Gleichung

Ist % = b; denn die Ausgangsgleichung ist sich selbst birational dquivalent.
Die beiden anderen Losungen berechnet man nun leicht zu

b’ e b
Fz :!:31/06——2—,
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und diese Losungen sind dann und nur dann rational, wenn ac eine Quadrat-
zahl ist. Fiir die erste Losung ergibt sich nun

b = bk, a'c = ackt,
also etwa

a =tak?, ¢ = —:—k2,

und fiir die zweite und dritte Losung

’ J b o k* — 4 s
b =(i3Vac——2—)k2, a'c =E(:l:2\/ach)2,
also etwa
L2 —_ kz —
a':tI(;{ZQVac—{—b), c’=ﬁ(j:21/ac+b).
Die zugehdrigen Gleichungen stimmen nun aber im wesentlichen mit den in
der Behauptung angefiihrten iiberein. =

Satz 1 sagt insbesondere aus, daB die losbaren unter den Gleichungen

4) r(@r2 &% + bré&2 + ¢) = 52
(wobei also wie immer @, b, ¢ fest sind und r Parameter ist) unteresnander
birational dquivalent sind. Eine dieser Gleichungen ist

c(ac? & + bek2 L+ ¢) = 72
mit der Losung & = 0, # = ¢, die im wesentlichen mit
(%) ackt 4+ b&2 + 1 = 2
iibereinstimmt. Umgekehrt ist natiirlich jede der Gleichungen (4), die mit
(5) birational dquivalent ist, 16sbar. Damit haben wir also erkannt, daf
die Frage nach den losbaren unter den Gleichungen (4) villig gleichbedeutend

mit der Frage nach den der Gleichung (5) birational Gquivalenten unter den
Gleichungen (4) ist.

Wir haben oben gesehen, daf das in IT dargestellte Verfahren fiir P (&, %)
die Einbettung in einen unverzweigten quadratischen Erweiterungskorper
P (¢,7') bedeutet, falls P (&, #) einen Primdivisor ersten Grades besitzt.
Definierende Gleichungen der beiden Kérper sind

aét + b8 + o = o?
und
s(ds2&t —2bs8'2+4 1) = 7’2,
und P (&', %) besitzt ebenfalls einen Primdivisor ersten Grades. Wir kénnen
daher P (&,7') seinerseits wieder in einen unverzweigten quadratischen
Erweiterungskorper P (£, n"') einbetten mit der definierenden Gleichung

S (acs'® £7% + bs' £72 4+ 1) = "2
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(vgl. den Ubergang von II (17) zu II (18)). Ersetzen wir s° durch cs’ und
& durch —, so geht die definierende Gleichung iiber in
s (as’2&"4 4 bs' &2 4 ¢) = n"'2
und diese Gleichung kénnen wir nach Satz 1 birational in
a8t + b2 + ¢ = 9’2 ‘

iiberfithren. Damit haben wir also P (€,7) in einen isomorphen Korper P (&' ,q""")
eingebettet, der unverzweigt und vom Grad 4 iber P (£, 1) ist; das ist ein Mero-
morphismus der Norm 4. In der Sprache der elliptischen Funktionen haben
wir den Ubergang vom urspriinglichen Periodengitter zu dem vor unms, das
man durch Verdoppelung aller Perioden erhilt.

Iv.

In P (&, n) definieren wir in bekannter Weise eine Addition der Prim-
divisoren: o sei ein fester Primdivisor ersten Grades, C' eine Divisorenklasse
des Grades 0. Es gibt dann nach dem Riemann-Rochschen Satz genau einen

Primdivisor p ersten Grades, so daf % zu C gehort. Ist nun C, Cy = Cj

und gehort in diesem Sinne p, zu C,, so setzt man p; + p; = ps. Damit
ist also je zwei Losungen der erzeugenden Gleichung

aft+ b& 4 o= 1P
eine dritte Losung als Summe zugeordnet, und die Losungen bilden bei dieser
Summendefinition einen Modul. Um nun den Zusammenhang zwischen zwei

Losungen und ihrer Summe moglichst einfach darstellen zu kénnen, beriick-
sichtigen wir, daBl die erzeugende Gleichung birational in die Gleichung

£+ b&2 + ac = 7?
transformiert werden kann; sie ist ndmlich birational dquivalent mit allen
l6sbaren Gleichungen

r(ar2 &4 + bré2 +¢) =
und hier brauchen wir nur noch 7 = @ zu nehmen und & durch % zu ersetzen.
P (£, 5) denken wir uns also nun von vornherein durch
1) ) £+ b8+ c=1p

erzeugt. Entwickeln wir 7 nach fallenden Potenzen von &, so erhalten wir
die beiden Zweige

n=8e(1+g62+..),
n=—e(l+5E2+.)

Mathematische Annalen. 117. 17

oo

(2)
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Als Bezugsprimdivisor o nehmen wir den im Nenner von & aufgehenden Prim-
divisor, der zur ersten Potenzreihe gehort. Den anderen, zur zweiten Potenz-
reihe gehorigen, nennen wir o’. o und o’ sind beziiglich P (£) konjugiert, und
ganz allgemein bezeichnen wir den Ubergang zum konjugierten beziiglich
P (&) durch Hinzufiigung eines ,,’*.
Was bedeutet nun p; + p, = ps fiir die zu den p, gehdrigen Losungen

& =¢&, n=1n"? Nach Definition ist

Py Py Ps

o 0 o’
und daraus folgt

h}%ﬁ ~P3P3.
Nun ist p3 p} ein rationaler Divisor 1. Grades, d. h. ein Divisor 1. Grades von
P (§). In P (&) sind aber alle Divisoren 1.Grades miteinander dquivalent,
also ist z. B. auch
P3Py ~00,

und das gibt

p-lngz/ps = 1)

oder auch, indem wir zur konjugierten Aquivalenz iibergehen,

Wir haben also bei gegebenen p;, ps ein Element des Korpers P (&, ) an-

zugeben, das ein Multiplum von n—lo_’ﬂ ist, d. h. das den Divisor u—i"‘ mit ganzem

a besitzt, und wobei pj p5 in a aufgeht. Dann ist p; = p—qp— Nach dem
172

Riemann-Rochschen Satz bilden die Multipla von D—l—.— einen P-Modul vom

o'?
Rang 3, d. h. man kann jedes Multiplum als Linearkombination dreier fester
unter ihnen mit rationalen Koeffizienten darstellen. Eine solche Basis ist
z.B. 1, & n — &£2; denn 1 hat den Nenner 1, & hat den Nenner o o’. der von
&2 ist 02 0’2, also ist p% 0’4 der Nenner von &* und damit nach (1) auch von
%2, so dal % den Nenner 02 0’2 hat. Daher ist zunichst  — &2 %0—25072’ wobel
¢ ein ganzer Divisor vom Grad 4 ist. Andererseits geht aber o nicht im Nenner
von 7 — &2 auf; denn nach (2) besitzt 7 — &2 eine regulire Potenzreihen-
entwicklung nach dem Primelement £-1 von o. Also hat # — &2 hochstens
den Nenner 0’2, und somit sind in der Tat 1, &, 5 — &2 lauter Multipla von

— und da sie offenbar linear unabhingig sind, bilden sie eine Basis aller

Multipla von L
TE
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Wir erledigen zunichst die Sonderfille. Ist etwa p; = o, so sind wir
fertig; denn es ist o + p = p. Es sei nun p; = p; = o’. Fiir p; gilt dann

D Ps

i~

Nun hat, wie wir schon sahen, 7 — £2 hochstens den Nenner 0’2, also gilt
dasselbe fiir # — &2 — -3— Der Nenner kann aber nicht vom Grad 1 sein,
weil ja sonst P (&, %) vom Geschlecht 0 wire; also ist er genau 0’2. Nach
(2) hat n — &2 — %- fiir o eine frithestens mit §~2 beginnende Potenzreihen-

entwicklung, also geht 02 im Zihler von # — &2 — —g— auf, und daraus folgt

nun, weil dieser Zihler vom gleichen Grade wie der Nenner ist,

b 02
e ;
2 . 3 ., D .
also 3,—2 ~ 1. Vergleichen wir das mit DE"’ ~ 1, so erhalten wir p; = o, also

20" =o'+ 0 =op.

Der nichste Sonderfall ist: p; von o und o’ verschieden und p, = o’.
Fiir p3 haben wir dann
PiPs ~d

0’2 ’
und jedes Multiplum von [—)1,—2 hat die Form
G =k+1(&—1)
mit rationalen %,l. Nun soll sein
E+ 18+ m)=0,

also ist
. P=1(—E—m+ & —1).
Die beiden Nullstellen von ¢ sind & = 4 &, # = — 7, also gehért
p3=p1+0

zu — &y, — 7;. Gehen wir von &, 7 zu z, ¥, z zuriick, so kénnen wir das auch
so ausdriicken
(3)d T3 = — 21, Ys=1Yi, 23= —21,
und in dieser Gestalt-gilt die Formel offenbar auch noch, wenn p; = o
oder o’ ist.

Nun seien p; und p, von o und o’ verschieden, aber es sei p; = p;. Dann

muf} sein

PaPs Ps ~1
op’2 :
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Nun ist aber, wie schon erwihnt, p, p5 ~ 0 0’, also p; = o', d. b.:
p+p =0 )
Jetzt seien p; und p, gleich, aber wieder von p und o’ verschieden. Dann

muf} sein
p] P3
rYsl ~1,

das heiit, der Nenner von
P=k+1E+m(E— 1)
ist durch p}? teilbar. Nun ist 7 = & — &; Primelement fiir p, und p, auBer
wenn 7; = 0 ist. Setzen wir & = 7 4 &; in (1) ein, so erhalten wir
pR=c+ bl 2b& T+ EE+4ERT+ 12(...)
:7]1 + 208 + ~>1)7+

also
n= % (m+ ’i§‘—j¥;r+...),
und daraus folgt, weil = — », (mod p3) 1st, fiir pj
S LY L

Danach lautet die Entwicklung von 9:
B=k+1E +lv+méE2+2mé r»rmnl—{—m r-}—‘)m T+.

Nun wird verlangt 9 =0 (mod p}?), also
{ k%-lfl—Lmé:z—l—mnl:O,

l+2mé +m2 8L omE — o
M m
Das gibt
beE 2 £3
I — 961 25
m< 251 L 771)
— 651 2&¢
Ee=m{8 404 m).

ps ist der dritte im Nenner von % au.fgehende Primdivisor, also ist
I k
Ny = 55—1—;534‘%-

Setzen wir das in (1) ein, so erhalten wir

TR Y Ry LY ERL - N FRALIN

also
2kl§ hﬁ——omz___o‘

T

Desp (S +2 bzl
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Das ist eine kubische Gleichung fiir £3; weil aber p{®ps im Nenner von #
aufgeht, sind &;, doppelt gezdhlt, und &; ihre Losungen, also, wenn auch
noch &; == 0,

, , D& 268 ?
AL ""‘(5‘3* A
- 5 z =
m- 21 53 (2£,+b§1+251)
Eine einfache Rechnung ergibt nun
_ §t—c¢
153 T2 51 n’
_ 771 _dél
[ s = 451 1,)1
Diese Gleichungen konnen wir auch so schreiben:
[zs = z{ — cyf, : p
4) Ys =221 th 2,
lzs = zf — daf yf
mit ;—:i = £, J— = 7;. In dieser Form gelten sie, wie man sich leicht iiber-
Z 2

zeugt, auch fiir die bisher ausgeschlossenen Fille mit x; y; 2, = 0. Die
Gleichungen (4) liefern also stets die ,,Verdoppelung™ ps = p; +p1 = 2p;
fiir jede Losung p;.

SchlieBSlich kommen wir zum allgemeinen Fall, wo p; und p, voneinander
und von o und o’ verschieden und nicht konjugiert sind. Setzen wir wieder

B =k +1&E+m (8 —),

so haben wir £, I, m so zu bestimmen, da8 p] und p} Nullstellen von ¢ sind,
daB also

) [k + L& +m(EF +m) =0,

& + 1€ + m (€3 + n3) = 0.

Dabei ist m == 0; denn sonst wire &; = &;, also p; = P, oder p). Die dritte
Nullstelle von # ist dann p3, also.

k4 U&s + m (65 — n3) = 0.
Setzen wir den hieraus sich ergebenden Wert
o . L. |k
(6) 7]3=§§+;n‘53-1—;n‘
in (1) ein, so erhalten wir

Gbgito=ti+ et By My Mg ) 2

53:
also
g0l 2 g6 00 B0
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Das ist wieder eine kubische Gleichung fiir £3. Zwei ihrer Wurzeln sind &;
und &,, weil der Nenner von & durch pj p; teilbar ist, und daher ist &; die

dritte Wurzel:
2 = — k24 c m?
37 2Ime &

Nun geniigen %, I, m den Gleichungen (5); eine Losung davon ist
k=858 —5LE+Enpn—En,
l=&—&+m—ne

m = 52 == 51.
Nach einfacher Rechnung erhalt man jetzt

£ (i —&&Tm(E3—&5 &+ m)— 888 —b5 & —¢
=3 (6a— &) (EF — & + 11— m) )

Wir gehen wieder zu z, y, 2 zuriick:

T3 = (2F Yo — &1 To Y1+ Y2 21) (23 Y1 — %1 T2 Yo + Y1 22) — Y1 Y2 (03
(M + bz T2 Y1 Y2 + CYF Y3),

Ys = (T2 Y1 — T1 Y2) (BT Y5 — 23 Y7 + Y3 21 — Y1 22).

Man kénnte nun z3 = %3 y2 nach (6) berechnen, was aber etwas miihsam
ist. Fiir spiter brauchen wir nur den Ausdruck fiir z; — z7, und dieser ergibt
sich nach einfacher Rechnung zu

@) zs— a3 =(2fy — 2Byl + Y5z —yi P (— ¥ 2d —br 2y e
—cyi Y3 + 21 29).
Bei der Ableitung dieser Formeln hatten wir vorausgesetzt, dafl p,;
und p, voneinander und von o und o’ verschieden und nicht konjugiert sind.
Wie man sich aber nachtriglich leicht iiberzeugt, gelten die Formeln auch
noch, wenn nur p; und p, voneinander und von o’ verschieden sind.
Wir kénnen das ganze Additionstheorem folgendermafBen zusammenfassen:

1. Sund p, und p, vonernander und von n' verschieden, so wird ps = p1 + P2
durch (T) und (8) gegeben.

2. Die Verdoppelung ps = 2 py wird immer durch (4) gegeben.

3. ps = p1 + o' wird stets durch (3) gegeben.

Es sei noch bemerkt, daB man das Additionstheorem folgendermafen
geometrisch beschreiben kann: Wir betrachten

#+b&2tc=1p
als Kurve in der £-7-Ebene. Die uneigentliche Gerade trifft die Kurve
nur in einem einzigen Punkt, und zwar ist dieser ein Berithrungsknoten mit
der uneigentlichen Geraden als Tangente, d. h. die beiden zu o und o’ gehérigen
Zweige berithren sich i dem einzigen uneigentlichen Punkte der Kurve und
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die uneigentliche Gerade ist die gemeinsame Tangente. Nun haben alle zu
n = &2 parallelen Parabeln (unter die wir auch die aus der uneigentlichen
Geraden und einer zur 7-Achse parallelen Geraden bestehenden Kegelschnitte
sowie die doppelt gezdhlte uneigentliche Gerade aufnehmen miissen) mit dem
Zweig o’ einen doppelten und mit dem Zweig o einen dreifachen Schnitt-
punkt. Sind dann p,, p2, ps die drei iibrigen Schnittpunkte der Parabel mit
der Kurve, soist p; + ps + ps = 0. Addieren wir auf beiden Seiten p| + pj,
so erhalten wir nach (3) und wegen 20" = o

Ps = P; + P
Will man also
93 = q1 + G2

konstruieren, so lege man, wenn q, die Punkte &,, %, der Kurve sind, durch
die zu q; und g konjugierten Punkte &, — 5, und &, — 7, die zu = g’
parallele Parabel. Die acht Schnittpunkte sind dann o, o, o, o', 0’, 61, q3
und der gesuchte Punkt q;. Ganz &hnlich erhilt man allgemeiner eine Addition
der Punkte auf der Kurve

aét 4 b2 4 ¢ = 9,

bei der die Summe zweier rationaler Punkte wieder ein rationaler Punkt ist,
wenn p ein beliebiger rationaler Punkt der Kurve ist. Um q3 = q; + g2 zu
bestimmen, lege man durch o, g}, q> die Parabel, deren Achse parallel zur
7-Achse ist. Sie schneidet die Kurve in ihrem Beriihrungsknoten vierfach,
und der letate iibrigbleibende Schnittpunkt ist dann gs.

/Fiir spiter wollen wir jetzt feststellen, wie viele Losungen
2p=o
hat. Nach (4) ist dann und nur dann 2p = o, wenn

zyz = 0,
(zt —cyt)2 =24 — dawt y* .

Ist zundchst y = 0, so ist #* = 22. Fiir die dazugehérigen Losungen p = o
und p = o’ ist in der Tat 2 p = o. Ist weiter z = 0, so ist cy* = 22. Das
ist nur 16sbar, wenn ¢ eine Quadratzahl ist, und die beiden Losungen sind
damz =0,y =1,z = + Vc_, und fiir diese beiden Losungen gilt ebenfalls,
wie man sich leicht iiberzeugt, 2p = 2 p’ = 0. Da nun bei algebraisch ab-
geschlossenem Konstantenkorper 2 p = o genau vier Losungen hat, so folgt
Jetzt: p = 2 o hat vier Lisungen, wenn c eine Quadratzahl ist, und sonst nur zwei.,
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V.

Wie wir in IT gesehen haben, entspricht dem Primdivisor p, der zur
Lésung z, y, z gehort, eine Zahl s vermége der Gleichungen

322 = w2 — 2buv + do?
sy? = 4 uv
[sz = u2 — do2,

1)

[In II (10) haben wir nimlich @ = 1 zu setzen und kénnen z = 1, y = 0,
z = 1 nehmen.] s ist bis auf einen quadratischen Faktor durch p eindeutig
bestimmt. Wir zeigen nun, daf8 diese Zuordnung ein Homomorphismus ist:

Satz 2. Ist p; + pa = p3 und gehort s; zu p;, so ist 8y s; G5 S3, das heifit
81 83 und s3-unterscheiden sich nur wm einen quadratischen, von Null wver-
schredenen Faktor.

X Beweis. Nach (1) ist
2) 5,22 + by? — 22,) = 4dv? (¢ =1, 2, 3).

Ist zundchst p; = o, so ist v, = 0, s;2{ = u], also 5, 5 1. Fiir diesen Fall
wie fiir p, = o ist damit der Beweis wegen p, = p3 schon erbracht. Nun
sel ps = 0, also p; + p = 0. Daraus folgt p; = p} + o’. p] ist die Losung
2y, Y1, — %1, also ist p] + o’ die Losung — z;, y;, 2;. Daherist 2, = — 24,
Y2 = Y1, 22 = 21, und daraus folgt nach (2) s; = s, also s; 85 55 1 5 s

Sind jetzt alle p, von o verschieden, so ist »; &= 0. Nach (2), IV (7) und
IV (8) i1st nun, wenn p, und p, voneinander und von o’ verschieden sind,

‘%’g_—_?xf—kby;—?zs

= (@Y — Tyt Y n — Y wP (2 T + 200, %y, Y,
+2097y5 — 222+ b (% 9, — 7, 9))

—27af o batyd + badyl + 205l — 255

= 5%5;(2(4112 — 2buy v, + dof) (uF — 2 buy v, + dv3)
+ b(uf — 2bu, v, + dv}) - 4uyv,
+b(uf — 2buyv, + dv3)-4u, v,
+2¢-4uy 0, - duy v, — 2(uf — dof) (uj — dof))

= %(“1 vy — Uy 0

Edslsg,

also 81 S2 & 83.
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Ist weiter p; = p2, aber p; + p; 5 0, so haben wir zu zeigen s; 5 1.
Nach (2) und IV (4) ist
s35 @ (227 + by; — 223)

=d(2(xf —cyd2 4 4balyief — 224 + 2daf yh)

= 4d* 2} y}

3 1
SchlieBlich haben wir die Behauptung noch fiir p; = o’ zu beweisen. Hier
ist nach (2)

S1582+2)gd

also haben wir ds; 3 s3 zu zeigen. Nun ist nach (2)

fd(2x2 + by — 22,),
2=d(2.’1:3—1—by3—9z3) ,

Nach IV (3) ]St .’1:3 = — Z, y3 = yz, 23 = — 29, a].SO
8283 5 (225 +by; — 225) 227 + by + 22,)
= dy3
@ %

was noch zu beweisen war.
\/ Satz 3. Die Quadratklassen derjenigen r, fir die
r(r2 2t 4 bra? y2 + cyt) = 22
losbar st, bilden eine abelsche Gruppe vom Typ (2,2, . . ., 2) und von endlicher
Ordnung 2¢.
Beweis. Wir gehen aus von der losbaren Gleichung
2t — 2ba2 y2 4 dyt = 22.
Thre Diskriminante ist 452 — 4d = 16 ¢. Analog zu (1) haben wir dann
ltx2 = u2 + 4buv + 16 cv2
VIR = 4uv
[ tz = u2 — 16cv2.
Sa.tz@ konnen wir nuon auch so aussprechen: Die Quadratklassen der ¢,
fiir die dieses Gleichungssystem losbar ist, bilden eine abelsche Gruppe,
deren Elemente alle die Ordnung 2 haben. Andererseits stimmen nach I
diese ¢ iiberein mit den ¢, fiir die die Gleichung
t(16ct2 2’4 + 4bta'2 4’2 + y'4) = 2'2

losba,r 1st 1"])a.ra,us folgt aber die Behauptung, wenn wir,noch 22’ =4, A = 2%
5 3 e undet = r setzen und beriicksichtigen, da, wie in I gezeigt
Wurde, diese Gleichung nur fiir endlich viele Quadratklassen von r 16sbar ist.

2

;\.S"‘K m‘c [OVORE T2 LW &
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Wir fithren jetzt das in II geschilderte Verfahren, angewandt auf die
Gleichung
2t + ba2y? + cyt = 22,
der besseren Ubersicht wegen hier noch einmal kurz durch, wobei wir aber
jetzt nicht mehr auf Ganzzahligkeit, sondern nur noch auf Rationalitit Wert
legen. Als Ausgangslosung nehmen wir zy = 1, 9, = 0, 2o = 1 und kommen
so zu
sx2 = u2 — 2buv + do2
3) sy = 4uv ,
sz = u? — do2
wobel man festsetzen kann, da8 die hier auftretenden s lauter verschiedenen
Quadratklassen angehoren. Weiter ist dann
@ [s (222 +by? + 22) = 4 u?
) |s (222 + by2 — 22) = 4 de2.

Den Quadratkern von s kann man also aus einer der beiden Gleichungen
s 222+ by? + 22,
ds 222 + by — 22
bestimmen. Aus der zweiten Gleichung von (3) folgt nun

)

s = af, u = otx2, l
y=2xA, v=p2|
Das wird in die erste Gleichung von (3) eingesetzt:
sx2 = o2 — 2bsx2 A2 + df2 AL
Setzen wir nun
(6) x=x’,ﬁ.=%, T = —
so erhalten wir
2’4 — 20222 y'2 +dsy't = 2’2~
Es sei nun zj, ¥, 7, eine feste Losung dieser Gleichung. (Diese Losung hiangt
natiirlich von s ab; ist speziell s & 1, so konnen wir s = 1 festsetzen und
zy =1, ¥ = 0, z5 = 1 nehmen.) Dann gilt, falls z; 5= 0,
[s’ T2 = 22w+ (— bsal + dy D) wv + cs? 2 v'2,
d Yyt =yt 4 (— 22 + bsyR) W + e YR v,
ls 7 = zyu'? — sz v'2,
und, falls z; = 0, was hdchstens bei ¢ 5 1 mdéglich ist,
S = ol U+ (sa — 2byt) v'2,
s'y'2 = %2 2“12 __ 3%2 vlz’
lsz =4 Vesyp2 o' o'

(7o)
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Daraus folgt bei 25 = 0
@) S (Br2r2 —b2yRa'2 —baRy2+dsyR Y2+ 2p7) = 272 w2,
s (SBa2 a2 —bs2y2a'?2 — b2y 2+ dsy?y'2—27) = 2022202

und bei z5 = 0

[ (syp? &' + s y'2 — 2by? y'?) = 2 yg® (szg® — by®) w'?,

| 8" (ye? 2’2 — 2 y'?) = 2y (sag? — by) v’
Diese Gleichungen geben also an, wie sich der Quadratkern von s" aus
2, Yy, 2 bestimmt. Jedoch ist er, wie wir gleich sehen werden, durch z, y, 2
im allgemeinen noch nicht eindeutig bestimmt, und zwar ist die Vieldeutigkeit

die: An Stelle der Quadratklasse von s’ kann auch die von ¢s’ treten.
Beweis. Nach (6) ist

¥ =un y =pi 2 = sfx,
also ist nach (5) und (4) fir ' + 0

(80)

px_x_ ¥ __ ¥
Y B2 2v s =
V7(2xﬁ+by2—2z)
,__ 2 sz _ sx 28
TEp TR T Y T ;

V—;—(2x2+by2—2z)

wobei fiir die Wurzel beide Male das gleiche Vorzeichen zu nehmen ist. Dar-
aus erkennt man, daBl auch, wenn 2, y, z durch tz, ty, {2z ersetzt werden,
& und % entweder ungeindert bleiben oder gleichzeitig das Vorzeichen
wechseln. Das gleiche gilt auch, wie man sich ohne weiteres iiberzeugt, wenn
y = 0 ist. Jede Losung =z, y,z fiihrt also auf die beiden verschiedenen
Losungen 2’,y’,2 und — 2’,4’, — 2. Nach (8) bedeutet der Ubergang
von o, 9,2 zu — a’. yf — 2’ den Ubergang von der Quadratklasse von s’
zu der von ¢s’. Dasselbe gilt bei (8), weil in diesem Falle ¢ 75 1 ist.

‘xSatz 4. Ist py + po = ps und st s; = s, s0 gilt, wenn s, zu p, gehort,
8y 85 Gy 83 oder csj.

Beweis. Nach Satz 2 ist s3 55 s152 = s? @ 1, also nach unserer Fest-

setzung waher ist nach (8) und wegen der Zweideutigkeit von s’

e ’2 2 4
s5 @ 2 (25" — bys™ = 2)
oder genauer

[ sy (w32 — bys? + ) = 2u?,
|5 (@2 — by — %) = 2ea.

Nach (6) und (5) ist
%2:ﬂ3u31 %Zzﬁ?»,v:}: Z{;=ﬂ3$3, *
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also
9 sy Bs (ug — bvg + z3) = 2ug?,
| s Bs (ug — bvs — x3) = 2 cof>.

Wir beweisen nun die Behauptung der Reihe nach fiir die drei Fille
aus dem Additionstheorem und haben dabei gegebenenfalls noch zu unter-
scheiden, ob z; = 0 oder z; 5= O ist.

Wir beginnen mit dem allgemeinsten Falle, wo also p; und p, voneinander
und von o’ verschieden sind. Nach (4) ist

4dv] =227 + byl — 22,
Nach IV (7) und IV (8) erhalten wir
sdo} = (39} — s3vE + yim — yim @ ofaf + 20y3y] — 2215
+ by + bajyy).

Nun ist
[smz. = u® — 2bu,w, + do?
(2 1 T2 1
18YF = 4u,v, t=1, 2).
[ s2, = o — dv}

Jetzt erhalten wir nach leichter Rechnung
. =8 2
B =n'hY (4192 — U 1)%
Nach (3) und IV (7) ergibt sich dann weiter

2
U = U Up (T1 Yo — T2 Y1)

Fiir w; u, = 0 ist die Behauptung ohne weiteres direkt zu beweisen.
Ist dagegen u; us, == 0, so sind, was im folgenden des ofteren stillschweigend
gebraucht wird, %3 und v3 nicht beide Null; denn sonst wiren, wie man sofort
sieht, 21, 41,2 und 2, 5, 2z nicht wesentlich voneinander verschieden.
Nach (5) und (6) ist

'g
[uiZi_m,i?) ,01_:“%7% '
] : 2 (e =1, 2)
l . 2 . 22y, 2 2
Ty = 5B’ Yi = B
also
8 9 19 . r ’ 1
[ug = HE % @Y% — 29,2
(10) sﬂl /32

8s 19 13 ' ’ 19

BiAE
Driicken wir auch noch z3 durch 7}, y;, 2 aus, indem wir in IV (7) die obigen
Ausdriicke fiir z;, y; einsetzen sowie folgenden Ausdruck fiir z;

L 2

1 1 , , . .
z=—é-(‘uz2—d’0?)=;—ﬁ?(82zz4——dy14) (?«= 1, 2),
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so erhalten wir

8z 2 .7 ‘o 1o 13
&3 = 8;353 (22,7, 9, y, (P22 2,2 —bs?22y,2 — bs? 2,2 y2 +dsy>y?)
— 2% (7Y + 77 9%).
Jetzt folgt
,2 5
Uy — bvz + 23 = i;‘a ;f (z, e T, y,)? (8 z 2 )2 —bszx'l'zy,z-
—bs2x 2y +dsytyt — 2 2,),
8 2\% zy?

% (Rt Al 2 45 o on
us — bvy — 13 = 2y )P (2222 — bz y,

sB} ﬁe ( 1?/7
- sz ,22?/1 +dsy1 yo + 1 2)

Nun setzen wir die Ausdriicke fiir z,2, .2, 2] aus (7) bzw. (7,) hier ein. Nach
einfacher Rechnung erhilt man bei z; == 0 /

822 z)2

2¢8?z; s

w | % TP e = Sy e T an) 22 (g0 — )
( ) Sx, zg r,Nng 920 "no
s — by — 2y = “ ey (2, Yy, — 2, y)) ';,T(“luz_cs"”ﬂz)":

und bei z, = 0
(A1) ug —dvgF a5 = 88213 ;; Yy £ Ty 368 yo (], F 2 04)2.
Die beiden Zahlen ug — bvs 4+ z3 sind nicht beide gleichzeitig Null,

weil sonst 23 = 0 und us = bvs, also

3 = 0203 — 2b20F 4 dvi = — 4c0}
und somit auch noch ug3 = vg = 0 wire. Wegen

85 5 2 B3 (us — by +- w3)

folgt also jetzt nach (11) bzw. (11,)
(12) 53 2Bs sP1Basysy oder 2B3cspy By s sk
Nun ist nach (10)

Uy =25 o A2, vy =25p o B°

Andererseits ist nach (5)
2#3\2 ’
u3_°‘s"32~ﬁ3(ﬁ2)’ v =B, A2.

Daraus folgt nun aber fi5 5 2 s f; 2, und damit ist nach (12) die Behauptung
bewiesen:
85 @y S182 oder csjsh.
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Wir kommen nun zur Verdoppelung ps = 2p;. Zu zeigen haben wir
hier s3 35 1 oder ¢. Es ist

x3 = mf - 0?/14,
Ys = 231 Y1 23,
23 = 214 - dzf yf;
also ist
4dvi =223+ by3 — 22
=2(xf —cyt)? + 02z y121)* — 2 (2 — dzt yf)
— tdatyt,
also etwa
v3 = 2} Y5,
und wegen y3 = 4 ug v3
ug = z3.
Nach (5) ist daher etwa
x3 = 1> %3 = 23, l
Bs=1, IAg==zy |
und nach (6)
73 =121, Y3=T1Y1, 2% =2f—cyt
Daher ist nach (8)
$55 2 (5% — bys? + 23)
= 4 z{ oder 4 cyt,
also in der Tat s; 551 oder c.
Beim dritten Falle des Additionstheorems handelt es sich um p -+ o/,

und hier macht die Verifikation der Behauptung nur eine kleine Rechen-
arbeit, die wir hier weglassen wollen. Damit ist dann Satz 4 bewiesen.

Satz 5. Dann und nur dann ist p = 2 q, wenn fiir die zu p gehorigen

Zahlen s und s’ gilt s 5 1 und 8" 55 1 oder c.

Beweis. Ist p = 2gq, so folgt die Behauptung unmittelbar aus den
Sétzen 2 und 4.

Zum Beweis der Umkehrung kénnen wir ohne wesentliche Einschriinkung
annehmen s = 1 und s’ = 1. Nach den obigen Formeln ist dann

, B’ B’ B
z . 2z'y zt—dy't ]
= =, = , =0
l B> Y= 75 2
Dabeil ist

ot —2ba2y2 4 dy't = 22,
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Wegen s’ = 1 kionnen wir nun auf ', ¢, 2’ die gleiche SchluBweise anwenden
und erhalten so
. 2 , 2z yn z, _ 2t — 1663[",4

g B2 ’

und dabei ist
:6”4 + 4bxll2yll2 + 16cyll4 — 2112.
Setzen wir also
2" = zy, yn — g! Z" = 2z,

so erhalten wir

[x — (zf — cyd),

BB*
1
Y= g2 2z 12, 4
1
z = B‘Tﬂr* (zf—dxf?[i)
mit
af +baf yi + oyt =45
die Losung 7y, y;, 2; liefert also eine Losung g von p = 2q.
Nach Satz 3 bilden die Quadratklassen derjenigen 7, fiir die
r(r2at + braZ y? + oyt) = 22

l6sbar ist, eine Gruppe der Ordnung 2¢1. Entsprechend sei 2¢2 die Ordnung
der Gruppe der Quadratklassen derjenigen ¢, fiir die

(22t —2br P2 y'2 4 dy't) =22
16sbar ist. Dann gilt

‘)/Satz 6. Due Faktorgruppe p/2 p, d. h. die Faktorgruppe aller Losungen p
nach der Untergruppe, die aus den Lésungen 2 p besteht, ist endlich und hat
die Ordnung 2%+, wenn c eine Quadratzahl ist, und sonst die Ordnung

201 +02—1
Beweis. Jede Losung z, %,z von .
2t + ba2 y2 + cyt = 22,

zu der die Zahlen s und s’ gehéren, 188t sich, wie wir aus II wissen, aus einer
Lésung ', ¢, 2" der Gleichung

s(s2a't — 2bsx'2 9’2 + dy't) = 2’2
gewinnen, und diese wieder erhilt man aus einer Losung 2", %"/, 2" von

SI (812 ml’4 + bsl mnz yllz + cy14) a— 2”2.
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Geht man umgekehrt bei gegebenen s und s’ von einer Losung der dritten
Gleichung aus, so erhilt man daraus eine Losung der zweiten Gleichung und
daraus dann wieder eine der ersten, der dann die Zahlen s und s’ zugeordnet
sind. Nun gibt es 2¢t+ ¢ Quadratklassen-Paare s, s’. Wie wir oben gesehen
haben, ist die Quadratklasse von s eindeutig der Losung z, y, z zugeordnet,
wiahrend die von s’ auch durch die von ¢s’ ersetzt werden kann. Zu jedem
Paar s, s" wahlen wir eine feste Losung q,, und zwar nehmen wir fiir die Paare
s,s’ und s,c¢s’ den gleichen Reprasentanten. Die Anzahl der g; ist dann
20Fe: wenn ¢z 1, und 2272~ 1 sonst; denn die Quadratklassen
der s stimmen mit denen der 7' und die Quadratklassen der s’ mit denen
der r iiberein. Zwei verschiedene solche g; gehSren nun verschiedenen Neben-
klassen nach der Gruppe der 2p an; denn ist q, = q; + 2p, so haben
die zu q; und q; gehdrigen s nach Satz 2 die gleiche Quadratklasse, und nach
Satz 4 folgt nun, daB sich die Quadratklassen der zugehérigen s’ hochstens
um ¢ unterscheiden, also folgt ¢+ = k auf Grund der Auswahl der g;. Diese
q, reprasentieren nun aber auch die ganze Faktorgruppe p/2 p; denn gehoren
zu einer beliebigen Losung p die Zahlen s und s’, so nehmen wir den Reprisen-
tanten q;, der zum Zahlenpaar s, s’ oder s, cs’ gehért. Fiir die zu p + g
gehorigen Zahlen s und s” gilt dann nach Satz 2 und Satz 4s 3 1 und s" 55 1
oder ¢. Daraus folgt aber nach Satz 5, daBl p + q; = 2 q 16sbar ist, daBl also
P =q; + 2 (9 — q,). Die Ordnung der Faktorgruppe p/2 p ist daher gleich
der oben bestimmten Zahl der q,, und das gibt die Behauptung.

Satz 7. Die Gruppe der Losungen p besitzt eine endliche Basis, d. h. es
qibt endlich viele EGsungen py, . . ., P, so daf jede Losung p ausgedrickt werden
kann als

P=q@1P1+..-F+GguPn
mit ganzen rationalen g,.

Beweis. Im Beweis von Satz 6 haben wir gesehen, daB es endlich viele
Lésungen q,, . . ., g, gibt, so daB man zu beliebigem p ein g, angeben kann
mitp = q; + 2 q, wobei q hochstens vierdeutig bestimmt ist. Ist p die Losung
z, 9, 2, wobei wir jetzt z, y, z wieder als ganze Zahlen nehmen und (z, y) = 1
vorschreiben, so sei M (p) das Maximum der absoluten Betrige von = und y.
Wir werden nun zeigen, daB fiir ein solches q fast immer M (p) > M (q) ist,

das heiBt, daB es nur endlich vielety, . . ., t, gibt, fiirdie M (t,) < M (*L;__“f)
ist, und daB wir diese Ausnahmelésuﬁgen auch wirklich angeben-konnen,
wenn von den losbaren unter den Gleichungen

r (12 2t + bra2 y2 + cyt) = 22

und
r P2 as — 2br 2y .y = o2
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je eine Losung bekannt ist. Wenn das gezeigt ist, folgt, dafl die qq, . . ., qu
zusammen mit den t; eine Basis bilden; denn: Esistp = g, ,F2r. Istng
ein p,, so haben wir p bereits durch die behauptete Basis dargestellt. Ist das
noch nicht der Fall, so ist M (r;) < M (p) und t; = 9;, T 212 Istrpeinp,,
so ist r; und damit auch p durch die Basis dargestellt. Ist das nicht der
Fall, so ist M (rs) < M (v;) und v, = q., + 213. Dieses Verfahren bricht
nach weniger als M (p) solchen Schritten ab; denn M (p), M (xy), ... sind
natiirliche Zahlen, also
1< M@)<M@p)— L

Es gibt daher ein I < M (p), so daB 1; = q,, + 1, ist, und daraus ergibt
sich riickwéarts, da p eine ganzzahlige Linearkombination der t, .. ., Ly Oy
ey O 1SE.
Es bleibt also jetzt zu zeigen, dafl, wenn p = q, + 2 q ist, fast immer,
M (p) > M (q) ist.
Wir beweisen zunschst: Ist 2 = r bei gegebenem r 16sbar, so ist fiir
eines dieser x
M (x) > Cy M (z)*
mit konstantem C;. Es sel nimlich r die Losung z, y,2. Wegen
22 =zt 4 ba? o2 + eyt
ist zunichst in der Landauschen Bezeichnungsweise
2 =0 (M (r)4),
also
z =0 (M (r)?).
(Hier und im folgenden kann man stets die in jedem O steckende Konstante
angeben, z. B. ist hier |z| = Y1+ |b] + |¢| M (r)2.) Nun sind %2 und o2
linear mit konstanten Koeffizienten durch 22, 2, z darstellbar, also ist
[u=0(M (x)),
lo=0 (M (x)).
Wie im Beweis von Satz 5 ist
@ oy
u="g, v=F
wobei f nur endlich viele Werte annimmt. Daher ist
{m’ = O(M (1)}),
, 1
y = O (M (x)?).
Genau so erhilt man
{ — 0 (Max (|¢'], |§') — O ).
y'2 = 0 (Max (|}, |y']) = O(M ()}).

Mathematische Annalen. 117. = 18
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Nun ist 2", y”, 2" eine Losung ¥ von 2% = t, also ist in der Tat
M(z) = 0(M )h),
und das wollten wir gerade zeigen.
Wir beweisen nun weiter: Ist r eine feste Losung, p eine beliebige, so ist
M (p +r) = O (M (p)?).

Ist namlich p vont und o’ verschieden, so lehrt ein Blick auf das Additions-
theorem IV (7), dal diese Behauptung richtig ist, wobei wir noch einmal zu
beriicksichtigen haben, da8

z = 0 (Max (|z|2, | ¥[2)).
Damit die behauptete Abschitzung auch fiir die beiden Sonderfille gilt,
brauchen wir nur die in O steckende Konstante geniigend grof zu wéhlen.

Diese beiden Abschidtzungen wenden wir nun auf p = q; + 2 q an, wo
also g die Rolle des obigen x spielt. Danach ist
CiM (gt <M(2q)=M(p —q)<C,M(pp

+ durchlduft nur endlich viele Werte; ist daher C, das Maximum der C},
so gilt

C1 M (q)* <C2 M (p)>.
Die Ausnahmel6sungen waren nun durch

M(p)=M(q)
charakterisiert. Das gibt aber
O 3)t

M) < (MRS,

also
Cy

Nach der Definition von M (p) bedeutet das, daB |z| und |y| kleiner als
Cy
c,
recht nur endlich viele Ausnahmelosungen 13, .. ., t,, und fiir alle anderen
Losungen ist, wie zu zeigen war, M (p) > M (q)-

Nach Satz 7 bilden die Losungen p einen Modul 9t, dessen Koeffizienten-
bereich aus den ganzen rationalen Zahlen besteht, und der eine endliche Basis
[Zel:itzt. Dabher ist M bekanntlich direkte Summe eines endlichen Moduls Mty

sind. Dafiir gibt es aber nur endlich viele Moglichkeiten, also gibt es erst

und eines Moduls M, , dessen Elemente auBer dem Nullelement keine endliche
nung haben.
Wir wenden uns zunichst der Bestimmung von I, zu und verscharfen
zu diesem Zwecke die erste der obigen Abschitzungen zu

M (2p)>CM (p)-
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Wir haben namlich oben gesehen, daB fiir ein geeignetes x mit 2p = 2z gilt
M (2p) > C, M (x)~
Nun ist ¥ = p + 1, wobei 1) eine der Losungen von 2 y = p ist, also zu einer
der Losungen z =1, y = 0, z= + 1 oder auch, falls ¢z 1, zu 2 =0,
y=1, 2=+ 3 gehort. Ist daher p die Losung z, y,z, so gehdren die
zwei bzw. vier Primdivisoren p -+ 9 zu den Losungen #, y, z oder — %, y, — 2
oder auch, falls ¢ 55 1, zu VE Y, T, — VZz oder — ng, z, ng, wie ohne weiteres
aus dem Additionstheorem folgt. Die beiden letzten Losungen werden im
allgemeinen noch nicht normiert sein, lassen sich aber wegen (2, y) = 1 durch
Division mit einem beschriinkten, nimlich in Ve aufgehenden Faktor normieren.
Daraus folgt nun
M(z) = C3 M (p)
und damit, wie behauptet,
M@2p)>CM (p).
Ist nun p von endlicher Ordnung, so durchlduft 4p nur endlich viele
Primdivisoren, also bleibt insbesondere M (2/p) bei j— o beschrinkt.
Durch wiederholte Anwendung der obigen Abschitzung erhdlt man aber

M(2fp)>01+*+'-'+“_1M(p)4j
=T3P M )Y,
Soll also p endliche Ordnung haben, so mufl
M@Ep) <03
sein. Um daher alle Elemente von 9, zu bestimmen, kénnen wir folgender-

maBen vorgehen: Wir bestimmen alle p mit M (p) = o3} (deren Anzahl
ist endlich) und bilden fiir diese p der Reihe nach 2p, 3 p, 4 p, .. .. Dies tun

Wwir o lange, bis wir entweder kp = o oder M (kp) > ¢~ % erhalten. Im

ersten Falle hat p eine endliche Ordnung, im zweiten aber nicht, weil dann

kp nicht von endlicher Ordnung ist. Es sei noch bemerkt, da in dieses C

nur b und ¢ eingehen, wie ein Blick auf die Herleitung der Abschitzung lehrt.
wZur Bestimmung der Losungen endlicher Ordnung von

2t + ba? y2 4 cyt = 22

braucht man daher keine Gleichung auf ihre Losbarkeit hin zu untersuchen.
Wir wollen jetzt noch zeigen, dafl M, hochstens zwei Erzeugende besitzt.
Bei algebraisch abgeschlossenem Konstantenkirper der Charakteristik 0
bilden némlich die Lésungen der Gleichung px = o fiir jede Primzahl p eine
Gruppe der Ordnung p2. Daher hat in unserem Falle die Gruppe der Lsungen
dieser Gleichung eine der Ordnungen 1, p oder p2, und daraus folgt nach dem
. Fundamentalsatz iiber endliche abelsche Gruppen die Behauptung.
18*%

£
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Wesentlicher ist nun die Bestimmung einer unabhéngigen Basis von 9, ,
inshesondere ihrer Linge, des sogenannten ,,Ranges” von IM;, den man auch
als den Rang von M bezeichnet.

Satz 8. Der Rang des Moduls M der Liosungen von
2t 4+ ba2y? + cyt = 22
st 0 = o1 + 02 — 2. (Vgl. Satz 6.)

Beweis. Nach Satz 6 hat die Faktorgruppe von p nach der Gruppe
der 2p die Ordnung 2%t *¢2, wenn ¢ eine Quadratzahl ist, und sonst die
Ordnung 2¢' ¥ ¢2— 1 Andererseits ist aber die Ordnung dieser Faktorgruppe
20+ ¢, wenn g, die Zahl der geraden Invarianten von 9, ist, wenn also
2 p = o genau 2% Losungen hat. Wie in IV gezeigt wurde, ist oo = 2, wenn
¢z 1, und go =1 sonst. Ist also ¢z 1, so ist ¢ + 2 = g1 + 02, und
sonst ist 0 + 1 = p; 4+ g2 — 1, also in beiden Fillen o = p; + 0o — 2.

Wir gehen jetzt daran, aus einer beliebigen Basis von 9 eine unabhdingige
Basis zu konstruieren. Wie sghon gezeigt, konnen wir alle Elemente von 9,
angeben und konnen daher auch eine aus hdchstens zwei Elementen ¢ bestehende
Basis von M, bestimmen. Sind also p,, ..., p, die Elemente der gegebenen
Basis, die keine endliche Ordnung haben, so bilden py, ..., p, zusammen
mit der Basis von M, eine Basis von PM. Wir beweisen nun folgenden

Hilfssatz. Die Elementep, , e, bilden dann und nur dann eine unabhingige
Basis, wenn aus

ng P, =2q (mOdEIRO); g = 0 oder 1,
g, = 0 folgt.

Beweis. Im Falle einer unabhingigen Basis sind die g, eindeutig durch
q bestimmt; ist also q= Y A, p, (mod M), so ist g, = 24, also g = 0.

Es moége nun umgekehrt eine Abhingigkeit bestehen:
va?r + Zezez — 0,
wobei die e, nur mod Ordnung von e, zu nehmen sind, so sind wegen der
Unabhingigkeit der e, die p, nicht alle Null. Thr groBter gemeinsamer Teiler
sei t. Dann ist auch X ?;1 p, noch ein Element endlicher Ordnung; denn

v

sein t-faches liegt in M. Es gibt dann also eine Beziehung
Zq;PrEO (mOd %)} (91, DY Qn) == 1'

Setzen wir nun
g,=¢, +2r, mt ¢g =0 oder 1,
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so sind die g, nicht alle Null, und es ist
ng p= ‘)2(_ 7 :pl) (mOd %O)a

womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Wollen wir also die gegebene Basis p,, ¢, auf ithre Abhangigkeit unter-
suchen, so rechnen wir fiir alle Primdivisoren Y ¢, p, + Xe, e, mit g, = 0

oder 1 und ¢, = 0 oder 1 die zugehdrigen Zahlen s und s” aus und kénnen
dann nach Satz 5 entscheiden, welche von diesen Primdivisoren die Form
2 q haben. Ist das nur fiir die Losungen mit g, = 0 der Fall, so ist die Basis
unabhingig, sonst aber abhingig. Im Falle der Abhéingigkeit gibt es also eine

Kongruenz
29,9, = 24q(mod My),

wobel die g, = O oder 1, aber nicht alle Null sind. Aus
2q = ngpv+ Zenex

konnen wir q bestimmen, wie es im Beweis von Satz 5 geschah, und dann q
durch die Basis ausdriicken, was wie im Beweis von Satz 7 in endlich vielen
Schritten geht:

q= Xh,p, (mod My).
Dann ist

29, — 24,)p, = 0(mod Wy),

wobei die Koeffizienten ¢, — 2 %4, nicht alle Null sind, weil unter ihnen
mindestens ein ungerader vorkommt. Ist dann ¢ ihr groBter gemeinsamer

Teiler, so setzen wir
g, —2h, =tk

und erhalten in X' k,, p, wieder ein Element endlicher Ordnung mit teiler-

fremden Koeffizienten:
(13) 2k, p, =0 (modMy), (Fr1, ---s k1g) = 1.

Wir kénnen nun weitere ganze Zahlen by =2,...m5v=1,...,%)
bestimmen, so dafl die Determinante |k,,| = 1ist. Die Matrix (k,,)~* = ({,,)
1st dann ganzzahlig. Setzen wir also

Zky:p;=Qu (I‘=1,--',n)1
S0 ist

pr = er,u q‘u:

»®

d. h. die q,, e, bilden auch eine Basis von M. Nach (13) konnen wir aber
91 durch die e, ausdriicken, so daB sehon qs, . .., q, und die ¢, eine Basis

-
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von M bilden, und diese Basis ist kiirzer als die gegebene. Nach endlich
vielen Wiederholungen dieses Prozesses erhalten wir daher eine unabhingige
Basis von M.

VI.

Der hier untersuchte, durch
(1) £44 b8+ c =2
definierte Funktionenkorper P (£,7) ist ein spezieller Kérper vom Ge-
schlecht 1] Es 148t sich jedoch zeigen, daB jeder Funktionenkorper K vom Ge-
schlecht 1 nach geeigneter Erweiterung des Konstantenkorpers durch eine solche
Gleichung definiert werden ka'rmﬁ Zunichst konnen wir .durch eine geeignete
Erweiterung des Grundkérpers erreichen, dafl der so erweiterte Funktionen-
korper Primdivisoren ersten Grades besitzt, oder, was im wesentlichen auf
dasselbe hinauskommt, daf seine definierende Gleichung im neuen Grund-
korper Losungen besitzt. Ein Kérper vom Geschlecht 1, der einen Primdivisor
ersten Grades besitzt, kann nun stets durch eine Gleichung der Form

W =403—g,0—g;

erzeugt werden. Adjungieren wir nun dem Grundkorper noch eine Nullstelle
von 4 (3 — ¢, { — g3, so konnen wir £, w nach III birational in &, 7 trans-
formieren, wobei &, # durch die Gleichung (1) miteinander verbunden sind.
Fiir spéter ist es zweckm#Big, den Konstantenkorper gleich noch zu seinem
Normalkérper iiber dem urspriinglichen Konstantenkérper zu erweitern.

Diesen neuen Funktionenkoérper, der also durch eine Erweiterung des
Konstantenkérpers aus K hervorgegangen ist und der iiber dem neuen Kon-
stantenkorper N durch (1) erzeugt werden kann, bezeichnen wir mit K*.
Die Hauptaufgabe ist nun, aus den Primdivisoren p* ersten Grades von K*,
fiir die wir eine Basis als bekannt voraussetzen, riickwirts eine Ubersicht iiber
die Primdivisoren p ersten Grades von K zu erhalten.

Es sei also p ein Primdivisor ersten Grades von K. Seine Primzerlegung
in K* hat die Form

P="f...05

wobel die p¥ alle voneinander verschieden sind, weil bei einer Erweiterung
des Konstantenkorpers keine Verzweigung auftritt. Ist f der Grad von p¥
iiber dem alten Grundkdrper P, so ist

fg =m = [N:P].
Nun umfa8t der Restklassenkorper mod p¥ den Korper N, also ist f = m,

und das gibt f = m, g = 1, d. h. p bleibt unzerlegt in K* und ist, aufgefat
als Primdivisor von K* mit dem Konstantenkorper N, vom Grade 1 ;.4
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auBerdem stimmt p mit seinen konjugierten iiberein. Ist umgekehrt p* ein
Primdivisor ersten Grades von K¥*, der invariant gegeniiber den Automor-
phismen von K*/K bleibt, und p der zugehorige Primdivisor von K, so folgt
durch Umkehrung dieser SchluBweise p* = p. Die Frage nach den Primdivi-
soren ersten Grades von K kommt also darauf hinaus, die fiir K¥* /K invarianten
Primdivisoren ersten Grades von K* zu bestimmen.

p¥, ..., ¥ sel eine unabhingige Basis der Primdivisoren ersten Grades
von K*, und es sei

(2) p* = X g, p*
Weiter sei o ein Automorphismus von K*/K, und dabei sei
pre = ZhGol,

0*0':‘275&))9:: /
uw

{3)

wobei p* der Bezugsprimdivisor der Addition ist. Die Gleichung (2) bedeutet

p* p¥\9
=~ 1)
)

Auf diese Aquivalenz wenden wir ¢ an:

*0 p:G %

P

~ S
D*u ; p** 9

also
p* O

; *0 —g
O*O.H P 9 o*? 3
o* 7 o* : o¥ ¥ ?

p*e = o¥° + J'g, (p}° — 0¥°).

und das heifit

Daraus folgt nach (3)
(4) p*’ = X (kD + g, (W% — ED)) pi.

Nun soll p* invariant fiir K*/K sein, also p*° = p* fiir jeden Automorphismus ¢
von K*/K. Nach (2) und (4) bedeutet das wegen der Unabhingigkeit der Basis

0 g, = BP+ 29, (32— 1),

wobei x4 die Zahlen von 1 bis #» und ¢ die Galoissche Gruppe von K*/K durch-
laufen, und wobei die den Basiselementen endlicher Ordnung entsprechenden
Gleichungen nur als Kongruenzen nach der jeweiligen Ordnung zu lesen sind.
Fiir die gesuchten g, haben wir also ein lineares Gleichungs- und Kongruenzen-
system gefunden. Seine allgemeine Lésung liefert die gewiinschte Ubersicht
iiber die Primdivisoren p ersten Grades von K: Ist z. B. (5) unldsbar, so heifit
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das, es gibt keine Primdivisoren ersten Grades in K. Ist (5) aber losbar, so
werden die invarianten p*, die wir auch einfach als Primdivisoren p von K
bezeichnen konnen, gegeben durch

p=2g, p¥
"

wobei die g, eben die Losungen von (5) sind. Das bedeutet offenbar, da8
die p eine Nebenklasse nach einer gewissen Untergruppe von ¥ bilden, die
durch das zu (5) gehorige homogene Gleichungs- und Kongruenzensystem definiert
ast. Ist o ein fester Primdivisor unter diesen p, so kénnen wir die Elemente
dieser Untergruppe eineindeutig auf die Differenzen p — o abbilden. Der
Addition in dieser Untergruppe entspringt nun eine neue Addition der p, die
wir so definieren: Wir setzen p @ q =1, wenn (p —0) +(q —0) =r—0»
ist. Die Gruppeneigenschaft dieser Addition ist nach ‘der Herleitung klar;
was wir zeigen wollen, ist natiirlich, da8 diese Addition mit der alten Addition
der Primdivisoren ersten Grades von K mit o als Bezugsdivisor iibereinstimmst.

P @®q=r1 bedeutet p +q = r + o, d. h. i—)oi ist Hauptdivisor in K*. Dar-

aus folgt nun aber, dafl -’;—g Hauptdivisor schon in K ist; denn: In der Klasse

von ? in K gibt es genau einen Primdivisor t ersten Grades, so da E(-;—’ ~t

ist. Daraus folgt natiirlich erst recht qu ~ tin K* Andererseits ist in K*

schon ? ~ 1, wobel v durch p_oq eindeutig bestimmt ist, also ist r = t,

d. h. %? ~1in K. Schreiben wir dies als % . —g— ~ %, 80 sehen wir nunmehr,

daB die oben definierte Addition p @ q dibereinstimmt mit der alten Addition
p + q m K, die o als Bezugsdivisor hat.

Wir bekommen daher eine Basis des Moduls der p in K, indem wir eine
Basis der obenerwihnten Untergruppe von I* bestimmen, und das kommt,
wie man ohne weiteres sieht, genau darauf hinaus, da8 man ein System
unabhingiger Losungen des zu (5) gehorigen homogenen Gleichungs- und
Kongruenzsystems bestimmt.

(Eingegangen am 31. 3. 1939.)
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