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Zur Theorie der Gesellschaftsspiele?).
Von

J. v. Neumann in Berlin.

Einleitung.

1. Die Frage, deren Beantwortung die vorliegende Arbeit anstrebt,
ist die folgende:

n Spieler, S,, 8,, ..., 8,, spielen ein gegebenes Gesellschaftsspiel &.
Wie muf esner dieser Spieler, S,,, spielen, um daber ein moglichst giinstiges
Resultat zu erzielen?

Die Fragestellung ist allgemein bekannt, und es gibt wohl kaum eine
Frage des téglichen Lebens, in die dieses Problem nicht hineinspielte;
trotzdem ist der Sinn dieser Frage kein eindeutig klarer. Denn sobald
n>1 ist (d. h. ein eigentliches Spiel vorliegt), hingt das Schicksal eines
jeden Spielers auBer von seinen eigenen Handlungen auch noch von denen
seiner Mitspieler ab; und deren Benehmen ist von genau denselben
egoistischen Motiven beherrscht, die wir beim ersten Spieler bestimmen
méchten, Man fiihlt, daB ein gewisser Zirkel im Wesen der Sache liegt.

Wir miissen also versuchen, zu einer klaren Fragestellung zu kommen.
Was ist zunichst ein Gesellschaftsspiel? Es fallen unter diesen Begriff
sehr viele, recht verschiedenartige Dinge: von der Roulette bis zum Schach,
vom Bakkarat bis zum Bridge liegen ganz verschiedene Varianten des Sam-
melbegriffes , Gesellschaftsspiel vor. Und letzten Endes kann auch irgend-
ein Ereignis, mit gegebenen duBeren Bedingungen und gegebenen Handelnden
(den absolut freien Willen der letzteren vorausgesetzt), als Gesellschaftsspiel
angesehen werden, wenn man seine Riickwirkungen auf die in ihm
handelnden Personen betrachtet?). Was ist nun das gemeinsame Merkmal
aller dieser Dinge?

Y) Der Inhalt dieser Arbeit ist (mit einigen Kiirzungen) am 7. XIL 1926 der
Gottinger Math. Ges. vorgetragen worden.

*) Es ist das Hauptproblem der klassischen Nationalokonomie: was wird, unter
gegebenen suBeren Umstinden, der absolut egoistische ,,homo ceconomicus® tun?
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Man darf wohl annehmen, daBl es dieses ist:

Ein Qesellschaftsspiel besteht aus einer bestimmien Reshe von Er-
eignissen, deren jedes auf endlich viele verschiedene Arten ausfallen kann.
Bei gewissen unter diesen Ereignissen hdngt der Ausfall vom Zufall ab,
d. h.: es ist bekannt, mit welchen Wahrschéinlichkesten die einzelnen mog-
lichen Resultate eintreten werden, aber niemand vermag sie zu beeinflussen.
Die dibrigen Ereignisse aber hdingen vom Willen der einzelnen Spieler
8,,8,,...,8, ab. D. h.: es ist bei jedem dieser Ereignisse bekanni,
welcher Spieler S, seinen Ausfall bestimmt, wnd wvon den Resultaten
welcher anderer (,.friherer) Ereignisse er im Moment sesner Entscheidung
bereits Kenntnis hat. Nachdem der Ausfall aller Ereignisse bereits bekannt
ist, kann nach einer festen Regel berechnet werden, welche Zahlungen die
Spieler 8,, S,, ..., 8, aneinander zu leisten haben.

Es ist leicht, diese mehr qualitative Erklirung in die Form einer
exakten Definition zu bringen. Diese Definition des Gesellschaftsspieles
wiirde so lauten:

Um ein Gesellschaftsspiel & wollstdndig zu beschreiben, sind die
folgenden Angaben notwendig, die zusammen die ,Spielregel“ ergeben:

o) Es muf angegeben werden, wie viele vom Zufall abhingige Er-
esgnisse oder ,,Ziehungen* und wieviel vom Willen der einzelnen Spieler
abhdngige Ereignisse oder ,Schritie’ erfolgen. Diese Anzahlen seien z
bzw. s, die ,,Zzehungen* bezeichnen wir mit E,, E,, . .., E,, die ,,Schritte*
mit F, F,,..., F,.

B) Es mupP angegeben werden, auf wie viele Arten jede ,,Ziehung‘
E’,‘ und jeder ,,Schritt“ F, ausfallen kann. Diese Anzahlen seien M,
bzw. N, (u=1,2,...,2, v=1,2,...,8). Wir bezeichnen dre betreffenden
Resultate kurz mit shren Nummern 1,2, ..., M# bzw. 1,2,...,N,.

y) Be: jeder ,,Znehung* E, missen die  Wahrschernlichkeiten
aB, P, ..., aMP der einzelnen Resultate 1,2,..., M, gegeben sein.
Natiirlich ist

e >0,e2>0,..., M) >0,
e +a®+.. . faMd=1.

8) Bei jedem ,,Schritt F, muf erstens derjenige Spieler S, an-
gegeben sein, der den Ausfall dieses ,,Schrities* bestimmi (,.dessen Schritt‘
F, ist): Sg,). Ferner miissen die Nummern aller . Ziechungen* und
., Schritie angegeben sein, iber deren Ausfall er im Momente seiner Eni-
scheidung dber F, Kenninis hat. (Diese ,,Ziehungen* wund ,,Schritte
nennen wir ,,friher< als F,.)

Damit die ganze Sache moglich ist und zeitlich-kausal vorstellbar
ses, darf es keine Zyklen F,, F,, ..., F,,, F,,  =F, geben, derart, daf
stels F,, , friher ist, als F,,, (¢=1,2,...,p).
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¢) Schlzeflich missen n Funktionen f,, fs, ..., f, gegeben sein. Jede
von thnen ist abhdngig von z -+ s Variablen, die bzw. die Werte

1,2, ....M; 1,2,..,.M; ... 1,2,..0,M;
1525 sss Ny 525 000 Ny wewd 125000,

durchlaufen. Diese Funktionen haben reelle Zahlen als Werte, und es
gilt identisch .
fi=fasF v F L, =0

Wenn nun im Laufe esner zu Ende gespielten Partie die Resuliate der z
., Ziehungen* wund der s ,,Schritte bzw. T, Ty, ..oy T,5 Yy» Yar -+ -5 Yy
(x#=1,2,...,M#, 50 % oo N p=42...:2 »=1L2,..,8)
waren, so erhalten die Spieler S,, 8,, ..., S, voneinander®) die Summen

fi@gs oo sy Yoo s W)y Fo(®ys oo s @y Ygy ooy Uy)s +es
fn (zl’ ces Ty Yyseees ys)'

(Trotz der etwas langatmigen Beschreibung handelt es sich hier, wenn
man genau zusieht, um recht einfache und klare Dinge. Ubrigens hitten
wir die Definition in mehreren Beziehungen etwas allgemeiner fassen
konnen: so hitten wir z B. zulassen konnen, daf die M,, N, und
a?, e, ... aﬁ‘; von den Resultaten der ,,fritheren¢ ,,Ziehungen* und
»»Schritte‘ abhingen, u. .; indessen iiberzeugt man sich leicht davon, daB
dabei nichts wesentlich Neues herauskommt.)

2. Mit dieser Definition ist der Begriff des Gesellschaftsspieles genau
umschrieben. Es tritt aber auch ganz klar in Erscheinung, was wir bereits
am Anfang von 1. beriihrten, daB ndmlich die Ausdrucksweise: , S, sucht
ein moglichst giinstiges Resultat zu erzielen® eine recht unklare ist. Ein
fiir den Spieler §,, moglichst giinstiges Resultat ist offenbar ein méglichst
groler Wert von £, , aber wie soll iiberhaupt irgendein Wert von f,, durch S,
nerzielt“ werden? 8, ist ja allein gar nicht in der Lage, den Wert
von f, festzulegen! f, hingt von den Variablen z,,...,%,, ¥,,..., ¥, ab,
und von diesen wird nur ein Teil durch den Willen von S, bestimms
(ndmlich diejenigen y,, fiir die S,, den ,Schritt“ F, hat, d. h. Sg,)= S,
ist); die iibrigen Variablen hingen vom Willen der Mitspieler (namlich
alle iibrigen y,) oder vom Zufall (nimlich alle z,) ab.

In unserem Falle ist der , unvoraussehbare“ Zufall noch der leichter
zu beherrschende Faktor. In der Tat: nehmen wir an, ein £, hinge auBer
von jenen y,, die S, bestimmt (S, =S, ), nur von den z, (die vom

) Die Identitit
ittt .+fa=0
driickt aus, daB die Spieler nur aneinander Zahlungen leisten, die Gesamtheit aber
Weder gewinnt noch verliert.



298 J. v. Neumann.

Zufall bestimmt werden) ab. Dann wird S, jedenfalls das Folgende voraus-
sehen konnen: Wenn ich auf eine bestimmte Weise spiele, so habe ich die
und die Resultate (d. i. Werte von f,,) mit den und den Wahrscheinlich-
keiten zu erwarten (die Wahrscheinlichkeiten o, g, ..., uﬂ'[l sind ja
gegeben) — unabhingig davon, nach welchen Prinzipien die iibrigen Spieler
handeln! Wenn wir nun annehmen, daB unter ,giinstigstem Resultat®
ein moglichst hoher Erwartungswert zu verstehen ist (und diese oder eine
dhnliche Annahme mufl gemacht werden, um die Methoden der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung anwenden zu konnen®) ), so ist die Aufgabe prinzipiell
gelost. Denn es handelt sich um ein einfaches Maximumproblem : S, muf
die Werte der von ihm zu bestimmenden unter den Variablen y, so wihlen,
daBl der (allein von diesen abhingige) Erwartungswert von f, méglichst
groB wird.

Dieser Typus von Gesellschaftsspielen ist es, der in der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, in der sog. ,,Theorie der Gliicksspiele“ behandelt wird. Ein
charakteristisches Beispiel hierfiir ist die Roulette: es sind ¥+ 1 Spieler
da (8,,...,8, sind die ,Pointeurs“, 8,,, der ,Bankier“), S,,, hat
iiberhaupt keinen EinfluB auf das Spiel®) und das Resultat von S,, f;,
(I1=1,2,...,k) ist allein vom Zufall und von seinen eigenen Handlungen
abhéngig ©).

Schon der Name , Gliicksspiele“ zeigt, da das Hauptgewicht auf die
vom Zufall abhéingigen Variablen z,, und nicht auf die vom Willen der
Spieler abhingigen Variablen y,, gelegt wird. Aber gerade das ist es, was
uns hier beschiftigen wird. Es soll versucht werden, die Riickwirkungen
der Spieler aufeinander zu untersuchen, die Konsequenzen des (fiir alles
soziale Geschehen so charakteristischen!) Umstandes, daB jeder Spieler
auf die Resultate aller anderen einen Einflufl hat und dabei nur am eigenen
interessiert ist.

I. Allgemeine Vereiniachungen.

1. Die in der Einleitung gegebene Definition des Gesellschaftsspieles
ist ziemlich kompliziert, was angesichts des Umstandes, daB es beliebig
verwickelte Gesellschaftsspiele geben kann, motiviert erscheinen mag. Trotz-

4) Die bekannten Einwinde gegen den Erwartungswert (die seine Ersetzung durch
die sog. moralische Hoffnung u. &. erstreben), wollen wir unberiicksichtigt lassen: es
sind andere Schwierigkeiten, die den Gegenstand unserer Betrachtungen bilden.

%) Er hat es auch nicht notig, denn auf Grund der Spielregeln gewinnt er pro
Partie 2-70°/, nach dem Umsatz.

%) Wie man auf Grund der vorhergehenden FuBnote vermuten wird, ist das in
diesem Falle eindeutig zu erzielende Resultat fiir das Verhalten der Pointeurs ein
recht triviales: sie miissen maoglichst den Umsatz 0 haben, je niher sie ihm kommen,
desto besser!
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dem lassen sich alle in dieser Definition enthaltenen Gesellschaftsspiele
auf eine viel einfachere Normalform bringen; sozusagen auf die einfachst-
denkbare Form iiberhaupt. Wir behaupten namlich:

Es geniigt, Gesellschaftsspiele folgender Art zu betrachten:

Es ist Z=1 (d.h. es findet nur eine ,Ziehung“ statt).

Es ist s =mn, und zwar ist der »-te ,Schritt“ der des Spielers S,
(8ay=8,).

Die Relation ,frither“ besteht nie (d. h. jeder Spieler muf seine Dis-
positionen treffen, ohne etwas iiber die anderen oder die ,Ziehung“ zu
wissen).

Das Spiel verlduft also so: Jeder Spieler S, (m =1, 2,...,n) wihlt
eine Zahl 1, 2,..., N, aus, ohne die Wahlen der iibrigen zu kennen; und
dann findet eine Ziehung statt, bei der die Zahlen 1,2, ..., M mit den
Wahrscheinlichkeiten e,,e,, ..., ¢y herauskommen kénnen. Die Resultate
der Spieler sind (wenn die ,Ziehung“ und die » ,Schritte“ z, y,, ¥,, ..., ¥,
ergaben):

Bl Uss oo lads Bl®s Tasov s B ds vuns Tl ®oWin cwes Yyl

DaB diese scheinbar sehr weitgehende Einschrankung der Moglichkeiten
in Wahrheit keine wesentliche ist, konnen wir so einsehen:

Die ,Schritte“ des Spielers S, (die mit S, = 8,,) seien diejenigen
mit den Nummern »™, »{™, ..., »{™. Es ist klar, daB die Annahme, S,
konnte schon vor Beginn des Spieles sagen, welche Wahlen er bei diesen
Schritten treffen wird, eine unstatthafte ist; d. h. eine Beschrinkung seiner
Willensfreiheit und eine Anderung (Verschlechterung) seiner Chancen mit
sich bringt. Denn der Entschluf von 8, bei jedem dieser ,Schritte“ wird
ja im allgemeinen wesentlich dadurch beeinflult werden, wie die Resultate
derjenigen ,Ziehungen“ und ,Schritte“ waren, von denen er im Momente
des Entschlusses Kenntnis hat.

Demgegeniiber darf wohl angenommen werden, daB er bereits vor

» Anfang des Spieles auf die folgende Frage zu antworten wei: Wie wird
der »™.te »Schritt“ ausfallen (=1, 2, ..., 0,), wenn die Resultate aller
nZichungen“ und ,Schritte“ vorliegen, die ,friiher“ als »™ sind? D.h.
daB der Spieler von vornherein wei, wie er in einer genau umschriebenen
Situation handeln wird; da$ er mit einer fertigen Theorie ins Spiel geht.
Selbst wenn dies bei einem Spieler nicht der Fall ist, leuchtet es wohl
ein, daB eine derartige Annahme keineswegs seine Chancen verschlechtert.

Demgemi8 definieren wir die ,,Spielmethode“ des Spielers S,, folgender-
mafen:

Um die ,Spicimethode® eines Spiclers S, (m=1,2, ...,n) voll-
standig zu beschreiben, sind die folgenden Angaben notwendig:
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8,, habe, wie oben, die ,,Schntte“ mit den Nummern »™, v{™, ..., ™,

Bei der Entschluffassung zum v{™-ten ,Schritte (k=1,2, ..., o,,) vor-
liegend, d. h. ,friher als dieser, seien die ,Ziehungen* und »Schritte
mit den bzw. Nummern pi™®, @i™®, ..., ai"" und 5™® pm0 ywb

Es muf dann fir jede mogliche Kombination von Resultaten der ge-
nannten ,,Ziehungen“ und ,,Schritte (es sind ihrer offenbar nur endlich
viele maglich) angegeben werden, wie der Entschlufi von S,, dber den

vi"-ten ,Schritt lauten (d. h. wie dieser Schritt ausfallen) wird,

Man sieht sofort, daB es fiir S, nur endlich viele Spielmethoden gibt,
wir bezeichnen diese mit &™), G™, ..., G,

Nun zeigb man offenbar ganz leicht (und dabei kommt die Annahme
von Einleitung 1., Definition des Gesellschaftsspieles d, iiber das Fehlen von
Zyklen zur Anwendung), daB der Verlauf des Spieles auf eine mogliche

und eindeutige Weise beschrieben ist, wenn angegeben wird:

1. Welcher ,,Spielmethodens G%, 8@, ..., 8™ sich bew. die Spieler
8., 8,, ..., 8, bedienen.

2. Was die Resultate der ,Ziehungen“ E,, E,, ..., E, sind.

Man beachte dabei die zwei folgenden Umstéinde: Erstens liegt esim
Wesen des Begriffes der ,Spielmethode¥, daf alles, was ein Spieler iiber
die Handlungen seiner Mitspieler und dem Ausfall von ,,Ziehungen er-
fahren oder folgern kann, bereits innerhalb der ,Spielmethode“ Beriick-
sichtigung findet. Folglich muB die Wahl der Spielmethode selbst bei
jedem Spieler in absoluter Unkenntnis der Wahlen der iibrigen Spieler
und der Resultate der ,Ziehungen“ erfolgen.

Zweitens ist hierdurch das getrennte Erfolgen der Ziehungen
E,E,,...,E, (wobei bei E,, p=1,2,...,%, die Zahlen 1,2,..., M,
mit den bzw Wa.hrschemhchkelten um, oc,(‘ ’, . ocLM/‘) herauskommen kﬁnnen)
ganz gleichgiiltig geworden: die Spieler miissen ja unabhiingig davon handeln,
d. h. ihre ,Spielmethoden“ wihlen. Dann hindert uns aber nichts, diese
z Ziehungen zu einer einzigen Ziehung H zusammenzuziehen, wobei die
Zahlenkomplexe

By o By vo w3 (x#=1,2,...,M#, u=1,2,...,2)

mit den bzw. Wahrscheinlichkeiten &\™- &{* ... .. *? herauskommen kénnen;
oder was dasselbe ist: die Zahlen 1,2,..., M(M= M,-M,-...- M) mit
den entsprechenden -Wahrscheinlichkeiten, die wir B,, B,, ..., B3 nennen
wollen.

Wir konnen also 2. folgendermaBen modifizieren :

2. Es muf angegeben werden, was das Resuliat der , Ziehung* H ist.
A(H kann die Resultate 1,2,...,M mit den bzw. Wahrscheinlichkeiten
ﬂv ﬁz: ey PN kabqn.) h .
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Nun sind die in 1. angegebenen Wahlen der Spieler §,, S,,...,S,
(als ,Schritte“ aufgefaBt) und die in 2. angegebene ,Ziehung“ (unter Be-
riicksichtigung des Umstandes, daB jeder ,Schritt“ in absoluter Unkenntnis
der iibrigen Umstdnde erfolgt) dem urspriinglichen Gesellschaftsspiele &
vollkommen #quivalent; und sie bilden ihrerseits offenbar ein Gesellschafts-
spiel ®’, das in der Tat von der am Anfang dieses Paragraphen erwihnten
einfachen Form ist.

2. Als letztes, von unserem Gesichtspunkt aus unwesentliches Element
soll jetzt auch noch die ,Ziehung“ aus dem Spiele eliminiert werden; das
geschieht dadurch, daB wir an Stelle der tatsdchlichen Ergebnisse fiir die
einzelnen Spieler ihre Erwartungswerte betrachten. Genauer:

Wenn die Spieler §,, S,,..., S, die ,Spielmethoden*

1) =@ @ :
u)Q@uz""’ un (um=1’2,coo,2m, m=1,2, ...,‘n)

wahlten (wir konnen iibrigens bereits davon absehen, daB es sich um ,Spiel-
methoden“ und nicht um eigentliche ,Schritte“ handelt, und einfach von
den Wahlen w,,%,,..., %, sprechen), und bei der ,Ziehung“ H die Zahl
v(=1,2,..., M) herauskam, so seien die Ergebnisse fiir die Spieler
8,5 8,,..., 8, bzw.

(v, %y, c0w), (v, %, %) ooy F,®0,%,...,%,).

Wenn nun nur die Wahlen %, , u,, ..., , bekannt sind, die , Ziehung® v
aber noch nicht, so sind die Erwartungswerte der f,,f;, ..., f, diese:

M
G (Uyseisu,) = %ﬂvfm(v, Uy ty) (m=1,2,..., n)

(Aus f,+f,+...+7, =0 folgt g, +g,+ ... +¢g,=0.) Es ist ganz im
Geiste der Methode der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wenn wir von der
»Ziehung“ iiberhaupt absehen und so tun, als ob es nur auf die Erwartungs-
werte g9.,¢,,...,9, ankime. Damit gewinnen wir aber den folgenden,

noch weiter schematisierten und vereinfachten Grundtypus des Gesellschafts-
spieles.

Jeder der Spieler 8,,8,, ..., S, wdhlt eine Zahl, und 2war S, eine
der Zahlen 1,2, ..., 2, (m=1,2,...,n). Jeder hat sesnen Entschlup
2u fassen, ohne uber die Resultate der Wahlen seiner Mitspieler Kenninis
2w haben. Wenn sie die Wahklen z,,2,,...,%, getroffen haben

) Wir kénnten auch noch alle 3, gleich machen, indem wir ein X annehmen,
das nicht kleiner ist als irgend ein 3, und jedesmal den Z,-ten Fall in = — 3, +1
Unterfille weiter teilen, von denen jeder genau dieselbe Wirkung hat, wie der ur-
Spriingliche. Diese Vereinfachung ist aber unwesentlich.
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(2,=1,2,...,2,,m=1,2,...,n), so erhalten sie bzw. die folgenden
Summen:
O (Bi5 oo Bl o (Bpsvors Bt swoe Gul®y, ocog X, )

(Daber st identisch g, + g9y + ... +9,=0.)

Damit ist diejenige Form der Spielregel erreicht, die (trotzdem sie,
wie wir soeben zeigten, im wesentlichen nichts an Allgemeinheit verloren
hat), nur noch die fiir uns wesentlichen Merkmale des Gesellschaftsspieles
zeigt. Vom ,Gliicksspiel“ ist nichts mehr da: die Handlungen aller Spieler
bestimmen das Resultat restlos (weil ja so operiert wird, als ob es ein
jeder von ihnen nur auf den Erwartungswert abgesehen hatte). Aber dafiir
tritt das am Ende der Einleitung hervorgehende Prinzip in voller Schirfe
in Erscheinung: jedes g, hdngt von allen z,, z,, ..., z, ab.

Der aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung bekannte Fall: g, hingt nur
nur von z, ab (was natiirlich nicht fiir alle m eintreten kann), erscheint
nun als vollkommen trivial.

II. Der Fall n=2.

1. Weiter kénnen wir zundchst in der bisherigen Allgemeinheit nicht
kommen, es erweist sich vielmehr als zweckmaBig, jetzt den einfachsten
Fall fiir » zu betrachten. Der Fall » = 0 ist sinnlos, der Fall n=1
(wegen g, +...+g,=0) ebenfalls, beidemal ist kein eigentliches Ge-
sellschaftsspiel vorhanden. Es ist also der Fall » = 2, der nun in Frage
kommt.

Da g,+g9,=0 ist, kann g, =g, g,= — g gesetzt werden. Dann
lautet die Beschreibung des allgemeinen 2-Personen-Spieles so:

Die Spieler 8,, S, wdhlen irgendwelche der Zahlen 1,2, ..., 2, bzw.
1,2, ..., 2, und zwar jeder ohne die Wahl des anderen zu kennen. Wenn
sie die Zahlen x bzw. y gewdhlt haben, so erhalten sie die Summen
g(z, ) bzw. —g(z, y). .

Dabei kann nun g(z,y) jede beliebige Funktion (definiert fiir
z=1,2,...,2, y=12,..., 2,!) sein, :

Es ist leicht, sich ein Bild von den Tendenzen zu machen, die in
einem solchen 2-Personen-Spiele miteinander kimpfen: Es wird von zwel
Seiten am Werte von g(z,y) hin und her gezerrt, ndmlich durch S,,
der ihn  moglichst .groB, und durch 8,, der ihn méoglichst klein machen
will. 8, gebietet iiber die Variable z, und S, iiber die Variable y. Was
wird geschehen? .

2. Wenn S, die Zahl z (2=1,2,...,3,) gewihlt hat, so hangt
sein Resultat g(z, y) auch noch von der Wahl y des S, ab, ist aber
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jedenfalls > Min g (2, y). Und diese untere Grenze kann durch geeignete
Wahl von z gleich Max, Min g (z, y) (und nicht groBer!) gemacht werden.
D.h. wenn S, es will, so kann er g(2, y) (unabhingig von S,!) jeden-
falls
g Max:c Mmy y(x’ y)
machen. Ebenso zeigt man: wenn 8, es will, so kann er g (2, y) (un-
abhéingig von 8,!) jedenfalls
< Min Max, g (2, )
machen.
Wenn nun
Max Min, g(2,y)= Min Max_g(z,y)= M
ist, so folgt aus dem Obigen, sowie daraus, daB S, das g(z, y) moglichst
gro und S, es moglichst klein machen will, da g(z, y) den Wert M
haben wird. Denn S, hat das Interesse, es groB zu machen, und kann
verhindern, daB es kleiner als M wird; S, hingegen hat das Interesse,
es klein zu machen und kann verhindern, daB es grofer als M wird.
Folglich wird es den Wert M haben.
Nun ist zwar allgemein

Max, Min, g (2, y) < Min, Max_ g(, %),

aber es besteht keineswegs stets das =-Zeichen. Es ist vielmehr leicht,
solche y(z, y) anzugeben, bei denen das < -Zeichen gilt, wo also diese
Uberlegung versagt. Das einfachste derartige Beispiel ist das folgende:

5=23,=2 g,)= 1, ¢(1,2)=—1,
g(2,1)=—1, g(22)= 1.
(Es ist offenbar Max Min = — 1 und Min Max =1.)

Ein anderes Beispiel ist die sog. ,Morra“ ®):

2=3,=8, g(L)= 0, g(1,2)= 1, ¢g(1,8)=~—1,
0(2)=—1, g(22)= 0, g(2,8)= 1,
g(3,1)= 1, g(3,8)=—1, g(3,3)= 0.
(Auch hier ist Max Min = —1 und Min Max =1.)
Da88 diese Schwierigkeit auftritt, kann man sich auch so klarmachen :

_ Max, Min g(z,y) ist das beste Resultat, das S, erzielen kann, wenn
ihn 8, vollkommen durchschaut: wenn 8,, sooft S, z spielt, ein solches y

%) Auch »V erbrecher-Bakkarat“ oder ,Knobeln¢ geﬁ@t. In der iiblichen For-
mu{lemng heiBen 1,2,3 ,Papier®, ,Stein%, ;Schere“ (,Papier verdeckt den Stein,
Stein schleift die Schere, Schere schieidet das Papier¥). : -



304 J. v. Neumann.

spielt, das ¢(2,y)=Min, g(z,y) wird. (Auf Grund der Spielregeln
durfte S, nicht wissen, was S, spielen wird, er muBte also aus anderen
Griinden wissen, wie S, spielt, das ist es, was wir mit ,durchschauen®
andeuten wollen.) Ebenso ist Min, Max, g (2, y) das beste Resultat, das S,
erzielen kann, wenn ihn 8, durchschaut hat. Wenn die beiden Zahlen
gleich sind, so bedeutet dies: es ist gleichgiiltig, welcher von den beiden
Spielern der feinere Psychologe ist, das Spiel ist so unempfindlich, da8
immer dasselbe herauskommt. Es ist klar, daB8 dies bei den beiden an-
gefithrten Spielen nicht der Fall ist: hier kommt alles darauf an, den
Gegner zu durchschauen, zu erraten, ob er 1 oder 2 (bzw. 1,2 oder 3)
wihlen wird. ,

Die Verschiedenheit der zwei Gr68en Max Min und Min Max bedeutet
eben, daf von den zwei Spielern S, und 8, nicht jeder gleichzeitig der
kliigere sein kann.

3. Es gelingt aber trotzdem mittels eines Kunstgriffes, die Gleichheit
der zwei oben erwihnten Ausdriicke zu erzwingen.

Zu diesem Zwecke werden die Verhaltungsmoglichkeiten der Spieler
8, 8, folgendermaBen erweitert: Es wird von S, nicht verlangt, dafl er
sich am Anfang des Spieles fiir irgendeine der Zahlen 1,2,..., 2
entscheide. Er soll nur 2, Wahrscheinlichkeiten

51, Eg)--uzzl ' (51.%0, Es_x,g 0,-“,52,20, §1+§g+"'+§2,=1)

angeben und sodann die Zahlen 1,2,..., 2, aus einer Urne mit den Wahr-
scheinlichkeiten £,, &,,..., &x, ziehen. Er wihlt dann die gezogene Zahl.
Dies scheint zwar eine Beeintrichtigung seines freien Entschlusses zu sein:
denn nicht er bestimmt x; ist es aber nicht: denn will er unbedingt ein
bestimmtes = haben, so kann er & =1, &, =0 (fiir w4 2) festsetzen.
Demgegeniiber schiitzt er sich gegen das ,,Durchschaut-werden“: denn wenn
etwa & = £,= 71 ist, so vermag niemand (selbst er nicht!) vorauszusagen,
ob er 1 oder 2 wahlen wird!

Ebenso soll 8, verfahren: auch er wihlt nur 3, Wahrscheinlichkeiten
Ty Ngs « s 15, und verfihrt entsprechend.

Die Gesamtheit der &, &,, ..., £s, wollen wir mit & und die Gesamt-
heit der #,, 9,, ..., =, mit 7 bezeichnen. Wenn 8, £ und 8, » wibhlt,
so hat S, den Erwartungswert

= 3,
h(£n))=§' g?g(p,q)épnq

und 8, den Erwartungswert — (&, y). Die neue Funktion h(£, ) um-
faBt die alte -g(#, y) offenbar im folgenden Sinne: wenn §=1n,=1 und
&, =,=0 (fir u+2, v+ y) ist, so ist h(£,7)=g(z, ¥).
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Nun kdnnen wir fiir % (&, ) genau dieselben Uberlegungen anstellen,
wie vorhin fiir g(x,y). Wenn S, £ gewihlt hat, so ist sein Erwartungs-
wert mindestens Min, (£, ); er kann also den minimalen Erwartungs-
wert Max; Min, 4 (&, ) (unabhingig von 8,!) erzwingen. Ebenso kann &8,
verhindern, daf der Erwartungswert von S, den maximalen Wert
Min, Max; % (£, n) iibersteigt. Wieder ist

Max, Min, % (&, ) < Min, Max, 2 (&, ),

und es fragt sich, ob stets das =-Zeichen gilt.

Man beachte, dal wir diesmal bessere Aussichten haben als bei
g(x,y): denn g(x,y) konnte irgendeine Funktion sein, wihrend % (£, )
eine Bilinearform ist! Trotzdem also A(&, %) eigentlich eine Verallge-
meinerung von g (z, y) ist, ist es als Funktion von viel einfacherem Typus
als dieses. In der Tat werden wir im Abschnitt 3 beweisen, daB die
Relation

Max, Min, % (&, 1) = Min, Max, k(&, )
(Max, erstreckt iiber alle & mit & >0,...,652>0, & +... 4 &x,=1,
Min, erstreckt iiber alle 9 mit #7,>0,...,85,>0, 9, +... +95,=1)
fiir alle Bilinearformen % (&, ) besteht.

4. Wir setzen (unter Vorwegnahme des Resultates)

Max; Min, 4 (&, 9) = Min, Max, (&, 1) = M.
Die Menge derjenigen &, fiir die Min, (&, %) seinen Maximalwert M an-
nimmt, sei ¥; die Menge derjenigen 7z, fiir die Max, h(&, #) seinen
Minimalwert M annimmt, sei 8. Aus diesen Definitionen folgen dann
die folgenden Relationen ohne weiteres:

1. Wenn & zu U gehort, so ist stets h(&,n) = M.

2. Wenn n zu B gehort, so ist stets h(&, 9) < M.

3. Wenn & micht zu U gehort, so gibt es ein n mit h(&,n) < M.

4. Wenn v nicht zu B gehort, so gibt es ein & mit h(&, n)> M.

5. Wenn & zu A und y zu B gehort, so ist h(&, n)= M.

Auf Grund dieser Relationen 1. bis 5. ist man wohl berechtigt zu
erkliren:

S, bzw. 8, mup jedenfalls einen zu U gehorigen Komplex & bzw. esnen
2u B gehorigen Komplex 3 wihlen, einerlei welchen. Eine Partie hat
fir 8, bzw. 8, den Wert M bzw. — M.

Ein 2-Personen-Spiel ist offenbar als ,gerecht“ zu bezeichnen, wenn
M=0 ist; und als ,symmetrisch, wenn die Spieler §,, 8, dieselben

Rollen haben. D. h. wenn bei Vertauschung von £ und 7 (dies setzt
Mathematische Annalen. 100. 20
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natiirlich 3, = 3, voraus) sich auch h(&,7) und — A (&, #) vertauschen,

also wenn

h(&, 9)=—h(n,$§)
oder, was dasselbe ist,

g9(z,y)=—9(y, %)
ist. Also: wenn die Bilinearform % (&, n), oder auch die Matrix ¢g(z, ),
schiefsymmetrisch ist. In diesem Falle ist es natiirlich auch ,gerecht,
was man so einsehen kann:

— Max, Min, & (&, ) = Min; Max, — % (&, 7) = Min, Max, &(7, £)
= Min, Max, (&, ),
d. h.
—M=M M=0°9.

Man iiberzeugt sich leicht, daB in unseren zwei Beispielen (in 2.)
M=0 ist, und zwar umfalt ¥ nur & =&,=3 baw. {, ={=§;= 3
und B #n, =9, =1 baw. 9, =9, =n;=13%. D. h.: beide Spiele sind ge-
recht (die ,Morra“ ist sogar symmetrisch), und in beiden muf jeder
Spieler alle Zahlen durcheinander wahlen, und zwar alle mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit.

Es ist vielleicht nicht uninteressant, noch auf den folgenden Umstand
mit Nachdruck hinzuweisen. Trotzdem im Abschnitte 1. der Zufall (durch
die Einfihrung der Erwartungswerte und Streichung der ,Ziehungen®) aus
den zu betrachtenden Gesellschaftsspielen eliminiert wurde, ist er hier
wieder von selbst aufgetreten: selbst wenn die Spielregel keinerlei ,,hazarde“
Elemente enthilt (d.h. Ziehungen aus Urnen) — wie etwa die beiden
Beispiele aus 2. —,ist es doch unumginglich notwendig, das »hazarde®
Element, bei der Angabe der VerhaltungsmaBregeln fiir die Spieler, wieder
in Betracht zu ziehen. Das Zufallsabhingige (,hazarde¥, ,statistische“)
liegt so tief im Wesen des Spieles (wenn nicht im Wesen der Welt) be-
griindet, daB es gar nicht erforderlich ist, es durch die Spielregel kiinst-
lich einzufiihren: auch wenn in der formalen Spielregel davon keine Spur
ist, bricht es sich von selbst die Bahn.

9) Dabei ist Max Min = Min Max beniitzt worden, d. h. unser relativ tiefer Satz
iiber Bilinearformen. Trivial, d. h. aus Max Min < Min Max, folgt hier offenbar nur

Max Min < 0, Min Max = 0.

Wahrend der endgiltigen Abfassung dieser Arbeit wurde mir die Note von
Herrn E. Borel in den Comptes rendus vom 10. Jan. 1927 (Sur les systémes de formes
lindares ... et la théorie du jeu, S. 52—55) bekannt. Borel formuliert die auf Bilinear-
formen beziigliche Frage fiir ein symmetrisches 2-Personen-Spiel und stellt fest, daf
keine Beispiele fiir Max Min < Min Max bekannt sind.

Unser vorstehendes Resultat beantwortet seine Fragestellung.
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III. Beweis des Satzes Max Min = Min Max.

1. Wir andern etwas unsere Bezeichnungen ab, indem wir fiir X2,
bzw. M+1, N1 schreiben, und fir g(p, q) e Wir haben dann:

M+1 N+1

h (E’ 1]) =pé: qé/;apq Epﬂg L

Infolge der Bedingungen
S+ .o+t Ewa=1, 9y +...+yy+gya=1

ist der Komplex & bereits durch &, ..., &y bestimmt, and ebenso der
Komplex # bereits durch #;,...,7y. Es ist dann (wir haben keinen An-
la8, die Koeffizienten zu bestimmen):

M N M N
h(é’n)=2 Zuqupnq+2”p§p+2quq+r'
=1 ¢g=1 =1 q=1

Wir werden auch hiervon nur einen Teil benutzen, indem wir stetige
Funktionen zweier Variablenreihen (&, #) mit der folgenden Eigenschaft
untersuchen werden:

(K). Wenn f(&,n)=4, f(&",n)= A ist, so ist auch fir jedes
0<8<L1, §=98 +(1—9)&" (d.h. &=05+(1—9)&), p=1,2,..., M)
f(&,n)=A. Wenn f(&,9")< A4, (&,1") < A ist, so ist auch fiir jedes
0<H<L, g=07+(1—9)n" (d.h. ny="09,+1—D)y;, ¢=1,2,...,N)
f(& 7)< 4.

(DaB das sowohl in den & wie in den # lineare % (&, #) diese Eigen-
schaft (K) hat, ist klar.) Fiir diese Funktionen f (&, %) werden wir be-
weisen :

Max, Min, f (¢, ) = Min, Max, f (&, 7),

wobeil Max, iiber 620,..., w20, &1 +...+ &y <1 und Min, iiber
120,000, 9y 20, g+ ...+ 7, <1 zu erstrecken ist. Dies konnen
wir auch so schreiben:

Max; Max;, ... Max;, ~ Min, Min,, ... Min, f(¢,7)
£,20 §20 Ey =0 7,20 7,20 1520
§,S1 5 +E,S1 E+...+EyS1 ST 9 +m,S1 gt +HgySt

= Min, Min,, ... Min, ~ Maxg M&x;2 ... Max; f(&,9).
7,20 7,20 ny20 20 520 Ey 20
\ﬂxéi ﬂl+1]2§1 ’71+.-.+7)N§1 El-<_—1 §1+5-z§1 E!.+"‘+EH§1

2. Wir fithren die folgenden Bezeichnungen ein:
Msrf(éla sy Era 771: aeey 773) == Maxé,f(&]_: eeey 5,.’ 771: coey 773):

520
E+...+Er=1

M1 (Eys o B s es 1) = Mgy £ (8 o s )
ﬂx+-.”-‘:’78é1
20*
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Wie man sieht, hebt M*" bzw. M™ die Abhingigkeit des f von &, bzw. 1,
auf. Wir wollen beweisen: wenn f der Bedingung (K) (in 1.) ge-
niigt, so ist
MR MR MMM M
=M"M"... MM M*... M7 f.

Der Beweis ist offenbar gefiihrt, wenn die zwei folgenden Behauptungen
bewiesen sind:

e) Wenn f=/f(&,..., &, 1y ..., 1,) stetig ist und die Eigenschaft (K)
hat, so gilt dasselbe von M¥fund M™f.

B) Wenn f=f(&, ..., 5,9y, ..., ,) stetig ist und die Eigenschaft (K)
hat, so ist

M&r M']:fz M M;‘.— f.

Zuerst beweisen wir «). Es geniigt aber M £ zu betrachten: fiir
M™ f verlaufen die Uberlegungen ebenso.

Es ist

MIF (s Epy My s 0 =F (B evor Epmgs My e s 1)

=Maxg f(&, s & Bysones )

£&r20
E+...+ES1

Dafl aus der Stetigkeit von 7 die von f * folgt, ist klar. Es miissen noch
die zwei Eigenschaften in (X) untersucht werden.
Erstens sei

f*(gl’y oo oy 51‘,—1: N1y oo en ’73)2 A) f*(S;,: LR §1‘”-13 Ny eoes 178) g A’

Die £* entsprechen Maximalwerten von f in endlichen Intervallen, die,
da f stetig ist, angenommen werden; etwa fiir & bzw. &’'. Dann ist

f(gl,, ey 51'3 771: ey 776)2‘4, f(fl”, ey E;’; ’71; ey 77:)24‘1,
und weil 7 dem (K) geniigt (wir setzen & =&& +(1—9)&, ..., &1
=31+ (1 —9)§L, und & =98+ (1—9)&)

f(f],’ ey Er: 771’ DR ?7,)2 A~
Dabei folgt aus

20, &H+...4+5L1, 20, HA4...+E LT
sofort
£,20, &+...+EZ1

Also ist fir das Maximum f* um so mehr

f*(fl, sevy fr--l: Nis ones 778); 4.
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Zweitens sei
f*(gla e vy ‘Sr—l’ ’7{’ eoey 773’) é A’ f*(fla ooy Er—l, 77{’, s's o9 ﬂ;’)g A'
Wegen der Maximaleigenschaft von f * gilt fiir alle &, mit

£ >0, E+...+&£ L1
dann

f*(gl, sey Sr; 77{’ s 7]81) §A> f(fl, soey £r> 77;'7 ooy 77.;,) é A-
Da f dem (K) geniigt, hat dies wieder
f(&gseee §r>"71""”7s)§‘4

=0+ (L= 5., fs= 99 + (1 —9)n,’) zur Folge; und da
das fiir alle oben genannte £, gilt,

f*(fh cees Epm1s Yrseenr Ng) S 4.

Damit ist unsere Behauptung «) restlos bewiesen.

3. Weiter soll nun gezeigt werden, daf stets (d. h. fiir alle &1, ..., &r—~15
Biseeosony) M MPf—=M"M¥f ist. Wenn wir in f(&,... ¢,
fyseees ;) die Variablen &, ..., &1, %15 ves a1 festhalten, so geniigt
es, als Funktion von &, 7, allein, offenbar auch noch der Bedingung (K).
Es bleibt also iibrig zu beweisen (wir schreiben &,y fiir &, 7,):

Wenn (&, n) eine stetige Funktion ist, und wenn aus f(&, )= 4,
FEN=A far & <ELE” f(E,n) 2 A folgt, und aus f(&,7)<LA4,
f(&,n") <4 fir " <n<q” f(&n)< A folgl, so ist

Mo, i 16,01 Y, e 65
(Wir schreiben @ und b fir 1 — & —... — &1 bzw.1 — 9y — oo — Ys—1-)

Die zu beweisende Behauptung kann auch so formuliert werden: Es
gibt cinen ,Sattelpunkt &, 7, (0 < &< a, 0 7o <b), d b (&, 1)
nimmt in 0 <4< b sein Minimum fir 9 =7, an, und f (&, n,) nimmt
in 0 <& < a sein Maximum fiir £ =, an.

In der Tat ist erstens jedenfalls

Max; Min,, f (£, 9) < Min, Max; f (§, 1),
und zweitens folgt aus der soeben formulierten Behauptung

Max, Min, £ (£, #) = Min, (&, #) =1 (%> 7o)

y Min” Maxs f(é, 7)< Ma'xg f(, "70) = (&> "70)’
also
Max, Min, 7 (£, #) = Min, Max; 1 (&, 1) = £ (& %0)-

Es gilt also, zwei £,,7, von der genannten Beschaffenheit zu finden.



310 J. v. Neumann,

& sei fest gegeben, fiir welche Werte von 7 in 0 <% < b nimmt
f(&, n) sein Minimum an? Die Antwort ist leicht: Wegen der Stetigkeit
von f ist diese Menge abgeschlossen und wegen der zweiten Voraussetzung
iber f (aus f(&,9)< A, f(&9")< A folgt f(&5)< A fir alle
7' < n < n”) ist sie konvex; die einzigen abgeschlossenen und konvexen
Zahlenmengen sind aber die Intervalle (mit Endpunkten). Diese Menge
wird also ein Teilintervall des Intervalles 0, 5 sein; wir nennen es
K'(¢), K"(%).

Wenn # fest gegeben ist, so sieht man ebenso ein, dal diejenigen &
in 0<Lé<La, fir die f(&,%) sein Maximum annimmt, ein Teilintervall
(mit Endpunkten) von 0, ¢ bilden; wir nennen es L'(7), L” ().

Offenbar ist stets K' (&) < K" (£), L' (9) < L”(n). Ferner folgt aus
der Stetigkeit von f (&, ), da8 K’ (¢), L' () nach unten, und K" (&),
L”(n) nach oben halbstetige Funktionen sind 19).

Nun sei wieder £* fest gegeben. Wir bilden die Menge aller &**
mit der folgenden Eigenschaft: Es gibt ein 7%, so daB f(£% #) seinen
Minimalwert (in 0 <% <b) in y=2* annimmt, und f(&, %*) seinen
Maximalwert (in 0 < &£ < a) in &= £** annimmt. D. h.: die Vereinigungs-
menge aller Intervalle L' (5*)< &* < L” (%), wenn 9* das ganze Inter-
vall K’ (8*)<5* < K" (& ) durchlauft.

Im Intervalle K’'(&*) < #n* < K”(¢*) nimmt die nach unten halb-
stetige Funktion L’(%*) ihr Minimum und die nach oben halbstetige
Funktion L”(%*) ibr Maximum an; also hat die Menge der &** sowohl
ein kleinstes als auch ein groBtes Element. Sie enthilt aber auch jedes
dazwischen liegende £, was man sich so klarmachen kann: Wire das
nicht der Fall, so lige jedes Intervall L'(n*), L”(n*) ganz vor oder
ganz nach &', und es gibe solche von jeder Sorte (die zum kleinsten bzw.
groBten £** gehorigen). Da 5™ ein Intervall durchliuft, hitten die beiden
Sorten von 7* einen gemeinsamen Hiufungspunkt #’. Da in beliebiger
Nshe von 7’ also sowohl L'(n*)< ¢  als auch L”(5*)> & vorkommt
(und L', L” nach unten bzw. oben halbstetig ist), muB L’(n') <&,
L"(9')>¢# sein; d h. & gehort doch zu einem der Intervalle: zu
L'(n') L (1').

10) Wir wollen den Beweis fiir K’(£) skizzieren, fiir die drei anderen Funktionen
geht er ebenso.

Wenn K'(E):O ist, ist die Behauptung trivial, da stets K'(Z)==0 ist; es sei
also K'(£)>0. Fir 0< < K'(§)—e (¢>0) ist stets f(&, 9)+ Min, f(&, ), und
da f(&,7) stetig ist, f(&,9) < Min, f(§,4)—d (fiir ein geeignetes 4>0). Wenn
also [ geniigend nahe bei & liegt, so ist noch immer f(L',17)<Mm.,,f(l,',11)—%‘s
(weil sowohl £ (£, ) als auch Min,, f(, 7) stetig ist); d. h. f (£, #) nimmt sein Minimum
(in 5, fir 0<7<b) in 0<9< K’(£)—¢ nirgends an. Also muB K(5)>K(E)-—8
Das ist; aber gerade die behanptete Halbstetigkeit nach unten. - .
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Unsere &** bilden also ein Teilintervall (mit Endpunkten) von 0, a,
wir nennen es H'(&*), H"(&%). H'(£*) ist das Minimum der L'(%),
H” (£*) das Maximum der L”(n%), fir K'(£*) <9*< K"(&%). Man
sieht leicht ein, daB wieder H’'(£*) nach unten und H”(&*) nach oben
halbstetig ist (dies folgt aus den entsprechenden Eigenschaften von K’ (&¥),
K" (£%) und Z'(5%), L" (9%)).

Wir sind offenbar am Ziele, wenn wir ein &* (0 < &* < a) aus-
findig machen konnen, welches gleichzeitiz ein £** ist, d. h. eines mit
H' (") <& < H'(8%). .

Gibe es kein solches &%, so lige jedes Intervall H' (&%), H” (&%)
ganz vor oder ganz nach £, und es gibe solche von jeder Sorte (nim-
lich §*=a bzw. £*=0). Da &* ein Intervall durchliuft, hitten die
beiden Sorten von &* einen gemeinsamen Hiufungspunkt . Da in be-
liebiger Nihe von & also sowohl A’(¢¥) < é&* also auch H” (&%) >&*
vorkommt (und H’', H” nach unten bzw. nach oben halbstetig ist), muB
H' (&) E H'(£) > ¢ sein; d.h. & gehort doch zum Intervalle H'( &),
H'(&).

Damit ist aber die letzte Behauptung (und somit auch die Behaup-
tung f) bewiesen. Wir haben also unseren Satz restlos bewiesen.

IV. Der Fall n=3. .

Nachdem wir in den Abschnitten II, III den Fall n =2 erledigt
haben, wenden wir uns dem nichst komplizierten Falle n = 3 zu.

Es liege also ein 3-Personen-Spiel vor, das im Sinne der Beschrei-
bung am Ende des Abschnittes I durch drei Funktionen g,,g,, g, von
drei Variablen z, y, z (z = 1, ZysrasDys Y=1y 2, v vy Sy 87=1,8 .. o5 25)
charakterisiert ist; dabei gilt identisch

91+ 92+ 9=0.
Es war im Falle » =2 moglich, den Wert einer Partie fiir jeden
Spieler 8,, S, zwingend zu bestimmen, es ergab sich:

X, 2 . Z =X,
Wel’t fl].l' Sl= MaxE Mm,,zl Zg (p: Q) Epnq= Maxg Mlnq 2 291 (p$ q) 51)774’
»=1 ¢=1 =1 g=1

Wert fiir 8, —— Min, Mngg qé:g (, 9)é,71,= Max, Minié’ qé'z:g"’ (@, D&,
wobei gilt
Wert fiir S, + Wert fiir S,=0.
Versuchen wir nun auch im Falle n — 3 die Werte einer Partie fiir

die drei Spieler S, S,, 8, zu berechnen! Nehmen wir etwa an, diese
Werte wiren baw. w,, w,, wy. Dann ist es klar, daB diese Werte, um
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allgemein und ohne jede weitere Erorterung befriedigend zu sein, die fol-
gende Eigenschaft haben miiten: Keine zwei Spieler diirfen in der Lage
sein, sich durch Koalition beim Spiele einen grofleren Erwartungswert ver-
schaffen zu konnen, als die Summe der ihnen zugeteilten ,Werte einer
Partie“. Ferner mull w, + w, + w; = 0 sein: denn die Spieler leisten ja
nur Zahlungen aneinander.

Wenn aber
Max, Min, 5 3 3(g,(pgr) + 92 (0g7) &ppn, = M, 5,
=t g=1 7:1_
Max, Min, 5 Z: i;(gl(pqr)Jrgs(pqr))f Y. A
p=1 ¢=1r=
Max, Min 2; ) (9 (097) + 95 (Pa7)) Emy = Mo g
p=1 g=1 1=

gesetzt wird (die &, bilden ein System von Wahrscheinlichkeiten, ebenso
die #,; analog fiir &, ,%, und £,,,7,), so kénnen 8, und S,, dadurch
daB sie koalieren, ein gewohnliches 2-Personen-Spiel gegen S; spielen
und sich dabei (nach dem vorhin Gesagten) den Erwartungswert M, ,
erzwingen; ebenso S, und S; den Erwartungswert M, ,; und S, und :5'3
den Erwartungswert A, ;. Also muB

wtwy =M, wtwy =M, wyt w2 My,
w, +w,+w; =0
sein. Dies ist offenbar dann und nur dann moglich, wenn
) M, o+ M s+ M, <0
1st.
Nun ist, wie wir in 2. zeigen werden, stets
M1,2 + Ml,s T M,s _2_ 0 ),

und es ist leicht, Beispiele anzugeben, wo das > -Zeichen gilt.. Ein solches
3-Personen- Spiel ist z. B. das folgende:

3, =23,=2,=38. Wenn es unter den z,, %,, z; (d. h. den Wahlen
der 8,, 8,, Sy, wir schrieben dafir bisher auch x,y,z) zwei solche gibt,
daf z,=v, x,= pu 18, so bilden u,v ein ,echtes Paar‘. Es gibt of fen-
bar entweder kein echies Paar oder ein einziges.

Wenn es kein echies Paar“ gibt, so ser g, =g,=g;=0. Wenn es
ein nechtes Paar“ gibt, so sei es u,v, und die dritte der Zahlen 1,2, 3
8¢ 1. Dann ses gﬂ—g,—-—l g, =—2.

Bei diesem Spiele ist offenbar M, , = M, ;= M, , — 2 (irgend zwel
koalierte S , S, konnen, indem sie » ‘baw. U wahlen, ein ,echtes Paar“
bilden und dadurch dem dritten, S,, die Summe 2 abnehmen!), also
M,2+M,3+Mﬂ,s=6>o-
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Der Sinn des Versagens eines jeden Wertungsversuches bei diesem
Spiele ist offenbar der folgende: Um die Summe 2 zu gewinnen, brauchen
sich nur irgendwelche der drei Spieler zusammenzutun, sie konnen dann
den dritten ohne weiteres auspliindern, trotzdem die Spielregel absolut
symmetrisch, d. h. das Spiel formal gerecht ist'*). Aus der Symmetrie
wiirde folgen, daB der Wert fiir jeden Spieler gleich 0 sein muB, dies ist
aber offenbar falsch: Zwei Spieler brauchen nur zu wollen, und sie kénnen
sich dann den Gewinn 2 verschaffen! Wie ist dieser Widerspruch aufzu-
16sen?

2. Gehen wir systematisch vor. Es ist stets

M1,2 + ‘Ml,3 Hr M‘J,s =0.%%)
Denn es ist offenbar:

¥,
. =1
M, , = Max; Min, ?é'l -

4

5

[\ﬂlq
%

: :(gl(pqr)erg(pqr))qum

I
b,
i

(auf Grund unseres Satzes iiber 2-Personen-Spiele)

4
14
14

-

= Min, Max, (9:(Pe7) +9:(Pa7) 8,y g1,
p=1 ¢=1 r=1

= Max, Min, 5 3 50, (p47),,1,.
=1 ¢=17r=1

wir miissen also

Max,, Min,, s (pgr)épens 4 Max, Bﬁng;’%,gz(pqr) Eprtg

-+ Max,  Ming» > g, (pg7) iy L0

=" ”n

beweisen, d.h. fiir alle Systeme 7/, %", 7
" __n

Min, Xg,(pqr)ép 7, + Min;';zfgg(pqr)épmq
» &

Y24

+ Min.s"'p > g (par)Enny <0.

) Man sieht hieran, daB unser Beispiel alles andere als ein Fall von ,Patho-
logie« von Spielen ist: es ist vielmehr ein in praxi recht hiufiger und charak-
teristischer Fall. Im Einklang damit werden wir in IV, 8. und V, 1. sehen, da8 es
sogar der allgemeine Fall des 3-Personen-Spieles ist.

12) Inhaltlich ist dies ohne weiteres Kklar: 8, und S, kdnnen in Koalition gegen
8, bestenfalls M, , erzwingen, also 8, fiir sich allein (gegen alle) bestenfalls — M, ,
(Wegen unseres Satzes iiber das 2-Personen-Spiel); ebenso kann S, fiir sich allein
beSt?nfaﬂs —M,,, erzwingen. Koaliert konnen aber S, und S, bestenfalls M, ,
erzwingen; ,Punion fait 1a force¥, d. h. ’

‘Me.s "-Mx.a —..<= 1{1.2» Mx,z +Mx.a +M2.a ; 0.
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Dies ist aber der Fall, es geniigt ja

Ep0="7"Tys  Epr=Tr T =T
zu setzen, dann wird (wegen g, +g¢,+ 9;=0)

293(20917)1'2/174'%"—1-de(qu)?'?r"”?é'%"t%;gl(PQf)ﬁlﬁé'ﬁé"Z .
DG T s 4y

o7

DaB das Zeichen > wirklich vorkommt, haben wir gesehen, der Fall
des Zeichens = ist also als ein ausgearteter Grenzfall anzusehen.

Nehmen wir nun an, der Spieler S, erhebt Anspruch auf einen Ge-
winn von w, pro Partie. Wie kann er seinen Anspruch durchsetzen?
‘Offenbar auf zwei Wegen.

Erstens kann er versuchen allein zu spielen. Dann gerit er im wesent-
lichen in ein 2-Personen-Spiel, in dem er auf der einen Seite steht und
8S,, 8; auf der anderen (koaliert). Der Wert dieses Spieles fiir ihn ist
also — M, , pro Partie. Diese Losung kommt also nur fir w, < — M, ,
in Frage; nehmen wir daher w, > — M, ; an. ’

Dann bleibt nur die zweite Moglichkeit iibrig: er muf versuchen S,
oder S; zum Bundesgenossen zu bekommen. Da er im Bunde mit S, oder
8, pro Partie die Summe M, , oder M, , gewinnen kann, aber davon w,
fiir sich behalten will, so kann er §, die Summe M, , — w, pro Partie
als Preis des Biindnisses anbieten, und S, die Summe ’.M1 s— w,. Es ist
jedoch vollkommen ausgeschlossen, daf S, oder S, dieses An'gebot annimmt,
wenn sie miteinander verbiindet mehr als (M, , — w,) + (M, ; — w,) pro
Partie gewinnen kénnen. D. h. wenn . :

1
(‘Ml,‘.’. —w)+ (M s —w,) < Me,s; w, > (Mx,s + MI,B = Me,s)
ist.
Wir kénnen also sagen: S, hat gar keine Aussicht, einen Anspruch
w, durchzusetzen, der

1
2= Mz,a’ > E(MJ,Q + M:,s "' Ms,s)

ist. Die zweite Zahl ist > als die erste (wegen M, , - M, ; + M, , > 0),
also muf jedenfalls ' ’ '

1
w, < "2‘(M1,9 + M1,3 - Mﬁ,s) = W,
sein. Ebenso kann gezeigt werden: es muB
1
Wy =—<_§(M1,2 - Me,s - M],s) =W,

1 .
Wy g E(Ml,s + Me,:r* M1,2) = W,
sein. ) , d
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Nun sind aber diese oberen Grenzen fiir die Anspriiche der drei Spieler,
,, W,, Wy, ohne weiteres realisierbar. Denn wenn sich etwa S,, S, ver-
biinden, so kénnen sie (gegen S;) den Gewinn M, ,= @,  w, erzielen;
und ebenso konnen sich 8, 8; bzw. 8,, S; durch ein Biindnis die Gewinne
M, , = W, + W, baw. M, , = W, | @, pro Partie sichern. Also: die hichst-
moglichen und dabei dennoch vollkommen motivierten Anspriiche der drei
Spieler 8,, 8,, S, sind bzw. %, , #,, W, (als Gewinn pro Partie).

3. Inwiefern ist aber diese Wertung mit der in 1. erkannten Unmég-
lichkeit einer allgemeinen Wertung vereinbar? Wenn M, , + M, ,+ M, ;=0
ist, so besteht ja keine Schwierigkeit: dann ist ' ' ’

Wy=—My3, Wy=—M,, W=—M,,

d. h. jeder Spieler kann seinen Anspriichen allein, auch ohne Hilfe eines
anderen (und einer mdglichen Koalition seiner Gegner trotzend), Geltung
verschaffen. Es konnen also alle drei Spieler ihre Anspriiche gleichzeitig
durchsetzen, demgemif ist auch

Wy ~+ Wy +— Wy = 0",
Anders ist es fiir M, ,+ M, , -+ M, , > 0. Wegen
wl>—M2,3, w‘_,>—M,,3, w,>— M, ,

kann dann kein Spieler seinen Anspruch allein durchsetzen, und wegen

- — = 1
Wy + Wy + Wy = §(Mx,e -+ M1,3 =+ M‘z,s) >0
kénnen niemals alle drei zugleich befriedigt werden. Aber wegen
W1+W2=M1,2’ '“_71+w3=M1,3, wa'Jf‘ﬁs:-Me,s

ist jedes Paar von Spielern, welches sich (zum Auspliindern des dritten)
verbiindet, des Erfolges gewi: sie konnen ihre Anspriiche voll befriedigen,
der dritte wird freilich pro Partie nur bzw. ~M, —M 4, —M er-
halten, und daher um 3(M, o+ M, ;+ M, ;) hinter seinem motivierten
Anspruch zuriickbleiben. .

Dies kann auch so formuliert werden: Jeder der drei Spieler S,, 8,, S,
muf trachten, sich mit einem anderen Spieler zu verbiinden. Wenn ihm
das gelingt, so erhilt er pro Partie die bzw. Summe

1
§(M1,2+M1,3_Me,s)7 ‘;‘(M1,2+M2,3"M1,3)’

1
'2‘(M1,3+ Mﬁ,s = 1,?.)’
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wenn es ihm aber nicht gelingt (d. h. wenn die zwei anderen koalieren),
so erhdlt er bzw. nur

M, —M,, —M,.

Eine noch etwas variierte Beschreibung des Sachverhaltes, die vielleicht
die pragnanteste ist, ist die folgende:

«) Eine Partie hat fir die Spieler 8., 8,, S; die bzw. ,,Grundwerte

1 1
Yy =§(M1,2 +M1,3 = 2M2,s)’ Yy =§(M1,2+ Mz,a = 2M1,s)’

Uy 2%(M1,3+Me,3 == 2M),e)-

Das ist eine regelrechte Wertung da v, + v, + v, = 0 ¢st.

B) Aber iber die ,,Grundwerte” hinaus besteht fiir irgend zwer Spieler,
die sich gegen den dritten verbinden, die Moglichkest, je D zu gewinnen,
wdhrend der dritte (gleichfalls tiber seinen ,,Grundwert hinaus) 3 D ver-
liert. Daber ist

D = M1,2+M1,3+M2,3 >0 ).

(Auch der zuerst behandelte Fall D= M, ,+ M, ;+ M, =0 kann in
diese Formulierung mit einbezogen werden: «) ist das (iortige Resultat
und p) fallt wegen D =0 fort.)

Man sieht an dieser Losung sofort: das 3-Personen-Spiel ist etwas
wesentlich anderes als das von zwei Personen. Die eigentliche Spielmethode
der einzelnen Spieler tritt zuriick: sie bietet nichts Neues, da die (unbe-
dingt eintretende) Bildung von Koalitionen das Spiel zu einem 2-Personen-
Spiele macht. Aber der Wert der Partie fiir einen Spieler hiingt nicht
nur von der Spielregel ab, er wird vielmehr ganz entscheidend dadurch
beeinfluft (wenigstens, sobald D > 0 ist), welche der drei an sich gleichmdg-
lichen Koalitionen S,, S,; S, S;; 8,, S, zustande gekommen ist. Es macht
sich geltend, was dem schablonenm&Bigen und ganz ausgeglichenen 2-Per-
sonen-Spiele noch vollig fremd ist: der Kampf.

V. Ansitze fir n» > 3.

1. Fiir n > 3 ist es bis jetzt nicht gelungen, allgemeingiiltige Resul-
tate zu erzielen. Der beste Wegweiser, der hier zur Verfiigung steht, mag
die Analogie- zu den bereits erledigten Fillen n = 2, 3 sein; diese sollen
deshalb hier noch einmal zusammengestellt werden:

1) Es ist iibrigens

i 1 1
"1.=--Mz,a+§D’ ”sz—Mx.s+'3‘D’ Yy =~ 12+‘§D'
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n=2. Es wird definiert:
M= Ma‘xg Minq 291 (p Q) Ep nq 14)'
9.4

Das Spiel hat fiir die Spieler S,, S, die bzw. Werte M, — M pro Parize.
n=3. Es wird definiert:
M, , = Max, Min,,pZ,’ (9. (Par)+ 9:(PaT)) &y,
> 57T

‘Ml,3 = MaxEMinyi 2 (gl (pqr) +g3(pqr)) Sprnq
2%

M, s =Max Min, 3 (g,(pgr)+g;(pqr))é,,m,")

P 4,7,

D=M1,2+M1,3+M2,3'

Es 4st D >0, und es sind zwei Fille zu unierscheiden, je nachdem, ob
D =0 oder D> 0 ist.

D = 0. In diesem Falle hat das Spiel fir 8,,8S,, S, die bzw. Werte
—M, 3, —M, 5, —M , pro Partie.

D > 0. In diesem Falle hat das Sprel fir S, S,, S, die bzw. ,,Grund-
werte — M, ; +3D, — M, ;+5D, — M, ,+ 3D pro Partie. Zu den
»Grundwerten st aber noch ein westeres Glied zu addieren,. um die rich-
tigen Werte zu erhalten; dieses richrt daher, dapB irgend zwei Spieler, die
sich gegen den dritten verbiinden (einerles welche zwes!), sich diber den
»Grundwert hinaus noch einen Gewinn von je D pro Partie verschaffen
konnen, wihrend der dritte Spieler 2D pro Partie (tber seinen Grundwert
linaus) verliert.

Aus dieser Zusammenstellung sieht man klar: der Fall n =2 und
der Fall » =3, D =0 gehéren zum selben Typus. Dagegen reprisentiert
der Fall » =3, D > 0 (wie bereits am Schlusse von IV festgestellt wurde)
einen neuen Typus. Wir wollen diese zwei Typen als den eindeutigen
bzw. den symmetrisch-mehrdeutigen bezeichnen; es ist wohl zu erkennen,
was mit diesen Benennungen gemeint ist.

Besteht nun Aussicht, da sich auch fiir » > 3 alle Gesellschaftsspiele
auf diese zwei Typen bringen lassen? Oder hat man mit der Méglichkeit
neuer Komplikationen zu rechnen? Es wire insbesondere das Auftreten
von asymmetrisch-mehrdeutigen Typen ins Auge zu fassen, d. h. von
solchen, bei denen die entscheidenden Koalitions- Méglichkeiten nicht mehr

14) Die Max; und Min,, sind zu erstrecken iiber alle Systeme von Wahrscheinlich-
keiten, d. h. wir verlangen

alle £,20, J§,=1; alle §,,=20, X&,,=1; usw.
und a.na.log 4 24

alle ,=0, Zn,=1; usw.
?
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symmetrisch iiber alle Spieler verteilt sind. (Bei =38 ist das ja nicht
der Fall: die eventuellen Asymmetrien der Spielregel gehen véllig in den
»Grundwerten® der drei Spieler auf, zur Koalitionshildung aber sind alle
Spieler gleichfihig: denn alle drei Koalitionen 8S,,8,; 8,,8;; 8,, 8,
kommen gleichmiBig in Betracht)) Diese Frage soll im folgenden etwas
niher betrachtet werden.

2. Um ein allgemeines n-Personen-Spiel zu charakterisieren, fithren
wir die folgenden Konstanten ein:

> X,
M ooy = Max, Min .
. {#ys Moy =*o2 Mg} < 7 pé’l pzé'l
3 (G, Brs ov0s B+ oo Gy (P oo 8 gy T

Pa=1
wobel u,, 4, ..., i, irgendwelche k verschiedene unter den Zahlen 1,2,...,7
sind und »,,%...,7,; die Ubrigen (Max, ist zu nehmen fiir alle
fp”l,._,,pﬂkg 0, 2&‘1,‘“1,_‘,,?“ =1, und Min, fir alle 9, >0,

P 1). M{ i iR ist offenbar diejenige Summe, deren Ge-
winn pro Partie die koalierten Spieler S, ,...,S, gegen die koalierten
Spieler 8,,..., 8, = erzwingen konnen (das Spiel ist ja nur ein 2-Per-
sonen- Spiél) .

Offenbar ist M{; = 0. Ferner folgt aus unserem Satze iiber 2-Personen-
Spiele, da M, ..., ., = —,M{n’_"-”u_:.-} ist. Schlieflich seien u,, ..., ,;
Vyseees¥y3 Qpreve» Oppy Arel zueinander komplementire Teilmengen von
1,2,...,n. Wenn die Spieler S#,’ . 8 ferner Sv,’ .y S : und

s B ’
8 N fest koaliert sind, so ist dies ein 3-Personen-Spiel, und es

e " Fep i

ist (wir versehen die auf dieses letatere Spiel beziiglichen Grofen mit
einem Akzent)

Y-k

Mll,e = -M(,,l,..:,,‘kw,,...,w,}
M5 = Mipsomrmoensenisy =~ Mippecsmy»
Mos =My, .orpononin = — Bisg s sy -
Nach unseren Resultaten iiber 3-Personen-Spiele ist aber
Mo+ M+ My >0,

d. h.
Mipss i ngoormy S Mgy T M sy

Zusammenfassend kann also gesagt werden:

Ein gegebenes m-Personen- Spiel ordnet jeder Teilmenge p,, thos. -5ty
von 1,2,...,n eine Konstante Moy 28 (némlich diejenige Summe,
deren Gewinn pro Partie die Koalition der Spieler S, ,...,8,, gegen die
" Koalition der tubrigen erzwingen kann). Das System der Komstanien
M erfillt stets die folgenden dre: Bedingungen:

(e 1a)
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1. My =0.

2 My T My =0, wenn s iy und v, ...,7,
komplemenidre Teilmengen von 1,2, ...,n sind.

S My s vy = Mgy + M, ,...py> WEOD Lyy.en, tty und
v, ..., v, elementfremde Teilmengen von 1,2,...,n sind™®).

Es ist nicht schwer, die Umkehrung zu beweisen, d. h. zu jedem System
von Zahlen Mz, (M durchliuft alle 2" Teilmengen von 1,2, ..., n), das
den Bedingungen 1.—3. geniigt, ein Gesellschaftsspiel anzugeben, bei dem
die genannten Kounstanten eben diese Werte M(q; haben. Wir sehen davon
ab, hier ein solches Beispiel — das keineswegs tiefliegend ist — durch-
zudiskutieren.

3. Ich glaube die Vermutung aussprechen zu diirfen, daB die Wert-
und Koalitionsverhiltnisse bei einem Gesellschaftsspiele durch diese 2” Kon-
stanten allein bestimmt sind. Fiir » = 2,3 ist das, wie wir sahen, der
Fall’®), fiir » > 8 steht der allgemeine Beweis noch aus. Denn wihrend
bei m =2 iiberhaupt nicht koaliert werden kann und bei =3 nur auf
eine Art (nimlich ,zwei gegen einen“), wachsen die Moglichkeiten fiir n = 3
rasch an: schon bei n = 4 muB man entscheiden, ob Koalitionen ,drei gegen
einen“ oder ,zwei gegen zwei“ sich bilden werden, d. h. bei welchen Biind-
nissen die daran beteiligten Spieler die besten Chancen haben werden. Bet
n =4 gelingt noch die Diskussion der Hauptfille (allein auf Grund der
Mq,!), aber eine befriedigende allgemeine Theorie fehlt zur Zeit noch.

Wenn unsere Vermutung richtig ist, so haben wir damit alle Gesell-
schaftsspiele auf eine letzte natiirliche Normalform gebracht: jedes System
von 2" Konstanten Mgy, die den Bedingungen 1.—3. geniigen, stellt eine
Klasse ,taktisch dquivalenter Gesellschaftsspiele vorl?).

1) Inhaltlich ist diese Behauptung ebenso klar, wie die in FuBnote %) S. 313 be-
trachtete.
1) Es ist fiir n =2
Hy=0,  Hpy=M Uy, M=
und fir % = 3

M{) =0, M(l} 2"”2.3’ M{a} =—M, ‘M{s} =—¥, ,, M{m} =M,

Yy =Hyg  Miggy=Myg My 5=0.

_*") Eine gewisse Normierungsméglichkeit fiir die M () besteht noch darin, daB man,
In Analogie zu den ,Werten“ (einer Partie) fiir » = 2 und den ,Grundwerten“ fiir n.=3,
nGrundwerte® v,, v,, ..., v, fir die Spieler §,,8,,..., 8, einfihrt. Fir den dariiber
hinausgehenden Teil des Spicles erhilt man dann natiirlich die neuen Konstanten
*
M{m) M{m} p%‘@v‘,-
(Fortsetzung der PuBrote 17 auf michster Seite.)
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Zum Schlusse mochte ich noch bemerken, dal in einem demnichst
erscheinenden Nachtrage eine numerische Berechnung von einigen bekannten
2-Personen-Spielen erfolgen soll (Poker, allerdings mit gewissen schema-
tisierenden Vereinfachungen, Bakkarat). Die Ubereinstimmung der dabel
herauskommenden Resultate mit den bekannten Faustregeln der Spieler
(so z. B. der Beweis der Notwendigkeit des ,Bluffens beim Poker) kann
als eine empirische Bestdtigung der Resultate unserer Theorie angesehen
werden.

Man wihlt die v, zweckmiBigerweise so, da8
M:%:M{t):...:Ma), v+t =0

ist, d. h. jeder Spieler fiir sich allein gleichstark ist, und nur in den Koalitionsméoglich-
keiten Unterschiede bestehen.
(Aus 1.—3. folgert man leicht, da der gemeinsame Wert der
* * *

My, My, oo My <0
ist; wenn er =0 ist, so sind alle M;;z =0, d. h. das Spiel — nach Auszahlung der
»Grundwerte* — eindeutig. Er gibt somit eine Art MaB fiir die Mehrdeutigkeit des
Spieles, d. h. die taktischen Moglichkeiten, die es bietet).

(Eingegangen am 24. 7. 1927.)
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