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Uber einige Verallgemeinerungen der fast periodischen
Funktionen.

Von
W. Stepanoff in Moskau.

In seiner Abhandlung ,,Zur Theorie der fast periodischen Funktionen I«
(Acta Mathematica 45) hat Herr H. Bohr eine Reihe von wichtigen Re-
sultaten iiber diese Funktionenklasse gegeben. Die von ihm betrachteten
Funktionen sind gleichmaBig stetig im ganzen Gebiete (— oo, + o).

In dem vorliegenden Aufsatze will ich einige neue Definitionen ein-
fiihren, welche den Begrifi der Fastperiodizitit auf meBbare, dann auf
summierbare und endlich auf quadratisch summierbare Funktionen ver-
allgemeinern. Weiter zeige ich, daf in jeder dieser neuen Klassen der
fast periodischen Funktionen einige von H. Bohr gegebene Eigenschaften
erhalten bleiben, in der letzten insbesondere alle Resultate iiber die ver-
allgemeinerten Fourierreihen.

Die Bezeichnungen stimmen mit denjenigen von H. Bohr iiberein.

§ 1.

Sei f(z) eine komplexe Funktion des reellen Argumentes =z,
f(2) =wu(z) +4v(z), definiert fiir — co < # < 4- co. Die Definition von
H. Bohr?) lautet folgendermaBen:

»Eine (stetige) Funktion f(z) soll fast periodisch heiBen, wenn es
zu Jedem &> 0 eine Linge ] = I(e)> 0 derart gibt, daB jedes Intervall
& < x < f der Lange f — « =1 mindestens eine Verschiebungszahl z=z(f,¢)
enthilt.“ (Unter einer Verschiebungszahl z = z(f, &) ist hierbei irgendeine
Zahl zu verstehen, die fiir alle 2 der Ungleichung |f(z +17) — f(z)! <L ¢
geniigt. )

Ich werde zunichst eine Verallgemeinerung dieser Definition geben,
welche nur die MeBbarkeit (im Lebesgueschen Sinne) von f(z) voraussetzt.

') Acta Mathematica 45, S. 30. .
Mathematische Annalen. 95. 81
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Definition I. Eine mepBbare, fast iiberall®) auf (— oo, + oo) defi-
nierte und endliche Funktion f(z) soll fast periodisch (I) heifen, wenn
es zu zwei vorgeschriebenen positiven Zahlen ¢ <1 und d eine Ldnge |
derart gibt, dap jedes Intervall (X, X + 1) mindestens eine Zahl v =t (¢, d)
von der Beschaffenheit enthdlt, daf3 die Ungleichung |f(xz +1) — f(z) <e
fir alle x giltig ist, mit etwaiger Ausnahme einer Punktmenge {z} wvon
mittlerer Dichte < & in jedem Intervalle der Linge = d. (Die mittlere
Dichte einer Menge ist der Quotient des MafBes dieser Menge durch die
Lénge des Intervalls.)

Bemerkungen. 1. Man kénnte in der Definition (I) drei positive
Zahlen ¢,, ¢, und d vorgeben und die Verschiebungszahl 7 =1(g,, ¢,, d)
durch die Bedingung definieren, da |f(z +7) — f(z)| <, ist, mit Aus-
nahme einer Menge von Werten z, die eine mittlere Dichte < &, in jedem
Intervalle der Linge = d hat. Da aber ein solches z(¢], &, d) zugleich
ein 7(e,, &, d) fire<e,, & <, ist, sind wir imstande, ¢ = min (¢, ¢,)
zu setzen und nur die Verschiebungszahlen 7 (¢, ¢, d) zu betrachten.

2. Nach der Definition soll die Dichte der Ausnahmemenge < ¢ in
jedem Intervalle der Lénge = d sein. Daraus folgt, daB fiir jedes Inter-
vall der Lange L > d die mittlere Dichte dieser Menge < 2¢ ist. In
der Tat, sei md <L <(m+1)d (m=1, ganz). Dann ist das MaB
der Ausnahmemenge im Intervalle der Lange L kleiner, als (m + 1)de,

und ihre Dichte < 2F1E <y,

3. Infolge der letzteren Bemerkung ist ein 7(¢”,d") zugleich ein
(e, d’) fir d" < d', 2¢” < ¢'. Wir kénnten uns also auf Verschiebungs-
zahlen 7(e, ¢) beschrinken, die von nur einer vorgeschriebenen Zahl ab-
hingig wiren, indem wir & = min (82—’, d') wahlten. Andererseits ist fiird <z
z(e,, &,d, 1) (im Sinne der Bemerkung 1) zugleich ein (e, ¢,, d), da die
Menge, welche in jedem Intervalle der Lénge = 1 die mittlere Dichte
< &,d hat, im Intervalle der Linge d < 1 die mittlere Dichte < %s—zzsg

besitzt. Wir koénnten also iiberall d gleich einer und derselben Konstante
z. B. =1 setzen.

Die Klasse der fast periodischen (I) Funktionen ist invariant gegen-
iiber der Addition und Multiplikation.

Zuerst beweise ich den .

Hilfssatz 1. Es ses f(x) fast periodisch (I) und d, & und ¢” >¢
beliebig gegeben. Dann kann man n, > 0 so klein angeben, daf, falls 7,
eine beliebige zu d und & gehorige Verschiebungszahl ist, jedes v mat

%) D. h. mit eventueller Ausnahme einer Menge vom MaB8e Null.
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|t —1o| < o eine derselben Funktion gehorende Verschiebungszahl in bezug

auf d und &” darstellt.

Zum Beweise werde ich zuerst zeigen, daB bei gegebenen ¢ und d
die positive Zahl 7, so klein gewihlt werden kann, daB fiir ein festes
mit | 5] < 7, die Ungleichung |f (2 +7) — f(2)| L ¢ fiir alle 2 besteht,
mit etwaiger Ausnahme einer Menge der Werte 2 von mittlerer Dichte
< ¢ in jedem Intervalle der Linge d. Mit andern Worten, jede solche
Zahl 7 ist eine Verschiebungszahl 7 (e, d).

Gegeben sei irgendein Intervall (X, X --d); nach der Definition (I)
gibt es fiir f(z) eine Zahl I (%, d) und eine Verschiebungszahl z =z (%, d)

mit — X+1 <7< — X-+1-41; mittels dieser Verschiebung geht das
Intervall (X —1,X+d+1) in (X+7— 1, X+4+d-+ 7+ 1) iiber, das
ganz in (0,d + 14 2) liegt. In diesem letzteren nehmen wir eine stetige
Funktion f(z), welche mit f () iibereinstimmt, aufler fiir eine Menge

vom MaBe < %l 3) Wir nehmen die positive Zahl #, <1 und so klein,

dab fiir die stetige Funktion 7 (z) im Intervalle (0,d -1 2) die Un-
gleichung gilt:

@) —Flan) <5 dalls [ —2"| <.
Jetzt hab(;n wir fiir ein festes % mit || <7,, sobald X Lz < X +-d ist:

[flz+7)—f(z) £ '-Z” auBer fiir eine Wertmenge z von mittlerer
Dichte < &;

[fled+r+9)—Fflz+9) < %, auBer fiir eine Wertmenge « von mittlerer
Dichte <

f(z +17)=f(2 +7), auber fiir eine Wertmenge x -7 vom MaBe
< % in (0,d-+17+2), also auler fiir eine Wertmenge »
von der Dichte < ¢ im Intervalle (X, X + d).

f(z 47 +95) = f(x + 7 -+n), auler auf einer Menge von der Dichte
<<% in (X, X+ d).

[F(e+14n)—F(a+7)| < 5 fir jedes z in (X, X+d).

% Die Existenz einer solchen Funktion folgt aus einem Theorem von Herrn
N. Lusin, C. R. Paris 154 (1912), S. 1688—1690.
31*
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Daraus folgt: |f(z-+9) —f(z)| <e¢, mit Ausnahme einer Menge
von der. Dichte < ¢ in jedem Intervalle (X, X + d).

Jetzt 1aBt sich der Hilfsatz leicht bewelsen, indem wir ¢” — ¢’ =¢
setzen und zu diesem ¢ die Zahl 7, bestimmen. In der Tat, wir haben
(mit Ausnahme einer Menge von der mittleren Dichte <&’ bzw. ¢ auf
jedem Intervalle der Linge d)

[fzt+w)—F@I< [flatwn)—flz+)][<e (Jr—17[ <),
woraus die Ungleichung folgt:

flzad1)—f(z)| Le”, wenn |7 — 17| <y, st
(wobei wir eine Menge von der mittleren Dichte < &¢” vernachlassigen),
w.z. b. w.

Dieser Hilfssatz ist im Falle der Definition (I) dem Korollar von
H. Bohr (1 ¢, S. 36) analog. Mit Hilfe desselben kann man den Beweis
des Satzes III von H. Bobr fast wortlich wiederholen, wenn man sich
noch vergegenwirtigt, dal die Differenz von zwei zu ¢ und d gehéorigen
Verschiebungszahlen einer fast periodischen (I) Funktion wiederum eine
Verschiebungszahl liefert, die zu d und 2¢ gehort; wir erhalten also das
folgende Resultat:

Die Summe von zwei fast periodischen (1) Funktionen ist wieder
fast periodisch (1).

Um die Invarianz der Funktionenklasse der Definition (I) gegeniiber
der Multiplikation zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB das Quadrat
einer fast periodischen Funktion auch fast periodisch ist. Zu diesem
Zwecke beweisen wir den

Hilfssatz II. Fir jede fast periodische (1) Funktion f(z) kann
man zu gegebenen Zahlen d und &' eine positive Zahl M derart angeben,
dap E{!f(z)| > M} eine mittlere Dichte < ¢’ in jedem Intervalle von
der Ldinge d hat*).

Es sei jetzt wieder das Intervall (X, X + d) gegeben (X beliebig,
aber fest). Mittels der Funktion l(%’, d) bestimmen wir eine Verschie-

bungszahl 7, so daB (X + 7z, X+ d+ ) in (0,74 d) enthalten ist. Da
f(z) im letateren Intervalle meBbar und fast iiberall endlich ist, kann
£

man eine Zahl M angeben, so daB If(x)lgﬂ—g, fiir alle 2, mit
0 <Lz <14 d, ist, mit Ausnahme einer Menge vom MaBe <f;—d. Die

’

Dichte der Ausnahmemenge ist <% in einem Intervalle der Linge = d.

4y E{|f(z)|> M} bezeichnet die Menge aller Punkte z, in denen | f () | > Mist-
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Daraus folgt leicht, daB die mittlere Dichte von E{|f(z)|> M}
(X, X + d) kleiner als &’ ausfallt.

Jetzt beweisen .wir den

Satz 1. Falls f(x) fast periodisch (I) ist, gilt dasselbe auch fiir
{r(=)}~

In der Tat,

{fle+ )} = {f(2)} = {f(z+ 1)~ f(&)}-{f(z +72) + (2)}.

Wir bestimmen fiir &’ = § die Zahl M >1 des Hilfssatzes II und

betrachten l<3 e d, f). Es wird

(e 0} = {f(2)}* | < 2M-55 <,
auBler vielleicht auf den Mengen E{|f(x+ )| > M} bzw. E{ f(z)! > M}
oder & { (flx+1)— f(x) 3 M} die erste und die zweite dieser Mengen

haben ihre Dichte < = 3 1o jedem Intervalle der Linge d, die Dichte der

dritten Menge ist < 3 Mé ; Die Vereinigung derselben hat die mittlere
Dichte < & in jedem Intervalle der Liange d. Folglich ist f* fast perio-

disch (I), und jedes
l(dM,d f) liefert ein I(e,d, 12).

Die Invarianz der Fastperiodizitit (I) gegeniiber der Multiplikation
ergibt sich jetzt (wie bei H. Bohr) aus der Identitat

= %{(f+ 9)" = (r—9)°%%)

Uber eine Reihe von fast periodischen Funktionen kénnen wir den
folgenden Satz aussprechen :

Satz II. Es ses eine Reihe 2 fi(x) von fast periodischen (I) Funk-
tionen gegeben. Wenn man zu 9edem vorgeschriebenen & eine Zahl N be-
sttmmen kann, so daf | S'f,‘(a:) L ¢ fir ein beliebiges festes n > N ()

und eine beliebige feste 'naturlzche Zahl m ist, mit etwatger Ausnahme
s -
%) Der reziproke Wert einer fast periodischen (I) Funktion ist fast perio-

dm"h, wenn f(z) folgende Eigenschaft besitzt, die notwendig und hinreichend ist:

Zu jedem vorgeschriebenen ¢ kann man eine Zahl « angeben, s0 da8 E {|f(z) | < «}
eine mittlere Dichte < ¢ in jedem Intervalle der Linge =d hat. Mit derselben
Beschl‘a-nkung in bezug auf den Nenner ist also der Quotient von zwei fast perio-
dischen (I) Funktionen auch fast periodisch.
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esner Wertmenge x won mittlerer Dichte < ¢ in jedem Intervalle der
Léinge = d, so bestimmi diese Reihe eine fast periodische (1) Funktion.

Die Reihe konvergiert némlich im Sinne von F. Riesz (convergence
en mesure) fast iiberall gegen eine Funktion @ (z).%) Es bleibt nur zu
beweisen, daf Q(x) fast periodisch ist. Sei & gegeben. Wir bestimmen

n so grof, daf | Z fi(2)— @(2)| L5 * ist, auBer auf einer Menge von

der Dichte <§ in jedem Intervalle der Linge =d; nun ist

8, (z)= 2”] fi(z) fast periodisch (I), als eine endliche Summe von fast
1

periodischen Funktionen. Wir bestimmen l(g, d, S,,) und haben fiir eine
zugehorige Verschiebungszahl z:

B, (2+7)— 8,(2) gg ] aufler auf einer Menge von mittlerer
S, (z41)— D(x+7)] _g_% ! Dichte < in jedem Intervalle der
8,(x) —®B(x) [<= Lange =d.

Daraus folgt: |@(z + 1) — @ (x)! < ¢ bis auf eine Menge von der mitt-
leren Dichte < ¢ im Intervalle der Linge d. Also ist @ (z) fast perio-
disch (I), und 2(%, d, 8,) = einem 1(e, d, B).

Zuletzt will ich zeigen, daB, wenn wir von der Funktion f(z) die
gleichmifBige Stetigkeit fordern, unsere Definition (I) in diejenige von
H. Bohr iibergeht 7).

In der Tat, im Falle der gleichmaBigen Stetigkeit kann man zu einem
gegebenen ¢ < 3 eine Zahl 6 > 0 bestimmen, so daB |f(z’) — f(z”)| < 3 )
sobald |2’ — 2" | < 6 ist. Unserer Definition gemiB gibt es ein l(g, d)
mit d =24. Von den zugehtrigen Verschiebungszahlen z wissen wir dann,
daB |f(z+17)~f(z)| g% ist, in einer Gesamtheit von Punkten von

der mittleren Dichte >1— % >0 in jedem Intervalle der Linge =d.

Man kann also in jedem Intervalle (2 — 8, 2 + &) einen Punkt & finden,
welcher nicht zur Ausnahmemenge gehort. Dann haben wir:

% F. Riesz, Sur les suites de fonctions mesurables, C. R. Paris 148 (1909).
Die Funktion & (z) ist bis auf eine Menge vom MaBe Null definiert.

") Falls f(z) nur fast tberall definiert ist, kann man sie mittels Grenzwerten
zu einer iberall definierten, gleichmaBig stetigen Funktion erginzen.
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IfE+0)—18 L5,
e+~ f@+0)] <5
1F(&) —fl=z) L5

3 2
woraus |f(z+47)— f(z)| L ist (fiir jedes ), also ist l(%, d) eine
Verschiebungslange 7(¢) im Bohrschen Sinne.

Anderseits gibt es iiberall stetige Funktionen, die nicht gleichmiBig
stetig und doch im Sinne der Definition (I) fast periodisch sind.

Beispiel. Wir bezeichnen der Kiirze wegen durch J(a,1) das
Intervall ( — %, a+ %) Diereelle Funktion f(2) seifiir — co < 2 < 4 0
folgendermafen definiert.

f(z) = 0in allen Intervallen J(38n,1), n=0, +1, =2, ... (,Nullte
Reihe von Intervallen“). Ferner in den Intervallen J(9n + 1, 1) definieren
wir f(z) wie folgt: In J(9n £1,}) sei f(x) durch zwei Seiten eines
gleichschenkeligen Dreiecks von der Hohe —1 dargestellt, in J(9n +1, 1)
—J(9n +1, }) sei f(z) = 0 (,erste Reihe von Intervallen und Dreiecken).
In allen Intervallen J(27n 4+ 8 +1, 1) ist f(z) = 0, auBer in J (27n +3 +1,1),
Wo f(«) durch die Schenkel eines Dreiecks von der Hohe 2 dargestellt
wird (,zweite Reihe“). Im allgemeinen, in allen Intervallen

J™ £ 8™ 3™ 4 +341,1), n=0,+1,+2,...,
ist f(x) Null mit Ausnahme von J(Sm“-n +38" L. 41, 2—1,;), wo sie

fir jedes » durch die Schenkel eines Dreiecks der Hohe — 2™ darge-
stellt wird (,m-te Reihe“). (Fig. 1.) Also ist f(z) iiberall definiert, da

|

~ A ) ; oz
Fig. 1.

die Mittelpunkte der Intervalle die Menge aller ganzen Zahlen erschépfen.
In_der Tat 1aBt sich jede ganze Zahl N eindeutig in der Form darstellen:
N=ao+a1.3+a2-32+. 8 .—{—ap_1-3"'"1—j—ap-3? mit @,=0, +1 oder
—1. Wenn ¢,=0, so ist N= 3% und gehért zu nullter Reihe; wenn




480 W. Stepanoff.

allgemein a,+0, ¢, +0,...,a,_,+0,a,=0 (1< m<p+1), dann
ist N=3""'n+3""+...+£3+1 und gehdrt zu m-ter Reihe.

Die so definierte Funktion ist stetig (aber nicht gleichmdBig!) und
sie ist fast periodisch im Sinne der Definition (I). Fiir e =1, d =1 sind
alle ganzen Zahlen Verschiebungszahlen, fiir e=1, d=1 (oder e =1,
d =3) sind alle Verschiebungszahlen von der Form 3n. Im allgemeinen
sel ¢ beliebig und @ = 1 gegeben. Wir bestimmen m durch die Ungleichung :

L < ¢; dann sind die Zahlen 3™.n zu (¢, 1) gehdrige Verschiebungszahlen

2m =

(n ist eine beliebige ganze Zahl). In der Tat, nehmen wir J(3™.n, 3™)
und vergleichen wir den Verlauf unserer Funktion in diesem Intervalle mit
dem in J(0,3™) und denken uns das letztere Intervall aus dem ersteren
durch eine Verschiebung der Variablen 2 um — 8™.n hervorgegangen. In
denjenigen Teilen der Intervalle J(3™-n,3™) und J(0, 3™), die den ersten
m —1 ,Reihen“ angehoren, stimmen die entsprechenden Werte der Funk-
tion iiberein; nur in J(+ 3™ '+ 3" *+ ...+ 3 +1, 1) ist die Fanktion
durch Dreiecke m-ter Reihe dargestellt, und in beziiglichen Intervallen
J(8™-n+8"*+ 8™ *+...4+1,1) kénnen die analogen Dreiecke von
hoherer Ordnung sein, dann namlich, wenn n==0 (mod 3) ist. Aber die

Basis eines Dreiecks von der Qrdnung >m ist < 2%' <e. Also ist das

MaB der Wertmenge, in welcher die Werte der Funktion nicht iiberein-
stimmen, gewil <& in jedem Intervalle der Lange 1.

§ 2.

Jetzt werde ich eine engere Definition der Fastperiodizitit geben,
welche die Summierbarkeit von f(z) (im Lebesgueschen Sinne) voraussetzt
und mittlere Fastperiodizitit genannt werden konnte.

Definition II. Die fast diberall auf — oo <z <+ oo definierte
und tn jedem Intervalle summierbare Funktion f(x) soll fast periodisch
(I1) heiBen,-falls es zu je zwei vorgeschriebenen Zahlen ¢ > 0 und d > 0
eine Lange l(¢, d) derart gibt, daf in jedem Intervalle (X, X +1) min-
destens erne Verschiebungszahl v von der Beschaffenheit

a+d

gfjf(xﬂ).—f(x)idxée

exisizert (e beliebige reelle Zahl).
‘Bemerkungen. 1. Sei L>d, sonst beliebig. Aus der Definition
folgt, indem wir [%] =m 2> 1 setzen:
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a+l

ir o —r@)]a

a+d a+2d . a+md a+L
“H[+ [+t [+ [ -r@as] < @D e
a a+d at+(m-1)d a+md

a+1
2. Wenn d <1 ist, so folgt aus [ [f(z+1)— f(x)lde <de die
Ungleichung : 2

a+d

%f%f(x-{—t)—f(x)fdx_ge.

Jede zu (de, 1) gehorige Verschiebungszahl gehort also auch zu (e, d),
falls d <1 ist. Ebenso wie in der Definition (I), kdnnten wir auch hier
d ein fiir allemal gleich einer festen Zahl, z. B. d =1, setzen.

Aus der Definition (II) folgt, daB das MaB von E {|f(z+1) — f(x)| > ke}
im Tntervalle («, « +d) Meiner als % =% ist und die mittlere Dichte

dieser Menge <.—Il‘~ ausfillt. Indem wir k= —1: setzen, sehen wir, daf die
&
obige Lange I =1(¢, d) ebenfalls eine Liange I(¢’, d) mit ¢’ = }¢ im Sinne
der Definition (I) ist, daB also f(z) auch fast periodisch (1) ist.
Aus der Definition (II) folgt fiir die Funktion f(z) die gleichmdfige
Summierbarkest in dem Sinne, daB man fiir jedes ¢ >0 und d > 0 eine
Zabl 6 > 0 angeben kann, so daB

[1f(z)]|dz<e

E
ist, wobei E eine beliebige Menge vom MaBe uF < 6 und Durchmesser
D(E)<d ist.

Es sei in der Tat f(x) fast periodisch (II) und E<= (X, X+ d).
Wir bestimmen l(z—gd—, d) und nehmen ein zugehériges 7, welches den Be-
dingungen — X < ¢ <l — X geniigt; wenn z das Intervall (X, X 4 d)
durchliuft, befindet sich z + z im Intervalle (0,14 d). Wir haben also:

1
z.fl 7(z+ 1) — f(2)|dz < 5 infolge der Definition (II). Alsdann nehmen
E

wir fiir das feste Intervall (0, I+ d) eine Zahl & derart, daB [ |f(z)idx < —;
&

3‘18f.='illt,' sobald uE’< 6 ist. (Die Existenz von & > 0 folgt aus der Total-
stetigkeit des Lebesgueschen Integrals.) Wir haben also, wenn uZ < § ist,
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Jir@)ide=[1f(z+7)—1(z)— flz+1) dz
<[zt —f@)ide+ [|f(z+v)jde <5+ 5=,
E E

w. z. b. w.

Umgekehrt, wenn wir von einer fast periodischen (I) Funktion f(z)
die gleichmiBige Summierbarkeit im eben beschriebenen Sinne voraus-
setzen, so folgt daraus, daB f(z) auch fast periodisch (II) ist.

In der Tat, es seien ¢ und @ <1 gegeben; nach der Definition
der gleichmafigen Summierbarkeit gibt es eine Zahl 6 > 0 derart, daB

f; f(2)dz < % austallt fiir uB < & und D (B) <d. Es sei '=min(%, O);

E
wir bilden I(¢’,d) im Sinne der Definition (I), nehmen ein zugehdriges
a+d

und betrachten f \f (2 + 1) — F(z) ] de-

a

In einer Menge vom MaBle > d(1—¢’) ist der Integrand < %, also
das Integral selbst < % In der Komplementirmenge vom MaBe < de’ <4

sind —}if|f(x)|dx und %f[f‘(x—{—t)[d:c jedeskleinerals%-?:%. Also ist

;li—f)f(a:—}—z)—f(z)]dx<e,

w. z. b. w.
Aus der gleichmiBigen Summierbarkeit einer fast periodischen (II)

Funktion f(x) folgt die gleichmapige Stetigkeit von F(z)= [f(e)de
z 0

und O (z)=[|f(e)|de.
0

Betrachten wir z. B. die zweite Funktion. Sei ¢ beliebig positiv ge-
geben. Wir kénnen eine positive Zahl 6 < 1 so angeben, daB fir u£ <4
und D(E)<1 die Ungleichung [|f(z)|dz < e gilt. Nehmen wir ins-

b7
besondere fiir diese Menge £ das Intervall (z, x 4 &) mit |2 < 4. Dann
ist gleichmiBig fiir alle z:

|B(z+B) — B(z)| =

z+h

!]f(z)]d:c!<e,

und diese Ungleichung bedeutet die gleichmaBige Stetigkeit. Daraus folgt

insbesondere, da8
a+L

i@z <x@)

a



Verallgemeinerte fast periodische Funktionen. 483

ist, wo L >d, und d eine positive feste Zahl bedeutet, und K (d) von
« und L unabhingig ist.

Wir konnen leicht die folgende Eigenschaft beweisen:

Die Summe wvon zwei fast periodischen (II) Funktionen ist fast
periodisch (II). Diese Eigenschaft gilt namlich fiir alle fast periodischen
(I) Funktionen; die Summe von zwei gleichmaBig summierbaren Funk-
tionen ist aber gleichmiBig summierbar.” Daraus folgt die zu beweisende
Eigenschaft.

Aber das Produkt von zwei fast periodischen (II) Funktionen ist im
allgemeinen nur fast periodisch (I).

Als Gegenstiick zum Satze II 148t sich fiir eine Reihe von fast
periodischen (II) Funktionen folgender Satz aussprechen:

Wenn eine Reihe j’fk (2) von fast periodischen (I1) Funktionen die
1

Eigenschaft besitzt, daf3 sich zu zwes vorgeschriebenen positiven Zahlen,
a+d

+ 1
¢ und d, esn N auffinden lipt, so daf %J‘ Fz,’mfk(x) . dx <¢ fir n>N
n+1

(bei einem beliebigen natiirlichen 7 und einem beliebigen reellen «) 7st,
so bestimmt die Reshe eine fast periodische (II) Funktion.

Die Reihe konvergiert namlich im Mittel gegen eine Funktion & (z),
gleichméBig fir — co < # < -+ oo in dem Sinne, daB

a+d

1 w3

bei geniigend groBem 7 gleichmiBig beliebig klein wird (d ist eine feste
Zahl). Es ist weiter leicht zu zeigen, daB @ (z) fast periodisch (IT) ist.

Von den von H. Bohr entdeckten Eigenschaften der fast periodischen
Funktionen gil sm Falle (II) noch die Existenz des Mittelwertes. In
diesem Falle existiert nimlich der Grenzwert  *

Jim f f(z)dz — U{f(2)}.

Der Beweis kann analog wie bei H. Bohr®) durchgefiihrt werden.
Es geniigt nimlich zu zeigen, daB man zum vorgeschriebenen & eine Zahl

T T,
T,(¢) bestimmen kann, so daB l%ff(:c)dx——%ff(z) dx!<.s fiir
1() 20

1> 15> T, ist. Zu diesem Zwecke nehmen wir d konstant, z. B. =1,

-_—
¥) Loc. cit. S. 42—45.
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und bestimmen ein [, =l<lﬁd, d, f), im Sinne der Definition (II); dann
a+¥

bezeichnen wir mit @ die obere Grenze von %fff(xﬂdx fir Y>d

und ein beliebiges reelles  (nach einer fritheren Bemerkung ist G end-

lich). Weiter, ebenso wie in der Abha,ndlung von H. Bohr, bestlmmen

wir X durch die Unglelchung — < 16 und dann 7, durch XTG <

endhch beweisen w1r wie bei H Bohr fir T>1T, die UnOIelchung

lef (z)dx — Xff dxi < 2 , woraus dann hier wie dort die zu be-

welsende Unglelchung unmittelbar folgt.

Fiir das Folgende brauchen wir die Feststellung von Bedingungen,
unter welchen der Mittelwert gleichmaBig fiir eine Klasse von fast perio-
dischen (II) Funktionen existiert, d.h. Bedingungen dafiir, daB man zu
einem vorgeschriebenen ¢ eine Zahl T, fiir die ganze Klasse {y(z)} an-

geben kann, so daB fiir jede Funktion y(2) die Ungleichung gilt:
T

1-}fw(x)dx — M{y}(z)}} <, falls 7> T, ist. Eine Antwort auf diese

Fraoge gibt der folgende

Hilfssatz III. Damit der Mittelwertsatz gleichmdfig fiir eine
Menge {y(z)} von fast periodischen (I1) Funktionen gelte, geniigt es:
1. Dap es fir alle y(z) fir esn vorgeschriebenes & und ein festes d ge-

meinsame Verschiebungszahlen © in jedem Intervalle der Ldnge (e, d)
a+d

gebe; 2. daf eine feste Zahl g existiere, so daff — f yidx < g fiir
jede y(z) gelte (fir jedes ).
In der Tat sind in dem oben skizzierten Beweise fiir die Giiltigkeit

der Abschitzung <& nur die Grofen I, ( %, d, '(p), X, T, und G, letatere

a+¥

GroBe als Schranke fiir %f]zp(:z:){dx (Y>d) maBgebend. Nach einer

fritheren Bemerkung kann ‘man G — 2¢ annehmen, und nach den Voraus-
setzungen des Hilfssatzes kann man gerade alle fraglichen Zahlen so be-
stimmen, daB sie fiir alle y gemeinsame Giiltigkeit haben.

Wir erinnern noch, dal d eine feste aber sonst beliebige Zahl bedeutet,
etwa d=1.

Aus dem Mittelwertsatze folgt fiir jede fast perlodlsche (1) Funktion
die Existenz des Mittelwertes

M{f(xz)e=**s}=a(l) (4 beliebige reelle Zahl),
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da das Produkt f(2)e~*** als Produkt zweier Funktionen (I) jedenfalls
fast periodisch (I) ist, weiterhin auf Grund der Abschétzung

fif(x)e—““[dx=]_!]f(x)}dx<s ist, falls uE<d, D(BE)<Ld
E

gleichmaBig summierbar, also auch fastperiodisch (II) ist.

Wir werden beweisen, da8 auch fiir fast periodische (II) Funktionen
der Wertevorrat von 1, fiir welche @ (i) =+ 0 ausfallt, hochstens abzihlbar
ist. Zuerst werde ich einen Hilfssatz beweisen.

Hilfssatz IV. Wenn f(z) fast periodisch (I1) ist, konnen wir zu
einem beliebig gegebenen e > 0 ein & > 0 so klein angeben, daf bes jedem
festen b mit |h| < 6 die Ungleichung M{|f(x+ k) — f(z)|} < e besteht.

In der Tat folgt aus der Existenz des Mittelwertes, daB fiir geniigend
groBes X

p. ¢
3 [ 1@+ 8~ @) ide— u{l 7= +8) - (2)}| < 5

ist, und zwar, nach dem Hilfssatze ITI, gleichmiBig in bezug auf &, da
jede zu () und e gehorige Verschiebungszahl zugleich zu |f(z -+ &) — f(z)|
und 2¢ gehdrt; auch die Zahl g kann fiir alle |f(z + k) — f(z)| zweimal
so groB als fiir f(z) angenommen werden. Nach einem Theorem von
Lebesgue?) kann man (bei einem festen X) ein & so klein angeben, dal
fiir |A < 6 die Ungleichung gilt:

x

e X
[ flath) @) as<<E.

(]

Aus diesen beiden Ungleichungen ergibt sich:

M{|f(z+h)—1f(2)}<e.

Jetzt beweisen wir das Analogon zum Satze XXIV von H. Bohr:

Wenn f(x) fast periodisch (IL) ist, so ist bei beliebigem positiven festen
. z+e

¢>0 die stetige Funkiion F(z)= f f(y)dy fast periodisch, sogar im

z

Sinne von H. Bohr.
Zum Beweise nehmen wir ein‘l(%, c) fiir f(z) im Sinne der Defi-

nition (IT), dann haben wir fiir ein zugehdriges :
—

%) Lecons sur les séries trigonométriques, Paris (1906), p. 15.
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z+e¢
[ F(z+7)— Fz)i=| [ {fly+7)—1(y)}dy|
z+e
< [Irty+m—rw)dy<et=e.
z

Also ist l(%, ¢, f ) ein (e, F) (die letzte Verschiebungslénge ist im
Sinne von H. Bohr zu verstehen).

Ferner konnen wir, ebenso wie H. Bohr!?), folgende Gleichungen
beweisen: io_y

M{F(z)ei=) = M{f(a)e~i}. =1 (140)
und M{F(z)}=c -M{f(x)}.

Jetzt ist es leicht, den oben erwidhnten Satz zu beweisen.

SatzII. M{f(z)e~"2} =a(4) ist nur fir hochstens abzihlbar viele
Werte von 2 ungleich Null.

Tatsachlich gilt nach dem Satze X von H. Bohr (L. c. S. 49) die Aus-
sage fir M{F(xz)e~**2}. Zufolge unserer letzten Gleichungen kann a (1)
nur fiir die zu F(z) beziiglichen Werte von i von Null verschieden sein,
sowie vielleicht auch fiir solche, wo l¢=2k=xn ist (k ganz), also ins-
gesamt nur fiir abzihlbar viele Werte, (Um alle Werte von i mit @ (4) 0
zu ermitteln, geniigt es zwei Funktionen F,(z) und F,(z) zu bilden der-
art, daB die zugehérigen ¢, und ¢, im irrationalen Verhéltnisse stehen; es
miissen alsdann die gesuchten Werte von 4 genau diejenigen sein, fiir welche
mindestens einer der Mittelwerte M{F, (z)e~**2} und M{F,(z)e %'}
von 0 verschieden ist.)

Also bekommen wir die , Fourierreshe“ der Funktion f(z):

fla)~ 3 4,ei,
1
wo A, die Werte von i mit @(4)= 0 sind, und
4,=a(4,)= M{f(z)e~r=}.

Ferner gilt der folgende Sataz:

Satz IIL. Fir eine fast periodische (I1) Funktion f(x) gibt es nur
endlich viele A,, welche dem absoluten Betrage nach die vorgeschnebem
positive Zahl o ubertreffen.

Betrachten wir die Funktion

7
a(d)= }T:» %ff(z)e““ dz.
0

) Loe. cit 1), S. 60—62.
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Zuerst bestimmen wir A, positiv und geniigend gro8, um fiir |1 > 4,
die Ungleichungen

2n
Xgpeer
14]

M{lf(x+§i“A>—f(x)!}<% und f[f(x){dx<% (X beliebig)
' x

zu haben. (Die Moglichkeit fiir die erste Ungleichung folgt aus dem
Hilfssatze IV, fiir die zweite aus der gleichmaBigen Summierbarkeit
von f(z)).
Nun nehmen wir ein beliebiges, aber festes 4 mit ;1| > A4, und be-
stimmen ein so groBes positives 7'>1, daB die Ungleichungen gelten:
T i

EM{/‘(:I: ‘“"}——;—f’x)e—“’dx;<%

und
T

éM{lf(x+ '%T> lf fiw f(x)]dx

.0

«

1

Die Bestimmung von 7’ ist moglich wegen der Existenz des Mittelwertes.
Jetzt schitzen wir das Integral ab:
2; @k-)x 2k

12] [2] Tar T

%ff<x>e—“-==dz~ [f f + [+ | +f}(k={€‘~;3—’]>

Ck—-2)n @2k-1)7 2kn

I T
Cm+1) =z
p kot 11 ) 4
272 {f(x)—f(x+(il])}e—ilzdx+7ff(x)e‘“’dz;
m=0 3ma ' 2kx
Tar It

em+n
| i -1 2] '
sl <33 ] oo 5)-sirss [
T . P 141
<[zt ) —r@|da+ [ 1r@)de <.
)] 27z

=Ta1

| M{f(z)e~#*}| < e :
Also fiir jeden Wert von 2 mit || > 4, ist {a(l)l < a. Folglich
st |4,| < «, sobald |4,]> 4, ist.
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Jetzt betrachten wir die Werte von A, mit | 4, | < 4,. Wir nehmen

z+e

¢ positiv und < 2~ und bilden F(z)= f f(y)dy. Es sei
0

z

f(z) ~ 57‘4" eitnz;  F(z) ~ ZG?B,, eidnz,
1 1

5 et dnc__ 1 .
damn ist B, = 4, —i— oder eventuell B, =cA, (wenn A, =0 ist).
Fiir die 4, mit |4 | < A, haben wir:
o 2ginldnle ginidale
| efdme—1| . 2 2
A, | T 4] T A =%
2

Also ist ' 4,]-%° <[B,| oder |4,| < ZIB,|.
m: == ! = scC

Nun ist aber F(z) fast periodisch im Sinne von H. Bohr, also ist
die Summe der Quadrate ihrer Fourierkoeffizienten konvergent **); also gibt
es nur endlich viele von ihnen, die der Ungleichung | B, | > 2—;3 geniigen;
nur fiir die betreflenden Werte von » kann die Ungleichung |4, | >«
stattfinden. Also ist der Satz bewiesen.

Ich bemerke noch, daB fiir die fast periodischen (II) Funktionen
folgende Eigenschaften der Bohrschen Fourrierreihen erhalten bleiben:

Die Fourierreihe der Summe f(z)+ g(x) ist gleich der formalen
Summe der beiden Fourrierreihen.

Falls f(z) ~ 3 A4, e*4»3, so ist
cf(x) ~ Jcd, eidnz; eivaf(z) ~ 3 A etUntnz;  f(z) ~ 3 A, ei-407;

flz+c)~ 3 A, eidnc.eidnz; fex) ~ 3 A, eit4n0z,

Die Beweise sind klar.

Im Falle einer rein periodischen Funktion ist 3 A, ei4s% eine ge-
wohnliche Rethe von Fourier-Lebesgue.

In der Tat, sei f(«) periodisch; wegen der letzten Aquivalenz konnen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Periode = 2z annehmen;

+o

sei dann f(z) ~ a,+ > a,ei** die gewdhnliche Fourierreihe von f(z);

F(z) = [ (f (¢)—a,)de ist eine stetige periodische Funktion mit der Periode
b

2n z
27; wenn wir ferner Zfo F(«)da=aq setzen, so ist, P (x)=f(lf’(a) —ag)de
0 s

1) Loc. cit. S. 52.
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eine periodische Funktion mit gleichmifig konvergenter Fourierreihe,

+ @
a y
B(z) = + 3 — Hete.
- 0

Wir wollen fiir f(z) die Funktion a (1) berechnen. Es ist klar, da
a(0)=M{f(z)} =a, ist, und es geniigt daher 140 zu betrachten.

7
Wir nehmen —Ifff(x) e~%z dz und formen das Integral mittels partieller
0

Integration um.
T

T T
’lfff(x)e-ilzda: = %f(f(x) —a,)e-t2dz + %fe‘“—’dz
0 0

0

T
— i » ) ——U»T__I
e %f F(z)e-t=da 2D
0

T

= g}fﬁ’(x)e-“’da; + 0 (—11,—)

0
Ferner ergibt sich, indem wir noch einmal partiell integrieren,

T T T
4 ; il B g il , .
%fF( x)e—ux dx = %’J‘(F(I) — ao) e~z gy | %'_faoe—v.z dx
0 0 0

= — %J‘Q(x)e‘“”dx +0 (»})

o

T
Im letzten Integral kann man &(z) durch die gleichmaBig konvergente
+o

Reihe a4 - 2 — :1 et 72 ersetzen und dann die Integration und den Grenz-

libergang gliedweise vollziehen; infolge der Gleichungen M{ei*z} =0 fiir
140, M{1}=1, ergibt sich dann a(n)=a,, @(i)=0 fir 1+n
(n ganze Zahl), d.h. die verallgemeinerte Fourierreihe stimmt mit der
gewohnlichen iiberein.

Die Funktion des Beispiels von § 1 ist nicht fast periodisch (II),
d_a sie nicht gleichmaBig summierbar ist. Um eine Funktion zu gewinnen,
die auch im Sinne dieses Paragraphen faBt periodisch ist, kann man die

Definition der Funktion so modifizieren:
m—1
D{e m-te Reihe von Dreiecken hat ihre Héhe =2 2 (m=1,2,8,...).
Dann ist die Funktion fast periodisch (I) und gleichmaBig summierbar,
folglich fast periodisch (I1).

Math ische A 1 95, - 32
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§ 3.
Alle allgemeinen Eigenschaften der fast periodischen Funktionen, die
H. Bohr in der zitierten Abhandlung bewiesen hat, bleiben erhalten, wenn
wir die folgende Definition einfithren, welche als mittlere quadratische
Fastperiodizitat bezeichnet werden diirfte.

" Definition III. Dze fast tiberall endliche und in jedem Intervalle
quadratisch summierbare Funktion f(x) soll fast periodisch (I11) heifen,
Jalls es zu zwes vorgeschriebenen Zahlen ¢ >0 und d >0 eine Linge
l(e,d) derart gibt, daf in jedem Intervalle (X, X 1) eine Verschie-

at+d

bungszahl © = (e, d) von der Beschaffenhest %fl flz+7)—f(z) “de<e

existiert (fiir ein beliebiges reelles «).

Die Bem‘erkungen zur Definition (II) gelten auch hier: fir L >4 ist
a+L

% fﬁf(x +17) — f(z)|"dz < 2¢; d konnte im folgenden fest, z. B.d =1

angenommen werden.

Aus der Definition III folgt: 1. f(z) ist summierbar; 2. f(z) ist
auch fast periodisch (II). Zum Beweise der letzten Tatsache wenden
wir die Schwarzsche Ungleichung an, indem wir im Sinne der Definition (III)
die Lange (&% d) konstruieren und ein dazu gehériges z nehmen:

u+d 2 a+d a+d
(f;f(x+z)-f(z)1dx> gf?f(x+z)—f(x)‘edx fdxgdae.d,

oder
a+d

%flf(x—j—z)—f(x);dx_é_e.

Analog dem Falle der Definition (II) werden wir den folgenden Satz
beweisen.

Satz IV. Wenn f(x) der Definition (III) genigt, so sst }f(ar:)!‘2
gleichmafig summazerbar, d.h. zu jedem ¢ und 4 138t sich ein & so an-
geben, dal

éflf(x)|2dx<e

ausfallt, falls D(E) <d und pE < § ist.
Es sei « eine beliebige reelle Zahl, und E eine im Intervalle («, o + d)

liegende Menge. Nehmen wir Z(ZEE’ d) (im Sinne der Definition III)
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und eine zugehérige, den Ungleichungen — «¢ <7< ]— « geniigende
Verschiebungszahl 7. Es ist

Ef}f(x)lgdx é}!(]f(x—f“f) —f@)| + |z +]) de
<2fIf(e+) = 1(#) *dz+ 2| [ (e + )" dz.

Aus der Definition (IIT) folgt, dal der erste Summand < 24- 74%1 =5

ist; andererseits, befinden sich die Werte von z - ¢ im Intervalle.(0, 1 d ).
Fiir das feste Intervall (0,7 d) konnen wir ein ¢ bestimmen, so daB

f; f(x){de < % ausfallt, sobald £ =(0,7+d) und puE < 6 ist. Dann
E

ist der zweite Summand < —;—, folglich
T(f(z) tdz<e
B

fir jede Menge E ist, die den Bedingungen uE<é und D(E)<Ld
geniigt.

Korollar I. Falls f(x) fast periodisch (IIL) ist, so st 'f(z)|”
(und (f(2))*) fast periodisch (IL).

In der Tat, nach dem Satze I von § 1 ist das Quadrat einer fast
periodischen (I) Funktion noch fast periodisch (I); nun ist |f(z)|” gleich-
miBig summierbar, folglich nach dem Ergebnisse des § 2 fast perio-
disch (II)22).

z
Daraus folgt, daB [|f(«)|’de gleichmaBig stetig und daB fiir L >d
0
a+L

der Ausdruck —}—‘f | f (=) |°dz gleichmaBig beschrinkt ist. Seine obere

Grenze bezeichne‘;tl wir mit K (d).

Korollar II. Wenn f(x) fast periodisch (I11) dst, so existiert der
Mittelwert M{|f(z)|*}.

Jetzt will ich die Umkehrung des Satzes IV beweisen.

Satz V. Bs sei f(x) fast periodisch (I1) und |f(z)|" gleickmdfpig
summierbar; f(z) st fast periodisch (III)*3).

Es seien die positiven Zahlen ¢ und d beliebig gegeben. Zuerst konnen

2) Man kann jetzt leicht beweisen, daB das Produkt zweier fast penod.lscher
(IIT) Funktionen immer fast periodisch (II) ist.

%) Man kénnte f(z) nur fast penod:sch (I) voraussetzen, da aus der gleich-
?ﬁgen Summierbarkeit von |f (:l:)I die gleichmiBige Summierbarkeit von |f(2)|
o

32%
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wir wegen der gleichmiBigen Summierbarkeit von |f(z)!® eine Zahl §

derart angeben, dang f(z)|*de < ‘_811 ausfallt, fallsu E < d und D(E) < 4
E

ist. Wir bestimmen dann £ so gro8, da8 —z— < & sei, und endlich ¢’ so

klein, daB k&’ < ‘/% und k&’ <1 sei. Dann nehme ich eine Verschiebungs-

zahl 7 fiir f(z) (im Sinne der Def. IT), die zu ¢" und d gehért. Wir

a+d

werden %f |f (2 +7) — f(z)|"dz abschitzen.

Nach der Definition von 7 ist:

atd
[ire+0—f@)de<ed,

also ist
i | ’ &'d
pE{f(z+7)—f(2) > key < a2 <.

Sei («, « +d) — E = €; wir haben:

Hire+ro—r@raeg taee) <4
¢

Hita+o—r@as g%Efuf<x>+—z>;2+tf(z>ﬁ>dx<2-%%’=g,
E

da uE < 6 ist. Also ist

a+td

%J. }f(:r+1)—f(x);?dx<e;

f(z) ist demnach im Sinne der Definition (III) fast periodisch.

Aus den Sitzen IV und V folgt, daB man statt der Definition (III)
folgende dquivalente einfiithren konnte:

f(x) vst fast periodisch (III), falls f(x) und |f(z)|® fast perio-
disch (II) sind.

Man kann leicht zeigen, daB {¢ (z)+ y(2)}" gleichmiBig summierbar
ist, sobald das gleiche fiir {¢(z)}" und {y(2)}° gilt. Daraus folgt, dab
die Summe zweier Funktionen, die fast periodisch (II1) sind, ebenfalls
diese Eigenschaft besiizt. '

Es gilt noch folgender Reihensatz:

Die Reihe 3, () von fast periodischen (II1) Funktionen konvergier
b & 5
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sm Mittel (quadratisch) gegen eine fast periodische (II1) Funktion, falls
sich fiir jedes positive ¢ ein N bestimmen laft, so daf

. a+d| n+m (2
] D) dz<e
b k=n-+1

fiir n > N, ein beliebiges reelles « und beliebiges natiirliches m ist.
Der Beweis kann analog den Reihensitzen von §1 und 2 durch-
gefilhrt werden.

Indem wir im Beispiele des § 1 die Hohe der Dreiecke von m-ter
m—1
Reihe gleich 2 3 setzen, gewinnen wir eine Funktion, die im Sinne der

Definition (IIT) und nicht im Sinne von H. Bohr fast periodisch ist.

§ 4.

Ich werde nun beweisen, dal im Falle (ITI) auch das Analogon des
Parsevalschen Satzes gilt, daB wir ndmlich die Gleichung

(?) M{|f(=)"} =314,

haben, wobei A4, die ,,Fourierkoeffizienten“ von f (z) sind (Fundamental-
satz von H. Bohr).

Zuerst bemerke ich, daB die Betrachtungen von H. Bohr'¢) geniigen,
um auch in diesem Falle die beziigliche Ungleichung abzuleiten.

In der Tat, wir haben:

' N 5 2 N — N_
M{if(2) — 3 A, e "} = M{(f(z) — S A,e40%) (F(z)— 4,75 4x2)}
1 1 1

— M{it@)*}— Si4, " >o0.

Folglich konvergiert die Reihe = ‘A, 1°, und fir ihre Summe gilt die
Ungleichung: S’]An P M{f(x)®).
1
Um die Gleichung (P) zu beweisen, betrachten wir die Funktion

z+e

p(e)="1 [ r(y)ay.

Nach den Ergebnissen von § 2 ist @, (z) fast periodisch im Bohrschen

Sinne. Aus der Fundamentaleigenschaft des Lebesgueschen Integrals ist

fast iiberall )
hm ‘pc(x}: f(z)'

— c>0

“Lc S 48-49.
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Die Fourierreihen von f(z) und ¢, (z) hingen folgendermafien -
sammen (vgl. §2): Es sei

f(z)~ 34,10,
1
dann ist
Pe (27) i Z‘:‘Bn eiA,,z’
1
zA,, -
wobei B, = A,°— . B = (fir A4,50) und B,=A, (wenn eventuell
A4, =0 ist).
Nach dem Fundamentalsatze von H. Bohr gilt fiir ¢, () die Gleichung:
(1) M{jg.(z)")=3|B,/’

Um die Gleichung (P) im Falle (IIT) zu beweisen, geniigt es, zu
zeigen, daB 3B, |% gegen 3| A, * und M{ ¢ ()|} gegen M{|f(z) *}
1

1
fiir ¢— 0 strebt.
Ich beginne mit dem Beweise der ersten Tatsache. Wir haben:

.nA,.c
et4nc_1 - 2
Bn=An 1:/1:0.—’ {an=!Anl.J A, ¢ l:

i 2
(oder eventuell |B,i= A, ) also (B, |<!4,].
Da die Zahlenreihe 3|4 |* konvergiert, so konvergiert die Reihe
2B, | gleichmiBig (in bezug auf ¢); da anderseits lim B, = 4, ist, so
c—>0
kénnen wir den Grenziibergang gliedweise vollziehen, und wir bekommen also
(2) lim 3B, "= 3|4,/
c>0 1 1

Jetzt schreiten wir zum zweiten Teile des Beweises.
Es handelt sich darum, die leesglelchunghm M{lp,(z)*y=M{f(2)'}

zu beweisen. Dazu geniigt es, indem wir uns auf den Hilfssatz IIT von
§ 2 stiitzen, folgende Eigenschaften festzustellen:
atd

1. —f |@, (x)|*dx ist gleichmaBig (in bezug auf ¢) beschrinkt fir

eine feste positive Zahl d. Wir denken uns im folgenden d=1 gesetzt.
2. Die fast periodischen Funktionen !¢, (z)|® besitzen gemeinsame
Verschiebungszahlen (im Sinne von Definition IT).
3. Fir ein beliebiges festes 7' gilt die Gleichung:

7
hm—f @, (2)| de = —f%f(x)’;edz‘.
o
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Es geniigt offenbar, nur solche positive Werte von ¢ zu betrachten,
die unterhalb einer festen Schranke C liegen. Wir werden im Laufe des
Beweises eine solche Schranke finden, und setzen sie vorlaufig =d an:

c<d(=1)
z
Beweis. 1. Es sei w(z)= [{f(y)| dy; v () ist gleichmaBig stetig.
0

Nun bekommen wir, indem wir die Schwarzsche Ungleichung anwenden:

(3) qn(x>"=—1;f+ (nay| < fr(.y f y

z

-1'_fff(?/)jedy=17{tp(x+c)""/’(x)}'

Wir nehmen das Intervall («, « + d) (¢ beliebig). Wir haben:

atd at+d
flcpc x)lgdx<Lf(w(x+c)—w(x))dx
at+d+e a+d a+d+e
=—16- f dx——f —f w(x)da:~——fw(x
ate «+d

=y(e+d+0c)—yw(at+0c); (0<b<1, 0<b <1).
Wegen der gleichmifligen Stetigkeit von w(z) kann man ¢, <1
unabhéingig von « so klein nehmen, daB fir c < C=¢,
’ d
y(e+0c)—y(e)<5, yletd+bc)—yletd)<

ist. Daraus folgt: .
a+d a+d

J'o.@dz<yetd)—w(@)+d=J|f(2) detd; (c<C=c).

N[&.

Also erhalten wir: atd
Obere Grenze von %f’% (z)"dz

a+d

< ob. Gr. von if,'f(x)fﬁda:%—l:K—{—l fir c<C=c¢,

(vgl. die Bemerkung vom Korollar I des § 3).
2. er brauchen die Abschatzung des Ausdruckes
a+d

=1 1ee+ 0~ o) ds.
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Es ist:
a+d a+d z+¢

iJieeta—e@ra=gs [| [ (wro-renas] s
a+d z+e¢

g—‘;f f|f<y+z f)ldy) da

Das innere Integral ist nach der Schwarzschen Ungleichung
z+e

éc;f f(y+7)—F(y)|"dy,

und also ist
a+d z+e

1 ! !
<k fax [yt —rwra
a z
In dem gewonnenen Doppelintegrale vertauschen wir die Folge der
Integrationen und vergroBern das Integrationsgebiet durch Hinzufiigung
zweier Dreiecke!®). Dann ist unter Beriicksichtigung von ¢ < d

atd+e abdre
Dgcidf[f(y—f"t) f(y)l dyj‘dx=%f!f(y+t)—f(y) * dy
a+2d

<30 —reray<ae
wenn 7 eine (im Sinne der Definition ITI) zu (¢’, d) gehorende Verschiebungs-
zahl der Funktion f(y) bedeutet. '
Um nun fiir die Funktionen | ¢, (z)|” das Vorhandensein einer gemein-
samen Verschiebungslinge I(z,d) bei jedem & nachzuweisen, miissen wir
den Ausdruck '

a+d

7= [lle@+ 0 =g, (2)?|da

abschitzen. Auf Grund der bisherigen Rechnungen gilt nun unter Be-
nutzung der Schwarzschen Ungleichung (gleichmiaBig fiir ¢ < 0 =c¢,):
a+d a+d

'géjltmwz);+<pc!<x>1j°’dw%f}m<x+r)i— v,(x)]| do
¢ " atd “

4k +0 7 [lode+0~n o) )2

%) Vgl. H. Bohr, 1. c. S. 61, Fig. 6.
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fiir alle diejenigen Werte von z, die Verschiebungszahlen zu (&', d, f) sind.
Um also
J<e
Ll
SCEFT)
im Sinne von (III) ist ein I(e,d,|q,|”) im Sinne von (II), gemeinsam
fiir alle ¢ < C=c¢,.
3. Wir haben zu beweisen, da bei festem 7 fiir geniigend kleines ¢

zu erhalten, braucht man nur ¢ = zu setzen, und jedes I (¢’ d, f)

T 7
die Differenz %f{cpc(z)]?dz—— %f{f(x){"’dx dem absoluten Betrage
0 0

nach < ¢ gemacht werden kann.
Wir bestimmen ¢, (¢), so daB |y (z+k)—yp(2)] < _1’2_e tir |, <c,
ist; dann haben wir, infolge der Ungleichung (3):

7 le@) s < g [twe+ o) - p(a)y s

=5 {w(T+60)—v(8'0) J < {v (D — v(0)+ 2}.
Unter Bezugnahme auf die Definition von y (z) erhalten wir:
7 7
(4) %f}qyc(x)}?dx<%f|f(x)]2dx+s fir ¢ < c,(e).
8 o

Andererseits folgt aus der Summierbarkeit von |f(z)|” die Existenz

einer Zahl 6 > 0, so daB f[]”(:z:)[2¢1:z:<1%8 fiir jede Menge E = (0, 7') mit
E

LE < § ist.
Fast iiberall aber konvergiert |o,(z)|° gegen | (z)|® in (0, 7); wir
kinnen also ¢;(e) so klein nehmen, daB .]qac(x)l‘z——lf(z)[, <1—; ist

(fir ¢ <¢,), auBer auf einer Menge E vom MaBe < 4. Indem wir dann
(0, T) — E mit G bezeichnen, erhalten wir:

r T
1
7|19 ar — & [ 7o) da
0 0
if.’

7 ) 1o @ de— 4 [ 17(@)*dz 2 5 [ (Io.(@)] = [ /(@)]})de
E E

(e, =1 7(e) ") dz

(]

1 (. o
~7—f,f(a:)f‘d:c> -—%-T-fz-—-—lf-{= —e¢ fir ¢c<cz(e).
E

3
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Indem wir die eben erhaltene Ungleichung der Ungleichung (4) gegen-
itberstellen, erhalten wir:
7 ™
(5) —e<h[lo(@)fdz—p[if@) dr<e fir c<ele)qle),
0

0

also bei festem 7T
T

7
s 1 {, ;2 1 . 2
lim 7 | {g.(2)] dx:?_(ff(x)[ dz.
0 (]
Nachdem hiermit auch die Bedingung 3. verifiziert ist, kénnen wir,
wie bereits erwiahnt, Hilfssatz IIT aus § 2 heranziehen, und wir erhalten:

(6) lim M{lp.(2)1}" = M{I7(=)]"}-

Aus (1), (2) und (6) folgt jetzt der verallgemeinerte Fundamental-
satz von H. Bohr:

Fiir die Funktion f(z), die fast periodisch (I11) ist, gilt die Gleichung
(P) : > 4, =MU{|f(=)}.

1

Aus dem Fundamentalsatze kann man (ebenso wie H. Bohr, loc. cit.
S. 54—55) den Eindeutigkestssatz erhalten, ndmlich: falls alle Fourier-
koeffizienten einer fast periodischen (IIT) Funktion gleich O sind, ist diese
Funktion fast iiberall Null'é).

Aus dem Fundamentalsatze folgt weiter, daBl die Fourierreihe einer
fast periodischen (IIT) Funktion gegen diese Funktion im Mittel konver-
giert, d. h. daB

N a
m{ (=) —gAﬂeanr}ao.

No>w

Januar 1925.

1%) Einer freundlichen Mitteilung von Herrn H. Bohr verdanke ich die Bemerkung,

die Herrn Dr. Bochner gehort, da8 der Eindeutigkeitssatz schon im Falle der fast
z+c

periodischen (II) Funktionen gilt. Denn ¢, (z) =% f f(y)dy ist fast periodisch im
z

Sinne von H. Bobr, und falls die Fourierreihe von f(z) keine Glieder enthalt, ent-

halt auch die Fourierreihe von ¢, (z) gar keine Glieder; also ist ¢, (z) nach dem

Eindeutigkeitssatze von H. Bohr identisch =0 fiir jedes ¢; daraus folgt durch den

Grenziibergang ¢ — 0, daB f(z) fast iiberall gleich Null sein muS.

(Eingegangen am 2. 6. 1925.)
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