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Uber Moglichkeiten im Relativkalkul.

Vor}

LeoroLp LowenmEmM in Berlin-Lichtenberg.

§ 1
Definitionen.
Wir setzen 1 = 1j; : 4 1z + 1z, 0%z = 0;;0;x 0j; allgemein:

Vpro =L+ La+ Le+ L+ Lt 1o,
iare.. = 075072 055 053 05, Oy - - .
Man konnte iibrigens auch weiter setzen:

Ve =151 + 1510 4+ W la + Lalp + - -,

Vig.. =151l +--,

dual entsprechend fiir 07, 0™, «
. Dann wire z. B.

Vg = Uiy s Tjp = G =ji=H) = Ui,
1i5:=0.

1¢7: und 0]z kann vielleicht wichtig sein, wird aber in dieser Ab-
handlung nicht benutzt werden.

Es sei noch nebenbei bemerkt, da sich aus dem Entwicklungssatz die
Definition fiir a” ergibt: '

ad=a-14+a-0.

Wir wollen im folgenden unter einem ,Relativausdruck® stets einen
Ausdruck {zwischen Relativen oder (micht notwendig bindren) Relativ-
koeffizienten verstehen, in welchem X und IT nur endlich viele Male vor-
kommt, und wo jedes X bzw. I1 sich erstreckt entweder iiber die Indizes,
d. h. iiber simtliche Individuen des Denkbereichs erster Ordnung, den wir
mit Schroder 1' nennen, oder aber iiber simtliche Relative, die sich mit
Hilfe des Denkbereichs bilden lassen. Alle Summen und Produkte, welche
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nicht iiber die Individuen von 1! erstreckt sind oder iiber simtliche Re-
lative, werden als endlich vorausgesetzt und stets durch 4 und - bzw.
Nebeneinanderstellung der Faktoren bezeichnet, nie durch X oder IL

Durch Gleichsetzung zweier Relativausdriicke entsteht eine , Relativ-
gleichung®, die wir uns stets auf 0 gebracht denken wollen. Auf solche
Relativgleichungen lassen sich, wie es scheint, alle wichtigen Fragen der
Mathematik und des Logikkalkiils zuriickfiihren.

Ein Relativausdruck, in welchem jedes = und IT iiber die Indizes,
d. h. die Individuen von 1%, erstreckt ist, also keines iiber die Relative,
heiBe ein ,Zihlausdruck”. Durch Gleichsetzung zweier solcher entsteht
eine ,Zdhlgleichung“. Beispiel einer solchen:

Zﬂ(zh + ZIIJ + lu) 51‘251:; - O

i ‘vh

oder ,kondensiert”, d. b. in eine Gleichung zwischen Relativen, nicht Re-
lativkoeffizienten verwandelt:
05 {[1'+ (E+2)](045)-7;1}40= 0.

Einen Relativausdruck ,Jkondensieren® heiBt, ihn so umwandeln, daB
kein X und I7 mehr vorkommt. Zum Beispiel glbt 2 a;;b;; kondenmert
(@30),;.

Eine Relativgleichung kann sein

a) eine identische Gleichung;

b) eine , Fluchigleichung®, d.h. eine, die nicht fiir jedes, wohl aber
fir jedes endliche 1' erfijllt ist (oder aunsfiihrlicher: eine Gleichung, die
nicht identisch erfiillt ist, die aber stets erfiillt ist, falls die Indizes, iiber
die summiert oder produktiert wird, ein endliches 1! zu durchlaufen haben);

¢) eine , Haltgleichung®, d. h. eine, die nicht einmal fiir jedes endhche
1! fiir beliebige Werte der Indizes erfiillt ist.

§ 2.
Zihlgleichungen.
Satz 1: Es gibt unkondensierbare Gleichungen, z. B.
2 0,5z = 0 oder 1,

hydydyk

> O;W,,,-—O oder 1,

by tadsky
e e e,
also erst recht unkondensierbare Zahlausdriicke.
Durch obige Beispielo hat Herr Korselt in einer brieflichen Mittei-
lung an mich den Satz (bis auf unwesentliche Liicken) bewiesen und dazn
bemerkt, daB sich kondensieren liBt:
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20, =0 in 0'=0,

&

=05 =0 in 0°(0;0) = 0.

B4,k
20; = (1;051)
2}: ijk T [1 O’(OI 0’) I]ij

3Js

Auch ist

Was dagegen die Gleichung
2 O;u,’k = O

Ryt gy k
betrifft, so ist sie, wie leicht zu sehen, eine Haltgleichung, die dann und
nur dann erfiillt ist, wenn 1! hochstens drei Elemente enthilt. (Die Gleichung

Zohub =1

hyirgyk R
besagt daher in Worten: ,1' enthilt mindestens vier Elemente“. Ebenso
besagt -

2 O;ijkl—'o

ky3,5,k,0

»1! enthilt hochstens vier Elemente®, nsw.)

LieBen sich nun die Gleichungen in Satz 1 kondensieren, so wiirde,
nachdem sie kondensiert und auf O gebracht sind, links kein Relativkoeffi-
zient vorkommen, sondern nur die ,Moduln“ 1, 0, 1, O, verkniipft durch
irgendwelche der sechs logischen Operationen +, -, #, ;, —, <. Negation
und Konversion lassen sich an Modulausdriicken immer ausfithren; man
kann also erreichen, daB links nur die Kniipfungen +, -, 5, ; vorkommen.

Der Ausdruck links liefe sich dann ausrechnen mit Hilfe des Schrioder-
schen ,Abacus der Relative“ in Schroders Algebra der Logik III, S. 122
bis 123, 13) bis 19).

Nun ist aber (vgl. 19)):

0 =0/, wenn 1' ein Element enthilt,
0 l 1,  wenn 1! zwei Elemente enthilt,
1, wenn 1' mehr als zwei Elemente enthalt. .

Auch ist, was Schroder falsch angibt,

1001 {O, wenn 1' ein Element enthilt,
’ ’ 1, wenn 1! mehr als ein Element enthilt.
Dual entsprechend 141" und 031'=1"340.
Die iibrigen Modulkniipfungen sind unabhingig von der Anzahl der
Elemente von 1. Also ist das Ergebnis -jeder Kniipfung zwischen zwei
29.
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Moduln bei einem dreielementigen 1' genau dasselbe wie bei einem vier-
elementigen. Daher muB auch bei der Ausrechnung der linken Seite das
SchluBergebnis bei einem dreielementigen und vierelementigen 1' dasselbe
sein; ist also die durch Kondensation erhaltene Gleichung bei einem drei-
elementigen 1! erfiillt, so ist sie es auch bei einem vierelementigen. Sie
kann daher nicht durch bloBe Umformung (Kondensation) der Gleichungen
in Satz 1 entstanden sein, da bei diesen das Gegenteil der Fall ist.

Schroder erklirt in Bd. III, S.551 die Kondensation fiir stets aus-
fihrbar, benutzt aber dabei die Formel a,;,= (%; @; 1),;, bei der die Ele-
mente des 1' als Relative gedeutet werden. Betrachtet man aber das als
zulissig, so ist die Kondensation eine so tfriviale Sache, daB sie diesen
Namen nicht verdient und ganz wertlos ist.

Ich mochte bei dieser Gelegenheit bemerken, daB sich die Bedingung
dafiir, daB das System @ hochstens drei Elemente enthilt, iibersichtlicher
als bei Schroder in der Form schreiben 1aBt:

2%“&%% O;n.jk= 0.

Ry 2y 45k
DaB die von Schroder versuchte Kondensation der Bedingung unméglich
ist, folgt fiir @ = 1 aus dem Vorhergehenden. Entsprechend 148t sich auch
ausdriicken, daB das System a hochstens 4, 5, - - - Elemente besitzt. ,Das
System a besitzt mindestens drei Elemente“, wird ausgedriickt durch

hg(ﬁk+ai+aj+ 1;;',')=07

und die Vereinigung der beiden letzten Gleichungen besagt, daB das
System a genau drei Elemente besitzt.

Satz 2: Jede Fluchtzihlgleichung ist bereits in einem abzihlbaren Denk-
bereich wicht mehr fiir beliebige Werte der Relativkoeffizienten erfiillt.

Wir denken uns zum Beweise die Gleichung auf O gebracht. Wir
beweisen zunichst, daB sich jede Zihlgleichung auf eine bestimmte Nor-
malform bringen li8t, die auf S. 453 unter (3) steht. Zundchst suchen wir
2u erreichen, daf unter einem (ein- oder mehrfachen) IT niemals ein IT
oder X vorkommt. Setzen wir voraus, daB ein Produktand mindestens ein
IT oder X enthilt, so kénnen wir vier Fille unterscheiden:

1) Der Produktand ist ein - Produkt. Dies liBt sich vermeiden durch
Anwendung der Formel

ITAB,=J]A I]B.
3 i i
(Speziell ist z. B. JJ4,B,C,,=[]4,IIB,I]cC,,.)
i i i 4
.. 2) Der Produktand ist ein I7 Produkt (= Jf A,,, wo die 4,, Funk-
P
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Jionen von Relativkoeffizienten sind), Dann LiBt sich dieses aus dem
Produktanden herausschaffen mit Hilfe der Formel ,

l](gA£J=gAib' y

3) Der Produktand ist eine + Summe, also etwa gleich
A+ B+ C+--- nicht in inf.

Wir unterscheiden hier zwei Unterfille:

a) Eins oder mehrere der 4, B, - - - sind (- oder I7) Produkte. Dieser
Fall liBt sich durch das sog. ,Ausaddieren’ mit Hilfe der Formel
a+bec=(a+b)(a+tc) anf 1) und 2) zuriickfithren.

b) Keines der 4, B, - - - ist ein Produkt. Eine + Summe kann a.uch
keines sein, wenn wirklich die 4, B, - - - die letzten Summanden sind, in
die sich der Produktand ohne Anwendung von X zerlegen lat. Also ist
jedes der 4, B, --- entweder ein (megierter oder unnegierter) Relativ-
koeffizient oder ein Z. Sind alle diese Summanden Relatlvkoefﬁmenten,
so sind wir schon am Ziel; ist aber z. B.

A =%’A~ik) B=%’Bﬂ’
so 1aBt sich der Produktand in der Form schreiben:
2t Byt C+ )

womit dieser Fall auf 4) zuriickgefiihrt ist.

4) Der Produktand ist eine X Summe. Unsere Aufgabe besteht dann
darin, das JIX in ZII zu verwandeln, d. h. das Produkt auszumultipli-
zieren. Dies geschieht durch die Formel:

[34,-3 M40,

Hier soll das %, unter dem 2 bedeuten, daB %, alle Indizes, d. h.

alle Elemente von 1%, durchlaufen soll, und das 4 rechts vom Z’ soll be-

deuten, daB jedes von den %, diese Indizes durchlanfen soll, da8 wir also,
wenn 1' n Elemente besitzt (wo % auch eine hohere Miachtigkeit be-
zeichnen kann), eine nfache Summe haben. Die 4 sind Funkhonen von.
(nicht notwendig bindren) Relativkoeffizienten.

Um die obige Formel dem- Verstindnis niher zu brmgen will ich
einmal die darin vorkommenden X und I7 z. T. ausfithren, d, h. ich will
hier einmal ausnahmsweise (entgegen-der Vorschrift auf S.448) fir die-
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gelben das Zeichen + sowie Nebeneinanderstellung und Punkte benutzen.
Die Indizes will ich mit 1,2, 3, - - bezeichnen. Dann lautet die Formel:

I‘](A,, +A52+Ai8+"')=k g"_AxhﬁshAsh' ot

= 2 2 2 'AulAzk,Aak,"'-

kh=1,2,8, £;=1,33,- k=1,2,3,-

Unsere Formel muB bei mehrfachem X und IT folgendermaBen verallge-
meinert werden:

0 .I] A.'xr...ky...= Z Ag;'...k“'_,,yw_,_..n

68y bRy kii'-"k'ii'-u we

Durch das Verfahren unter 1) bis 4) liBt sich nach und nach jedes X
und I7 aus dem Produktanden entfernen. Dabei kann es wohl vorkommen,
daB die Umformung unter 4) mehrere Male hintereinander angewendet
werden muB, und wir wollen noch angeben, wie dies geschieht:

_{I,Z'_Ik];'/ibm =.{Z$ZE{IAM“} =Z Z’k’hﬂAhihn“-

i Unx Ll

DaB man nicht lg, schreiben muB statt L, ist zwar fir den Fortgang
des Beweises unwesentlich; trotzdem aber will ich es dadurch ersichtlich
machen, daB ich die Formel fiir einen 1' mit nur zwei Elementen 1, 2
ausfiihre, indem ich wieder einmal ausnahmsweise (entgegen der Vorschrift
auf S.448) das + und die Nebeneinanderstellung benutze. Auch will ich
an Stelle von 4,;;, kurz (hikl) schreiben:

[IZ[ 0w
= JT S[Ri11)(hi2l) + (hilD)(#i22) + (hi12)(hi21) + (hi12)(hi22)]

— JT[(111)(8121) + (A111)(h122) + (4112)(R121) + (h112)(h122)
+ (h211) (h221) + (h211)(h222) + (h212)(h221) + (h212) (h222)]

= 2> (1plr)(1p2s)(291t)(292u).

Dy Ikt u=1,2

Fir 1'= (1, 2; 3) erhilt man
2 Q) 2 (Ui Sk (24 1) (24 2h) (2 3)
198283y ‘m1af1as "y 2] (3@31131)(31:32&2)(3?:33133),

Nachdem die Produktanden alle von X und IT befreit sind, bleibt
nur noch tibrig, alle Klammern aufzulosen, soweit sie nicht direkt hinter
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einem X und I7 stehen, und die Produkte der X auszumultiplizieren.
Dies geschieht mit Hilfe der Formel

ZA;'ZB: ‘__ZASBM
] ik

entsprechend bei mehrfachen Summen.
Genau ebenso kann auch ein Z mit einem anderen oder mit einem

2 multipliziert werden, desgleichen auch mehrfache Summen.
Es entsteht zuletzt eine Gleichung von der Form

Q) C+ 3D, + 3D, + - - - nicht in inf.

+ J1E + IIE,+ - - - nicht in inf.

+ > 1] F,+ > I] F, + nicht in inf. =0, _
wo die Summen und Produkte im allgemeinen mehrfache sein werden
und die C, D,, E,, F, identische Funktionen von Relativkoeffizienten

ohne X und I7 sind. In unserem Beispiel auf S. 448 entsteht durch die
angedeuteten Umformungen

;Z’zﬂ@"" Zyit 1)) 22, = 0.
k; ’

Nun kann man in (1) zunichst dafiir sorgen, daf unter allen X genaun
die gleichen Summationsindizes stehen, indem man fehlende einfach hinzu-
figt (da Sa,= Ja). Bei den Gliedern ohne X kann man ein X einfach

%)

hinzufiigen (da a = 2 @). Darauf kann man alle Z in ein einziges X zu-
sammenfassen [da 2: @+ b~ 3(a,+b)]. Es entsteht eine Gleichung
von der Form ' ' ‘

2) S(Fy+ IIF,+ Il F;+ - - - nicht in inf) =0

oder ausaddiert nach der Formel ]’] a;,+ l] b= ,1,] (a;+D):

>II(Fy+ F,+ F, + - - - nicht in inf) =0
oder kurz
®) 21IF=o.

Wollen wir nun entscheiden, ob (3) in irgendeinem Denkberéich identisch
erfiillt ist oder nicht, so kénnen wir bei unserer Betrachtung das X weg-
lassen und die Gleichung untersuchen

O] IF=o0

oder in unserem Beispiel

k-’lI(Zbi + &+ 1) 22, =0.

Y
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Denn daB diese Gleichung identisch erfiillt sei, bedeutet doch nichts an-
deres, als daB sie fiir beliebige Werte von (z und) I sowie von den k;
(d. b. von k&, k,, - --) erfiillt sei. Etwas anderes besagte aber das weg-
gelassene = auch nicht, war also fiir uns wenigstens iiberflissig. (Man
hitte besser auch schon in (1) die X weglassen konnen, ebenso in un-

serem Beispiel auf S. 448 das > schon vor Herstellung der Normalform,
]
aber nicht in diesem Beispiel das >, allgemein kein X, das unter einem IT
k

vorkommt, da bei einem solchen die obigen Betrachtungen nicht gelten.)

F kann drei Arten von Indizes enthalten:

1) ,Konstante* Indizes, d. h. solche, die in jedem Faktor des I7 immer
dieselben sein miissen (! in unserem Beispiel). Wir wollen sie in irgend-
einer Reihenfolge durch die ersten Zahlen 1, 2, ..., n bezeichnen. Wir
setzen also I =1 in unserem Beispiel.

2) ,,Produktionsindizes” (i, j, h in unserem Beispiel). Sie durchlaufen
unabhingig voneinander simtliche Elemente des Denkbereichs, so daB also
jedem Wertsystem derselben ein Faktor des IT entspricht und umgekehrt.

3) ,,Fluchtindizes* (wie k;, in unserem Beispiel sowie ¢, und 7, auf
S. 452). Ihre ,Subindizes (i bzw. h bzw. k, h) sind Produktionsindizes,
und die Fluchtindizes sind (nicht notwendig eindeutige) Funktionen ihrer
Subindizes, d.h. z. B. I, bezeichnet in allen denjenigen Faktoren des IT
ein und dasselbe Element, in denen die Produktionsindizes 2 und % die-
selben Werte haben (aber in anderen Faktoren bezeichnet 7,, nicht not-
- wendig andere Elemente).

Wir schreiben nun von den Faktoren des IT in (4) zundchst rur alle
diejenigen hin, in denen die sdmtlichen Produktionsindizes keine anderen
als die oben unter 1) definierten Werte 1, 2, - - -, » haben, oder sollten
konstante Indizes fehlen, so nehmen wir irgendein Element des Denk-
bereichs, bezeichnen es mit 1 und schreiben den Faktor hin, in dem alle
Produktionsindizes den Wert 1 haben. Wir setzen in diesem Falle n=1=
In F werden aber auch Fluchtindizes vorkommen, etwa

ij) kum s

In jedem der bisher hingeschriebenen Faktoren haben j, I, m, - - - als Pro-
duktionsindizes irgendwelche von den Werten 1,2, .-, n; wir werden
also in diesen Faktoren als Fluchtindizes haben:

Byy Bay * " s buy Byys Fagy Kags v ooy By < -
Dies sind keine Funktionen von Indizes mehr, sondern bezeichnen ganz

bestimmte Elemente, die wir auch in irgendeiner Reihenfolge mit den
Zahlen n+ 1, n+ 2, ---, n, bezeichnen wollen. (Ausdriicklich sei be-
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merkt, daB zwei Elemente, die durch verschiedene der Zahlen von 1 bis n,
bezeichnet sind, weder als gleich noch als verschieden vorausgesetzt werden.)

Das bis jetzt hingeschriebene Produkt nemnen wir P;. In unserem
Beispiel wire also -

Py= 2,0+ 2y + 13) 2 = 241 23 -

(Hier durfte 1;, =1 gesetzt werden; wire aber 1;, vorgekommen, so
hitte dieses nicht gleich O gesetzt werden diirfen, da ja nicht voraus-
gesetzt wird, daf 2 ein anderes Element bezeichnet als 1. Man hitte
vielmehr 1), stehen lassen miissen.)

IIF wird zum mindesten dann in jedem Denkbereich identisch ver-
schwinden, wenn P, dies tut, d. h. wenn P, sowohl verschwindet, falls
simtliche Elemente 1, 2, - - -, %, untereinander verschieden sind, als auch,
wenn beliebig viele derselben einander gleich sind. Um zu sehen, ob alles
dies der Fall ist, gehen wir alle diese Moglichkeiten durch; bilden also
aus P, alle diejenigen (endlich vielen) Spezialisierungen P,’, P,”, P,”, ---,
welche entstehen, wenn man unter den Elementen 1, 2, ---; n, beliebig
viele oder wenige als gleich betrachtet (wobei dann auch die Relativ-
koeffizienten von 1" und 0" ausgewertet werden).

Verschwinden also alle P,® identisch, so ist (4) identisch erfiillt.
Wenn nicht, so schreiben wir jetzt von dem IIF alle diejenigen noch
nicht in P, aufgenommenen Faktoren zu den schon in P, aufgenommenen
hinzu, in denen die simtlichen Produktionsindizes keine anderen als die
Werte von 1 bis », haben. Das so entstehende Produkt (das also die
alten Faktoren von P, auch enthalten soll,) nennen wir P,. In P, werden
die Fluchtindizes i;, k&, - - - die Werte haben:

Uy %oy 0ty Yy ku; k127 ksu ==y kn,n,; Tt

von denen wir diejenigen, die nicht schon durch eine Zahl benannt sind,
durch die Zahlen n, + 1, »,+ 2, - - -, n, benennen. (Auch von diesen wird
nicht vorausgesetzt, daB sie verschiedene Elemente darstellen, oder Ele-
mente, die sich von den alten unterscheiden.) ]

In unserem Beispiel ist, wenn man statt z,, kurz x4 schreibt:

P= P (T1+124 1) (2 +T1 4+ 1) (12 +12 + 1) @14 21+ 1)
@1+22 +1,,)(22+ 21 +1;) (22 + 22 +1;,)12 - 32
=P (21422 +1,)12-32=(22 +1},)-11-12.21-32.

Wir setzen jetzt in P, (wie frither in P,) die benutzten Indizes auf alle
erdenklichen Arten einander gleich und ungleich. Die so aus P, ent-
stehenden Produkte nennen wir

7 ” "
Pz: Pz ) Pz » "



456 L. Lowenagy.

Verschwinden sie alle, so ist die Gleichung (4) identisch erfiillt. Wenn
nicht, so bilden wir P;, indem wir simtliche Faktoren des ITF hin-
schreiben, in denen die Produktionsindizes zwischen 1 und n; liegen. Die
neuen Fluchtindizes nennen wir n, + 1, %3+ 2, - - -, 0.

In unserem Beispiel ist

P, = (22 +1,,) (@8 +1,,) 22+ 28 +1;) BL +1;,) (B1+33 +1;)) (383 +13,)
+11-12-13-21-32-43,
Durch Gleich- bzw. Ungleichsetzung der Indizes bilden wir wieder
P/, P/, B, -

usf. Da sich hiernach leicht beschreiben 148t, wie man aus dem P, das
P,,, und die Py, w+15 Pat1, -+ bildet, so ist die abzahlbar unend-
liche Reihe der P, hiermit als definiert anzusehen und ebenso die P,
Verschwinden fiir ein % (und daher auch fiir alle darauffolgenden)
simtliche P,®), so ist die Gleichung identisch erfiilll. Wenn nicht, so ist
- die Gleichung, schon in dem soeben konstruierten abzihlbaren Denkbereich
erster Ordnung nicht mehr erfiillt. Es gibt dann nimlich unter den
P/, P”, P/”, --- mindestens ein @,, welches in unendlich vielen der
nicht verschwindenden P, als Faktor auftritt (weil ja jedes der unend-
lich vielen nicht verschwindenden P,*) eins der endlich vielen P,® als
Faktor enthilt). Ferner gibt es unter den P,, P,”, P,”, - -- mindestens
ein Q,, welches @, als Faktor enthilt und in unendlich vielen der nicht
verschwindenden P, als Faktor auftritt (weil jedes der unendlich vielen
nicht verschwindenden und @, als Faktor enthaltenden P, eins der end-
lich vielen P, als Faktor enthilt). Ebenso gibt es unter den Py, P,
P,”, - .. mindestens ein ¢, welches @, als Faktor enthélt und in unend-
lich vielen der nicht verschwindenden P,® als Faktor auftritt, usf.
Jedes @, ist =1, also ist auch :

1=0,0,0Q, - in inf

Nun ist aber ITF fiir diejenigen Werte der Summationsindizes, durch
deren Einsetzung die @, ¢,, @;, - - - entstanden sind, = @, @, @, - - -, also
= 1. Daher verschwindet ITF nicht identisch. Die Gleichung (4) ist also
schon in einem abzihlbaren Denkbereich nicht mehr erfiillt, q.e.d.

Anwendung: Alle Fragen iber Abhingigkeit oder Unabhingigkeit der
Schroderschen oder Miillerschen oder Humtingtonschen Gebietsaxiome sind,
(wenn iberhaupt,) schon in einem abzihlbaren Denkbereich entscheidbar.

Die Axiomsysteme fiir den Gebietekalkill von Schroder, Miller u. a.
lassen sich als Relativgleichungen schreiben, wenn man den Denkbereich
erster Ordnung 1! alle Gebiete umfassen 1iBt und die Beziehung sub
zwischen Gebieten als ein Relativ s bezeichnet. (Hier ist also wohl zu
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unterscheiden: einmal die Beziehungen der Subsumtion, Addition usw. fir
die Gebiete, und andererseits die Beziehungen fiir die Relativkoeffizienten.
Erstere Subsumtion ,a sub 3¢ wird mit s,, =1, letztere Subsumtion, etwa.
#Sqp SUb s, mit s,, <€ s,, bezeichnet.)

Die Miillerschen Axiome I a<€a, II (a€b)(b€¢) <€ (a<c),
I (a<bd)(b€a)=(a=0b), IV, 0<€a, IV_a=€1, V 140 geben,
wenn man in diesen fiir O und 1 lieber % und e schreibt zur Vermeidung

von Verwechslungen: I s,,=1, II s,,s,.<€5,,, III s,,5,,=1,,, IV, s,,=1,

Iv,s,=1,V s, =0. Da aber die Axiome fiir beliebige a, b, ¢ gelten

& ae

sollen, so wire noch iiberall _II bzw. [], J] hinzuzufiigen, und vor
a,bd  a,b,c

IV, IV, noch, dem Sinn dxeser Axiome gemiB, 2, >

VI kénnte ausgedriickt werdea mit Hilfe von terna.ren Relativen =, g,
indem man setzt:

@ape=1) = (@b = 0), (Gpp=1) = (a+b=0).
Man kann aber auch VI ausdriicken, obne diese terniren Relative zu Hilfe
zu nehmen. VI, fordert, daB es zu je zwei Gebieten a, b ein groBtes,
d. h. allen anderen Untergebieten. iibergeordnetes Untergebiet ¢ gibt (das

man Produkt von a¢ und b nennt), ein Gebiet ¢ also, fiir das in der
Schroder-Miillerschen Schreibweise:

1) (c<€a)(e<€b),
2) llz<a)(z<b)<@@=<0),
d. h. also in der neuen hier anznwendenden Schreibweise:
1) s,,8.,=
. 2) H(sza 8, € 8,0) -
Demnach ist :
(®ape=1) = (8,48, =1) H(szaszfészo)
oder ’
Tape= SpaSop LA Gout Sas+ 520)
dual entsprechend o,,, :

Es ist
VI .I] 2 Taoe™ 1 VI .II abc
wo fiir z,,, und 6,,, obige biniire Ausdriicke einzusetzen sind, d. h.

VI ﬂzsca Sep ﬂ(sda+ sdb+ sdc) = 1
dual entsprechend VI
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VII lautet bei Miller (a+2)(@+2) =2=az 4 @z und fordert die
Existenz eines ,Negats“ zu a, das eben dieser Gleichung geniigt. Schrei-
ben wir also b statt @, so ist vor die ganze Gleichung noch > zu setzen

. D
und dann noch vor das Ganze J/. Um die an dieser Stelle unzulissige
Bezeichnung von Produkt und S’umme von Gebieten durch = und 6 er-
setzen zu konnen, zerlegen wir VII folgendermaBen:

!I; 11 [(a+2=c) (b+2=d) (cd=[) (az=g) (ba=h) (g+h=1) = (f=z=14)].

3 cdfghi

So wird durch Benutzung von z und 6
v J13 H,(O'azc 0ya%0arTasg Tyt Ogni € 17,0,
a,z b cdfghi
wo noch fiir die Relativkoeffizienten von # und ¢ die obigen Werte auf
S. 457 einzusetzen sind.

Bei den Unabhingigkeitsuntersuchungen ist nun zu entscheiden, ob
aus gewissen Axiomen ein anderes folgt. DaB dieses der Fall ist, 1iBt
sich aber durch eine Relativgleichung ausdriicken, die man primar machen
kann. Es kommt also bei den Unabhingigkeitsuntersuchungen darauf
hinaus, zu entscheiden, ob eine gewisse Relativgleichung und zwar nach
dem Vorhergehenden eine Zihlgleichung identisch erfiillt ist oder nicht.
Ist es aber nicht der Fall, so liBt sich nach Satz 2 bereits ein Gegen-
beispiel in einem endlichen oder abzihlbaren Denkbereich geben, ged.

Auf Grund dieser Uberlegungen habe ich die Unabhingigkeit der
einzelnen Axiome untersucht und denke die Resultate bei anderer Ge-
legenheit zu verdffentlichen. Die Arbeit von Huntington dariiber halte ich
fiir verfehlt, weil er bei unbequemen Axiomen einfach in ihrer Formulie-
rung hinzufiigt: ,Wenn die vorhergehenden Axiome erfiillt sind“ ein
billiges Mittel, um nach Belieben Schwierigkeiten aus dem Wege zu gehen!

Satz 3: Die Auswertung eines Produktes oder emmer Summe iber Re-
lative ist wicht tmmer moglich.

Es 1iBt sich ndmlich mit den Schrdderschen Hilfsmitteln ohne wei-
teres eine Gleichung aufstellen, welche besagt, daB der Denkbereich end-
lich oder abzihlbar sei, d. h. daB jedes System @ ;1 endlich oder ~ 1
(dem Denkbereich #hnlich) sei:

(a;1 endlich) + (a; 1~ 1).
‘Da8 a;1 endlich ist, bedeutet, daB keine Abbildung 2z das a ;1 shnlich
auf einen echten Teil b seiner selbst abbildet. DaB aber z ein System «
ahnlich "anf b abbildet, wird nach Schroder, Algebra der Logik, Bd. III,
S. 605, (10) ausgedriickt durch

1) (¢;2+2;5€1)(b€2;0)0{a<%;D),
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und daB b echter Teil von a ist, durch

@) G<€a)0+a)(6+0),
@31~ 1 nach (1) durch

Slasi+50<1)(LSo50;Das1€7:1).
DaB also 1! ;nd]ich oder abzihlbar ist, wird ausgedriickt durch
0=32(:5+7;2€1)0€2;0)(a<7;0) 0 €a)b+2) 0+ 0))
' +3(e57+7;0€1)(1€25051)(a51€751).

Dies ist, wie jede Sekundirgleichung, leicht in eine Primirgleichung zu
verwandeln (vgl Schroder, Bd. III, S. 150—151) und diese wieder in eine

Koefﬁmentenbemehung Wiren nun ]I und 2 auswertbar, so miiite die

Glelchuno’ nach Satz 2 identisch erfullt oder bereits in einem endlichen
oder a,bzahlba.ren Denkbereich nicht erfiillt sein, was alles nicht der
Fall ist.

Der Leser wird fragen, warum sich nicht der Beweis von Satz 2
Wort fiir Wort auch auf die obige Gleichung iibertragen 1i8t, die doch
gewil nicht in einem endlichen oder abzihlbaren 1 erfiillt ist. Allerdings
148t sich nach der Methode jenes Beweises ein Denkbereich konstruieren,
in dem die Gleichung nicht identisch erfiillt ist; nur erweist sich dieser
Denkbereich nicht als abzdhlbar. Da nimlich auch iiber Relative # produk-
tiert wird, treten auch Fluchtindizes von der Form i, auf, wo z kein
,Subindex¥, sondern ein ,Subrelativ’ ist, so daB zu jedem z ein Index
gehort. Nihert sich aber die Indexzahl dem Unendlichen, so ndhert sich
die Zahl der moglichen z dem Kontinuum und damit auch die Anzahl
der notigen Fluchtindizes, d. h. die Michtigkeit des erforderlichen Denk-
bereichs. (Dadurch wird aber wiederum die Menge der mdglichen 2 von
noch hoherer Machtigkeit, als die des Kontinuums ist, und folglich ebenso
die Menge der notigen Fluchtindizes usw. in inf)

§ 3.
Unindre Gleichungen.

Satz 4: Zwischen umindren Relativkoeffizienten gibt es keine Flucht-
gleichungen, nicht einmal dann, wenn die Relativkoeffizienten von 1" und O
als eimzige bindire noch dazu treten.

Wenn letztere fehlen, so 148t sich sehr leicht zeigen; daf Fluchtindizes
iiberhaupt zu umgehen sind und daher bei der Konstruktion des Denk-
bereichs auf S. 454ff. iiberhaupt gar kein Anla.B vorliegt, ihn unendlich
zu machen.
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Kommen aber Koeffizienten von 1’ oder 0 vor, so stellen wir eine
bestimmte Normalform her. Die linke Seite der auf O gebrachten Glei-
chungen ist symmetrisch in bezug auf alle Indizes, d. b. in bezug auf alle
Elemente des 1' mit Ausnahme einer endlichen Anzahl ganz bestimmter,
die ich die ,ausgezeichneten Indizes“ nennen will. Die zu diesen Indizes
gehorigen Relativkoeffizienten sowie etwa die vorkommenden indexlosen
Gebiete will ich die ,ausgeseichneten Gebiete* nennen. Sie konnen iibrigens
auch fehlen. Alle in der Gleichung hingeschriebenen Indizes sind ent-
weder Summations- oder Produktionsindizes oder ausgezeichnete Indizes.

Wir denken uns nun die linke Seite der Gleichung in der Booleschen
Weise entwickelt nach den ausgezeichneten Gebieten. Die in Rede stehende
Normalform, deren Herstellbarkeit ich oben behauptete, will ich nun zu-
niachst einmal beschreiben. Sie ist

1) dadurch gekennzeichnet, daB die Entwicklungskoeffizienten Funk-
tionen sind, die symmetrisch sind in bezug auf alle, (auch die ansgezeich-
neten) Indizes,

2) durch eine Eigenschaft eben dieser symmetrischen Funktionen, die
wir jetzt erdrtern wollen.

Wir konnen zunichst annehmen, daB diese symmetrischen Funktionen
(die ja Entwicklungskoeffizienten waren bei der Booleschen Entwicklung
nach den ausgezeichneten Gebieten), keine indexlosen Gebiete mehr ent-
halten (da diese ja mit zu den ausgezeichneten Gebieten gehdren, nach
denen entwickelt wurde). Die symmetrischen Funktionen enthalten, wie
wir behaupten, keine Koeffizienten von 1" und 0'. Sie lassen sich nach
Boole in der Weise entwickeln, daB nur die Koeffizienten O und 1 vor-
kommen. Obgleich wir uns nur die Glieder mit dem Koeffizienten 1 hin-
geschrieben denken wollen, so konnen es doch unendlich viele Glieder
sein, so daB wir an eine Abkiirzung denken miissen.

Kommt in der Entwicklung z. B. das Glied vor

Gy Qo U3 8, U Qg + + + = “1“2“3]'](‘7:"" 132s4),

80 kommen auch alle Glieder vor, welche aus diesem durch Indexver-
tauschung hervorgehen. Deren Summe will ich bezeichnen mit (3, o0),, also

(3, ), =M.2j' 2,2,0,0; ;; IEI (@ + L0
und die Summe der Glieder, welche aus
0,0,030,05050y - - -
durch Indexvertauschung hervorgehen, will ich bezeichnen durch (oo, 3),.
Allgemein setzen wir

(’ﬂ, w)a= 2 ‘_gil L7 ai” O;:',---in .lk](ak‘*' 1;33....'“})'

fyyime e
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Entsprechend entsteht (oo, #), hieraus durch Veztauschung von a, und &,
fiir jedes i.
Kommen mehrere Relative vor, z. B. a und b, so bezeichnen wir z. B.
die Summe der Glieder, welche aus
- (a,5,8,0;) (055 @,D,05b5) (5bs) (@b by - - )
durch Indexvertauschung hervorgehen, durch
(2) 3) 1) m)a,b'

Ebenso bezeichnen wir z. B. die Summe der durch Indexvertauschung aus

(@,by 03By a;b) (ﬂ 9+1;,z ,z+k+l,g)( i+10ip1Biya Oipe i by )
(Ei+l'+1 bi+lc+1ai+1:+2 bs'+k+2'”ai+k+lzi+k+l)
hervorgehender Summe durch
(6 00, &, 1),

Hiernach ist das allgemeine Bildungsgesetz wohl klar. Da8 tiberhaupt an
allen Stellen bis auf eine stets lanter endliche Zahlen stehen, wird als das
eine Kennzeichen gerade unserer symmetrischen Funktionen anzusehen sein.

Aber auch bei dieser abgekiirzten Schreibweise kann die Entwicklung
noch unendlich viele Glieder enthalten. Wir bezeichnen nun beispiels-

weise mit
=2, >5),

die Summe aller derjenigen Glieder, in denen mindestens zwei unnegierte
und mindestens fiinf negierte @, vorkommen, d. h. es ist

@27 25)a=(27 w)a+ (3’ &)a—l- (4’ m)¢+'"+ (m 5)a+ (&} 6)¢+ (w’ 7)¢+

= > 0,9,8,8,8,3,3,0,

2Apuvmoo*
. %343ty O g
Allgemein:
- _— 7
(gp’gwn 2 a4, a.h 2 Jqoin: vipddaceedg”
Tyt :1
JrsJast ,Jq

DaB sich nun bei Anwendung dieser Schreibweise die ganze symmetrische
Funktion als Summe endlich vieler Glieder darstellen 138t, ist ein zweites
Kennzeichen gerade unserer symmetrischen Funktionen und iiberhaupt der
Kernpunkt des ganzen Beweises. '
Die Herstellungsmethode einer solchen Normalform will ich nur an-
deuten. Jeder Relativausdruck baut sich ams solchen Relativausdriicken,
welche kein X oder IT enthalten und daher schon die verlangte Normal-
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form besitzen, durch wiederholte Anwendung der vier Operationen 1) +,
2) -, 3) =, 4) II auf: Man wird also jeden Relativausdruck auf die Normal-
form bringen konnen, wenn man einen solchen Ausdruck auf die Normal-
form bringen kann, welcher aus bereits Normalform besitzenden Aus-
driicken entsteht durch einmalige Anwendung einer jener vier Operationen.
Die Ausarbeitung einer Methode fiir jede einzelne dieser vier Operationen
ist nicht schwer und sei dem Leser iiberlassen. .
Die Normalform 138t sich also herstellen. Sie ist eine Boolesch
Entwicklung. Hat bei ihrer Herstellung sich alles weggehoben, so ist die
Gleichung in jedem beliebigen Denkbereich identisch erfiillt. Ist aber auch
nur ein einziges Glied stehen geblieben, so kann man sofort einen end-
lichen Denkbereich angeben, in welchem dieses Glied und folglich die ganze
linke Seite der Gleichung nicht identisch verschwindet. Ist z B. ein Glied

p@ 2) 237 1’ w)a,b
stehen geblieben, wo p Produkt ausgezeichneter Gebiete ist, so verschwindet
das Glied nicht in einem Denkbereich mit sechs Elementen, in welchem

»=1,
o =a=1, by=b=1,
ag =ay,= a5 =1, by ="b,=b; =0,
ag =0, bg=1
ist.

Folgerung: Fluchtgleichungen enthalten aufer den Moduln auch noch
andere Relative.

Satz 5: Die Auswertung eines IT oder X iiber alle Relative ist stets
misglich fiir einen Ausdruck, der nur unindre Relativkoeffizienten oder hichstens
noch die Koeffizienten von 1" oder O’ enthilt und endlich viele Z oder II iber
simitliche Indizes. .

Es sei ein X iiber Relative auszuwerten; beim I7 verfihrt man dual
entsprechend.

Man entwickle in die Normalform des vorigen Satzes. Dann kann
man die Glieder einzeln auswerten. Es ist z. B.

>(5,1,8,00),,=(5+1, 3+ ), = (12, ©),,

b
25,7284, =(25+37+4), =8 1),
Kommt unter einem _> ein ausgezeichneter Koeffizient a; vor, so ist er
a

bei der Auswertung zu streichen (d. h. =1 zu setzen), ebenso wire a, zu
streichen.
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Es bleibt nur noch die Aufgabe, das Ergebnis aus der Normalform
in einen gewdhnlichen Relativausdruck zuriickzuverwandeln. Die Methode
hierfiir -zeige folgendes Beispiel:

21,3, °°)¢,bk=i,j2'“, (ﬂ?hbha’ibi) (ajzj) (@,b,8,b,a,,b,,) O;zijklm—g (dnzn +1;; jklmn)'

Yo /s Ry

§ 4.
Zuriickfiihrung des héheren Relativkalkiils auf bindren.

Satz 6: Jede Relativgleichung bzw. Zihlgleichung ist eimer bindren
dquivalent, d. h. ist eine beliebige Relativgleichung bzw. Zihlgleichung
=0 gegeben, so kann man eine binire Relativgleichung bzw. Zihlglei-
chung ' = 0 angeben, welche dann und nur dann identisch bzw. nicht
identisch bzw. niemals (fir kein Wertsystem der Parameter) erfiillt ist,
wenn das entsprechende von f=0 gilt; ebenso eine binire Gleichung bzw.
Zahlgleichung F'= 0, welche dann und nur dann fiir einige Wertsysteme
erfiillt ist, falls es f= 0 ist. Dieses 148t sich ja auf jenes zuriickfiihren.
F’ stimmt aber nicht mit F' iiberein.

Dieser Satz hat im Relativkalkiil die Bedeutung, die in der Algebra
der WeierstraBsche Satz hat, daB alle Probleme, die sich mit solchen kom-
plexen Zahlen mit mehr als zwei Grundeinheiten 16sen lassen, fiir welche
dieselben Formeln gelten wie fiir unsere Zahlen, sich auch mit den biniiren
komplexen Zahlen 16sen lassen. Ebenso sind auch alle Probleme, die sich
mit Hilfe des terniiren und hoheren Relativkalkijls 16sen lassen, auch schon
im bindren zu erledigen. (Einfacher kann freilich unter Umstinden die
Heranziehung ternirer und hoherer Relative sein.)

Die Bedeutung unseres Satzes kann man daraus ermessen, daf jeder
Satz der Mathematik oder irgend eines Kalkiils, der sich erfinden liBt,
sich als eine Relativgleichung schreiben liBt, mit deren Erfiilltsein der
mathematische Satz steht und fallt. Diese Umwandlung beliebiger mathe-
matischer Sitze in Relativgleichungen wird, wie ich denke, wohl jeder
ausfithren konnen, der die Arbeiten von Whitehead und Russel kennt. Da
nun zufolge unseres Satzes sich aller Relativkalkiil anf bindren Relativ-
kalkiil zurtickfithren 1d8t, so folgt daraus, daB man die Richtigkeit jedes
beliebigen mathematischen Satzes entscheiden kann, wenn man nur ent-
scheiden kann, ob eine binire Relativgleichung identisch erfiillt ist oder
nicht.

Es sei nun zunichst eine quaternire Relativgleichung vorgelegt; die
ternire 1aBt sich als ein Sonderfall hiervon auffassen. Denn sind ternire
Relativkoeffizienten a,;, gegeben, so kann man quaternire definieren durch
die Gleichangen a;;;, = a,;;. -

Mathematische Annalen. LXXVL 30
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Wir betrachten einen neuen Denkbereich, dessen Elemente die Ele-
mentenpaare des alten 1! sind, den wir also 1® nennen miissen. Ist also

1'= (i7j7 k- - )
s0 ist
1= (G, D, G, U,y G, G ---).

Der neue Denkbereich €, den wir im folgenden zugrunde legen wollen,
entsteht nun aus 1% indem man (4, ¢) durch 7, (j,j) durch j, usw. ersetzt.

Es ist also
@ = (?:7 (i’j)y (j) ?:)) j) (1‘, k) L ')-

Die Elemente benennen wir zweckmifig mit einzelnen Buchstaben, etwa
LK L,--- Ist I=(ij), so nennen wir ¢ das Vorderglied, j das Hinter-
glied von I i wollen wir als sein eigenes Vorder- und Hinterglied be-
trachien.

Jedem quaterniren Relativ @, dessen Indizes 1' zu durchlaufen haben,
ordnen wir nun ein bindres Relativ 4 zu, dessen Indizes € durchlaufen
sollen, und zwar in der Weise, daB fiir 1= (4,5) K= (k1)

tijpr = Arx, Ginn= Adix, Gjrr= A, Gixr= Air

ist. Damit ist, wenn a als gegeben betrachtet wird, 4 vollstindig defi-
niert als bindres Relativ mit € als Denkbereich erster Ordnung.

Auf Grund dieser Zuordnung ersefzen wir nun in f= 0 alle quater-
niren Relative durch die zugeordneten bindren. Da die Relativkoeffizienten
nicht mehr durchweg Elemente von 1, sondern Elemente von € sind, so
sind auch die Summations- und Produktionsindizes so abzuindern, daf sie
sich iber das ganze € erstrecken. Kommt z. B. in f vor

1 2 @; iz D100

und wird a;j;; durch Ak, bjz;; durch By ersetzt, so kommt der Summations-
index ¢ vor in I= (4,5) und in L = (I, %); daher ersetzen wir die Summa-
tion iiber ¢ zunichst durch eine solche iiber I und L und schreiben

) 22 41x By
I L

Wir miissen nun aber bedenken, daB diese nene Summe mehr Summanden
enthilt als die alte (da sich J und L jetzt iiber das ganze € erstrecken
und nicht nur iiber 1%). Diesem Ubelstande miissen wir abhelfen, denn
wir wollen ja eine Gleichung herstellen, welche genau soviel Summanden
und Faktoren enthilt, wie die alte, ja, welche sich von der alten durch
nichts uunterscheidet als durch die Bezeichnung (mit einer Ausnahme
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freilich). Wir erreichen unsern Zweck, indem wir jedes A;x Byz mit je
einem Faktor multiplizieren, welcher gleich 1 ist bei denjenigen Summan-
den, welche auch in der alten Summe auftreten, bei den ibrigen aber
gleich 0. Wir definieren nimlich zwei Relative ¥V und H durch

(Vis=1) = (I ist Vorderglied zu J),

@) (Hy;=1) = (I ist Hinterglied von o).

Diese Definitionseigenschaften von 7 und H sind spiter auch noch in die
Gleichung aufzunehmen; einstweilen betrachten wir ¥ und H als gegebene
Relative, deren Indizes Elemente von & bedeuten. Denn auch die Vorder-
und Hinterglieder sind ja Elemente von €. Es gilt

((V; V)s=1) = (Vorderglied von I = Vorderglied von oJ),
(4) {((V; By = 1) = (Vorderglied von I — Hinterglied von J),
((ﬁ s H);; — 1) = (Hinterglied von I = Hinterglied von J).

Die Summe
©)) ,?.:; Arx Br His Vi

ist nur der Form nach eine Summation iber €, in Wirklichkeit ist es
nur eine Summation iiber 1%, da die zu (2) hinzugefiigten Faktoren alle
Glieder wegfallen lassen auBer denjenigen, in denen die Summationsindizes
die Hinterglieder bzw. die Vorderglieder von j bzw. ! haben. Trotzdem
enthilt auch diese Summe immer noch mehr Summanden als (1); und es
sind nur diejenigen Summanden beizubehalten, fir die das Vorderglied
von I iibereinstimmt mit dem Hinterglied von L, d. h. es ist noch der

Faktor (V; H);; hinzuzufiigen.
(6) ;%'AIK-BJL H;y V;L(f; H)IL

enthdlt nun genau so viel Summanden wie das vorgelegte (1), doch ist
(6) allgemeiner als (1), weil die Ubereinstimmung der beiden Indizes j,
der beiden k, der beiden I, welche in (1) zu sehen ist, nicht in (6) zum
Ausdruck hommt. Dies muB noch geschehen mit Hilfe von (4):

(M ;; Arx By Hy Vig (Vs H)io (V5 H)or (Vs H) o (V; H)ix

ist an Stelle von (1) zu setzen und von derselben Allgemeinheit wie (1).
Das Produktieren geschieht dual entsprechend wie das Summieren.
Wie in diesem Beispiel durch die letzten Faktoren die Gleichheit
« 30‘
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gewisser Indizes der vorgelegten Gleichung zum Ausdruck gebracht wird
(eine Gleichheit, die bei der Einfihrung der neuen Relativkoeffizienten
zundchst nicht mehr zum Ausdruck kam), so hat man iiberall zu suchen,
wo in f=0 gleiche Indizes vorkommen oder wo die Gleichheit bzw. Un-
gleichheit von Indizes durch Koeffizienten wie 1 ; oder 0}, zum Ausdruck
kommt; und wo dann durch Einfihrung der neuen Relativkoeffizienten
diese Gleichheit bzw. Ungleichheit nicht mehr zum Ausdruck kommt, hat
man sie wieder durch Einfiihrung entsprechender Faktoren bzw. Summan-
den wie in dem letzten Beispiel zum Ausdruck zu bringen. Nur dann
kann man sicher sein, daB die neue Gleichung genau die entsprechenden
Umformungen gestattet wie f= 0 und folglich genau dann identisch er-
fiillt ist, wenn /=0 es ist, da ja dann beide Gleichungen genau dieselben
Funktionen von Relativkoeffizienten enthalten, nur daB die Argumente,
d. h. die Relativkoeffizienten, anders benannt sind.

Jetzt sind noch die Eigenschaften von ¥ und H in die neue Glei-
chung aufzunehmen. Ich will im folgenden Relative stets in Form einer
Tabelle schreiben, d. h., wenn etwa «, f, y, - - - die Elemente eines Denk-
bereichs erster Ordnung sind, so will ich das Relaliv folgendermaBen
schreiben:

ja B v -
@Gy, @ug Gy -
T=1B % gy a, -
V4 dyc arﬁ a.

vy

Jeder Untermenge des Denkbereichs ‘erster Ordnung entspricht dann ein

D
»Oystem” im Schroderschen Sinne, z. B. der Menge
) A= (“: ¥, 5)
entspricht das System
!“} B 7 0 ¢
«fl1 1 1 1 1.
/0 0 0 0 0.
Amdwld 2 1 2 1.
/1 1 1 1 1.
c/0 0 01 0.

in welchem die zu den Elementen «, , 8 von 9 gehirenden Zeilen lauter
Einsen enthalten, die dibrigen Zeilen dagegen lanter Nullen.
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Der Unterménge 1! von € entspricht nun ein System ¢, nimlich

i |1 1 1 1 1
G, )10 0 0 0 0
=G, o0 o0 0 0 0
i i1 1 1 1 1
L(i,k) 0 0 0o 0 0 -
Ferner ist o ._ .' . ._ ) o
i 69 G J 6GR--
i |1 1 0o 0 1
G,)0 0 0 0 0
V=1G,9l0 0 o o0 o
i |0 o0 1 1 0
G, B0 0 0 0 0
i1 0 1 0 o
G,)10 0 0 0 0
H=YiG 9o 0o 0o o0 o
j 10 1 0 1 0
G, B0 0 0 0 0

Wir wollen nun die Eigenschaften von ¥ und H durch bloBe Relativ-
gleichungen ausdriicken. Diese Eigenschaften bestehen kurz gesagt darin,
daB sie die Elemente von € in ein quadratisches Schema ordnen. Diese
Eigenschaft ist nun im folgenden logisch zu zergliedern und in Relativ-

gleichungen zu iibersetzen.

Zunichst sind ¥V und H das, was Schroder eine Funktion im engeren
Sinne nennt, d. h. ¥ und H ordnen jedem Element I von € ein und nur
ein Element zu (ndmlich das Vorder- bzw. Hinterglied von I). Diese

" Eigenschaft wird ausgedriickt durch
V; V<1'<V; 7,
H H<V<H,H
(vgl. Schroder Bd. III, S. 587, 17)).

@)
@)



468 L. Lowexmery.

Die Menge simtlicher Vorderglieder ist das frithere 1*, das System
samtlicher Vorderglieder ist also g (vgl. S. 467), d. h. esist ¢ =¥; 1; da
aber ebenso ¢ = H; 1 ist, so ist
3) V;1=H;1.

Eine weitere Eigenschaft von ¥ und H besteht darin, daB jedes
Element von 1! sein eigenes Vorderglied ist, d. h.

g-1'<V-1
oder
4) V;1.1'<V-1),
ebenso
(5) H;1-'<H-1.

Wegen V<7V;1 darf statt <€ auch = stehen in (4) und (5). _
Man denke sich nun ein quadratisches Schema hergestellt von folgen-
der Art

ilglE |
i |
J |
: |
wo 4,4, k,- -+ die simtlichen Elemente von 1* sind, d. h. die simtlichen

Vorder- und Hinterglieder. Wir schreiben nun ein Element von €, welches
das Vorderglied m und das Hinterglied n besitzt, in das Feld der m*"
Zeile und n** Spalte unseres Schemas. Durch (1), (2), (3) ist zum Aus-
druck gebracht, daB jedes Element von € genau ein Vorder- und ein
Hinterglied besitzt, d. h. also nach unserer Vorschrift in genau ein Feld
unseres Schemas hineingeschrieben wird. Es ist nun zum Ausdruck zu
bringen, dab jedes Feld ein und nur ein Element enthilt.

DaB jedes Feld hichstens ein Element enthilt, bedeutet folgendes:
Haben zwei Elemente I und J dasselbe Vorder- und Hinterglied, ist also

7sV=1, (H;Hu=1,
so stimmt I und J iiberein, d. h. 17, = 1; es ist also
(V3 V)es (H; H)1s € 1
und da dies fiir beliebige I, J gilt, ist
(6) V:V-H:H<1.
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Da8 endlick jedes Feld des Schemas mindestens ein Element von &
enthilt, bedeutet folgendes: Wenn I und J zu 1! gehSren, wenn also
grr=1, ¢sr=q1r =1, s0o mub ein Element K existieren, welches I zum
Vorderglied und J zum Hinterglied hat, es muB dann also sein

1 =§VIKHJK EKZ' VigHgr=(V3H)g, .

Daher ist 97,47, (V; H);s fiir beliebige I, J, d. h.
13<V;H
oder

) Vil-1; H< V; H.
Der Gleichung F’= 0 ist also noch (1) bis (7) als Voraussetzung voran
zuschicken:
®) (1) bis (7) < (F' =0).
Dies gibt, in eine Primirgleichung verwandelt und auf O gebracht, die
gesuchte Gleichung F' = 0.

Ist in der Tat f= O nicht identisch erfiillt, so gibt es einen Bereich
1! und ein Wertsystem der Relativkoeffizienten von den in f vorkommen-
den Relativen a, b, - - -, fiir welche sie nicht erfiillt ist. Konstruiert man
dann gus 1! durch Paarbildung den Bereich € und definiert ¥V und H wie .
auf S. 465, so ist fiir diese ¥ und H die Vor. (1) bis (7) erfiillt, kann also
wegbleibeni, und F' = 0 kann durch F' =0 ersetzt werdén. Jedem Koef-
fizienten aber, der in f = 0 vorkommt, entspricht ein Koeffizient, der in
F’'= 0 vorkommt; und mit einem Wertsystem, das = O nicht erfiillt,
ist auch eins gegeben, das F” = 0 und damit F = O nicht erfiillt, qed.

Ist umgekehrt ein Bereich € und ein Wertsystem der Relativkoef-
fizienten der in F'= 0 vorkommenden Relative 4, B, ---, H, V gegeben,
welches F = 0 nicht erfiillt, so gehoren zu diesem Wertsystem auch
Werte von ¥ und H, und zwar solche, welche (1) bis (7) erfiillen; denn
fiir andere Wertsysteme ist ja F'= 0 nach (8) identisch erfiillt. F"' =0
kann daher nach (8) durch das gegebene Wertsystem nicht erfillt sein.
Wir konnen nun einen Bereich 1' und ein zu diesem gehoriges Wert-
system der in f= 0 vorkommenden Relativkoeffizienten finden, fiir das
anch f=0 nicht erfillt ist. Setzen wir nimlich 7;1 =g, so entspricht
diesem System eine Menge, die wir als Bereich 1! fiir f= 0 zugrunde
legen wollen. Kommt in F'=0 ein Koeffizient 4;x vor, so gibt es nach
(1) bis (7) genau je ein Element i, j, %, I, so daB

VU=1; Hi1=1, ka=1, Hyg=1.

Nach Bestimmung dieser Werte 4, j, k, | lassen wir dem A;x ein a.;;:; ent-
sprechen und erteilen dem a;;;; denselben Wert, der fiir A;; gegeben ist.
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So gelangen wir zu einem Wertsystem, welches f = O nicht erfiillt, da es
F’= 0 nicht erfiillt. Mit /= O ist daher auch F = O identisch erfiillt und
umgekehrt. '

Liegt nun eine héohere Relativgleichung vor, etwa eine sendre mit
Koeffizienten @;;;,,,,, S0 kann man diese nach derselben Methode in eine
ternire verwandeln, (deren Umwandlung in eine binire wir bereits kennen),
indem man setzt:

(i;j) =1 (% =K, (mr ") = M,
oder man kann sie mit unwesentlicher Abinderung der Methode auch
gleich in eine bindre verwandeln, indem man setzt

(’:: s k)y=1, (I, mn)= L.

Quindre, septenire usw. Gleichungen lassen sich auf senire, oktonire usw.
zuriickfiihren.
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