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Ueber eine conforme Abbildung der Erde nach der
epicycloidischen Projection.
Von Dr. F. August.
(Hierzu eine Karte Tafel I.)

Die zu dieser Arbeit gehorige Karte stellt in ihrer Haupt-
ansicht eine conforme Abbildung der ganzen Erdoberfliche dar,
welche begrenzt ist von einer krummen Linie, wie sie irgend ein
Punkt der Peripherie eines Kreises beschreibt, wahrend dieser
Kreis selbst auf einem andern festen Kreise mit doppelt so grossem
Halbmesser ohne Gleitung rollt; diese Linie ist eine sogenannte
dussere Epicycloide mit zwei Spitzen. Die leitende Idee, durch
welche ich auf die Auffindung dieser Projectionsart gefihrt wurde,
verdanke ich meinem Freunde, dem Herrn Dr. G. Bellermann
in Berlin, welcher sich seit lingerer Zeit mit dem Gedanken be-
schiftigte, eine conforme Abbildung der Kugel in das Innere einer
Epicycloide zu construiren, weil er aus Grinden, welche im Wesent-
lichen mit den unten auseinandergesetzten ubereinstimmen, diese
Kurve ihrer Gestalt wegen fur eine besonders zweckmissige Be-
grenzung hielt. Durch mehrere Gespriache mit ihm wurde auch
ich angeregt, die Sache zu verfolgen, und es gelang mir die Losung
des Problems auf eine in mathematischer Hinsicht tberraschend
einfache Weise. Inzwischen hat auch Herr Bellermann seine
Untersuchungen fortgesetzt und ist zu derselben Projection auf
einem andern Wege gelangt. Ich hielt es um so mehr fir meine
Pflicht, hier den Antheil des Herrn Bellermann an der Sache an-
zudeuten, als er selbst eine Veroffentlichung seiner Untersuchungen
vorliufig nicht beabsichtigt.
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Uebrigens hat Herr Eisenlohr in der hochst interessanten
Abhandlung ,jiber Flichenabbildung® (Journal fiir reine und an-
gewandte Mathematik, Bd. 71, pag. 143—152; Berlin 1870 bei
Georg Reimer) unter andern die Formeln fiir eine conforme Ab-
bildung der ganzen Kugeloberfliche geliefert, deren Begrenzung
der allgemeinen Gestalt nach mit jener Epicycloide grosse Aehn-
lichkeit hat, aber in mathematischer Hinsicht complicirterer Natur
ist. Diese Eisenlohr'sche Abbildung wiirde vor der hier be-
sprochenen namentlich auch den Vortheil haben, dass fir den
ganzen Rand der Karte der Maasstab derselbe ist, und dass die
Vergrosserung hochstens den Werth 6 (genauer 5,8284) erreicht,
wenn man den Maasstab im Centrum, wo er am kleinsten ist,
gleich 1 setzt; wihrend die epicycloidische Projection in einem
allerdings kleinen Theile der Karte eine stirkere Vergrosserung
zeigt, und zwar an verschiedenen Theilen des Randes eine ver-
schiedene. Dafiir ist aber die Vergrésserung an den Grenzen des
Aequators in der epicycloidischen Projection geringer, und vor
allem ist das Netz in dieser Abbildung verhiltnissmissig einfach
zu construiren, was bei der Eisenlohr’schen darchaus nicht der Fall
ist. Dieser letztere Umstand ist auch wohl der Grund, warum ein
Netz nach der Eisenlohr’schen Abbildungsart noch nicht con-
struirt ist.

Ich erwihne noch, dass auch die Begrenzung der sogenannten
amerikanischen polykonischen Projection einige Aehnlichkeit mit
der Epicycloide hat, wiahrend die Projection selbst, da sie nicht
conform ist, zu brauchbaren Uebersichtskarten wohl kaum anwend-
bar sein dirfte.

Ich werde im Folgenden zunichst versuchen, die Grinde,
welche fir unsere Abbildungsart sprechen, ohne Eingehen in mathe-
matische Details, darzulegen, und darauf in einem zweiten Abschnitte
die mathematischen Entwickelungen geben.

I.

Bekanntlich ist es unmaoglich, eine biegsame, aber nicht dehn-
bare Kugelfliche, oder einen Theil derselben in eine Ebene aus-
zubreiten. In Folge dessen giebt keine Abbildung der Kugel in
der Ebene die Gestalt der abgebildeten Figuren richtig oder die
Liéngen der abgebildeten Linien in unverandertem Maasstabe wieder.
Dieser Uebelstand ist um so merklicher, je grdsser der abzubildende
Theil der Kugel ist, am merklichsten bei einer Abbildung der
ganzen Kugel. Die Versuche, die Abbildungen moglichst brauch-
bar zu machen, haben sich (abgesehen von Specialzwecken, wie
moglichste Einfachheit der loxodromischen Linien fiir Seekarten
oder der geoditischen Linien fir solche Sternkarten, die einen
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kleinern Theil des Himmels, als die Halbkugel umfassen) vorzugs-
weise auf die Erfillung einer der beiden folgenden Bedingungen
gerichtet. Man hat namlich einerseits solche Abbildungen construirt,
welche den Flicheninhalt in richtigem Verhéltnisse wiedergeben,
sogenannte aequivalente Abbildungen, andererseits solche, die
wenigstens in den kleinsten Theilen dem Original #hnlich sind,
d. h. bei denen jeder Theil der Abbildung in der Gestalt um so
genauer mit dem Original ubereinstimmt, je kleiner seinc Dimen-
sionen sind, und in welchem, wie hiermit zusammenhangt, die
Winkel des Originals erhalten bleiben. Abbildungen dieser Art
nennt man conforme.

Die Bedingung der Aequivalenz, so berechtigt sie fliir gewisse
Zwecke sein mag, hat sich doch nicht eine allgemeine Anerkennung
verschaffen konnen, weil sie eben nur das leistet, was der Name
ausdriicken soll, wihrend sie ein in jeder Hinsicht verzerrtes Bild
giebt. Denn es wird nicht nur fir jeden Punkt der Karte ein
anderer Maasstab nothig, sondern auch fiir die verschiedenen Rich-
tungen, die von einem und demselben Punkte ausgehen, ist der
Maasstab verschieden. Den letzteren Uebelstand hat jede
Abbildungsart ausser der conformen. Bei einer conformen
Abbildung dagegen ist zwar auch, wie dies nicht anders moglich ist,
der Maasstab verianderlich, aber er bleibt fiir alle von einem Punkte
ausgehenden Richtungen derselbe, wenn man auf ihnen nur um eine
sehr kleine (unendlich kleine) Strecke fortschreitet, so dass bei-
spielsweise alle Punkte, die auf der Erdkugel 15 Meilen weit von
einem beliebigen Punkte entfernt sind, auch in der Abbildung fast
genau in einem Kreise liegen. Nun gicbt aber das Netz durch die
Breitengrade schon fiir jeden Punkt den Maasstab richtig an, so
dass man durch sie ohne weiteres einen Anhalt fiir die richtige
Schitzung der Dimensionen erhiilt, was bei keiner andern Abbil-
dungsart moglich ist. Dies ist der grosse Vorzug der conformen
Abbildungen, auf den vor Allem Gauss hingewiesen hat. Nimmt
man dazu, dass, wie schon oben gesagt ist, und wie ja auch aus
dem eben Besprochenen folgt, die Gestalt der kleineren Theile
kaum verzerrt wird, dass also Halbinseln, Inseln und dergl. sich
in fast genau richtiger Gestalt wiedergeben, so wird man im All-
gemeinen die conformen Abbildungen als die zweckmissigsten an-
erkennen.

Und in der That sind die beiden Abbildungen, deren man sich
zur Darstellung der ganzen Erde am hiufigsten bedient, die sterea-
graphische und die Merkatorprojection conform. Die Praxis
hat auf sie gefiihrt, ehe die Bedeutung der Conformitat theoretisch
erkannt war. Indessen sind doch mit allen Vorziigen, welche diees
beiden Abbildungen besitzen, wesentliche Nachtheile verbunden.
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Die stereographische Projection, welche, namentlich wenn man von
der Abplattung der Erde absieht, eine sehr einfache Construction
des Netzes gestattet, hat den Uebelstand, dass, wihrend die eine
Erdhélfte ohne grosse Dimensionsédnderung abgebildet wird, die
andere Halbkugel sich in hohem Grade vergrossert, und die Punkte,
die den Projectionspol umgeben, bei der Abbildung in unendliche
Entfernung ricken, so dass eine unendlich kleine, diesen Punkt
einschliessende Linie sich in eine unendlich grosse Linie abbildet.
Man verwendet deshalb in der Regel nur die Abbildung einer Halb-
kugel und setzt zwei derartige Abbildungen, deren Projectionspole
diametral gegeniberstehen, nebeneinander. Hierdurch ist aber der
Zusammenhang der beiden Hemisphiren in unnéthiger und fir die
Anschauung wenig forderlicher Weise zerstort.

Die Merkator’sche Projection, ebenfalls leicht zu construiren,
welche die Kugel in den Raum zwischen zwei parallelen Geraden
abbildet, hat nun zwar jenen Uebelstand nicht. Allein, da hier
zwei Punkte (in der Regel Nordpol und Sudpol) in’s Unendliche
ricken, so konnen die Gegenden in der Nihe der Pole nicht mit
abgebildet werden, und die Karten héren meistens mit dem acht-
zigsten oder gar mit dem siebzigsten Breitengrade auf. Es hort
ferner die Conformitat in den Polen auf; die Linien, welche durch
die Pole gehen, also z. B. die Meridiane, schneiden sich demnach
nicht mehr unter demselben Winkel wie im Original, sondern sie
laufen parallel. In Folge dessen verschwindet in der Merka-
tor’schen Projection jede geometrische Beziehung zur
Kugelgestalt, und dies ist fur alle solche Karten, deren Haupt-
zweck die Darstellung einer Gesammtibersicht ist, als ein Uebel-
stand zu bezeichnen, wahrend die Merkator’schen Karten fir ein-
zelne Zwecke, namentlich wegen der loxodromischen Eigenschaften
fir Schiffskarten, den Vorzug vor allen andern behalten werden.

Es fragt sich nun, wie denn eine Uebersichtskarte uber die
ganze Erde, respective die ganze Himmelskugel, beschaffen sein
miisse, um solche Nachtheile fern zu halten; wie es also moglich
sei, ein einfach zusammenhingendes, vollkommen begrenztes Bild
der Kugeloberfliche zu erhalten, welches in jedem Punkte, sowohl
im Innern als auch am Rande conform ist. Die Beantwortung
dieser Frage kann etwa folgender Gedankengang vermitteln.

‘Wir denken uns, die Oberfliche eines Globus bestehe aus
einer biegsamen und zugleich dehnbaren Haut, etwa von elasti-
schem Gummi. Soll diese nun, zunachst ohne Ricksicht auf Con-
formitat, in eine Ebene ausgebreitet werden, so muss ihr Zusam-
menhang mindestens in einem Punkte, durch einen Stich, oder
in einer Linie, durch einen Schnitt gestort werden. Der Schnitt
aber darf keine in sich geschlossene Linie darstellen, wenn nicht
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die Abbildung in zwei getrennte Theile zerfallen soll, er muss
vielmehr durch eine einfach begrenzte Linie, mit einem Anfangs-
und einem Endpunkte gebildet sein. Es fragt sich nun weiter, ob
die Conformitat am Rande in beiden Fallen erhalten bleiben kann.
Sollte aber erstens nach einem einfachen Stich die Fliche in eine
Ebene ausgebreitet werden, so miisste eine diesen Stichpunkt um-
gebende unendlich kleine einfach geschlossene Linie, etwa ein
Kreis, so ausgedehnt werden, dass sie die Umgrenzung des ganzen
Bildes lieferte, und hierbei wiirde die Conformitdit am Rande des
Bildes aufhoren miissen. Es wiirden z. B. zwei Linien, welche
sich auf der Kugel im Stichpunkte schnitten, nach zwei ganz ver-
schiedenen Theilen des Randes laufen. Wir miissen also diesen
Fall ausschliessen. (Die stereographische Projection ist ein Bei-
spiel fiir denselben, und zwar ist der Projectionspol der Stichpunkt,
und die Grenze des Bildes wird unendlich entfernt.)

Es bleibt demnach nur der Fall ubrig, dass die Kugel durch
einen einfachen begrenzten Schnitt geoffnet wird. Dieser Schnitt
muss mit Ausnahme seiner beiden Endpunkte nach der Ausbreitung
in die Ebene zweimal abgebildet werden, und diese beiden Ab-
bildungen der Schnittlinie missen in den Bildern ihrer beiden End-
punkte zusammenstossen und zusammen eine einfach geschlossene
Linie bilden, welche die ganze Abbildung begrenzt. Damit nun
auf dem ganzen Rande des Bildes Conformitit vorhanden sei,
miissen :

1) die beiden Bilder der Schnittlinie, wo sie sich in ihren End-
punkten treffen, unter dem Winkel Null zusammenlaufen,
d. h. eine Spitze (einen Riuckkehrpunkt) bilden, die in
die Bildfliche einspringt. Es missen

2) ausser diesen beiden Punkten in der Begrenzung nur dann
Spitzen oder Winkel vorhanden sein, wenn in den Punkten
der Schnittlinien selbst solche vorhanden sind.

Vermeidet man also in der Schnittlinie selbst Winkel und
Spitzen, so wird die Kugel abgebildet werden miissen in das Innere
einer krummen Linie mit zwei nach innen einspringenden Spitzen.
Diese allgemeinen Bedingungen werden nun dem Zweck entsprechend
noch in folgender Weise vereinfacht:

Sollen zwei Punkte der Kugelfliche ausgezeichnet werden, so
wahlt man am passendsten dazu Nordpol und Siidpol; zur Schnitt-
linie wahlt man am passendsten einen Meridian (Grenzmeridian).
Um ein symmetrisches Bild zu erhalten, wird der den Grenzmeridian
erginzende Meridian als Hauptmeridian durch eine Gerade abge-
bildet werden miissen, welche die Pole verbindet; diese giebt zu-
gleich die Richtung der Tangenten der Grenzkurve in den Spitzen
an. Der Aequator wird durch eine hierauf senkrechte Linie ab-
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gebildet werden miissen, welche eine zweite Symmetrie-Axe bildet.
Alle Bedingungen, auf welche wir hier gefuhrt sind, kénnen nun
erfillt werden, wenn man als Begrenzung die oben niher be-
zeichnete Epicycloide wahlt, und es zeigt sich noch dazu, dass die
Gesammtlinge des Aequators in dieser Abbildung ge-
rade doppelt so gross ist, wie die des Hauptmeridians,
was eine immerhin bemerkenswerthe Uebereinstimmung mit den
wirklichen Verhiltnissen ergiebt. — Wie nun in das Innere einer
Epicycloide hinein die Kugel vollstandig conform abgebildet wer-
den kann, ist im zweiten Abschnitte mathematisch entwickelt. Hier
moégen nur noch einige allgemeinere Bemerkungen folgen. Um zu-
nichst ohne Eingehen in eine mathematische Entwickelung die
richtige Auffassung des Netzes der Anschauung niher zu bringen,
wird es sich empfehlen, sich die Oberfliche des Globus, wie vorher
bemerkt, aus einer elastischen Gummihaut bestehend zu denken.
Diese elastische Haut wird nun lings eines Meridians aufgeschnitten,
und alsdann so in einen epicycloidischen Rahmen gespannt, dass
die Pole in die Spitzen fallen, und die Punkte des Grenzmeridians
nach einem gewissen, aus der Berechnung folgenden Gesetze auf
die beiden Hilften der Epicycloide vertheilt werden. Alsdann
wirden sich, unter der Voraussetzung, dass die elastischen Krifte
zwischen den einzelnen unendlich nahen Theilen der Haut pro-
portional der Entfernung wirkten (was thatsachlich nicht der Fall
ist), die Theile im Innern von selbst so anordnen, dass unsere Ab-
bildung entstinde.

Die Vortheile, welche diese Abbildung gewahrt, werden durch
einen Blick auf die beigegebene Karte. augenscheinlich. Sie er-
moglicht ein conformes Bild der ganzen Kugeloberfliche, ohne
dass irgend ein Theil fehlt, in vollstindigem Zusammenhange und
mit einer anschaulichen Beziehung zur Kugelgestalt. Die Pole, auf
welche in physikalischer wie in mathematischer Hinsicht so viel an-
kommt, fehlen nicht auf dem Bilde, und die Meridiane schneiden
sich unter den richtigen Winkeln, so dass man durch das Netz
selbst die Fortsetzung eines Meridians durch den Pol verfolgen
kann, wahrend dieselbe auf der Merkator’schen Karte nur durch
Abzahlen, also ohne jede geometrische Beziehung ermittelt werden
kann. Man wird deshalb namentlich auch in der Nahe der Pole
ein anschaulicheres Bild erhalten, als durch andere Karten, welche
die ganze Kugel darstellen sollen. Allerdings ist die Vergrosserung
der Randtheile im Vergleich zur Mitte der Karte nicht unerheblich;
es ist im mathematischen Theile gezeigt, dass der Maasstab grosser
wird, je mehr man sich, sei es auf einem Meridian, sei es auf
einem Parallelkreise, dem  Rande nahert, und zwar ist, wenn der
Maasstab in der Mitte gleich Eins gesetzt wird, derjenige in einem
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der beiden Grenzpunkte des Aequators gleich vier, und der in
den Polen gleich acht, so dass also dieselbe Entfernung dort vier=
mal, hier achtmal so gross erscheint als im Centrum. Indessen
zeigt schon die Betrachtung der Karte selbst, sowie die beigefiigte
Tabelle der Linearvergrosserungen (Vgl. II, 10), dass die starken
Vergrosserungen nur auf einen kleineren Theil der abzubildenden
Flache beschrankt sind, wahrend der mittlere Theil der Karte
selbst bis in die Nahe der Pole hin eine nicht allzustarke Ver-
grosserung zeigt. Sie ist auf dem Centralmeridian bedeutend ge-
ringer, als bei Merkators Projection, namentlich in den hoheren
Breiten, wie sich aus folgenden Zahlen ersehen lasst:

Die Vergrosserung betragt

in einer 09 100 | 200 | 300 | 40° | 500 | 60° | 70° | 80° [900

Breite von

bei Merka-
tor’s Pro-
Jjection

—

1,015 | 1,064 | 1,155 | 1,305 | 1,556 | 2,000 | 2,924 | 5,759 | oo

im Central- ~

meridiane
derepicycl. 1,011 1,048 | 1,113 | 1,214 | 1,371 | 1,617 | 2,034 | 2,861 | 8

Project.

—

In der Nahe des Grenzmeridians ist die Vergrosserung frei-
lich bedeutender, aber die Verdanderung des Maasstabes geht dort
langsam vor sich, so dass auch dort die Contouren fiir sich be-
trachtet nicht sehr verzerrt sind, wenn sie auch gegen das Centrum
betrichtlich vergréssert erscheinen. — Um tbrigens die fehlerhaften
Vorstellungen in Bezug auf die Grossenverhiltnisse, welche die
Karte bei unmittelbarer Betrachtung erwecken konnte, zu mildern,
empfiehlt es sich, der Hauptansicht, welche die ganze Erde umfasst,
noch zwei andere Ansichten beizufigen, bei welchen andere Theile
der Erdoberfliche in die Mitte der Karte gelangen. Dies ist in der
beigegebenen Karte geschehen, und die Nebenansichten zeigen
recht gute Bilder einerseits von der alten Welt und Neu-Holland,
andererseits von Amerika. Inwieweit diese Projection fiir geo-
graphische Zwecke anwendbar sein wird, dies wird hauptséachlich
von dem Urtheile der Fachmanner, insbesondere der Lehrer der
Geographie abhingen. Dass mit den Vortheilen in einer Hin-
sicht andererseits Nachtheile verbunden sind, ist nicht zu be-
streiten; es handelt sich eben darum, zu entscheiden, ob die Vor-
theile uberwiegend sind oder nicht. Bei einer unbefangenen
Prifung bitte ich aber das eine nicht ausser Acht zu lassen, dass



8 F. August:

wir uns an die Fehler der gebriuchlichen Darstellungen schon ge-
wohnt haben, dass wir sie deshalb wenig beachten, wihrend die
Fehler einer neuen Darstellung, gerade ihrer Neuheit wegen, mehr
in die Augen fallen. Dem Verfasser gereicht es zur Freude, dass
das Urtheil hochgeschatzter Autoritaten der Wissenschaft, nament-
lich des Herrn Professor Kiepert, und des leider inzwischen ver-
storbenen Herrn Obersten v. Sydow, dem ich fir seinen Rath und
Beistand zu innigem Danke verpflichtet bin, fir die Projection
gunstig ausgefallen ist. Besonders durfte sie zur Darstellung von
Uebersichtskarten tber die ganze Erde, sei es zur allgemeinen
Orientirung, wie im Unterricht, sei es zu physikalischen Zwecken,
wie zur Einzeichnung von Isothermen und sonstigen physicalisch
oder meteorologisch wichtigen Linien, eben weil sie wirklich die
ganze Erdoberfliche in einem naturgeméss erhaltenen conformen
Bilde liefert, den Vorzug verdienen. Endlich kann sie auch zur
uibersichtlichen Darstellung des ganzen Sternenhimmels mit Vortheil
benutzt werden.

II.

Die folgenden Entwickelungen setzen die Bekanntschaft mit
der Theorie der Functionen complexer Variabeler und mit der geo-
metrischen Darstellung complexer Werthe voraus. Die mit Hilfe
derselben gewonnene Construction des Netzes ist indessen in Nr. 8
8o beschrieben, dass zu ihrem Verstdndnisse nur die Kenntniss ele-
mentarer Geeometrie nothig ist. Ausserdem bemerke ich, dass, wie
dies bei Uebersichtskarten uber die ganze Erde meist geschieht, von
der Abplattung an den Polen abgesehen, die Erde also als eine
Kugel angenommen ist. Die Formeln konnen nichts destoweniger
auch auf die Abbildung des Sphéiroids angewendet werden, wenn
man nur statt der geographischen Breite 8 die reducirte Breite g,
einsetzt, welche sich durch die Gleichung

] Bo)__ (1 —¢&sing ET 52 B
ty(T+—2.)_(l+ssinp) ty(4+ 2)
aus B berechnen lasst, wobei s:=—% die numerische Excentricitat

bedeutet. Nur die die Vergrosserung betreffenden Betrachtungen
wirden noch einer weiteren Modification bedirfen. (Vgl. Nr. 9.
Anmerkung).

1) Es ist zunachst uber die stereographische Projection Einiges
vorauszuschicken. Die stereographische Projection einer
Kugelfliche ist bekanntlich das perspectivische Bild derselben,
wenn man als Projectionspol irgend einen Punkt der Kugelober-
fliche wahlt, und als Bildebene eine Ebene, welche senkrecht auf
dem Radius nach dem Projectionspole steht. Aendert man den Ab-
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stand der Bildebene vom Pol, so andert sich nur der Maasstab der
ganzen Karte. Wir nehmen an, die Bildebene sei diejenige Ebene,
welche in dem dem Projectionspole diametral gegeniiberliegen-
den Punkte O die Kugel berihrt. Sie ist conform wund ihre
characteristische Eigenschaft ist, dass alle Kreise der Kugel sich in
Kreise abbilden. Wahlt man als Projectionspol den Punkt des
Aequators mit der Liange R = == 180° und als Léngeneinheit
den Abstand der Bildebene vom Projectionspol, so wird der stereo-
graphische Aequator eine gerade Linie; der stereographische Meridian
von 0° eine darauf senkrechte Gerade, NS, welche die erstere in
O schneidet und deren Endpunkte N und S, der stereographische
Nordpol und Sidpol, vom stereographischen Aequator den Ab-
stand 1 haben. Die beiden stereographischen Meridiane mit der
Lange == 90° bilden die beiden Halbkreise iiber NS als Durch-
messer; ein beliebiger Meridian mit der Lange 4 bildet sich ab
als ein Kreisbogen zwischen N und S, der die Sehne NS unter
den Winkel 4 schneidet, der ihn erganzende Meridian mit der Linge
(A—m) als der jenen Bogen zu einem Kreise erginzende Bogen.
Ein Parallelkreis mit der Breite 8 bildet sich ab als ein Kreis der
zur Schaar der Meridiane conjugirten Kreisschaar, welcher den
stereographischen Meridian von der Linge 90° in einem Punkte
schneidet, der vom Schnittpunkte des Aequators 8 Bogengrade ent-
fernt ist. Hiernach ist es leicht, das stereographische Bild eines
Punktes zu construiren, dessen Liange und Breite gegeben sind.

2) Zur metrischen Bestimmung wahlen wir den Punkt O als
Anfangspunkt der Coordinaten, die Richtung ON als positive Ab-
scissenaxe, den stereographischen Aequator als Ordinatenaxe, und
zwar so, dass die Punkte mit westlicher Lange (< 180°) positive
Ordinaten erhalten.

Sei nun T irgend ein Punkt der Kugel mit der Linge 4 und
der Breite § (wofiir wir kiinftig auch kurz sagen werden der Punkt
4, ) und Z das stereographische Bild desselben, mit den Coordinaten
2 und y; dann nennen wir OZ = r den Modul des Punktes Z
und Winkel NOZ = ¢ den Richtungswinkel, so dass also 7 und @
die sogenannten Polarcoordinaten von Z sind. Dann folgen aus
den geometrischen Bedingungen der stereographischen Projection
durch einfache elementare Betrachtungen die Gleichungen

{SN2=822 + ZN2 4 28Z. ZN cos .
ZN n A I
7 =4(7 —7) :
und da OZ Transversale nach dem Halbirungspunkte von SN
ist, so ist

4 0Z*  N8*=2(NZ*+4 82? =T+—il%%ﬁ
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oder da ON=1, SN=2, OZ =7
1 — cosicosp
2 — . 2 b
14 ri= 1+cos).cosp"Ha’undr — l+coslcosﬂ"n *
Hieraus folgt:
0Z3+4 ON2 —ZN?

OZ cos NOZ = S
1—2sin? (2 — 12
d. h. rcosp= T o ieni oder
R sin g
TeuRg == T 14cosAcosp I
sin A cos 8 ’

remg=y= 1 4-cosdcosp

Hiernach konnen die Coordinaten irdend eines Punktes der
stereographischen Projection gefunden werden.

3) Man nennt nun den complexen Ausdruck z=x 4 iy =
re' den complexen Werth des Punktes Z oder der Strecke 0Z,
und umgekehrt den Punkt Z oder die Strecke OZ, die Darstellung
des complexen Werthes 2. Alsdann zeigt sich eine einfache geo-

metrische Relation zwischen den Darstellungen von 2 und von %

Es ist namlich:
sin g+ isindcos§ 1 —cosdcosp

z=x+yi= 1-+cosdcos  sinB—isinAcosf
1 1 14-coskcosf _ sing—isindcosB__ sing+-isin(A-m)cosp
also %z sinf-+¢sindcosg  l—cosicosf 1+ cos(A-m)cosp

Man erhalt demnach den zweiten dieser Werthe, wenn man
im ersten @ ungedndert lisst und statt 4 den Werth (A—m) setzt.
Da nun fir Z irgend ein Punkt der Ebene genommen werden
kann, so erhilt man folgendes unter Voraussetzung unserer Coordi-
natenwahl allgemeine Resultat: '
Irgend ein Paar Punkte der Kugel T und T’ des-
selben Parallelkreises, die auf demselben Meridian-
kreise liegen, oder deren Linge um 180° verschieden
ist, werden stereographisch abgebildet durch zwei
Punkte Z und Z’, deren complexe Werthe reciprok
sind, und umgekehrt. (Dasselbe Resultat kann ubrigens auch
durch eine einfache geometrische Betrachtung gewonnen werden.)
4) Es sollen jetzt die Punkte der stereographischen Projection
.Z, welche die ganze Ebene erfiillen, in das Innere derjenigen Epi-
cycloide abgebildet werden, welche ein Punkt eines Kreises mit dem

Radius % beschreibt, wihrend dieser Kreis auf dem Einheitskreise

ohne Gleitung rollt, und deren Rickkehrpunkte in NV und S liegen.
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Sei u ==y} iy, der complexe Werth des Punktes U dieser
Curve (Fig. 1.), =
Figur 1.

-2

+27

den man erhélt, wenn der rollende Kreis die Bahn im Endpunkte
P des von N aus gezihlten Bogens & == NP berihrt; dann ist

Z =-icos«9—~;—cos39,

L 2
3 . 1.
yu—_—_?sm&—-——ismf}&, also

3 9 1 3%
z€ —5¢€ oder wenn man setzt:

I

i3
e =p
wu=3p_—Lp
2 2
Man ziehe nun in P die gemeinschaftliche Tangente an den
rollenden Kreis und die Bahn, welche die reelle Axe in Z schneiden
moge, dann ist der Werth des Punktes Z, den wir 2z nennen,
gleich sec ¢ oder z
s 2 2
e“p-l—e “p S in %
Auf diese Weise entsprechen einem Punkte Z auf einer der
beiden Verlingerungen von SN, zwei Punkte P des Kreises und

zwei Punkte U der Epicycloide, die symmetrisch zur Axe NS
liegen.

(Anmerkung. Man kann iibrigens zeigen, dass der Punkt Z auch auf
der Tangente der Epicycloide mit dem Beriihrungspunkt U liegt).
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Hebt man nun die Beschrinkung p=—¢!% auf und versteht
unter p eine complexe unbeschrankte Variable, also die Darstellung
eines beliebigen Punktes der Ebene P, so sind nach der Theorie
der Functionen complexer Variablen Z und U conforme Ab-
bildungen von P, also auch von einander, bei welchen dem
Grenzmeridian in Z die beiden Theile der Epicycloide entsprechen.
Ihr Zusammenhang ist dargestellt durch die Gleichungen

2

T+ V®
P+7

b

e b 1 3
u——2—p ——?p . Vb

Ist nun Z das stereographische Bild des Kugelpunktes 7, wie vor-
her, so ist ein vermoge der Gleichung V* dazugehoriges P ein
Punkt einer zweideutigen conformen Abbildung von Z, und ein
vermoge der Gleichung VP hierzu gehoriges U der entsprechende
Punkt einer zweiten ebenfalls conformen Abbildung.

Durch Elimination von p» erhdlt man den Zusammenhang
zwischen z und % direct dargestellt durch die Gleichung

1 1 1, a0
vis. ... 4”*;——3.-;;———616?4—” +4:—O.

Setzen wir hierin —lz—=z', dann liegen die entsprechenden Kugel-

punkte 7 und T° auf demselben Parallelkreis diametral gegentiber
(siche oben Nr. 3), und die Gleichung VI® geht iber in
VIP ... 4uz?®—32%—6uz' +utt4=0.

Man bemerkt zunichst, dass fir 2=—o0c02 =0 also uw == 2{
wird, dass also die unendlich entfernte Gerade der z Ebene, welche
als stereographisches Bild des stereographischen Projectionspoles
(mit der Breite 0° und der Lange == 180°) auftritt, in % abge-
bildet ist in die Punkte mit den Werthen == 2¢ (Grenzpunkte des
Aequators). Ferner erkennt man, dass irgend einem Punkte des
stereographischen Meridians mit der Linge == 180° in Z; d. h.
irgend einem Punkte der Verlingerungen von NS, die beiden zur
reellen Axe symmetrischen Punkte U, und U, entsprechen, in
welchen die Tangenten von jenem Z an die Epicycloide dieselbe
berihren. (Vgl. die Anmerkung in dieser Nr.) Fir z=0 wird
einer der beiden Werthe p, also auch einer der beiden Werthe u,
gleich Null. Geht man von diesem Werthe aus, und vermeidet
die Verzweigungspunkte oder einen Umlauf um dieselben, so ist
die Abbildung in der bekannten Weise als eindeutig zu betrachten.
Dies ist nun im Innern der Epicycloide der Fall. Die Discriminante
der Gleichung IIP® fir u ist nimlich (22— 1)2=0 und diejenige
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derselben Gleichung fir 2’ ist (2 — 1) ®*=0; es sind demnach
die Werthe z'=-4 1 und 2"= — 1 die einzigen Verzweigungs-
punkte von u als Function von 2, und die Werthe u=-1,
u=—=—1 w=¢ sind die einzigen Verzweigungspunkte von z oder
2z’ als Functionen von %. — Zum Schluss sei bemerkt, dass der
Centralmeridian sich in die reelle, der Aequator in die imaginire
Axe abbildet, und dass die ganze Abbildung in Bezug auf die Axen
symmetrisch ist.

5) Zum genaueren Verstindniss ist es bequem, zunichst die
Hiilfsabbildung p zu betrachten. Aus Gleichung IV* folgt

1 ‘ —m T
p=7:i:V(%)2— 1=z V21
Es ist leicht, hieraus die beiden Werthe fir p zu construiren.

s ’ o . P 1
Die Strecke OZ" hat nach Grosse und Richtung den Werth 2’ = —

also sind die Streckenwerthe von SZ' und NZ' beziglich gleich
(2" 4+ 1) und (2" —1), der Werth ¥ 22— 1 ist also nach Grésse
und Richtung dargestellt durch eine Strecke parallel der Halbirungs-
linie des Winkels SZ'N (resp. des Scheitelwinkels) und deren ab-
soluter Werth die mittlere Proportionale von SZ’ und NZ' ist,
und da der Werth == ¥ 2’2 — 1 zu Z’ addirt werden soll, so muss
die Strecke von Z’ ausgehen. Man erhialt demnach die Punkte P,
indem man auf der Halbirungslinie des Winkels SZ’N von Z' aus
nach beiden Seiten die mittlere Proportionale von SZ’ und NZ° ab-
trigt. Dies kann dadurch geschehen, dass man SZ’ iiber Z’ um
Z'N verlingert bis Q. Die Durchschnittspunkte des durch SQN
gelegten Kreises mit der Halbirungslinie des Winkels SZ'N sind
die gesuchten Punkte P; wir wollen den auf der Halbirungslinie
des concaven Winkels liegenden P,, den andern P, nennen, so

dass stets
mod p; < 1; mod p, > 1.

Der Unterschied zwischen p, und p, fallt fort, wenn Z’ auf der
Strecke SN liegt. In den Verzweigungspunkten N und S wird
zwar die Richtung der Strecke Z’P unbestimmt, aber die Strecke
selbst wird Null. '

Aus dieser Construction geht hervor, dass, wenn Z auf dem
stereographischen Meridian 4, also Z' auf dem supplementiren
Meridian (A—m) liegt, P, auf dem stereographischen Meridian

—_

5~ und P, auf dem supplementdren stereographischen Meridian

A
(T—") liegt. Beschreibt also Z einen vollen Meridiankreis mit
den Liingen (4 == k), so beschreibt P, die beiden stereographischen
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2t A A— T &
Meridiane ?und 2", die in den Verzweigungspunkten recht-

winklig zusammenstossen, wéahrend P, die beiden erginzenden
Bogen durchlauft.

Da somit die Meridiane der Hulfsabbildung p» auch Bogen der
durch N und S gelegten Kreissehaar sind, so missen die dazu
orthogonalen Parallelkreise der conjugirten Kreisschaar angehoren.
Und in der That liegen P, und P, auf einem stereographischen

Parallelkreise mit der Breite §', wo sin g =1y —'; (Der Mittel-

punkt dieses Kreises ist nédmlich der Punkt, in welchem die
Halbirungslinie des Nebenwinkels von SZ'N die reelle Axe
schneidet.) Es sei noch bemerkt, dass, wahrend Z den, einen
Verzweigungspunkt IV oder S einschliessenden, Parallelkreis g zwei-
mal beschreibt, P den Parallelkreis §° einmal durchlauft, wobei die
Werthe P, und P, in einander iibergehen. Das Hauptresultat
dieser Betrachtungen ist das folgende:

Durch den Werth p, ist die Ebene Z, also auch die
Kugel T eindeutig in das Innere des Einheitskreises
abgebildet. Die Abbildung ist conform bis auf die Pole
N und 8, in welchen endliche Winkel des Originals
sich in Winkel von halber Grosse abbilden. Durch
den Werth p, ist dasselbe Original in die Ebene mit
Ausschluss des Einheitskreises abgebildet. Nur wenn
Z auf einer der beiden Verliangerungen von NS oder
in einem unendlich entfernten Punkte der Ebene liegt,
also Z' auf der Strecke NS, wird jede der beiden Ab-
bildungen zweideutig, wie das des Ueberganges wegen
auch nothwendig ist. Man kann dies auch dahin deuten,
dass der Meridian =7 zweimal abgebildet wird, und
dass die eine Abbildung dem Werthe 4 7, die andere
dem Werthe — 7 entspricht.

Die Hiilfsabbildung ist, wie man sieht, ein specieller Fall der
Lagrange’schen Projection, durch welche die Kugel in das Innere
einer von zwei Kreisbogen begrenzten Figur so abgebildet wird,
dass die Meridiane Kreisbogen derselben Schaar und die Parallel-
kreise Bogen der conjugirten Kreisschaar werden. (Vgl. u. a.
Gretschel, Lehrbuch der Kartenprojectionen pag. 219 ff. (Weimar
1878 bei Voigt.) . '

6) Wenden wir uns nun génauer zur Abbildung u=—2— — ?p’.

Die Ableitung %‘f—= 3 (0 — p) verschwindet fir p = = 1.

Setzen wir nun p =} 1 - Are®®; d. h. betrachten wir einen Nach-
barpunkt von p==1; so wird
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u=1—%dr2e2‘0——;—drae3fe

Wenn also p von -} 1 aus in der Richtung ¢ eine unendlich kleine
Strecke erster Ordnung 47 beschreibt, so beschreibt % von 1 aus
eine unendlich kleine Strecke zweiter Ordnung in der Richtung 2¢.
Die endlichen Winkel der Abbildung # sind demnach im Punkte
u = - 1 doppelt so gross, als die entsprechenden des Originals p,
also wieder ebenso gross wie in der stereographischen Projection
Z; d. h. die Abbildung % von z ist auch in N und S conform.
Einer Curve im Original p, welche durch N mit endlicher Kriim-
mung hindurch geht, entspricht also in der Abbildung % eine Curve,
welche in IV einen Rickkehrpunkt hat. Dasselbe lisst sich fir
den Punkt S zeigen. Es bildet sich somit u. a. ein Kreis in p,
der durch IV und S hindurchgeht, in eine Curve ab, welche in S
und N Rickkehrpunkte hat, deren Haupttangenten die Axe in N
und S unter doppelt so grossem Winkel schneidet, als der Kreis.
Da nun ein voller Meridiankreis 4 == kv der Kugel oder der stereo-
graphischen Projection 2 in p, abgebildet war in zwei rechtwinkelig
zusammenstossende stereographische Meridiane mit den Léangen

A i 5 : . 8
5 und (—2— — %), so setzt sich ihre Abbildung in %, sie heissen #,,

aus zwei Curventheilen zusammen, die sich in den Rickkehrpunkten N
und S unter 180°, d. h. so treffen, dass die Rickkehrtangenten in eine
Richtung fallen, aber entgegengesetzt liegen und in N, resp. S den
entsprechenden Meridian der stereographischen Projection Z be-
rihren. Die beiden iibrig bleibenden Curveniste setzen sich in
derselben Weise zur Abbildung u, desselben Meridiankreises in p,
zusammen. Es ist ferner leicht zu erkennen, dass, wahrend z den
Parallelkreis 8 zweimal, also p den Parallelkreis §° einmal durch-
liuft (vgl. oben Nr. 5), # den von jenen Kreisen eingeschlossenen
Pol N oder S zweimal umliuft; da p sowohl als Function von u
wie als Function von 2z in N und S Verzweigungspunkte hat.
Aus diesen Betrachtungen geht hervor, dass die Con-
formitit der Abbildung %, in den Polen wieder herge-
stellt, dass also die Abbildung %, im Innern der Epi-
cycloide iberall conform ist.

7) Die eben besprochenen Betrachtungen werden durch eine
genauere Untersuchung der Meridiane und Parallelkreise verificirt.
Man findet ndmlich, dass sowohl Meridiane als auch Parallelkreise
Evolventen von Epicycloiden derselben Art, wie die Be-
grenzungskurve, sind, und zwar die Meridiane solche mit zwei
reellen Rickkehrpunkten, die Parallelkreise ohne reelle Riickkehr-
punkte. Diese Untersuchung, die vorwiegend mathematisches
Interesse hat, gedenke ich in dem ,,Journal fir reine Mathematik*
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genauer zu besprechen. Fir die Construction des Netzes ist diese
Beschaffenheit der Parallelkreise und Meridiane nicht von grosser
Bedeutung, weil die Bestimmungssticke simmtlicher vorkommender
Evolventen verschieden sind; dagegen lasst sich auf eine sehr ein-
fache Weise jeder Punkt des Netzes aus Linge und Breite geo-
metrisch construiren, so dass das ganze Netz von einem einiger-
massen gewandten Zeichner ohne Schwierigkeit und ohne besondere
Hulfsmittel hergestellt werden kann. Da die Hilfsabbildung p,
nichts anderes ist als die Lagrange’sche Projection, deren Netz man
in den kartographischen Werken construirt findet, so wiirde es nur
nothig sein, an diese die Construction anzuschliessen, was bedeutend
einfacher ist. Ich habe es indessen vorgezogen, die Construction
ohne jede Voraussetzung anzugeben; man wird hieraus leicht er-
sehen, wie sich die Sache einfacher gestaltet bei Benutzung des
Lagrange’schen Netzes. Vorausbemerkt sei noch, dass in dem
Folgenden der Bequemlichkeit wegen statt des Werthes « der Werth
2u=3p — p® construirt ist, was darauf hinauskommt, dass die
ganze Zeichnung in doppelter Lineardimension auftritt, verglichen
mit derjenigen, welche sich in der theoretischen Betrachtung ergab.
Die Construction selbst ist eine einfache Anwendung der geo-
metrischen Interpretation der Rechenoperationen mit complexen
Strecken.

Construction ‘des Netzes.

8) Man construire zu-
nachst (Fig. 2) einen
E Kreis mit dem Radius

1 um O und darin zwei
aufeinander senkrechte
2U Durchmesser NS und

(— A4+ 4). Um nun
3P das Bild 2U des Punktes

T mit der Breite 8 und
der Linge 4 zu con-
struiren, construire man
einen Hilfspunkt P mit
der  stereographischen

Figur 2.

o A -
Liange Y und der'stereo-

8 graphischen Breite g’

(vgl. Nr. 5). Zu diesem

Zwecke mache man Bogen NB=—14, die Sehne NB schneidet
(— A+ 4) im Punkte C, schlage mit CN um C einen Kreis
(es ist nur néthig den kleineren Kreisbogen zwischen N und S
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zu zeichnen). Dieser Bogen ist der Meridian 4 in der Lagrange-
schen Abbildung p,. Man mache andererseits den Bogen AD=—§.
Die Sehne AD schneidet SN in E. Man schlage um E einen
Kreis, der den Einheitskreis senkrecht schneidet, und zwar ist es
nur nothig den Bogen FF, im Innern des Einheitskreises zu
zeichnen. Dieser Bogen ist der Parallelkreis § in der Liagrange-
schen Abbildung p,. Er schneidet den vorher construirten Meridian
im Punkte P,. So lassen sich alle Parallelkreise und Meridiane,
also das ganze Netz der Lagrange’schen Projection, construiren.
Alsdann ziehe man OP*) und verlingere OP bis (3P), so dass
O (3P)=23 (0OP); trage an O (3P) in 8P den Winkel O (3P)
(2U) = 2NOP an und mache den Schenkel (8P) (2U) = OP?;
dann ist 2U das Bild des Kugelpunktes 7. — Um OP® zu con-
struiren, kann man folgendermassen verfahren: man macht OG=0P,
zieht AG, dann darauf rechtwinkelig GH und darauf wieder senk-
recht HJ; dann ist OJ== OP3.

Auf diese Weise konnen soviel Punkte des Netzes construirt
werden, als nothig erscheint, um das Netz selbst zu zeichnen.
Man thut gut, zuerst die Punkte des Grenzmeridians, des Haupt-
meridians und des Aequators zu construiren, bei welchen sich die
Comnstruction, wie man leicht sieht, noch etwas vereinfacht.

Verénderung des Maasstabes.

9) Zum Schluss ist es nothig die Vergrosserung oder Ver-
inderung des Maasstabes fir die verschiedenen Theile der Karte
zu untersuchen.

Ist u=[f(2) eine Function der complexen Variablen z, also
du=f" (2) dz; so ist auch

Ezg E::)) = mod /" (2).
Nun sind aber mod (du) und mod (dz) zwei entsprechende unend-
lich kleine Strecken ohne Riicksicht auf die Richtungswinkel, also
giebt ihr Quotient, oder die Grosse mod f” (2) das Langenverhalt-
niss entsprechender Bogenelemente in # und z an.

In unserem Falle ist nun du— —Z- (1—p¥dp

S T
d2'=—55(1—p%)dp
mod (du)

du 2
also E _ — 3]7 und W

= 3 mod (p)? =3 OP2%.

*) OP durchschneidet den Kreisbogen FPF, in P, ist also nicht Tangente,
wie der Zeichnung nach scheinen konnte,
Zeitschr. d. Gesellsch. f. Erdk. Bd. IX. 2
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Nun ist aber der Punkt Z' selbst die stereographische Abbildung
eines Punktes 7" der Kugel, und wenn man unter df’ ein Bogen-
element der Kugel versteht oder auch unter mod (d¢), um wie in
der Ebene nur die absolute Linge desselben, nicht seine Richtung
zu bezeichnen, so ist bekanntlich nach der Theorie der stereo-
graphischen Projection (vgl. u. a. Gretschel, 1. ¢. pag. 71—72)
od (dz’ .
%ﬁ%_—_au 1+ 0Z") = & (1 4 mod [2]%),
wo « einen konstanten Factor bedeutet, der gleich Eins ist, wenn

die Bildebene die Kugel berihrt und dessen reciproker Werth %

allgemein den Durchmesser der in den Einheitskreis stereographisch
abgebildeten Halbkugel bedeutet. Die Aenderung von @ wiirde
demgeméss nur den Gesammtmaasstab der Abbildung éndern.

. d (d ’
Also ist %W“;— — 3a (1 4 0Z") OP?

Ist nun Z die stereographische Abbildung von T, so liegen, wie
wir oben gesehen haben (Nr. 3), T'und 7" auf demselben Parallel-
kreise diametral gegeniiber, also ist mod (df) = mod (df); d. h.
es ist auch

mod (du) ’a 2

Hat nun der abgebildete Punkt 7" die Linge 4 und die Breite 8, also
T' die Linge (A—) und die Breite 8, so ist (Nr. 2, Formel II*):
2
14 02%= 1 — cos A cos B.
Der Punkt P hat die stereographische Lange 4° und die Breite
g, wo A= % und sin 8’ =1y i;— (siehe Nr. 5), also cos g’ =

V cos B
cos g ’
zeichen der Quadratwurzel. Demnach ist (II})
8 A v—r
_ ' ’ €OoS ~- — €08 — - Vcosﬂ
OP? — 1—cosd' cosp’ 2 2

T 1-4-cosAcosp cos.g-’-cos% V cos

und zwar gilt fiir unsere Abbildung nur das positive Vor-

also wird
¥H oo Ezg 8':)) =1 cgs“l cos B cos—i —cos% chf
- cosT+cos—2—Vcosp
Es ist aber
1 — cos 4 cos f= 2(003 2 % — cos 2% cosﬂ); also
- mod (du) 3e

T mod (dt) (cos —'22 -+ cos % V cos )2'



Ueber eine conforme Abbildung der Erde. 19

. 3a .
Fir das Centrum der Karte sei v=1,, also v,= 45 wir haben

demnach allgemein:

2
VII. .. — = g,
Yo (cos % + cos —)'g-lfm )

Der Ausdruck vL giebt an, wie vielmal das Bild eines Bogen-

" elementes im Pu‘;xkte A, B grosser ist, als das eines gleichgrossen
Elementes im Centrum der Karte, es ist also die Zahl, mit der
man den fir das Centrum der Karte geltenden Maasstab multipli-
ciren muss, um den Maasstab im Punkte 4, 8 zu erhalten. Man
nennt ihn die lineare Vergrosserung.

Der Werth —;’~ ist gleich 1 im Centrum, er nimmt zu, sowchl
0
wenn A seinem absoluten Werthe nach von O bis 7 wachst, als

auch wenn @ absolut genommen von O bis —72'— wachst, d. h. die
Vergrosserung nimmt zu, wenn man sich auf einem Parallelkreise
oder auf einem Meridiane dem Rande der Karte nahert. Er er-
langt sein Maximum fir die Abbildung in’s Innere der Epicycloide
in den Polen fir §==90° und zwar ist dies gleich 8. Der
Maasstab bleibt also immer endlich.

2
Fir den Centralmeridian 4 =0 wird -"~=( 7 —)2
g cos —+Vcosp

Fir den Grenzmeridian 4 = == v wird vl =4 sec? %
0

Fir den Aequator §=0 wird ;—: sec‘—%—
(1]

In den Grenzpunkten des Aequators ist %— =4.
0

Anmerkung. Wenn man auf die Abplattung an den Polen Riicksicht
nimmt, so ergiebt sich die Vergréssernng fiir einen Punkt mit der Linge A
und der geographischen Breite § gleich:

2 2¢c08 By /oo
(cos »ﬂ—;— + cos %‘V—cos p,) cos pi V 1— é*sin’p

Wo &= % die numerische Excentrititit des Sphiiroids bedeutet und g,

berechnet werden kann aus der Formel
,

T Bl __ l-—esinﬂ-;— n B
(i +5)=GFmp (G +8)

2%
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11) Die vorliegende Tabelle zeigt, dass die stirkeren Ver-
grosserungen in der That auf einen verhaltnissméssig kleinen Theil
der abzubildenden Kugelfliche beschrankt sind. Um hieriber noch
ein genaueres Urtheil zu gewinnen, kann man folgende Erwagung
anstellen. Bekanntlich ist der Flacheninhalt unserer Begrenzungs-
kurve gleich 37, da der Radius des Bahnkreises gleich 1 ist. Soll
nun v,, die Vergrésserung im Centrum der Karte gleich 1 sein, .

S0 muss & =—§, also der Durchmesser der abzubildenden Kugel

gleich-ii und ihre Oberfliche gleich A196-7t sein. Es verhalt sich dem-

nach die Oberflache der Abbildung zu der der Kugel wie 37 zu

%n, d. h. wie 16:3. Unsere Abbildung nimmt also einen 5! mal
so grossen Flichenraum ein, als sie einnehmen wirde, wenn der

Maasstab des Centrums auf der ganzen Karte herrschte. Man kann

somit den Werthl;— als durchschnittliche Flachenver-

grosserung und den Werth 1?6 = 2,3094 als durch-

schnittliche Lingenvergrosserung bezeichnen. Wenn also
auch die Linearvergrosserung zwischen 1 und 8 schwankt, so zeigt
die geringe Grosse dieses Durchschnittswerthes doch an, dass die
geringen Vergrosserungen uberwiegend sind. Herr Eisenlohr hat
in seiner anfangs citirten Arbeit (vgl. oben pag. 10) als Maass fir
den Fehler in einem Punkte einer konformen Abbildung die starkste
Kriummung bezeichnet, welche die Abbildung einer durch den Punkt
gehenden geoditischen Linie des Originals in diesem Punkte haben
kann, und daraus auch ein Maass fur den Gesammtfehler einer
konformen Abbildung aufgestellt. Er kommt dann zu dem Resultat,
dass diejenige Abbildung eines Stickes der Erdoberfliche (resp. der
ganzen Erde) die giinstigste ist, bei welcher der Maasstab auf dem
ganzen Rande constant ist, und weist zugleich nach, dass es fir
jedes gegebene Stick des Originals nur eine solche Abbildung
giebt. Fur die ganze Kugel trifft dies nun bei unserer Abbildung
nicht zu, vielmehr in einer von Herrn Eisenlohr selbst angegebenen.
Construirt man sich indessen in unserer Abbildung den geometri-

schen Ort der Punkte mit der Linearvergrosserung -—:—-: 4, was
(4]

nach der obigen Tabelle leicht angenihert geschehen kann, so er-
hilt man eine Kurve, welche den Rand in den Grenzpunkten des
Aequators berihrt, und welche fast das ganze Netz umspannt. Nur
ein kleiner Theil zumal in der Niahe der Pole ist ausgeschlossen.
Nach der Eisenlohr’schen Theorie ist nun der in dieser Kurve be-
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