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EIN VOLLSTANDIGKEITSBEWEIS FUR SCHNITTFREIE KALKULE
MIT DER MAXIMALISIERUNGSMETHODE VON HENKIN *

Jiirgen-Michael Glubrecht

0. Einleitung

Fiir den iiblichen Vollstindigkeitsbeweis der Pradikatenlogik mit der Maximalisie-
rungsmethode von Henkin [1] wird die Transitivitdt der Ableitbarkeitsbeziehung
| benutzt, und zwar in der Form des Modus Ponens (zusammen mit dem
Deduktionstheorem) oder der Schnittregel. Ausgehend von einer widerspruchs-
freien Aussagenmenge I" wird eine maximal widerspruchsfreie Aussagenmenge I'*
konstruiert, d. h. fiir jede Aussage ¢ gilt:

(A) I'*U{q} ist widerspruchsfrei gdw ¢@el*;

dariiber hinaus enthdlt I'* mit jeder Existenzaussage ein Beispiel. Mit Hilfe der
Transitivitdt von |- ergibt sich aus (A) sofort die deduktive Abgeschlossenheit von
.

(B) I'*¢ gdw ¢el*;

denn wire I'*|- @ und @¢I'™*, so ergibe sich mit (A) daBB I'*U{¢} und — wegen der
Transitivitdt! — auch I'* widerspruchsvoll wire ; die andere Richtung (<=) von (B)
gilt trivial. Man zeigt nun leicht, daB es eine Bewertung J* gibt, die gerade die
Aussagen aus I'* mit W (wahr) bewertet:

(C) @er* gdw J*@)=W.

Der Beweis von (C) erfolgt durch Induktion iiber den Aufbau von ¢. Aus (C) folgt
unmittelbar :
(D) T hat ein Modell.

Ohne die Transitivitdt von |- geht (B) verloren, und damit kann auch (C) nicht
mehr gezeigt werden. Nun ist (C) recht stark: fiir (D) wird nur die eine Richtung
(=) benoétigt. Schwicht man jedoch (C) zu

(C) wenn pel'*, so J*o@)=W

* Eingegangen am 7. 3. 1980.
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ab, so ist die Induktionsvoraussetzung fiir den Beweis von (C’) zu schwach — und
zwar fiir Negationen. Wéhrend man z. B. fiir Konjunktionen und Existenzaussa-
gen auf Teilaussagen zuriickgreifen kann, die in I'* liegen, muBl man fiir ¢ auf ¢
mit @¢l*. zuriickgehen; man muB3 daher J*(¢)=F (falsch) bereits wissen. Das
legt es nahe, bei der Maximalisierung neben I'* auch noch eine Menge 4* zu
konstruieren, in der die Aussagen gesammelt werden, die spiter mit F bewertet
werden. Eine solche doppelte Maximalisierung wurde von Henkin in [2] benutzt,
um den Interpolationssatz zu zeigen. Dort allerdings wird auf Negationsnormal-
formen zuriickgegriffen ; dabei entfallen die Schwierigkeiten, die sich beim Induk-
tionsschritt fiir die Negation ergeben. Im folgenden wird gezeigt, daB sich mit Hilfe
der doppelten Maximalisierung die Vollstindigkeit eines schnittfreien Kalkiils
unmittelbar beweisen 1dBt. Mit diesem Vollstandigkeitsbeweis ergibt sich auch
eine rein semantische Begriindung der Eliminierbarkeit der Schnittregel: weil die
Schnittregel korrekt ist, kann sie zum schnittfreien Kalkiil hinzugefiigt werden,
ohne die Menge der ableitbaren Sequenzen zu vergroBern.

1. Terminologie

L(C) sei die Sprache der Prddikatenlogik (erster Stufe) ohne Identitdt und
Funktionskonstanten mit den (nichtlogischen) Konstanten aus C; die Elemente
der Menge C sind demnach Individuenkonstanten (syntaktisch: c¢,d) oder Rela-
tionskonstanten (R) beliebiger Stellenzahl. Terme (r,s,t) sind die Individuenkon-
stanten und die (Individuen-)Variablen (x); Formeln (¢,y) sind Rt,...t, (R
n-stellig), T (Verum), 2@, @ Ay, Ix¢@. Die Beschrinkung auf die Junktoren T,
-1, A und den Quantor 3 ist fiir das folgende unerheblich. = sei stets eine atomare
Formel. ¢} sei die Formel, die aus ¢ durch Substitution von ¢ fiir x entsteht; ist ¢
eine Individuenkonstante, so ist diese Substitution immer erlaubt. Ist J eine
Bewertung iiber der Menge 4 und a€ 4, so sei J; die Bewertung, die x mit a belegt
und ansonsten auf den Variablen und Konstanten mit J iibereinstimmt. I', 4 seien
beliebige, X, IT endliche Formelmengen. Die Folgerungsbeziehung ist zwischen
Mengen erkldrt: I''=A4 (aus I folgt A) :gdw fiir jede Bewertung J gilt: wenn
J(p)= W iir alle peT, so gibt es ein e 4 mit J(y)= W. Wir schreiben I'# 4, wenn
4 aus I nicht folgt. Eine Sequenz X >1I ist ein geordnetes Paar zweier endlicher
Formelmengen Z, I1. Wir schreiben 2, ..., 2, @4, ..., 0,Dw,, ..., v, I, ..., IT, fiir

ZU. VU0 s 0 Dy, o Ol L L VT
und 2> bzw. DI fir ZD>¢ bzw. ¢DIL
2. Kalkiil
Der Einfachheit halber betrachten wir im folgenden nur noch Aussagen! Es muf3

dann gefordert werden, daB C wenigstens abzahlbar unendlich viele Individuen-
konstanten enthilt.
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Der Kalkiil besteht aus den folgenden Axiomen und Regeln:

AT: Z,nbnII. VER: DT,10.
Do, I z, o>
NEG, : _ NEG,: —————— .
1 Z, DIl z ZD e, 11
KON. ZobIl 2, Do, I,
U oAyl — z,Dy, I, '
KON.. _ ZvP>Il ¥ EDeawd, I,
2 ZoaypDIl
Z, DI
EX,: ﬁ%—g—ﬁ, wenn c in X, I, Ax¢@ nicht vorkommt .
Do I
EX,: -
2 DAxe,IT
Die Schnittregel
Z Do, II,
S: Z,, b1,
’ z,x,bn,,mu,

gehort nicht zum Kalkiil. Mit der Vollstindigkeit des Kalkiils ergibt sich gerade
die Eliminierbarkeit von S. Fiir beliebige Aussagenmengen I', Asei ' A4 (aus I' ist
A ableitbar) wie iiblich erkldrt, d.h. es gibt endliche Aussagenmengen X, IT mit
ZCI, IICA, und einen Beweis fir ZD>II mit den Axiomen und Regeln des
Kalkiils. Fiir Mengen vor und hinter |- benutzen wir Schreibweisen wie bei >
wir schreiben I'H 4, wenn 4 aus I' nicht ableitbar ist. Durch Induktion iiber den
Aufbau von ¢ zeigt man, daB sich AT auf beliebige Aussagen ausdehnen 148t :

A: Z,0oDo,II.

3. Vollstindigkeit

T, A seien Aussagenmengen der Sprache L, L : = L(C), k sei die Michtigkeit von L,
und es gelte:

(1) IrH4.

L wird durch k-viele neue Individuenkonstanten
(@ <dpi<n

zu L* erweitert.

Q) ey«
sei eine Aufzihlung der Aussagen von L*.



162 Jiirgen-Michael Glubrecht

(4) Fiir alle ¢, £ <x, werden rekursiv Aussagenmengen I, und A, definiert :
(@) Iy:=T und A,:=4.
(b) Fiir Limeszahlen A sei:
L:=\{IE<A} und A,:=){4J¢<2}.
(c) Fiir Nachfolgerzahlen {+ 1 werden drei Fdlle unterschieden :
(cy) I, ot Ay ; dann sei:

ru{e, v;}, wenn @ =3xy; dabei sei d die erste Individuen-
konstante, aus (2), die in I';, 4,, @, nicht vorkommt.

diyy =4,
(c;) I o= 4, und It @, A4,; dann sei:
Lioyi=0 und Ap,:=4,0{¢]}.
(c3) I, o4, und [L}-o,4;; dannsei:
Li:=I; und A4,.,:=A4,.
Der Fall (c,) tritt bei der Maximalisierung nicht auf — doch das folgt erst mit der
Vollstdandigkeit, wenn die Schnittregel zur Verfiigung steht. SchlieBlich sei:

I'u{e.}, wenn @, keine Existenzaussage ist;
Legqin=
+1

(5) Ir*:=I, und A*:=4,.

Es gilt:

(6) Nichtableitbarkeit von A* aus I'*:
T A%,

Beweis. Durch Induktion iiber ¢ zeigt man I,/ 4,. Fiir den Nachfolgerschritt im
Fall (c,) schlieBt man mit EX, : wire I}, 3xy, ypjt-4,, so auch I}, Ixy|-4, — im
Widerspruch zur Voraussetzung des Falles.
(7) Maximalitdt von I'*, A*: Fiir alle Aussagen ¢ aus L* gilt :

(@) I'*,pb-4* gdw @¢l*,

(b) I'*¢,4* gdw o@¢a*.

Beweis. Die eine Richtung (=) folgt jeweils aus (6).

Sei @¢I'* und { der Index von ¢ gemdB (3); dann ist I, p|-4, (sonst wire
el ST*), also I'*, p}- 4*. Sei p¢d*. Ist pel™, so folgt I'*}- ¢, 4* mit A. Sei
@¢r'* und { der Index von ¢; dann ist I;, -4, und I}, 4, (sonst wire
ped,, S 4*)), also I'*|- @, 4*.

Mit (6) und (7) und den Axiomen und Regeln des Kalkiils zeigt man nun leicht,
daB I'*, 4* nach unten abgeschlossen sind:
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(8) Abgeschlossenheit von I'*, A* nach unten:
Fiir eine beliebige Variable x, atomare Aussage T und fiir beliebige Aussagen
@, @ Ay, Ixe von L* gilt:
(a) m¢r*max*;
(b) T¢a*;
(c) wenn pel™, so @ed*,
wenn ped*, so @el*;
(d) wenn @Awel*, so @el'* und wyel*,
wenn @ APeEA*, so @ed* oder wed*;
(€) wenn 3Ix@el™, so gibt es ein ¢ mit Xel*,

wenn 3Axpe A*, so gilt fiir alle c: @Xe A*.

Beweis.

(a) Mit A und (6) folgt sogar I'*n4*=¢.

(b) Ergibt sich mit VER und (6).

(c) Sei p¢a*. Mit (7b) folgt I'*|- ¢, A* und daraus mit NEG, : I'*, 19| 4*. Also
ergibt sich mit (7a): T1@¢I'™*. Ist p¢l™*, so folgt analog mit NEG,: -1gp¢A*.

(d) Sei @¢lI* oder w¢l™*. Mit (7a) folgt I'*, o} A4* oder I'*, p|- 4* und daraus mit
KON, bzw. KON, : I'*, @ A p}- 4*. Also ergibt sich mit (7a): ¢ A p¢l™*. Sei p¢A*
und yp¢A*. Mit (7b) folgt I'*}¢,4* und I'*|-y,4* und daraus mit KON,:
T'*- @ Ay, 4*. Also ergibt sich mit (7b): ¢ A péd*.

(e) Die erste Behauptung gilt nach Konstruktion von I'*. Sei ¢}¢A* fiir ein c. Mit
(7b) folgt I'*}- @, 4* und daraus mit EX,: I'*}-3x¢, 4*. Also ergibt sich mit (7b):
Ixp¢A*.

Die Eigenschaften aus (8) reichen aus, um ein Gegenbeispiel zu konstruieren, das
TI'*E A* beweist :
(9) Definition der Bewertung J*:
Der Individuenbereich von J* sei die Menge aller Individuenkonstanten von L¥*,
und es sei J*(c): =c fir alle c und J*(n)=W :gdw mel™ fir alle 7.
Durch Induktion iiber den Aufbau von ¢ zeigt man:
(10) Fiir alle Aussagen ¢ von L* gilt :
(a) wenn @el*, so J¥g@)=W,
wenn @ed*, so J¥g¢)=F.

Beim Beweis werden gerade die Eigenschaften aus (8) bendtigt. Fiir Existenzaussa-
gen argumentiert man so: Ist 3xgpe ['*, so gibt es ein ¢ mit pZeI'™*. Also gilt nach
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Induktionsvoraussetzung J*(¢Y)=W, daher ist auch J*X@)=W und somit
J*(@xp)=W. Ist Ixpe 4*, so folgt J*X(p)=F fiir alle c; also ist J*(Ixp)=F.

Durch Einschrinkung von J* auf die Sprache L erhilt man wegen (10) eine
Bewertung J, die die Aussagen aus I’ mit W und die Aussagen aus 4 mit F
interpretiert. Also gilt:

(11) THA.

Damit ist die Vollstdndigkeit des Kalkiils gezeigt.

4. Identitit

Dieser Beweis 148t sich auf die Priadikatenlogik mit Identitéit (aber ohne Funk-
tionskonstanten) ausdehnen. L~(C) sei wie L(C) definiert, enthalte jedoch zusitz-
lich atomare Formeln der Art r=s (Gleichungen). Fiir eine Bewertung J von
L=(C) gelte zusitzlich: Jr=s)=W :gdw J(r)=J(s). Der Kalkiil wird um ein
Axiom und zwei Regeln erweitert:

ID: 2Dt=t1II.
- ERS Z,n>x

. 2>
VS r=smDX

ERS,: ————=% |
2 Zyr=s,m>II

Wir betrachten wieder nur Aussagen, so daB im folgenden fiir r, s, t nur
Individuenkonstanten erlaubt sind!

Der Vollstindigkeitsbeweis mit Identitdt verlduft zunidchst wie in 3. Zu der
Abgeschlossenheit von I'*, A* nach unten kommen die folgenden Bedingungen
hinzu:

(8) Fiir beliebige Individuenkonstanten r, s, t und beliebige atomare Aussagen w;, T,
von L* gilt zusdtzlich:
) t=t¢a*;
(g) wennr=sel'*, somn‘el'* gdw miel*.

Beweis. (f) Ergibt sich aus ID und (6).

(g) Sei r=sel*. Ist n*¢I'*, so folgt mit (7a):

I'*, w'}- 4*, und daraus mit ERS, : I'* r=s, 7]}~ 4*, also mit der Voraussetzung:
I'*, wf- A* und daher mit (7a): 7}¢ I'*. Ist umgekehrt 7¢'™*, so ergibt sich analog
mit ERS,: nf¢Ir*.

Damit die Gleichungen korrekt bewertet werden, definieren wir:
(12) Fiir Individuenkonstanten r,s von L* sei:

r~s:gdwr = s oder r=s € I'*.
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Mit (8g) ergibt sich:

(13) Kongruenzeigenschaften von ~ :
(@) ~ ist eine Aquivalenzrelation;
(b) fiir jede n-stellige Relationskonstante R gilt: wenn r;~s; fur 1<i<n,
so Rry...r,eI'* gdw Rs,...s,el'™*.

Beweis.(a) Nach Definition (12) ist ~ reflexiv.

Seir~s.Istr = s,s0gilts~r.Seialsor=sel™*. Esistr=sdasselbe wie (x =s) und
(x=s); dasselbe wie (s=x);; daher ergibt sich mit (8g): (s=x)feI'™*. Weil (s=x);
gerade s=r ist, erhélt man daraus wieder mit (8g): s=reI'*; daher gilt s~ r. Somit
ist ~ symmetrisch.

Seir~sunds~t.Istr = soders = t,sogiltr~t Seialsor=sel'* und s=tel*.
Es ist s=t dasselbe wie (x=1)} und (x=t); dasselbe wie r=t; daher folgt mit (8g):
r=tel*, und es gilt r~t. Somit ist ~ transitiv.

(b) Sei r;~s; fir 1<i<n; dann ist r;, = s; oder r,=s,€I'*. Also ergibt sich die
Behauptung durch mehrfaches Anwenden von (8g).

(14)  Fiir jede Individuenkonstante t von L* sei t die Restklasse von t beziiglich ~ .

(15) Definition der Bewertung J* :
Der Individuenbereich von J* sei die Menge_aller Restklassen von
Individuenkonstanten von L*, und es gelte: J¥(t): =t fiir alle t und J*(R) trifft
zu auf ty,...,t,: gdw Rt,...t,eT* fir alle n-stelligen R.

Wegen (13b) erfolgt die Bewertung der Relationskonstanten repriasentantenunab-
hingig.

Wie in 3. zeigt man nun (10); beim Beweis argumentiert man fiir Gleichungen so:
Ist r=seI'™*, so gilt nach den Definitionen (12) und (15): r ~ s und J*(r) = J*(s), also
J*(r=s)=W. Ist r=se A*, so ist nach (8f) (erst hier geht ID in den Vollstéindig-
keitsbeweis ein!): r+s und nach (8a): r=s¢I'*; daher gilt nicht r~s. Somit ist
J*(r)EJ*(s), also J*¥(r=s)=F.

Nunmehr ergibt sich wie in (11) I't# 4 und damit die Vollstindigkeit.

Die Ersetzungsregeln ERS, und ERS, werden iibrigens nicht voll bendtigt: es
geniigen schon ERS, fiir pradikative Aussagen m,

Zr=tD>II n Zr=sD>II
Yr=s,5s=t>II 4 T s=rD>I’

5. Anmerkungen

Dieser Beweis 148t sich auf andere Sprachen iibertragen, z. B. auf infinitére. Fiir die
Pridikatenlogik mit Identitdt und Funktionskonstanten treten jedoch (vermeidba-
re?) Unschonheiten auf:
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Schwierigkeiten macht die Definition der Aquivalenzrelation. So fiihrt die (auch
schon in 4.!) naheliegende Definition :

r~s :gdw r=s¢a*

wegen der erforderlichen Transitivitdt von ~ zu der fiir einen schnittfreien Kalkiil
wenig akzeptablen Regel:

2, Dr=t11,
2,Dt=s,11,
E,Z,Dr=s M, H;

Bei einer Definition analog (12) ist unklar, wie die Kongruenzeigenschaft fiir
Funktionskonstanten F (wenn r;~s; fiir 1<i<n, so Fr,...r,~Fs, ...s,) gezeigt
werden soll.

Eine erste Version dieses Beweises habe ich im Januar 1978 in Kiel vorgetragen.
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