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Beweis:

In dem bei D rechtwinkligen Dreieck SDA ist |[SD| =r cos(a+ ¢); in dem bei D recht-
winkligen Dreieck SDC ist |SC| = |SD|: cosa. Somit ist |[SC| = r cos(a+ ¢): cosa.

In dem bei A4 rechtwinkligen Dreieck S PA ist |SP| = |SA|: cos a. Die Projektion von |S P|
auf ¢ ist | S P|cos (x + ¢); also ist diese Projektion r cos(a + ¢): cosa = |SC|. Deshalb ist
der Schnittpunkt C von AE mit ¢ der FuBpunkt des von P auf ¢ geféllten Lotes, somit
steht PC senkrecht auf c.

Anmerkung: Weil ¥ (SCP)=90° ist, kann man C auch als Schnittpunkt des Thales-
Kreises iiber | S P| mit ¢ konstruieren. Das Viereck S C PA ist ein Sehnenviereck mit zwei
gegeniiberliegenden rechten Winkeln bei A und bei C.

Helmut Sieber, Boblingen
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Aufgaben
Aufgabe 961. Fiir positive Zahlen x,, x,, x5 sei

Pri=(xy 4+ X3 +X3)/3, pyi=(xy%5 + X3%3 + X3%1)/3, P3i= X1%;X;3.
Dann gilt

pi+5p3=6p,p,ps

mit Gleichheit genau dann, wenn x, = x, = x,. Dies ist zu zeigen.

V. D. Mascioni, Origlio
Lésung: Setzt man
f(1:%2,x3) = p3 + 5p3 — 6p1 P2 P,
dann ist
S(Exy,tx5,8x3) = 1€ f (x4, %3, X3).
fist also homogen in x,,x,,x; vom Grade 6 und man kann oBdA normieren:

X, x;=1, x;x3=1+a, x;x3=1+b, 0<ac<b.
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Wegen

Pi=0+a(+b), p=G+a+b)3, pps=@+a+10+b+1+ad=>0)3
erhilt man nach Umformen
b
Sy xa,x) = H(a— b7 +ab)+ 22G@— b2 +2ab) 20

mit Gleichheit genau dann, wenn a = b =0, d.h. x; = x, = x; gilt.

M. Vowe, Therwil

Bemerkung der Redaktion. O. P. Lossers zeigt allgemeiner:

P% + ﬁpg 2(B+1)pipyps fir f=3

mit Gleichheit genau fiir x; = x, = x5.

Weitere Losungen sandten S. Arslanagic (Trebinje, YU), P. Bundschuh (Koln, BRD),
F. Gotze (Jena, DDR), M. Hiibner (Leipzig, DDR), A. A. Jagers (Enschede, NL), W. Janous
(Innsbruck, A), L. Kuipers (Sierre), Kee-wai Lau (Hong Kong), O. P. Lossers (Eindhoven,
NL), Tsen-Pao Shen (Miinchen, BRD), I. Paasche (Stockdorf, BRD; 2 Ldsungen),
A. Voigt (Karlsruhe, BRD), H. Wellstein (Flensburg, BRD).

Aufgabe 962. Let f, g be nonzero orthogonal elements of L, (0,1). Show that

(I £ dx) (j)g(x) dx)

- +5 <.
(I) (f (x))*dx g (g (x)*dx

I. Mereny, Cluj, Ruminien

Solution: This is a special case of Bessel’s inequality: Since f =f/Ifll and g:= g/l g|l
1

form an orthonormal system and j e(x)?>dx = 1 for the unit function e(x):= 1 we have
(4]
1= el = le, /) + e, DI
O. P. Lossers, Eindhoven, NL
Bemerkung der Redaktion. R. Wyss beweist allgemeiner:

at+T 2 a+T 2
< [} f(x)dx) ( ] g(x)dx)
a + a

a+T

at+T
[ (fe)dx [ (g(x)*dx

< , 0<T<2.
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Weitere Losungen sandten P. Bundschuh (K6ln, BRD), M. Hiibner (Leipzig, DDR),
A. A. Jagers (Enschede, NL), Kee-wai Lau (Hong Kong), S. Nanba (Okayama, Japan),
H.-J. Seiffert (Berlin), L. Siccha (Berlin), R. Wyss (Flumenthal).

Aufgabe 963.

a) Von n linear angeordneten weissen Kugeln sollen k rot bemalt werden, und zwar
derart, dass die roten Kugeln m Blocke mit je mindestens s Kugeln bilden und dass
die roten Blocke durch Blocke mit je mindestens t weissen Kugeln getrennt sind.
Bestimme die Anzahl solcher Farbungen.

b) Wie a), aber fiir den Fall, dass die n weissen Kugeln im Kreis angeordnet sind.

J. Binz, Bollingen

Lisung des Aufgabenstellers. Wir bendtigen eine einzige Hilfsaussage aus der Schulkom-
binatorik, namlich

n—1

Die Gleichung x; + x, + ... + x; = n (x;€N) hat (k 1

) Losungen. 1)

a) y; sei die Anzahl der Kugeln im i-ten roten Block (i = 1,2, ..., m); x, weisse Kugeln
liegen vor dem ersten roten Block, x; weisse Kugeln zwischen dem i-ten und
(i + 1)-ten roten Block (i =1,2,...,m — 1), und x,, weisse Kugeln folgen auf den
letzten roten Block. Bei einer korrekten Farbung miissen folgende Bedingungen
erfiillt sein:

Xo+ X, +...+x,=n—k x>0, x;=>¢t....,%,_1 =t x,=0, (2)
y1+y2+...+y,,,=k, y,~2s. (3)

Umgekehrt ldsst sich aus jeder Losung (xg, ¥15X15 V25 ««+» Xm— 15 Yms Xm) des Systems (2), (3)
eindeutig eine korrekte Farbung konstruieren. Die Gesuchte Anzahl ist somit gleich der
Anzahl Losungen dieses Systems. Mit den Substitutionen xj = x4 + 1, x), = x,, + 1,
xi=x;—t+13(=12,....m—1),y;=y; —s+ 1(i=1,2,..., m) fiihrt man (2) und (3)
je auf (1) zuriick und erhiélt so die gesuchte Anzahl

_ n—k—(m——l)(t-l)+1>(k—-m(s-—1)-1>
x= m m—1 '

Bemerkungen:

n—k+1\/k—1\,
— Firt = s = 1 kommt ein bekannter Fall heraus: ist die Anzahl

m m—
derjenigen k-Auswahlen aus n Objekten, die aus genau m Blocken von Objekten mit
aufeinanderfolgenden Nummern bestehen (Einerblocke zugelassen).

n—k+1

— Ist zusitzlich m = k, so entsteht ( ), die Anzahl der k-Auswahlen aus n

numerierten Objekten, die keine benachbarten Objekte enthalten.
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b) Die erste und die letzte Kugel diirfen jetzt im gleichen Block liegen. Die verschiedenen
Unterfillle lassen sich auf den linearen Fall zuriickfiihren.

b1) Die Kugeln 1 und n sind verschiedenfarbig, z. B. n weiss und 1 rot. Solchen Firbun-
gen entsprechen lineare Farbungen mit x, = 0, x,, > t. Ihre Anzahl betridgt demnach

<n—k——m(t—1)—1)<k—m(s—1)—1)
zy =2 -
m—1 m—1

b2) Die Kugeln 1 und »n sind beide rot. Die entsprechenden linearen Farbungen bestehen
jetzt aus m + 1 roten Blocken mit m weissen Zwischenblocken, ohne weisse Kugel
am Anfang und am Ende, aber so, dass die Anzahl der roten Anfangs- und Endku-
geln > s ist. Aus (3) wird jetzt

Vit Vot tYper=k mit y; 21,y 21yt Ypey 2
und y;>s, (i=23,...,m). 3)

Die Félley, = 1,2,...,s — 2und y, > s — 1 sind getrennt zu behandeln. Wir erhalten

_(n—k—mz—1) -1 2<k—s—(m—1)(s—1))
< m—1 =2 m—1
+(k——s—(m—m1)(s—1)+1>:|'

Diese Formel liefert auch fiir s = 1 das korrekte Ergebnis.

b3) Die Kugeln 1 und n sind beide weiss. Die entsprechende lineare Farbung hat m rote
Blocke mit je mindestens einer weissen Kugel am Anfang und am Ende, aber so, dass
die Anzahl dieser Anfangs- und Endkugeln > ¢ ist. Aus (2) wird jetzt

Xo+ X +...+x,=n—k mit xo>1, x,>1, xo+x, >t

und x,>t, (i=1,2...,m—1). )

Diesmal sind x, =1,2,...,t — 2 und x, >t — 1 getrennt zu behandeln:

_(k—m(s—1)—1 n—k—t—m-—1)(t—1)
s (T T e (TR

+(n—k—t—(m—1)(t—1)+1>j|.
m

Schliesslich ist die gesuchte Anzahl z = z; + z, + z;.

Bemerkungen:

n (k—1\/n—k
— Firt=s5s=1kommtz = ( ) ( ) heraus, die bekannte Anzahl derje-
n—k\m-—1 m

nigen k-Auswahlen aus n numerierten im Kreis angeordneten Objekten, die aus genau
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