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Aufgaben und Ldsungen,
Aufgaben.

269. Es seien gegeben 7 verschiedene Primzahlen ¢,, #,, . . ., #,. Dann
ist die Anzahl der ganzen Zahlen x (3= o und 4 1), fiir welche die Zahl
Ax® — 1, A ganze positive Zahl, durch keine anderen Primzahlen als

P1: bos - - - P, teilbar ist, hochstens gleich 37.
Wenn 4 = 1 ist, so ist diese Anzahl sogar < 1/, (3" — 1).
Uppsala. T. NAGELL.

(Eingegangen am 28. 4. 1938.)

270. Zur Kinematik. Spiegelt man in der Euklidischen Ebene ein festes
Achsenkreuz A an allen Geraden g, so entsteht eine zweigliedrige Schar
von Achsenkreuzen 4,. Denken wir uns an 4, eine starre Scheibe befestigt,
so ist sie dem in gewissem Sinne einfachsten Bewegungsvorgang mit zwei
Freiheitsgraden unterworfen. Dieser Bewegungsvorgang soll durch einen
Gelenkmechanismus verwirklicht werden. Uber Gelenkmechanismen ver-
gleiche etwa G. Koenigs, Legons de Cinématique, Paris 1897, Chap. XI.

Hamburg. WILHELM BLASCHKE.
(Eingegangen am 29. 5. 1938.)

Losungen.

Lésung der Aufgabe z07. (Dieser Jahresbericht 45 (1935), S. 110.)
Die Aufgabe lautete:

Gegeben sei eine Menge IR natiirlicher Zahlen m; < my < mgy<... mit
der natiirlichen Dichte

Man bilde die Menge P = {p} aller my-, my-, mg-, . . . stelligen Zahlen
(etwa im Zehnersystem), die offenbar keine natiirliche Dichte besitzt.
Sie besitzt aber, soll gezeigt werden, die Dirichlet- Dichte

lim (s —1) 3 p~* =h.

S—>1I B
Die Iteration dieser konvergenzvernichtenden Transformation IR —- B
liefert auch keine Dirichlet-Dichte mehr; sondern die Existenz der
natiirlichen Dichte fiir I ist notwendig fiir die Existenz der Dirichlet-
Dichte bei .

Kiel-Kitzeberg. ARNOLD Schorz.
Jahresbericht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. XLVIII. 2. Abt. Heft 5/8 4
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Loésung:
Die m,-, my-, my-, . . . stelligen Zahlen mogen im Zahlsystem der Zahl
g > 1 gebildet werden. Fiir s > 1 ist
gm
gM—1 (m—1) (1—8) — gm(1—8)
= = g g
S p>[prap= =
t=g"t gm—T
" _ 1
am—1__ ym 8 —
— __T__I__> 2 p s+g ma_g (m 1)3’
p=gm1

wobei x = g!—* gesetzt wurde; also x < 1 fiir s> 1 und x — I fiir s —» 1.
Summiert man die Ungleichung iiber alle m < I, multipliziert mit (s — 1)
und laBt s — 1 gehen, so bleibt der rechts auftretende Ausdruck

l\ﬂs

2 (g™ — gl =

meM m

2g—™

o
fiir s — 1 beschrinkt, also

((—1) 3 @Em—g ) —>o
meM

Die rechte und linke Seite streben also, falls iiberhaupt ein Limes
existiert, demselben Grenzwert zu, und man erhilt, falls eine Seite einen
Sinn hat,

. . am—1__ zm
lim(s — 1) Jp*=lim(s—1) 3 ———
s>1 B z>1 mem S—1
=lm(1 — %) 3 a, 2™ 1= lim (1 — x)2 3 s, 2™ 1,
Z2->1 m=1I z>I m=1I
. 1 firm M
wobei A =
0 sonst
"
Sy = Za#
Hu=I

gesetzt wurde. Die Aussagen

lim» =% und lim3m —p

n-»o N m-»o
“sind dquivalent.
L Aus lim = =% folgt Lim(s — 1) 3p~* = k.
n->c0 N s>1 B

Beweis (vgl. Hardy u. Littlewood, Proc. Lond. M. S., Ser. 2,
Bd. 13, S. 174, wo das Hauptmoment des folgenden Beweises als be-
kannter Satz zitiert wird):

Aus der umgeformten Voraussetzung folgt, daB fiir jedes ¢ > o ein M
existiert, so daB

(1) Sp—hm|<em fir m>M
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ist. Wir miissen nur noch

(2) lim (1 — %) 3 spam—1=h
x2>1 m=1

zeigen. Da die endlich vielen s,,, fiir die (1) nicht gilt, auf das Konver-
genzverhalten von (2) ohne EinfluB sind, diirfen wir die s,, so abdndern,
daB (1) fur alle s, gilt. Dann ist

lim | (x ~x)22m’ Sm¥m1—h | =1lim | (1 — x)zﬁ' (Sm—hAm)xm-1| < ¢,

z>1 z2->I m=1I
q.e d.
II. Aus lim 3 p~#=h folgt lim ™ =&,

s>1 B n>w Mn

Beweis: Die Voraussetzung lautet umgeformt

< h
S Apxm~ fir x —-1.
m=1 I—x

Wendet man nun einen Satz von Hardy und Littlewood an (1. c.
S. 180, Theorem 8), indem man dort

A=h
a=1I
Lu)=1

setzt — fiir die Anwendung dieses Satzes macht es offenbar nichts aus,
daB die a,, nicht, wie in der Voraussetzung von Hardy und Littlewood
gefordert, positiv, sondern nur nichtnegativ sind —, so erhilt man

Sm~hm fir m — oo,
q.e d

Berlin. ALFRED STOHR.
(Eingegangen am 30. 12. 1936.)

Lésung der Aufgabe 220. (Dieser Jahresbericht 46 (1936), S.3.)
Die Aufgabe lautete:

Es sei K eine geschlossene konvexe Kurve vom Umfange U. G sei
eine Treffgerade von K; mit ¢, und @, bezeichnen wir die Winkel, die
die nach auBen gerichteten Normalen in den Schnittpunkten von G und K
mit den nach auBen weisenden Teilen von G bilden. Es gilt dann

f(°°:¢1 + 00:%) G=nU,

wobei G die Dichte der Geraden G ist. Darstellungsformen derselben bei
W. Blaschke, Vorlesungen iiber Integralgeometrie, erstes Heft, Leipzig
und Berlin 1935, B. G. Teubner.

4.
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Entsprechendes gilt im Raum, wenn eine geschlossene konvexe Fliche F
von der Oberfliche O vorgegeben wird. Bezeichnet man mit ¢, und &,
die Winkel, die die nach auBen weisenden Teile einer Treffgeraden G von
F mit den ebenfalls nach auBen gerichteten Normalen in den Schnitt-
punkten von F und G bilden, so kommt

f(;;,#ﬁ)c:mo.

Dabei ist G die Dichte der Geraden G im Raume. Eine Darstellungsform
dieser Dichte bei W. Blaschke, Integralgeometrie I, Actualités scien-
tifiques 252, Paris 1935, Hermann.

Hamburg. OT1TO VARGA.

Loésung:

Die Losung ergibt sich durch Integration der Formel (66)in W.Blaschke,
Vorlesungen iiber Integralgeometrie, erstes Heft, 1935, S. 13, die sich in
folgender Weise auf mehr Dimensionen verallgemeinern 148t: Sei g (%, v)
eine Fliche im dreidimensionalen Raum. Die Geradendichte ergibt sich
nach W.Blaschke, Integralgeometrie I, Act.scient. 252, zu

G = (ay) (£ ag) (a105) (a,03)
= (fag) (zag) do (ay)-

a, ist der Einheitsvektor in Richtung der Geraden, dw (a,) das von ihm
bestrichene Oberflichenelement der Einheitskugel. Aus

E=1Zu#+ L0
ergibt sich unter Beriicksichtigung des Alternierens
Tuly, Lulg
Lu03, Iy03
= 49 (A, Tu» Lo) (01, 0z, O)

=cos?-do.

(zag) (Eag) = ud

do fst das Flichenelement der Fliche g.
Also ist G=cosd.do-dw.

Offenbar ergibt sich derselbe Ausdruck in #» Dimensionen. Dije Integration
iiber dw ist nur iiber die Halbkugel zu erstrecken, so daB man erhilt

I I w
,]‘(cosﬁ1 + cosﬂ,) G = 2%
wobei w die Oberfliche der Einheitskugel bedeutet.

Freiburg i. Br. ' H. GERICKE.
(Eingegangen am 27. 8. 1936.)
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Losung der Aufgabe 224. (Dieser Jahresbericht 46 (1936), S. 46.)
Die Aufgabe lautete:

Sei Fa (%) =2"’(2”_”) Cx =

v=0 L4
Es ist zu zeigen:

1. F, (%) ist dann und nur dann irreduzibel, wenn 2% 4- 1 eine Prim-
zahl ist.

2. Fiir jedes # ist F,(») Normalgleichung bzw. Produkt von Normal-
gleichungen.

Berlin. ALFRED STOHR.

Der in der Aufgabe gegebene Satz ist ein Sonderfall allgemeinerer Er-
gebnisse, die E. Jacobsthal in der Abhandlung ,,Fibonaccische Polynome
und Kreisteilungsgleichungen*, Sitzungsberichte der Berliner Math. Ges. 17
(xo18), S.43—51 vertffentlicht hat. Losungen gingen ein von den Herren
F.Buser und E.Trost (Thalwil und Ziirich), W. Grébner (Colle Isarco
(GossensaB), Italien).

Lésung der Aufgabe 226. (Dieser Jahresbericht 46 (1936), S.46.)

Die Aufgabe lautete:

Es seien K,, K, zwei sich schneidende Kreisscheiben einer Ebene E;
G eine Gerade in E derart, daB durch Spiegelung von K, an G eine Kreis-
scheibe K * entsteht, die K, wieder trifft. Alle solchen Geraden G bilden
die Schnittgeraden einer Ellipse in E, die die Mittelpunkte der K; zu
Brennpunkten und die Summe der Halbmesser der K; zur groBen Achse
hat. Entsprechend erhidlt man, wenn die Kreisscheiben keinen Punkt ge-
meinsam haben, die Treffgeraden einer Hyperbel.

Hamburg. W. BLASCHKE.

Losung:

Es ist klar, daB diejenigen Geraden G, fiir die K7 den Kreis K, von
auBen beriihrt, Tangenten an die gesuchte Figur sein miissen. Das Fol-
gende bezieht sich auf diese Geraden.

Es werde in E ein kartesisches Koordinatensystem so gewihlt, daB die
Zentren von K, und K, in die Punkte M, (—d, o) bzw. M, (+d, o)
fallen. Die Koordinaten der Mittelpunkte M7 geniigen der Gleichung

(1) (% - AP+ y2= (r,+ 7y)%

G ist das Mittellot zu der Strecke M, M7 ; ihr Mittelpunkt P(
geniigt nach (1) der Gleichung

=0+ =

x—d y)
2 ' 2
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Der FuBpunkt des Lotes von M, auf die Tangente liegt also auf einem
Kreise, dem Hauptkreis der gesuchten Ellipse, wenn 2d < 7,4 7,; der
gesuchten Hyperbel, wenn 2d > 7, 4 7,. ;

Glarus (Schweiz). WiLLr Lossy.
(Eingegangen am 8. 9. 1936.)

Weitere Losungen gingen ein von den Herren H. Baron (Berlin), W.Grobner
(Colle Isarco (GossensaB), Italien), F. Gruber (Wien).

Losung der Aufgabe 231. (Dieser Jahresbericht 46 (1936), S.79.)
Die Aufgabe lautete:

Es sei F eine starr bewegliche, geschlossene konvexe Fliche. Wenn drei
verschiedene Lagen von F nie mehr als zwei gemeinsame Punkte haben,
so ist F eine Kugel.

Hamburg. W. BLASCHKE.

Losung:
¢ sei eine Ebene, die a) F in der Kurve K schneidet,
b) F nicht halbiert.

Wir betrachten ein der konvexen Kurve K einbeschriebenes gleich-
seitiges Dreieck 4, mit dem Mittelpunkt H, und eine dreizihlige Raum-
drehung D, die das Dreieck 4, in sich iiberfiihrt. Ist A4 eine kongruente
Abbildung des Raumes, so bezeichne A (M) die Bildmenge einer Punkt-
menge M. Zunichst ist F = Dy(F) = D2(F); denn wiren unter diesen
drei Flichen zwei verschieden, so wiren alle drei verschieden (Gruppen-
eigenschaft), hitten aber die drei Eckpunkte des Dreieckes 4, gemeinsam,
im Widerspruch mit der Voraussetzung des Satzes. Mit obiger Identitit
verbunden ist: :

c) K = Dy(K) = D2(K).

Es sei nun D eine beliebige Raumdrehung mit der invarianten Ebene ¢
und dem Fixpunkt H. Die beiden kongruenten Kurven K und D (K) haben
jedenfalls gemeinsame Punkte, da beide den Punkt H umschlieBen. Ist S
ein solcher, so ist es auch Dy(S) und D2(S), wie aus der dreizihligen
Symmetrie c) folgt. Die genannten drei Punkte bilden das gleichseitige
Dreieck 4. Ist jetzt noch D, eine zweizihlige Raumdrehung um eine Héhe
von 4, so haben die drei Flichen F, D (F), D, (F) die drei Ecken von 4
gemeinsam. Zwei Flichen miissen also identisch sein. Wegen der Voraus-
setzung b) iiber die Ebene ¢ ist sowohl F = D, (F) als auch D (F) =D, (F)
ausgeschlossen. Es bleibt also F = D (F) und damit folgt

d) K = D(K);

K ist also ein Kreis!
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Elementare Erzeugungen der Fliche F aus ebenen Schnitten, die aller-
dings so gewihlt werden miissen, daB Schnitte, die gem48 Voraussetzung b)
unzulissig sind, vermieden werden, liefern eine Kugel.

Anmerkung: Dieses Verfahren liefert auch den analogen, von T. Kubota in
Toéhoku Math. J. Bd. 21 (1922) S.21—25 bewiesenen Satz beziiglich einer ebenen kon-
vexen Kurve.

Bern (Schweiz). H.HADWIGER und W. SCHERRER.
(Eingegangen am 12.2.1937.)

Weitere Losungen gingen ein von den Herren H. Biickner (Konigsberg Pr.) und
A.Rosenthal (Heidelberg).

Lésung der Aufgabe 237. (Dieser Jahresbericht 47 (1937), S.1.)

Die Aufgabe lautete:

Man beweise die folgende Verschirfung des ersten Bieberbachschen
Flichensatzes: Ist f(z) in |z| < I regulir mit f(0) = o, f'(0) =1, so ist
der Flicheninhalt des sternférmigen Kernes des Bildbereiches mindestens
gleich 7, und gleich & nur fiir f(z) = z. Unter dem sternférmigen Kern &
des Bildbereiches ist dabei der groBte schlichte, sternférmige, f(o) ent-
haltende Teilbereich der Riemannschen Fliche zu verstehen, auf die
|z| < 1 durch f(z) abgebildet wird.

Berlin. H. GRUNSKY.

L6ésung:

w = f(2) sei zunichst noch auf |z| =1 regulir vorausgesetzt; von dieser
Voraussetzung kann man sich durch einen geeigneten Grenziibergang leicht
befreien. Man setze

z—o0e?, w—re9; W=F() =19 w=Reo
z

FaBt man W als Funktion von w auf, so kann man das iiber den Rand
von R erstreckte Integral

I = [log Ra® = [ (logr —log) d (p — 0)

bilden. I stellt den Flicheninhalt des Bildbereiches dar, auf den  durch
log W (w) abgebildet wird, ist also nichtnegativ. Andererseits ist

(1) I=flograg —flogedg— [logRd .

Ferner ist nach der Cauchyschen Integralformel das Integral iiber den
Rand des Originals von & «n der z-Ebene erstreckt:

flogF(z)dlogz = 2mtlog F (0) = o.
Nimmt man links den Imaginirteil, so erhilt man:

(2) [logRdd = — [Pdloge = [logedd — [logod g — [loged®.
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Nun ist aber
3) - floged<7)=0,

denn der Rand von & wird gebildet z.T.von Bogen, auf denen p =1 ist,
z.T. von Strecken ¢ = const. Ferner ist auf dem Rande & iiberall p <1,
so daB also

@) fiogeas < o.

(1), (2), (3), (4) ergeben zusammen mit I = o:

(5) Q= In logrdg = o.

2

Nun ist der Flicheninhalt von &:

D= %L/;'zd(p.

Nach dem Satze vom arithmetischen und geometrischen Mittel und nach
(5) ist

D= mexp %z logr?dep = mexp28 = =,

w.z.b.w. I = o gilt nur wenn F (z) = const, also wenn f(z) = z; also gilt
nur dann P = x.

Man kann den Beweis leicht auch nach der Methode von Grotzsch
und Ahlfors fiihren.

Berlin-Charlottenburg. H. GRUNSKY.
(Eingegangen am 6. 1. 1937.) -

Zusatz vom 18. 3.1938. Inzwischen haben Golusin (Rec. math. Moscou (2) 2
(1937), 617—619) und Bermant (C. R. Acad. Sci. URSS. (2) 18 (1938), 137—140) Be-
weise des Satzes verdffentlicht. Der von Golusin bedient sich der Methode von
Grotzsch und Ahlfors, der von Bermant deckt sich mit dem vorstehend
wiedergegebenen.

H. GRUNSKY.

Losung der Aufgabe 238. (Dieser Jahresbericht 47 (1937), S. 1.)
Die Aufgabe lautete:

P,, P,, Py, P, seien die Schnittpunkte der Kegelschnitte & und %’
Eine Gerade g durch P, schneide # in P, und P, %’ in P, und P’;
O sei der Schnittpunkt der Tangente von % in P und der Tangente von
k' in P’. Dann liegen die Punkte O, P, P’, P,, P, und Pj auf einem Kegel-
schnittl. Ist z. B. P, ein Schnittpunkt zweier Kreise 2 und %’, so ist auch
! ein Kreis.

Riicken irgendwelche von den Schnittpunkten P,, P,, Py, P, zusammen,
so ergeben sich bekannte Sitze iiber Zentralkollineationen, die %in &’ iiber-
fithren.

Eisenstadt (Osterreich). - F. HOHENBERG.
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Losung:

In dem von P, getragenen Strahlenbiischel werden den vier Strahlen
p,pP,, P,P,, P,P,, P, P durch k die vier Strahlen PP,, PP,, PP,, PO
und durch %’ die vier Strahlen P'P,, P'P,, P'P,;, P'O projektiv zuge-
ordnet; mithin sind die Biischel [P] und [P’] projektiv und erzeugen
einen Kegelschnitt / durch die sechs Punkte P, P’, P,, Py, P,, 0. Sind
%k und %’ Kreise, so muB es auch / sein, da P, und P, die uneigentlichen
Kreispunkte sind.

Berlin. R. MULLER und U. GRAF.

(Eingegangen am 30. 9.1937.) )

Weitere Losungen gingen ein von den Herren H. Baron (Berlin), F. Gruber
(Wien), F. Hohenberg (Eisenstadt) (drei Losungen), H. Neumann (Miinchen),
K. Vanek (Wien) (zwei Losungen), H. Toepken (Frankfurt a.M.).

Herr H. Neumann (Miinchen), dessen Losung auf den Sitzen von Pascal
und Brianchon beruhte, machte noch auf folgende Verallgemeinerung aufmerksam:

P,, P,, P,, P, seien die Schnittpunkte der Kegelschnitte 2 und #’. Zwei Geraden
g, und g, durch P, mégen % und %’ noch in @, und Q,’, bzw.in Q, und Q,’ schneiden.
O sei der Schnittpunkt von Q;Q, und Q,’Q,’. Dann liegen P, P,, P,, Q;, Q,, O

sowohl wie P;, P,, P; Q,, Q,/, O auf je einer Kurve zweiten Grades.
Diese Verallgemeinerung kann wie oben bewiesen werden.

Losung der Aufgabe 240. (Dieser Jahresbericht 47 (1937), S. 1.)
Die Aufgabe lautete:

Eine zahlentheoretische Funktion f(x, ¥) werde fiir ganzzahlige nicht-
negative Argumente folgendermaBen eindeutig definiert:

1. Fir x=y=oist f(x, y) =0,
2. sonst ist f(x, y) die kleinste ganze Zahl = o, die unter den Werten
fO. 9, f(L.y), ..., fx—1,9); f(x,0), f(x,1), ..., f(x,y—1) fehlt.

Gesucht wird ein nichtrekurrentes Verfahren zur Berechnung von f(x, ).
Berlin. R. SPRAGUE.

1. Lésung:
Es sei im dyadischen Zahlsystem
Xx=ay+ a2+ ay-22+---+a,-2" a,=o0 oder I
y="by+ b -2+ by-22+ ++-+4b,-2" b, =0 oder I.
Es werde definiert
Oy =0+ 6246224 -4 ¢,-2" ¢, =0oderr,
wo ¢, = a,+ b, (mod 2).
Behauptung: fx,9)=x20%.
Beweis: Es gelten die Regeln
(@ x0x=0; x0y=y0% (0¥ 0z2=x20(y02).
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«) 0 O 0=f(0,0)=o0.

B) Aus (1) folgt (*x Oy) Oy =x, d. h. x ist durch x O ¥ und y ein-
deutig bestimmt. ¥ O y kommt also in der Retheo Oy, 109%,20%, ...,
(x —1) O % (und ebenso in der Rethe x Q0,20 I1,x02,...,20(y—1)
nicht vor.

y)Seio=<z<xQy, 2=dy+d+2+++++d,-2" (d,=0 oder 1),
20x09y=¢+¢-2+:--+¢.27 (ee=00der1, e, =1, r=mn).

Wegen z < x Q yistd,= o0, c¢,= 1. Also ist entweder a, = 1, b,=0
oder 4,=o0, b,= 1. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte das
erstere. Dann ist

20y=(02x0%0x<%.
2= (20 %) Oy kommt also in der Reihe

ooy'IOyJZOy;'°"(x_‘I)Oy

vor. (Dieselbe Uberlegung ist bei der Theorie des sog. Nim-Spiels zu machen;
s. dafiir etwa die Biicher von Ahrens oder Kowalewski.)

Berlin. ALFRED STOHR.
(Eingegangen am 27. 4. 1937.)
2. Lésung: ’
Man kann f(x, y) folgendermaBen berechnen: Man schreibt x und y
im dyadischen Zahlsystem und ,,addiert“ sie mit folgenden Regeln:

04+0=I4+I=0 14+0=0+4+1I=1I.

Das Resultat ist f(x, y), im dyadischen Zahlsystem geschrieben.

Zum Beweis verschaffen wir uns eine Ubersicht iiber die Funktions-
werte. Wir schreiben sie in eine Matrix, in der x die Zeilennummer und
y die Spaltennummer ist. Die Richtung der zunehmenden x heiBe rechts
und die Richtung der zunehmenden y heiBe unten.

Nach Definition ist f eindeutig und, wie man sofort sieht, symmetrisch
in ¥ und y. Punkt 2 der Definition besagt, daB f(x, y) die kleinste
Zahl = o ist, die in der gleichen Zeile links und in der gleichen Spalte
oberhalb noch nicht steht.

Wir betrachten nun die quadratische Teilmatrix 4, ,, die in den ersten
2n+1-Spalten und -Zeilen liegt, und zerlegen sie in quadratische Teil-
matrizen der Zeilenzahl 2~.

o n(E)-(L)

C.D,)

Uber die Teilmatrizen behaupten wir: B, und C, sind einander gleich
und entstehen aus 4, durch Addition von 2" zu jedem Element. D, ist
gleich 4,. A, enthilt in jeder Spalte und in jeder Zeile alle Werte von
0 bis 2" — 1.

Wir beweisen das durch SchluB von # auf » 4 1.

Da in jeder Zeile von A4, schon alle Werte von o bis 2" — 1 verbraucht
werden, miissen alle Elemente von B, = 2" sein. Bilden wir also aus B,
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eine Matrix 4, indem wir von jedem Element 2" abziehen, so enthilt
A,’ keine negativen Werte. Die Relationen des Kleinerseins und des Ver-
schiedenseins werden durch Subtraktion einer festen Zahl nicht beriihrt.
Daher geniigt 4, dem Punkt 2 der Definition. Es geniigt aber auch der
ersten Bedingung, weil in der linken oberen Ecke von B, der Wert 2"
steht, nimlich die kleinste Zahl > o, die unter den Zahleno,..., 2" —1
fehlt. Da die Definition fiir f eindeutig ist, muBl 4,’= A, sein. Ebenso
beweist man die Behauptung iiber C,.

Auch die Behauptung D, = 4, entspringt aus der Definition. Denn die
Werte < 27 sind fiir D, noch frei, da in den Matrizen B, und C, ja nur
Werte = 2" vorkommen. Da feindeutig definiert ist, mu8 also D,, = 4,, sein.

Man kann dem Bewiesenen die folgende Form geben:

2) f@@*+a,b)=f(a, 2"+ b) =f(a,b) + 2
(3) fle*+a,2"+b)=f(a,b)

Auf diese Weise kénnte man f(x, y) durch Rekursion berechnen. Schreibt
man aber x und y im dyadischen Zahlsystem, so erkennt man jetzt sofort
die Richtigkeit der anfangs erwihnten Berechnungsweise. Die Additions-
regeln 1 4 0 = 0 4 1 =1 entsprechen der Formel (2). Die Regel 14 1 =0
entspricht der Formel (3). Wenn in der dyadischen Schreibweise eine
Potenz von 2 iiberhaupt nicht auftritt, so kommt sie bei der Reduktion
nicht vor. Dem entspricht die Additionsregel o 4- 0 = o.

Kennelbach (Vorarlberg). GusTtAv LocHs.
(Eingegangen am 7. 5.1937.)

]fﬁro§a,b<z".

Weitere Losungen gingen ein von den Herren A. van Heemert (Hilversum,
Holland), W. Landherr (Rostock), P. Lorenzen (Gottingen), R. Sprague
(Berlin), E. Trost (Ziirich), H. Urban (Berlin).

Losung der Aufgabe 244. (Dieser Jahresbericht 47 (1937), S. 3.)
Die Aufgabe lautete:

Man fillt von irgendeinem Punkte P der Ebene eines beliebigen Drei-
ecks A;A,A, auf die Seiten a; des Dreiecks die Lote PP;, bezeichnet
ferner im FuBpunktdreiecke P, P, P, die den Ecken P, gegeniiberliegenden
Seiten mit p; und verbindet endlich den Punkt P mit den Ecken 4, des
Dreiecks durch die Strecken P4;=d;,j = 1, 2, 3. Versteht man unter
w den Brocardschen Winkel des Dreiecks 4, 4,44, dann gilt

(%>'+ (%)e + (%—a)‘ = cosec? w.
Bayreuth. : OskAR DEGEL.
Loésung:

Das Viereck A, P;P P, hat bei 4, den Dreieckswinkel &, und ist bei
P; und P, rechtwinklig, ist also ein Sehnenviereck. Die Diagonale
A,P =d, ist ein Durchmesser seines Umkreises. Wahlt man auf dem
Kreise einen Punkt B derart, daB Winkel BA; P = «,, so ist die Sehne
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BP = P,Py =, und Winkel 4,BP = % . Also ist, unabhingig von
der Lage des Punktes P,
4G 1
Py sin oy

= COSeC o;.

Entsprechendes gilt von &y und &3, weshalb

1. (%)’4- (-:f)z-{- (i:)’= cosec?x, + cosectzoc,l + cosec?og,

wiederum unabhingig von P.
Anderseits weiB man, daB fiir den Brocardschen Winkel w die Be-
ziehung gilt
ctg w = ctg o, 4 ctg &y 4 ctg oy
oder
ctg? w=ctg?x; +ctg® oy + ctg2 x5+ 2 [ctg o, ctg oxy + (Ctg o, + Ctg ) Ctg 5]
1 — ctg o, ctg o,

Da ctg oy = —ctg (x; + xg) = ctg o, +ctg oy

hat die eckige Klammer zur Rechten den Wert 1, und man erhilt
I+ ctg? w = (I + ctg? &) + (T + ctg? ap) + (1 + ctg? )

oder

II. cosec? @ = cosec? x, -+ cosec? o, + cosec? x3.

Mit Riicksicht auf die Beziehung I. ist damit die Behauptung bewiesen.
Zollikon-Ziirich. ERNsT VOLLM.
(Eingegangen am 12. 2. 1937.)

Weitere Lésungen gingen ein von den Herren H. Baron (Berlin), L. Ehrlich
(Berlin), F. Gruber’(Wien), E. Trost (Ziirich).

Lésung der Aufgabe 246. (Dieser Jahresbericht 47 (1937), S. 39.)
Die Aufgabe lautete:

Man gewinne die Koeffizienten der logarithmischen Potenzreihe un-
mittelbar aus der Umkehrung der Exponentialreihe durch Ansatz mit
unbestimmten Koeffizienten; ferner entsprechend die Entwicklungs-
koeffizienten des bei ¥ = o reguliren Umkehrelements von x = ye~7.

Jena. : HERMANN SCHMIDT.
Losung:
Es sei x=1I—e",
so daB firv=1,2,... )
v 0
@ w =3 () o= S ey

it _ _ (—1? [P\, 2 2 ;
mi ’ Cyy =1, 071—_}:[__ 2(—1) (x)" R=r,v+1,..).

%=1
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Setzt man zur Berechnung der unbekannten Koeffizienten #, der Um-
kehrreihe

(2) y =3 ux

v=1I

(r) in (2) ein (also umgekehrt als iiblich), so ergeben sich in den Un-
bekannten lineare Rekursionsformeln:

A4
=1, Juc,;11=0 (A=1),
y=1

i
SOlTlit u,2+1 (ﬂ.-}-l') 2 xgt(_. I) ( )xl+l
(—or 3
=uFoi2 Y "121 % () e

Nimmt man nun induktiv an, es sei #,= % firi<v<A(wasfird=1
richtig ist), so folgt auf Grund einer bekannten Beziehung fiir Binomial-
koeffizienten

Atv,

Y= (l+1)! 2( 1) x( )"1_ GFol

z=1I

Dabei bezeichnet A*v, die A-te Differenzenfolge der Folge v, = x»*

(*k=o0,1,2,...; A fest > 1, insbesondere Av =v,,, —v,). Es ist daher
I
Alvo=l!, u1+1=m, w. z. b. w. . .
Fiir ¥ = ye~v wird noch einfacherc , = —(——(;_)—_—:;"—, und daher reduziert
Atr pr—1 Ar+
51chv§ %,C,, 41 fUr u, = —7 au f(}.-{— oL =0(A=1).
Jena. HERMANN SCHMIDT.

(Eingegangen am I1I. 2. 37.)

Losung der Aufgabe 247. (Dieser Jahresbericht 47 (1937), S. 39.)

Die Aufgabe lautete:

8 bezeichne das offene Intervall (o, 1), 3 das abgeschlossene. Es
sei g(x) in 38 stetig und positiv, an der Stelle x = 1 analytisch; ferner
nehme f(x) = (1 — x)*g(x) auf 3 monoton ab (x =0); falls x =0, mdge
f(1) < 1 sein. Man soll die in 8 gelegene Losung von

(4) x = f(x)

fiir » — oo asymptotisch entwickeln (» > o, nicht notwendig ganz).
Beispiele: 4* =1 — x; x"*! = sin wx.

Jena. HERMANN SCHMIDT.
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Lésung:

DaB es genau eine Losung x, der gesuchten Art gibt, ist auf Grund
der Voraussetzungen unmittelbar klar. Zu ihrer asymptotischen Darstellung
setzen wirin o< # << I

yal) =10,

Es wird dann mit den Bezeichnungen

h(u) — g(I—?I))_g(I)

(1) lgll’:(“)=lg(1_) 142 1gn+ +—lg(1+h(u))

y=Igg(1),

Fiir « = o hat diese Funktion, sobald # groB genug ist, eine Nullstelle mit
der konvergenten Potenzreihenentwicklung

Up = — + +

wegen y <o liegt 1 — u, fiir hinreichend groBes » in 8, ist also = x«,,.
Fiir o« > 0 setzen wir zur Abkiirzung

(2) ==t,

und fithren » = tlg% (T 4 v) ein, was fir o<t<d, —e<<v <+ ¢ sicher
zuldssig ist, da dann o < # < 1 ausfillt. Dann wird

185+ (t+0)+ 2

1g vy () I (r4v)”
T =1l Hlv+,§;(tl T) v41 +

I
lgT

+

lg[I +h(tlg 24 v))]} (g, = Iglg).
alg—

Nun wird geeignete §;> o(j = 0, 1, 2), n > o die folgende Funktion der
komplexen Verdnderlichen z;, v in | z;| < d;, | v | < 5(<Z &) regulir sein:

(3) F (205 21, 225 0)

= o+ Lot a+alglr—o) + 2l + bl + o))+ 3 EED
es ist ja & (w) bei w = o regulir, 4 (0) = o (der Logarithmus sei als Haupt-
wert festgelegt).
Wihlt man daher §;/ < J;, %' < 7 geeignet, so hat zu jedem Wertsystem
z; mit | z;| < 4, die Gleichung F = o genau eine Aufldsung v mit | v | <y,
und diese wird durch die konvergente Potenzreihe mit reellen Koeffizienten
dargestellt :

@ v="Roles, %) + 3 5P, (1, %) (Bt0,0) = o).
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Falls ¢ < 6* (< 0) diirfen hier die (reellen) Werte

1
1g, 7

(5) zoztlg%, =0y A= —
" g7 85

eingetragen werden, und dadurch geht vermdge (2) eine reelle Losung
x:I—tlg%(l—{-v)
von (A) hervor, die sicher in & liegt, also mit x, iibereinstimmt. Die

Potenzreihendarstellung (4) erzeugt nun eine asymptotische Darstellung:
die Potenzprodukte

1\*—%
(lgzj)
zll tzx—l —

(%)

bilden fiir £ — + o eine Skala (,,mit Multiplikation)?). Aus (4) folgt
sofort durch Abschitzung der Summe, daB bei beliebigem % fiir £ — 4 o

=0 {osy="0T" 1 20<n1 <«

(6) v=2a,9,)+ olp:®),

v=1
wo die @, durch die Potenzreihe geliefert werden (insbesondere ista;=—1,
ayg= — ;) Die (konvergente) Reihe in (5) ist aber auch asymptotisch;

zum Nachweis geniigt es, den Rest Ry (K — M—I)—z(—k_‘_—z)—) nach Be-

riicksichtigung aller Glieder einer Dimension < % in z,, 2, abzuschitzen?);
unter Benutzung der Cauchyschen Koeffizientenabschitzung fiir Funk-
tionen mehrerer Verinderlicher folgt aber sofort, etwa fiir |z | < 6,~’

| Rx| =7 (lz‘| + |z”])"*'l ( (lzll + |z"|)) =0 (px()) bei Beriicksichtigung

von (5).
Damit hat man fiir x, die asymptotische Reihe

a1 — gt 4+ Slgy s + L+

mit der Skala y, ., = —lg ‘Pv( ) o= I. Die Reihe ist sogar konvergent

aber nicht notwendig gegen x,. — Wie der Fall « = o zeigt, erklirt sich
das Auftreten der logarithmischen Skala nicht etwa durch das exponen-
tielle Auftreten von # in (A); die Anniherung der Wurzel an 1 verzogert
sich vielmehr auf Grund von & > o gegeniiber der GroBenordnung 1/7%.

Jena. HERMANN SCHMIDT.
(Eingegangen am II. 2. 1937.)

1) Vgl z. B. a) J. B. D. M. V. 44 (1934), S. 50; b) Math. Ann. 113 (1937), 6371f.
2) Vgl. z. B. b), S.633 oben.
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