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Felix Klein zum 25. April 1919, seinem siebzigsten Geburtstage.
Von Geh. Hofral Prof. Dr, R. Fricke, Braunschiceiy.

In seiner Familiengeschichte schreibt Herr
Justizrat 4. Klein, Bruder von Felix Klein:
.Mein Vater war ein kerniger Westfale, ein
organisatorisches Talent, fleiig und streng gegen
sich selbst. Meine Mutter stellte die Giite und
Milde im Hause dar, sic besall ausgeprigte pida-
eogische und spekulativ-wissenschaftliche Inter-
essen. Da bewahrheitet sich Zarathustras
Spruch: ,,Ehe, so heiBe ich den Willen zu Zweien,
das Eine zu schaffen, das mehr ist. als die e~

schufen. Vom Vater erbte Felivx Klein sein
grofles organisatorisches Talent, seinen Fleil.

seinen unermiidlichen Schaffensdrang; der Mut-
ter dankt er seine unvergleichlichen padagogi-
schen Gaben, seine spekulativ-wissenschaftlichen
Interessen und nicht zum letzten die Giite seines
Herzens.,

Die vorliegenden Zeilen kénnen und wollen
uicht den weiter folgenden Einzelaufsitzen vor-
areifen, in denen die reichen Irgebuisse von
Ielir Kleins ILcbensarbeit nach ihren verschie-
denen. Richtungen hin ausfithrlicher gewiirdigt
werden.  Indem dicse einleitenden Zeilen =sich
nur bestreben, ein kiirzeres Gesamtbild der Per-
~onlichkeit Kleins zu entwerfeu, mogen sie cin
Triptychon zeichnen, dessen Mittelstiick fiiglich
der Forscher HAlein einnchmen mag, dessen
Fligelbilder aber dem Lehrer und dem Organi-
sator gewidmet scin mogen.

Will man die Schipfungen Kleins im Gebiete
der forschenden Mathematik voll wiirdigen. so
mufl man sich in die Zeiten ihrer Entstehung
zuriickversetzen. Wenn auch schon langsam die
Saat ausgestreut wurde, die dann wihrend der
letzten Jahrzehnte eine starke Wandlung nament-
lich der Funktionentheorie im Sinne der Cantor-
schen Lehre zur Folge hatte, so waren es doch
in der Jugendzeit Felix Kleins andere Probleme
und vor allem andere Mcthoden, die das Interesse
der Mathematiker vornelunlich in Anspruch
uahmen. Riemann war aus reicher und noch
mitten im Flusse befindlicher Entwicklung frith
verstorben. Nur erst im Gebiete der Funktionen-
theorie waren seine Grundauffassungen von ihm
selbst schon etwas weitergehend entwickelt. Aber
auch so war nur ein erster Schritt getan. um

eine neue Periode funktionentheoretischer IFor-
s¢hung einzuleiten., Wenn auch viele an der
Forthildung der reichen ITdeenwelt Riemanns

arbeiteten, so wurde doch Felix Klein der eigent-
liche Vollender Riemanns in seinem Haupt-
gebiete, der Funktionentheorie. Klef‘n teilt mit
Riemann dic lebendige geometrische Anschauung.
vor allem auch die physikalischen Tnteressen und

die Fahigkeit, physikalische Probleme und Me-
thoden nutzbringend fiir mathematische Zwecke
zu verwerten. Klein wurde, nachdem er im
Ilerbst 1865  sechzehnjihrig vom Gymnasium
seiner Vaterstadt Diisseldorf zur Bonner 1ni-
versitit gekommen war, bereits zu Ostern 1866
Assistent fiir Physik bei Pliicker und hatte da-
hei zugleich den Vorteil, in Pliickers geometrische
Forschungen frithzeitig die beste Einfithrung zu
gewinnen. Bei seiner mit Riemanns Eigenart so
nahe verwandten Doppelseite ist es denn ver-
stindlich, daB spiterhin, als Klein den Schop-
fungen Riemanns niher trat, jene glinzende
Reihe von Untersuchungen aus der zweiten
Halfte der siebziger Jahre und den ersten acht-
ziger Jahren ausgelost wurde, die in der Arbeit
.Neue Beitriage zur Riemannschen Funktiounen-
theorie® gipfelte. , Es ist gewil kein schlechter
Titel, .,Schiiler Riemanns“ zu heilen, und bis
zu einem gewissen Grade ist schlieflich jeder ein
Schiiler seiner Zeit. Aber gleichwohl ist her-
vorzuheben, dafl die "Riemannsche Tradition in
Kleins Mand zu einer ncuen und wirkungsvollen
Disziplin wurde, die lange Zeit einen Mittelpunkt
des mathematischen Intercsses abgab. Insbeson-
dere ist der Begriff der ,,automorphen Funktion“.
abgesehen von dem gleichberechtigten Anteile.
der cinem {fremdlandischen Mathematiker zu-
kommt, durchaus Kleins selbstindiges Werk.
Fiigt sich Klein, was dic Gegenstinde seiner
Forschungen iibrigens auch in seiner ersten, rein
gcometrischen Periode angeht, dem allgemeinen
Stande der Mathematik in den sechziger und
siebziger Jahren des vorigen Jahrhunderts ein.
so ist er doch ein ganz Neuer in der Methode
der Forschung, die seiner Eigenart entspricht.
Diese Methode beruht auf der genialen Fihig-
keit A'leins, dic inneren Zusammenhinge zwischen
den verschiedenen mathematischen Disziplinen zu
erkennen und fiir die Zwecke der weitergehenden
Forschung fruchtbar zu gestalten. Es ist wohl
namentlich von sciten der Arithmetiker vielfach
der Grundsatz verfochten, die Methode solle
~ich in ihrer Art allemal genaw dem Gegenstande
anpassen, und es sei noch cin Zeichen der Un-
reife, wenn die Entwicklung mit Uberlegungen
arbeite, die ihrer Art nach dem Gegenstande
fremd seien. Dies trifft gewiB in manchen Fil-
len zu. So hat z. B. die Idealtheorie Dedekinds
in rein arithmetischem Gewande, das ihr Schop-
fer allein gelten lieB, gewiB ihre reifste Gestalt.
Aber es wiire verfehlt, den fraglichen Grundsatz
zu einer allgemein verbindlichen Norm mathe-
matischer Forschung zu machen. Gerade Kleins
beste Arbeiten iiber elliptische Modulfunktionen
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wirken hier iiberzeugend. Ich glaube, daB die
meisten Mathematiker, die Kleins Arbeiten iiber
die Transformation siebenten Grades der ellip-
tischen Funktionen gelesen haben, von der Schon-
heit dieser Entwicklungen ergriffen worden sind.
Es hat ja freilich auch Kritiker gegeben, dic ihr
Urteil in die Aussage zusammenfaBten: ,.Die
Resolvente siebenten Grades hatte auch schon
Hermite.” Aber Hermite hat nicht die Kurve
vierten Grades mit 168 Kollineationen in sich, die
Kleins eigene Entdeckung war. Er hat vor
allem nicht das wunderbare Zusammenspiel der
Arithmetik der Modulgruppe mit der geometri-
sechen Invariantentheorie im ternéren Gebiete, mit
der genialen Handhabung der Riemannschen Fla-
chen zur Gewinnung der Resolventen. Fast miihe-
los kamen da die Ergebnisse zustande, diefrithernur
durch umsténdliche Rechnungen gewonnen wer-
den konnten. Jeder Zweifel an der iiherragenden
Kraft dieser Methode muBlte verstummen, als
Klein bald nachher seine endgiilticen Resultate
iibcr die Transformation elften Grades vor-
legte. Damit vergleiche man die inmitten ge-
scheiterten Versuche Hermites, die Resolvente
clften Grades zu gewinnen.

Ein_ besonders schones Beispicl fiir Kleins
Forschungsmethode liefert auch die geradlinige
projektiv-geometrische Gestalt des dem Modul-
funktionen zugrunde liegenden Dreiecksnetzes.
In dieser Figur stellte Klein eine innige Bezice-
hung zwischen der projektiven Geometriec und der
arithmetischen Theorie der ganzzahligen bindren
quadratischen Formen her, Gegeustinde. welche
zwei Disziplinen angehoren, die man als zwei
Gregenpole der Mathematik anschen mochte. Tn-
teressant ist auch, dafl Klein, als er im Winter
1869/70 durch Stolz zuerst von der nichteukli-
dischen Geometrie horte, sofort deren Beziehung
zur Cayleyschen MaBlgeometrie erkannte. Dicser Er-
kenntnis danken wir jene beiden bahnbrechenden
Arbeiten Kleins iiber nichteuklidische Geometrice
aus (dem Anfange der sicbziger Jahre. Auch die
bekannte Programmschrift . Vergleichende Be-
trachtungen {iiber neuere geometrische Forschun-
een®, mit der Klein scine Erlanger Professur
antrat, steht ganz auf dem Boden seiner Methode,
insofern hier die verschiedenen Richtungen geo-
metrischer Forschungen auf Grund ecines einheit-
lichen gruppentheoretischen Prinzips miteinander
in Beziehung gesctzt werden,

Mit Recht. sieht man als die hochste Hohe, zu
der Klein in seiner funktionentheoretischen Pe-
riode gelangt ist, die Entdeckung jener Sitze an,
die er selbst ,,Fundamentaltheoreme® nannte, und
die heute ,,Uniformisierungsitze heiBen. Man
kennt die iiberraschende Entwicklung, welche die
Theorie der elliptischen Funktionen durch Abel
und Jacobi genommen hat. Legendre . betrachtete
die -elliptischen Integrale in ihrer Abhingigkeit
von der Integrationsvariablen. Indem Abel und
Jacobi alle Griofen des hier vorliegenden Systems
zusammenhingender Variablen in ihrer Abhiin-

Fricke: Felix Klein zum 25. April 1919, seinem siebzigsten Geburtstage.
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gigkeit vom Integral crster Gattung untersuchten.
gelangten sie zu ,eindcutigen® Funktionen; sie
hatten die ,.uniformisierende® Variable fiir das
System dieser Funktionen erkannt. Im Sinne
der Riemannschen Theorie hezieht sich  diese
Entdeckung auf die algebraischen Gebilde des
Geschlechtes 1. Klein ist der Entdecker der ver-
schiedenen Gattungen uniformisierender \Vu-
riablen fiir algebraische Gebilde eines beliebigen
Geschleehtes geworden; dies izt eine der groften
Leistungen, die mit seinem Namen verbunden
bleiben wird. Es mufite allerdings crst noch cin
Vierteljahrhundert hingehen, bis alle von Klein
aufgestellten Theoreme einwurfsfreie Beweise
fanden. Die Beweismethoden aus demt Anfang
der achtziger Jahre des vorigen Jahrbundert-
waren noch unzurcichend. [Brat von 1907 ab gc-
lang es P. Koele, die Kleinsehen Theoreme nach
und nach alle streng zu beweisen,

Es sind hiermit tbrizens nur erst dic wich-
tigsten Gebiete der Forschungen Kleins namhafi
eemacht. Wie man aus der unten folgenden Liste
der Veroffentlichungen Kleins cutnehmen wolle.
oing der funktionentheovetisehen  Periode  c¢ine
durch  vielseitige Erfolee  gekronte  Zeit
metrischer Forschungen voraus. Tlicran schlossen
sich die algebraischen Arheiten ither die Auf-
losung der allgemeinen Gleichune fanften Grades
in dem geometrischen Gewande  der Tkosaeder-
theorle.  Andererseits setzen mit dem Ende der
achtziger Jahre die Untersuchungen ither hyper-
clliptische und Abelsche Funktionen cin, Weiter
tritt in den neunziger Jahven das Tateresse fir
diec Anwendungen deutlicher  hervor; wir
danken dieser Periode inshesoudere «las bakanni
Werk von Alein und  Sommerfeld iber den

feo-

vers

Kreisel. Tnzwischen war die Zeit gekommen, wo
durch die ausgedehnte organisatorische Tiitie-

keit Kleins die mathematische Produktion mehr
und mehr in den Hintergrund eedringt wurde.
Dall aber die Xraft der Produktion noch keines-
wegs erschopft war, hat in den allerletzten Jahren
das erfolgreiche Eingreifen Rlrins .in die Eni-
wicklungen von finstein und ITilber! tber dic
Jrundlagen der Physik und insbesondere ither
die Gravitationstheorie gezeigt.

Die skademische Lehrtitigkeit Kleins begani
im Anfang des Jahres 1871 mit sciner Habilita-
tion in Gottingen. Iierher war Klein bereits
1869 gekommen, als ihm nach Pliickers Tode
(1868) die Aufgabe erwuchs, den liniengeometri-
schen NachlaB Phickers herauszugeben, und or
dieserhalb die Beziehung zu ('lebsch in Gottingen
ankniipfte. Ubrigens ist bemerkenswert, dal
Klein wihrend seiner Gottinger Dozentur vor-
nehmlich physikalische Vorlesungen gehalten hat.
Erst durch die schnelle Entwicklung seiner amt-
lichen Laufbahn wurde er endgiiltig fiir die Ma-
thematik gewonnen. Sehr wesentlich fiir die
Weiterentwicklung wurde in Gottingen die enge
wissenschaftliche Beziehung, die sich zwischen
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Klein und Clebsch sowie dessen Schiilern ent-
spann. Auch die Beziehung zu Lie, die bereits
frither angekniipft war, blieb von nachhaltiger
Einwirkung.

Nach kurzer Dozentenzeit wurde Klein, da-
mals 24-jihrig, im Herbste 1872 als ordentlicher
Professor nach Erlangen berufen, wo er eine
dullerst geringe Studentenanzahl und sehr unent-
wickelte Verhiltnisse antraf. Aber das Bild
~ollte alsbaid cin ganz anderes werden. Im No-
vember 1872 starh Clebsch ganz unerwartet auf
der Hohe seiner Wirksamkeit. In ihm verlor Klein
seine damals wichtigste wissenschaftliche Bezie-
hung, aber zugleich erwuchsen ihm aus diesem
Verluste die grofiten Aufgaben. Scin Ruf als
(teometer und als akademischer Lehrer war be-
reits so fest gegriindet, daB ihm alsbald der
Schiilerkreis von Clebsch nach Erlangen folgte
und in ihm einen neuen Mittelpunkt fand.

Aber anch dicse Titigkeit sollte nur wenige
Jahre dauern. Bereits zu Ostern 1875 wurde
Klein an die technische Hochschule nach Miin-
chen berufen, wo er zusammen mit Brill die Nach-
{folge Hesses zu iibernehmen hatte. 185 erwuchs
hier die Doppelaufgabe, neben den erforderlichen
. Yorlesungen fiir die Studierenden der technischen
Wissenschaften solehe fiir Schulamtskandidaten
¢su halten, die, dem Miinchenor Brauche ont-
sprechend, gleichfalls an der Hochschule studier-
ten.  Klein und Brill wurden dicser Aufgabe
dureh. Neneinrichtung des  TLehrplancs  gerecht.
Nie richteten zunidehst fiir die Ingenienre eine
iiher vier Semester reichende Vorlesune  iiher
Iohere Mathematik® mit zugehorigen 'bungen
vin, die siec jedes Jahr wechselnd bhegannen. Da-
neben traten besondere Vorlesungen fiiv Sehul-
amtskandidaten. In Jetzterem Kroise fand Klein
wicder eine groflere Anzahl von Spezialschiilern.
Es war die Zeit, wo meben die Geometrie und

Algebra nun die Funktionentheorie als Kleins
Forschungsgebiet trat. Die Periode der ellip-

tischen Modulfunktionen begann und entwickelte
in dem ganzen um Klein gescharten Schiilerkreise
cine lebhafte und erfolgreiche Fowschertitigkeit.

Herbst 1880 ging Klein als Professor an die
Universitit Leipzig itber, und zwar mit einem
ausdriicklichen Lehrauftrage fiir Geometrie.
Dieses Gebiet sollte fiir die Ausbildung der
Schulamtskandidaten mechr zur Geltung gebracht
werden. Klein richtete einen viersemestrigen
Vorlesungskurs iber Geometric ein, sctzte daneben
aber seine funktionentheoretischen Spezialvor-
lesungen fort. Die Zahl seiner Spezialschiiler
wuchs bestindig. Neben den Deutschen fanden
auch begabte Auslinder den Weg zu ihm; sein
Seminar war eine Stitte lebhaftester Arbeit, die
weitere Ausbildung der Theorie der elliptischen
Modulfunktionen gab den Hauptmittelpunkt ab,
Klein selbst war auf der Hohe seiner Unter-
suchungen {iber automorphe Funktionen an-
gelangt.

Fricke: Felix Klein zum 26. April 1919, seinem siebzigsten Gehurtstage.
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Als Klein zu Ostern 1886 seine Stellung in
Leipzig mit der an der Universitit Gottingen
tauschte, waren wohl in erster Linie Gesundheits-
riicksichten maBgeblich. Daneben kam aber die
Sehnsucht nach jenem Orte hinzu, wo Klein die
ersten frohen Jahre seiner akademischen Lehr-
tatigkeit durchlebt hatte, wo er in lebhaftem
wissenschaftlichen Austausche mit Clebsch und
scinen Schiilern das Gliick des Gebens und Emp-
fangens in vollen Ziigen kennen gelernt hatte.
Seiner geliebten Universitit Gottingen ist Klein
dann trotz mehrfacher glinzender Berufungen
tiber die Jahrzehnte treu geblichen. Von hier
ist jene umfassende Wirksamkeit ausgegangen.
die scinen Namen in demx groflen Kreise der
preuBlischen Oberlehrer so hochgeachtet und be-
liebt gemacht hat.

Wenn man nun nach den Mitteln fragt, mit
dencn Klein seinc akademische Lehrtatigkeit zn
ciner fortlaufenden Xette von Siegen machen
konnte, so ist es in erster Linie die fesselnde
Kraft seines Vortrags. Eine genaue Disposition
der Vorlesung im ganzen sicherte die erschopfende
Behandlung des Gegenstandes. Der Vortrag der
einzelnen Stunde ist ohne jedes rednerische Bei-
werk von einer Sicherheit, Klarheit und Schon-
heit, die vielleicht mancher bei mathematischen
Lehrgegenstinden  nicht  fiir  moglich  halten
méchte. Dabei hat Klein sich in den Themen
seiner Vorlesungen nur sehr selten wiederholt.
Wenn cr aber zu einem schon einmal behandelten
Gegenstande zuriickkehrte, so geschal dies meist
unter ganz ncuen Gesichtspunkten. Ein glick-
licher Umstand ist, dal Klemn von seinen Vor-
lesungen stets Ausarbeitungen anfertigen Tlief}.
dic zum Teil autographisch vervielfiltigt sind
und auf diese Weise weiteren Kreisen zuginglich
wurden. Neben die Vorlesungstatigkeit tritt die
Ausbildung der Spezialschiiler in den Seminaren
und den Einzelbesprechungen. Hierin hat, was
die Anregung zur wissenschaftlichen Produktion
angeht, von Anfang an der Schwerpunkt von
Kleins Lehrtitigkeit gelegen. Die Gegenstinde
haben sich gewohnlich an Kleins eigene Arbeiten
angeschlossen, die ihn gerade zurzeit beschaf-
tigten. In der spiteren Gottinger Zeit, seit
Klein die Redaktion des vierten Bandes der Enzy-
klopidie iibernommen hatte, kamen namentlich
dic Einzelgebiete der Mechanik zur Geltung. Von
dem Reichtume wund der Vielseitigkeit seiner
Ideen wund Problemstellungen spendete Klein
scinen Spezialschiilern stets mit vollen Hinden.
Auch mit den Freunden und gleichstrebenden
Forschern steht Klein von jeher in persénlichem
Austausche der Ideen. Wenn z. B. Dedekind,
der Niedersachse, nie in seinem Leben eine Vor-
lesung iiber sein Lebenswerk, die Idealtheorie,
gchalten hat, wenn er in die Tiefen seiner Dis-
kriminantenarbeit durch das ,,gesprochene® Wort
wohl kaum jemanden eingefiihrt hat, so offenbart
sich uns Klein durchaus als Rheinldnder. Sein
Element ist der personliche Ideenaustausch durch
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das Wort, sein Lebenshediirfnis ist der Unter-
richt und die Freude an dessén Gelingen.

Die ersten Organisationsbestrebungen Kleins
bezogen sich auf die Entwicklung des mathema-
tischen Universititsunterrichtes. Hier waren ihm
die technischen Hochschulen, speziell diejenige
in Darmstadt mit ihren Einrichtungen fiir dar-
stellende Geometrie, und das Berliner Gewerbe-
institut mit seinen Bibliothekseinrichtungen an-
regend. Uberhaupt wirkte die straffere Organi-
sation des Unterrichts an den technischen Toch-
schulen vorbildlich. Anfang Dezember 1872 hielt
Klein in Erlangen eine Antrittsrede, in der er
ein umfangreiches Programm fiir seine Lehrtiitig-
keit entwickelte. Die Vorlesungen sollten sich
in regelmibige Elementarvorlesungen und Spe-
zialvorlesungen, die zu selbstindigen Arbeiten
anleiten sollten, spalten. Zu den Elementarvor-
lesungen rechnete Klein schon damals die dar-
stellende Geomectrie, die zugleich mit Ubungen
im Zeichnen ausgestattet werden sollte. Neben
die Spezialvorlesungen tritt entsprechend die
seminaristische Ausbildung. Von der Forderung,
dal die Lebramtskandidaten durch die Spezial-
vorlesungen bis zur Selbstindigkeit in der Aus-
fithrung cigener Untersuchungen gefiithrt werden

sollten, ist Alein iibrigens spéterhin zuriickge-
kommen.
Der  angewandten  Mathematik  trat  Klein

withrend seiner Profeszur an der Miinchener tech-
nischen Hochschule noch nicht so nahe, als man
nach seiner spiiteren Gottinger Titigkeit in dieser
Richtung viclleicht erwarten sollte. Er richtete
sein Augenmerk nur erst auf die darstellende
(teometrie, die graphische Statik und die Kine-
matik, dic c¢r auch fiir den Unterricht der Lehe-
amtskandidaten heranzog.

In den Grenzen der Erlanger und Miinchener
Pldne halten sich auch die Lehrpline und Neu-
einrichtungen, die Klein als Professor der Geo-
metrie an der Universitit Leipzig schuf. Dank
dem Entgegenkommen der sichsischen Unter-
richtsverwaltung konnte Klein hier die Einrich-
tungen ganz seinen Ideen entsprechend verwirk-
lichen. Es wurden ausreichende und geeignete
Riume zur Verfiigung gestellt, in denen Modell-
sammlungen und Zeichensédle fiir darstellende
teometrie Platz fanden. Fiir den Seminarbetrieb
wurde darch Anlage einer grioferen Handbiblio-
thek, sowie durch Einrichtung von Lese- und
Arbeitszimmern <esorgt. Spiterhin wurde sogar
ein besondercs Institut fiir das Seminar einge-
richtet.

In den ersten Gottinger Jahren halten sich
die organisatorischen Bestrebungen Kleins in
denselben Grenzen wie in Leipzig. Eine neue
‘Wendung aber trat mit dem Jahre 1892 ein; etwa
seit diesem Jahre datiert die groBe Entwicklung,
welche die Gottinger Universitit unter Kleins
Fithrung in den Lehreinrichtungen und Lehr-
pliarien fiir Mathematik und Physik gefunden hat.

Fricke: Felix Klein zum 25. April 1919, seinem siebzigsten Geburtstage.
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Es war als ein besonderes Gliick anzusehen, daB
Klein in dem Ministerialdirektor F. Althoff einen
Mann fand, der nicht nur vollstes Verstdndnis
fiir seine organisatorischen Ideen hatte, sondern
der zugleich als ein Verwaltungsbeamter aller-
crsten Ranges die Kraft der Durchfithrung besal,
ja der selbst immer wieder vorwirts trieb.

Wenn iibrigens nun weiterhin die glinzende
Entwicklung vornehmlich der angewandten Ma-
thematik in Gottingen auf Kleins Initiative zu-
riickgefithrt wird, so darf nicht iibersehen werden,
daB Klemn wie bisher auch fiir die reine Mathe-
matik in Go6ttingen in wirksamster Weise Sorge
trug. Um in dieser Hinsicht nur auf eines auf-
merksam zu machen, so sei bemerkt, daB die Ge-
winnung Hilberts fiir Gottingen mit allen ihren

wichtigen Folgen dem energischen Eintreten
Kleins fiir Hilbert zu danken ist.
Die organisatorische Titigkeit Kleins er-

streckte sich nun insbesondere nach zwei Rich-
tungen hin; sie betraf einmal die Ausgestaltung
der Gottinger Universititseinrichtungen fiir ange-
wandte Mathematik, sodann die Organisation des
mathematischen Unterrichtes in seinem gesamten
Umfange. Aber es sind dies nur die Hauptaweige
seiner leitenden und organisatorischen Tatigkeit.
Klein ist in seiner zweiten Gottinger Periode vou
ciner geradezu staunenswerten Vieclseitigkeit und
Leistungsfihigkeit. Die Neuorganisation der
Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften Anfang
der neunziger Jahre entsprach scinen Ideen; er
war wesentlich beteiligt am Zustandekommen des
Iartells der deutschen Akademien und der ent-
sprechenden weiteren internationalen Vereini-
cung. Klein ist von jeher die eigentliche Seele
des groBen Unternehmens der Enzyklopidie der
mathematischen Wissenschaften, er nahm nach
Scherings Tode dic Herausgabe des GauBschen
Nachlasses in seine erfahrene Hand., Awuch hatte
er schon seit 1902 an der Disposition des grofen,
von Hinneberg redigierten Monumentalwerkes
»Kultur der Gegenwart® mitgearbeitet und hat
spater (1908) zusammen mit W. ». Dyck die
Initiative ergriffen, daB die mathematisch-natur-
wissenschaftlichen sowie die techmischen Diszi-
plinen neben den historisch-philologischen in die-
sem Werke volle Beriicksichtigung fanden. KEine
lingere Reihe von Jahren hindurch vertrat Klein
iiberdies die Gottinger Universitdat im PreuBischen
Herrenhause. Und das alles ging einher neben
seiner engeren amtlichen Titigkeit und der Re-
daktion der mathematischen Annalen, in die Klein
seit Clebsch’ Tode eingetreten war.

Die Wirksamkeit Kleins fiir die Neuorgani-
sation des mathematischen Unterrichts machte
sich zunachst an der Universitit Gottingen selbst
geltend. Der jeweilige Vorlesungsplan wurde
fortan in einer gemeinsamen Sitzung der mathe-
matischen, physikalischen wund astronomischen
Professoren und Dozenten besprochen. Fiir dic
Studierenden wurden Ratschlige und Erliute-
rungen herausgegeben, die seither in zahlreichen,
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immer neu bearbeiteten Auflagen erschienen sind.
Bei der Weiterentwicklung trat Klein sodann
dem mathematischen Unterricht an den auf Uni-
versitit und technische Hochschule vorbereitenden
héheren Schulen nahe. Im Mirz 1894 hesuchte
er zu sciner Instruktion eine Anzahl héherer
Schulen der Stadt Hanmover. Im Jahre 1895
hielt der neugegriindete ,,Verein zur Forderung
des Unterrichtes in Mathematik und Naturwissen-
schaften® auf Einladung Kleins seine Jahresver-
sammlung in Gottingen ab, von ihm mit eciner
Festschrift begriiBt. Die seit 1892 regelmiflig
jedes zweite Jahr in Gottingen abgehaltenen
naturwissenschaftlichen Ferienkurse fiir Ober-
lehrer umfaBten nach dem urspriinglichen Regie-
rungsprogramm die Mathematik nicht mit, Klein
sorgte dafiir, dall auch die Mathematik zur Gel-
tung kam, und nahm sich aufs wirksamste dicser
ganzen scgensreichen Einrichtung an. Tm Jahre
1900 veroffentlichte Klein zusammen mit dem
Professor der Physik E. Riecke unter dem Titel
»Uber angewandte Mathematik und Physik in
ihrer Bedeutung fiir den Unterricht an den hihe-
ren Schulen® die im damaligen Oberlehrerkurse
gehaltenen Vortrige. Eine entsprechende Ver-
offentlichung folgte 1904 wunter dem Titel
,Neue Beitrige zur Frage des mathematischen
und physikalischen Unterrichts an den héheren
Schulen¥,

Nach und nach hatte die von Klein einge-
leitete Agitation zur Neuorganisation des mathe-
matischen Unterrichts an den hoheren Schulen
weitere und weitere Kreise ergriffen. So konnte
1904 zur ferneren Durchfithrung der Arbeiten und
Aufstellung von Reformvorschligen von der Ge-
sellschaft deutscher Naturforscher und Arzte eine
besondere ,Unterrichtskommission® eingesetzt
werden, an der Klein lebhaft mitarbeitete. Im
Jahre 1908 folgte die Bildung der ,,Internatio-
nalen mathematischen TUnterrichtskommission®,
deren Vorsitz Klein itbernahm. In verhiltnis-
miaBig kurzer Zeit gelang es Klein, ein geradezu
monumentales Werk erstehen zu lassen, niimlich
die ,,Abhandlungen iiber den mathematischen Un-
terricht in Deutschland, veranlaBt durch die in-
ternationale mathematische Unterrichtskommis-
sion“. Bei der Herausgabe dieses Werkes, das
seit einigen Jahren vollendet vorliegt, stand Klein
ein ganzer Stab hervorragender Mitarbeiter zur
Seite. Das Werk war eigentlich auf fiinf Bénde
veranschlagt, doch fiillen die Abhandlungen
neun stattliche Binde. Sie betreffen den mathe-
matischen Unterricht an allen Schulgattungen
und Lehrinstituten Deutschlands und werden fiir
lange *hinaus die sichere Grundlage bei der Be-
handlung aller einschligigen Fragen bhilden.

Ganz besonders glinzend und umfangreich er-
scheinen die Erfolge, die Klein mit der Entwick-
lung und Organisation der Gottinger Institute hat
erzielen konnen. Die Stellung der angewandten
Mathematik als eines mit der reinen Mathematik
gleichberechtigten Faches und die Einrichtung

Fricke: Felix Klein zum 25. April 1919, seinem siebzigsten Geburtstage.
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der crforderlichen Lehrinstitute zunéchst fiir
10ttingen sind wesentlich Kleins Werk. Wie er
dem Auseinanderklaffen der Universititsmathe-
matik und der Mathematik an den hohe-
ren  Schulen kriftig entgegenarbeitete, w0
wollte er auch die ,angewandte Mathe-
matik®, die in der darstellenden Geometrie.
der Geodisie und der technischen Mechanik ihren
cigentlichen Sitz an der technischen ITochschule
hat, mit der bisherigen Universititsmathematik
vereint wissen. Hatte Klein doch sogar einmal
cine Denkschrift iiber die Vereinigung der tech-
nischen Hochschule in Hannover mit der Uni-
versitit Gottingen ausgearbeitet. Vorbildlich und
anregend in dieser Hinsicht waren fiir Klein dic
amerikanischen Verhiltnisse, die er bei wicder-
holten Reisen nach den Vercinigten Staaten von
Nordamerika kennen gelernt hatte. Indessen sind
bei uns in Decutschland die technischen Hocli-
schulen viel zu weit entwickelt und viel zu schr
als selbstindige Lehrinstitute ebenbiirtie neben
die Universitiaten getreten. als dall sie noch jetzt
als ,,technische Fakultdaten® den Universititen an-
gegliedert werden konnten.-

Bei dieser Sachlage war os Kleins Ziel, be-
sondere Lehr- und Forschungsinstitute fiir ange-
wandte Mathematik und Physik in Géttingen zu
schaffen. s wurden Einrichtungen fiir den
Unterricht in der Geodisie getroffen, es entstand
cin maschinentechnisches Institut fiir angewandte
Mechanik, ein Iunstitut fiir angewandte Klektrizi-
tiatslehre, in dem die Elektrotechnik in die Uni-
versitit einzog. Es entwickelte sich iiberhaupt
e¢ine Zeit reicher Institutsgriitndungen und -er-
neuerungen fiir Gottingen. Klein hatte in
Amerika die glinzenden Ergehnisse der Opfer-
willigkeit des Privatkapitals fiir wisscnschaft-
liche Zwecke kennen und schiitzen gelernt. Kleins
Initiative ist es wesentlich zu danken, daB wir in
der ,,Géttinger Vereinigung® seit 1897 in
Deutschland eine Griindung besitzen, in der sich
die Spitzen unserer Industrie mit Hochsehul-
lehrern zusammengefunden haben, um mit den
reichsten Mitteln den Unterricht und die For-
schung in der angewandten Mathematik wund
Physik zu férdern. Schon auf mehr als 20 Jahre
ciner segensreichen Titigkeit blickt die .,Géottin-
ger Vereinigung® unter der Fiihrung . Bdttin-
gers und Kleins zuriick. Ihr neuester Plan ist ein
umfassender Neubau eines mathematischen In-
stituts, der bereits letzten Sommer vollig ge-
sichert erschien, und dessen Ausfithrung dureh
die Ungunst der Gegenwart hoffentlich nicht zu
lange zuriickgehalten wird.

Wer das mathematische Gottingen der achir-

ziger Jahre des vorigen Jahrhunderts ge-
kannt hat wund mit dem von Theute ver-
gleicht, wird erstaunen i{iber die Summe er-

folgreicher Schopferarbeit, die hier getan ist,
wird crmessen, in welchem MaBe die Universitit
ihrem Felixz Klein zu Danke verpflichtet ist. Fr
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ist es gewesen, der die groBe Tradition von Gauf,
die Mathematik iiberall da, wo sie hingehdrt. zu
Geltung und Wirksamkeit zu bringen, erkannt
hat, der es vermocht hat, seine Ideen in den ver-
zweigten Verhédltnissen der Gegenwart zu lebendi-
@er Wirklichkeit auszugestalten.

Felix Klein als junger Doktor.
"on Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. phil. Dr.-ing. A. Tof,
Miinchen.

An der Universitit Gottingen hatten nachein-
ander von 1807—1866 die drei groflen Mathe-
matiker C. F. Gaufl, P. G. Lejeune-Dirichlet und
B. Riemann gewirkt. Der erste widmete sich
freilich, durch seine eigenen Untersuchungen und
den wissenschaftlichen  Verkehr mit seinen
Freunden, wie z. B. F. Bessel und H. C. Schu-
macher, beschiftigt, nur selten dem eigentlichen
Unterricht von Schiilern. Als dber Dairichlet
1855 an seine Stelle trat, begann er sogleich aus
seinem eigensten Arbeitsgebiet mit den epoche-
machenden Vortrigen iiber Zahlentheorie und
Potentialtheorie in Verbindung mit der Lehre von
den partiellen Differentialgleichungen, und Rie-
mann setzte seit 1859 nicht allein diese Vor-
lesungen aus der mathematischen Physik fort,
sondern legte schon 1861/62 bei der Behandlung
der elliptischen Funktionen seine neuen Gedan-
ken iiber die Theorie der Fuunktionen einer kom-
plexen Variabelen, den Zusammenhang der
Flichen und das Abelsche Theorem zugrunde.

Einen grofien Verlust aber erlitt die Universitit
schon bald darauf durch Riemanns schwere Er-
krankung, welche ihn notigte, scinen Aufenthalt
im Siiden zu nehmen, und seinen frithzeitigen
Tod 1866, um so mehr, als scine Stelle vorderhand
keine Besetzung fand.

An mathematischen Dozenten fehlte es freilich
in Goéttingen auch jetzt nicht. Hofrat Ulrich,
stindiger LExaminator fiir das Lchramt in der
Mathematik und Physik, vertrat ncben der ,prak-
tischen Geometrie und Mechanik auch die Ana-
lysis und Geometrie nach den dlteren Methoden.
Auch M. A. Stern, ausgezeichnet durch die Klar-
heit seiner Vortrige, deren sich noch manche
seiner Schiiler dankbar erinnern werden, ging
doch nur selten iiber die Zeit von J. B. Fourier
hinaus. F. Schering, mit der Herausgabe von
Gauf’ Werken im Auftrage der Gottinger Gesell-
schaft der Wissenschaften beschaftigt, fand fiir
Vorlesungen nur wenig Zeit iibrig. A. Enneper,
von vielseitigen Kenntnissen in der neuern {ran-
zosischen und italienischen Literatur, die er mit
arofler Sorgfalt in seinen Vorlesungen zu ver-
wenden wulte, gelang es trotzdem nur, eine kleine
Zahl von Hérern an sich zu fesseln. Der Physiker
J. B. Listing behandelte zwar gelegentlich im
mathematischen Seminar seine Untersuchungen
itber den ,Census riaumlicher Komplexe“ und
Fragen aus der Optik, aber das Ubermall seiner
geistreichen Terminologie war nicht immer ge-
eignet, wirkliche Eins_icht zu fordern. Da auch
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die Titigkeit der Privatdozenten an diesen allge-
meinen Zustinden nichts Wesentliches #ndern
konnte, fehlte es trotz der groBen Zahl der Lehrer
an einer Personlichkeit, welche die Studierenden
in solche Ideen eingefiihrt hitte, von denen da-
mals dic Wissenschaft erfiillt war.

Das iinderte sich nun mit einem Schlage, als
zum Winter 1868 A. Clebsch von GieBlen nach
Gottingen berufen wurde. Die schone Form seines
Vortrages, die Freude. die dieser unvergleichliche
Lehrer selbst zu empfinden schien, wenn er die
GRedanken, die ihn und seine wissenschaftlichen
Freunde, wie A. Cayley, C. Jordan, L. Cremona
gerade in jener Zeit lebhaft beschaftigten, vor
seinen Horern entwickelte, die Eleganz, mit der
er in dieser ersten in Gottingen gehaltenen Vor-
lesung iiber Geometrie des Raumes alle neuern
Hilfsmittel, von den homogenen Koordinaten und
dem Prinzip der Dualitdt bis zur Theorie der Ab-
bildung der algebraischen Flichen in Verbindung
mit dem Abelschen Theorem, und endlich die
Neue Geometrie des Raumes von J. Pliicker be-
handelte, muBiten seine Schiiler in eine ganz neue
Welt einfithren, in die lebhafteste Verbindung
mit der Gegenwart versetzen und zum Studium
ihrer Literatur anregen.

Unter diesen befand sich auch der damals
noch nicht zwanzigjihrige Felix Klein aus Diis-
seldorf. Mit Staunen vernahm man, daB dieser
junge Mann, dessen liebenswiirdige Personlichkeit
ither die Jahre hinaus gereift und originell er-
schien, in der Vorlesung von Clebsch als Autori-
tit in dieser Neuen Geometrie des Raumes be-
zeichnet wurde, mit der Pliicker in scinen letzten
Lebensjahren die Wissenschaft bereichert hatte.

Pliicker war es ja, der das Prinzip der Duali-
tat, das V. Poncelet auf die Polarentheorie der
Gebilde zweiter Ornung (aber mit gleichzeitiger
Ausdehnung auf metrische Fragen) begriindet
hatte, wihrend J. Gergonne in seinen Annalen
(Band 15—18) es als ein philosophisches aus der
Erfahrung abstrahicrtes Axiom anzusehen geneigt
war, durch seine Punkt- und Geradenkoordinaten
in der Ebene, respektive der Punkt- und Ebenen-
koordinaten im Raum als ganz unabhingig von
der Polarentheorie durch die Lehre von der Inzi-
denz erwies, und in der volligen Symmetrie des
linearen Gebildes in bezug auf die Punkt- und
Ebenenkoordinaten @, %, z; u, v, w die Moglich-
keit erkannte, jede lediglich durch Dappelver-
hdltnisse charakterisicrte Inzidenz in doppeltem
Sinne nach dem Muster der ,,Colonnes doubles®
von Gergonne zu deuten.

Aber schon 1864, im System der Geometrie
des Raumes, Diisseldorf 1846, § 258, machte er
die denkwiirdige Bemerkung, daB im Raume
neben Punkt und Ebene die Gerade ein in sich
selbdt duales Gebilde sei, das zu seiner analyti-
schen Darstellung wier voneinander unabhingige
Koordinaten erfordere, womit sich zugleich die
analytische Behandlung von Réumen noch héhe-
rer Dimension er6ffnete. Erst nach fast zwanzig
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Jahren kam er, inzwischen durch physikalische
Arbeiten beschiiftigt, anf diesen Gedanken zuriick
und veréffentlichte in den Proceedings der Mathe-
matiecal Socicty of London und den Philosophical
Transactions of London von 1865 und 66 in zwei
..Fragmenten® scine ncuen ldeen tiher die Kom-
plexe, Kongruenzen undeGeradenkonfigurationen,
..to show their importance, greater perhaps than
it appears at first sight. Im Jahre 1865 hatte
Pliicker den damals kaum sechzehnjihrigen Felie
Nlein zum A<sistenten fir seine Vorlesungen ge-
wiihlt, und im fortwahrenden Verkehr mit die-
~em entstand nun cin umfangreiches Werk, die
Neue Geomelrie des Raumes, gegriindet auf die
gerade Lanie als Raumelement™, dessen erster Teil
~chon in den Druckbogen fertiggestellt war, als
Pliicker im Mai 1863 starb. Clebsch in Gieflen
ithernahm die Ilcrausgabe desselben und hob da-
bei hervor, dall . Klein, der sich Geist und Me-
thode der neuen Forschung zu eigen gemacht
habe, damit beschiftigt sei, den zweiten Teil des
Werkes von Pliicker in dessen Sinne zu evginzen,
soweit es erforderlich sei. Kurz nach Plickers
evster Publikation von 1865 hatte der italienische
Mathematiker (i. Baftuglini die Theorie der durch
eine, zwei oder drei algebraische Gleichungen
ersten und zweiten Grades zwischen den Koordi-
naten der Geraden definierten Gebilde mit etwas
moderneren Hilfsmitteln behandelt, als sie dem
Physiker Plicker im Alter geeignet erscheinen
mochten: aueh war schon die Dissertation von
J. Liiroth, der sich 1366 in Heidelberg habilitiert
hatte, durch Clebsch angeregt, die namentlich das
durch die Anzahl der iiberall endlichen Abelschen
Integrale gegebene Geschlecht einer Regelfliche
bhei dieser neuen Begriffsbildung bestimmte.

Da erkannte nun Alein sofort die Wichtigheit
der allgemeinen linearen Transformatlion der
Linienkoordinalen fiir alle mit ihnen zusammen-
hingenden Fragen, von der Battaglini keinen Ge-
bhrauch gemacht hatte, und die Moglichkeit, an
Ntelle der Pliickerschen Koordinaten py., zwi-
schen denen die Identitat

P2 Pt PPt Py pPs=20
hesteht, seine seehs Koordinaten
Xy Xyy Py Xy Ly, Tg
als lineare Funktionen der py, einzufiihren, zwi-
<chen denen die Identitit
rltalt a4ttt xd=0

besteht, und die Theorie der Komplexe zweiteu
Grades mit Hilfe der kanonischen Transformation
der allgemeinen Gleichung zweiten Grades in
bezug auf das System dieser sechs Fundamental-
Jomplexe ;=0 darzulegen. Dabei war von
wesentlicher Bedeutung die neueste Arbeit von
K. Weierstraf in den Monatsberichten der Ber-
liner Akademie von 1868, welche dem allgemeinen
Verstindnis wohl manche Schwierigkeiten damals
bereiten mochte. So gelang es ihm, die kanoni-
schen Formen aller Komplexe zweiten Grades
nach den Elementarteilern der charakteristischen
Determinante geordnet im WeierstraBschen Sinne
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zu ermitteln, und cine der bei sciner Promotion an
der Universitdat Bonn am 12. Dezember 1868 ver-
teidigten Thesen lautete, dal der von Battaglini
fitr allgemein gehaltene Komplex zweiten Grades
bereits in zweifachem Sinne spezialisiert sei.
Durch eine scharf<innige Kowmbinatorik der
Fundamentalkomplexe und ihrer Lagenheziehun-
gen untereinander erkannte er zugleich die bereits
von Pliicker gefundence Singularititenfliche des
allgemeinen Komplexes zweilen Grades fast ohne
alle Rechnung, die als in sich sclbst duales Ge-
hilde vierter Ordnung und Klasse mit sechzehu
Doppelebenen und Doppelpunkten schon 1864 in
E. Kummers Arbeiten aufgetreten war und nun
fortan als Kummersche Flache bezeichnet wurde.
Iis hitte fur Klein sehr nahe gelegen, in die-
sem Sinne die Plitckerschen Manuskripte umzu-
gestalten. Aber mit der grofiten Pietit hat er die
Methoden seines Lehrers in der schon im Sommer
1869 erfoleten Mlerausgabe des zweiten Teils der

.Neuen Geometrie  beibehalten, iiber die eor
cigentlich schon weit hinaus war.

Im Sommer 1869 hirte cr bei Clebsch die
Vorlesungen iiber die Invarianten der bindiren

Formen und Optik nach den Untersuchungen von
Cauchy in dessen Exercices de physique et de mathe-
matiques. Unter den Teilnehmern an denselben
befand sich auch M. Néther. der schon in Gielen
alsa Schiiler von Clebsch den Grund zu seinen
cigenen  ausgezeichneten  algebraischen  Unter-
suchungen gelegt hatte. Beide traten von da ab
in regen wissenschaftlichen Verkehr, der alshald
zu  cinem lebhaften Briefwechsel fithrte, als
Nother wieder Gottingen verlief. um sich zur
ITabilitation in Heidelberg vorvzubereiten. Welehe
Fortschritte indes Klein schon sehr bald im Ge-

hiet der Liniengeometrie gemacht hatte, geht
namentlich aus seiner Arbeit . Zur Theorie der

Komplexe ersten und zweiten Grades® hervor, die
bereits im Juni 1869 in den ..Gottinger Nach-
richten von der k. Gesellsehaft der Wissen-
schaften® orschien. Tlier tritt zum ersten Male
der Begriff der simultanen Invariante zweier
linearen Kompleae, deren Verschwinden die in-
volulorische Lage derselben anzeigt. und dic
Bezichung der ndmlichen Kummerschen singu-
liren Fliche zu der 00t Anzahl ron Komplexen
sweiten Grades hervor. deren analytischer Aus-
druck in Analogie zu den konfokalen Nystemen
von Flichen zweiten Grades gebildet ist. sowie
der Hinweis auf eine algcbraisch liosbare Glei-
chung sechsten Grades: ein  crster Schritt zu
Kleins spiiteren bahnbrechenden Untersuchungen
iiber die Losung algebraischer Gleichungen.

Zum Winter 1869/70 ging Klein nach Berlin.
wo or auch mit 0. Stolz, dem =piiteren Innsbrucker
Professor, der bereits in Wien habilitiert war. zu-
sammentraf. Aber von noch grioBierer Bedeutung
wurde fitr ihn die Bekanntschaft mit Sophus Lie
aus Kristiania. Beide gehorten als besonders
titige Mitglieder dem von E. Kummer geleiteten
mathematischen Seminare an. in dem fiir dieses

o3
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Semester die Theorie der Strahlensysteme als
Thema gestellt war. AuBerdem horte er bei L.
Kronecker Theorie der quadratischen Formen und
arbeitete sich in die Zahlentheorie ein, die er
selbst spiter eingehend in Vorlesungen behan-
delte. Auch mit K. Weserstraf kam er in Be-
ziehung, doch handelte e¢s sich hier vorwiegend
um algebraische Fragen, iiber die cr mit Nather
korrespondicrte. .

Von besonderer Wichtigkeit aber ist es, daB} er
schon im Seminar bei Weierstraff ein Referat
ither A. Cayleys projektive MaBbestimmung in
bezug auf ein ,,absolutes® Gebilde zweiten Grades
von 1859 hielt, denn hicran kniipften sich bald
seine tiefen Gedanken iiber Nichteuklidische Geo-
metrie.

Im Frithjahr 1870 verlieR Klein Berlin, um
in Paris mit seinem Freunde Lie wieder zusam-
menzutreffen. Als Frucht ihrer gemeinsamen
Berliner Studien war bereits die Arbeit ,,Sur une
certaine famille de courbes et de surfaces® ent-

«z»tanden, welche durch M. Chasles der Pariser

Akademie zur Aufnahme in die Comptes Rendus
vorgelegt wurde. Erst 1870/71 ist ein Teil des
reichen Materials. das in derselben enthalten ist,
jm Band Il der Mathematischen Annalen erschie-
nen.

Zugrunde liegt dort ein damals ganz neuer
Gedanke, ndmlich die Untersuchung aller geco-
metrischen Gebilde A, die durch Transformatio-
nen T in sich iibergehen, bei denen also alle Ge-
bilde B, die mit A in einer durch die Transfor-
mationen 7 unzerstorbaren Beziehung stchen,
diese letztere bestindig bewahren. Diese Auffas-
sung, die Lie spiter in seinen groBen Arbeiten
iber kontinuierliche Transformationsgruppen,
Klein aber namentlich in bezug auf diskrete
Transformationen verwandte, wurde hier zur
Untersuchung derjenigen ,,ebenen Kurven W
benutzt, welche durch 00! lineare, mithin wver-
tauschbare T, die ein ,geschlossenes System,
d. h. eine Gruppe bilden, in sich iibergehen. Es
¢elang das in einfachster Weise durch die Nor-
malformen der fiinf Klassen von Kollineationen,
welche der Beschaffenheit der bei dicsen letzteren
fest bleibenden Punkte resp. Geraden entsprechen,
die in geeignceter Weise ins Unendliche verlegt
wurden. So ergibt sich anschaulich nicht allein
die Gesamtheit der Gleichungen der Kurven W,
sondern zugleich eine groBe Zahl merkwiirdiger
Eigenschaften derselben, zu denen schlieBlich der
wohl Lie angehorende Satz hinzutritt, daB jede
Differentialgleichung erster Ordnung, welche 00!
bekannte (nicht triviale) Transformationen in sich
zuldBt, durch Quadratur integrierbar ist.

Die Redaktion dieser Arbeit stammt von Klein.
Wenn dabei fast stirker die Ideen von Lie her-
vortreten, so beruht das wohl auf der Gewissen-
haftigkeit, mit der er den Anteil seines Freundes
an derselben bezeichnen wollte.

Daneben tritt aber auch schon die an das ,,Er-
langer Programm® von 1872 anklingende Forde-
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rung auf: ,Es sind die Eigenschaften solcher
geometrischen Gebilde zu cntwickeln, die aus
einem willkiirlich gewihlten durch Gruppen von
unendlich vielen unter sich vertauschbaren line-
aren Transformationen hervorgehen.

Im Besitze dieser Gesichtspunkte waren Klein
und ZLie indessen schon in weit groferem Umn-
fange im Winter 1869/70. Denn die Arbeit in
den Clomptes Rendus von 1870, S. 1222 und 1275.
bezieht sich auf die Ausdehnung dersclben aufl
den Raum, d. h. auf ,Systeme von Kurven V*.
welche durch eine unendliche Zahl linearer Trans-
formationen in sich iibergehen. Insbesondere
wird, da unter solchen Transformationen sich
jedenfalls auch eine bestimmte unendlich kleine
befindet, bei der aus dieser entspringenden
Gruppe wvertauschbarer Transformationen jedes-
mal ein eigentliches oder uneigentliches Tetraeder
fest bleiben. Und nun richtete sich die weitere
Untersuchung auf die Flichen V, die dureh
Kurven V erzeugt werden. So ergibt sich einc
groBe Anzahl von auf ein allgemeines Theorem
zuriickgefithrten Sitzen, deren Inhalt immer noch
lange nicht erschopft sein diirfte.

Fiir Klein stand es nun fest, sich noch im
Winter in Gottingen zu habilitieren. Zuvor aber
wollte er nach England, vielleicht auch nach
Ttalien gehen, wohl um dort A. Cayley und E.
Beltrami zu sprechen, deren Arbeiten zu seinen
Nichteuklidischen Ideen in so maher Beziehuuu
standen.

Der Krieg zwischen Deutschland nnd Frank-
reich aber vereitelte diesen Plan. RKlein, fiir den
TFelddienst nicht geeignet befunden. meldete sich
freiwillig zum Sanitidtsdienst im Heere und war
in dieser Eigenschaft auch an den auf die grofen
Kimpfe bei Metz und Sedan folgenden Tagen
tatig. Erkrankt muBte cr dann nach seiner Hei-
mat zuriickkehren, doch hatte er Mitte November
die frithere Gesundheit wiedererlangt. Lie war
zundchst noch in Paris geblieben, wurde aber dort
verhaftet, weil man in seiner Korrespondenz mit
Klein in dem hiufig wiederkehrenden Worte
»Komplex®“ eine Chiffre fiir Spionage vermutete:
erst die Aussage des ihm  befreundeten
Mathematikers G. Darbouzr klirte das MilBver-
stindnis auf und befreite ihn aus der Ilaft.

Im Laufe des Winters 1870/71 erweiterten
sich Kleins Ideen iiber . Nichteuklidische Geo-
metrie, wie aus seinen Briefen an Ndther vom
17. Dezember 1870, dann vom 12. Mirz 1871, her-
vorgeht, immer mehr. Als Grundhypothese er-
scheint ihm zuniichst noch die projektive Eigen-
schaft des Raumes, fiir den nach FEuklid der
imaginire Kreis als ,,Absolutes Gebilde® im
Sinne von Cayleys Untersuchungen, dic sich in-
dessen nur auf die Ebene bezogen, auftritt, dann
aber fithrt ihn das Studium der Arbeiten Chr.
von Staudts zu der Ansicht, dall dic projektive
Geometrie in Wirklichkeit wnabhdngig wvom
Parallelenaxiom sei und letzteres nur scheinbar bei
von Staudt vorausgesetzt werde. Diese wichtige
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Bemerkung (man vergleiche iibrigens die Note in
den Gottinger Nachrichten von 1872, ,,Uber einen
Satz der Analysis situs®) wird nun zum Fundament
«oiner grundlegenden Untersuchungen iiber Nichi-
Euklidische Geometrie. Und aus Beltramis Satz,
JaB nur in Riumen von konstantem Kriimmungs-
maB dic geodiitischen Linien durch lineare Glei-
chungen sich darsteilen lassen, erkennt er bereits,
daB} die Vierseitskonstruktion von G. Desargues
uicht in der Ebene bewiesen werden kann, sondern
den Raum notwendig voraussetzen mull. Er tiber-
zcugt sich auch schon davon, daB von den von
. Helmhollz in den Gottinger Nachrichten 1868.
,Uber die Tatsachen, welche der Geometrie zu-
cerunde liegen®, aufgestellten Axiomen jedenfalls
cines, das Monodromieaxiom itherfliissig sei (man
vergleiche namentlich die ausgedchnten Unter-
<uchungen von Lie in dessen Theorie der Trans-
formationsgruppen, Band III, S. 438 ff., 1893).
Und aus derselben Zeit stammt auch schon dic
Iinsicht, dafll die elliptische Geometrie, als deren
Abbild man diec Geometrie auf der Kugel ansah,
obwohl hier die von cinem Punkte ausgehenden
,geradesten® Linien sich in dem Gegenpunkte
wieder treffen, ihr adiiquates Abbild durch das
Strahlenbiindel findet. Doch mufl die genauerc
Betrachtung aller dieser Dinge einer anderen
Darstellung vorbchalten bleiben, wihrend es hier

darauf ankam, hervorzuheben, wie frithe schon
dieselben den jungen Doktor Klein beschéftigt
haben.

Im Winter 1870 entstand aber noch eine

weitere gemeinsame Arbeit mit Lie: es ist die
uber die Haupltangenlenkurven der Kummer-
schen Fliche. Lie hatte sie zunichst als algebrai-
«he Kurven 16. Ordnung gefunden, wihrend
Kilein in den DBeziechungen dieser Flache zu dem
System der konfokalen Komplexe zweiten Grades
die Moglichkeit erkannte, alle ihre Singularitilen
nnd charakteristischen Zahlen im Sinne von
('ayleys Erweiterung der Pliickerschen Formeln
fiir ebene Kurven auf den Raum, sowic dic Lxi-
stenz von sechs ausgezeichneten Haupttangenten-
kurven 8. Orvdnung und Klasse zu erkennen, eine
Arbeit, die noch im Dezember 1870 in den
Monatsberichten der Berliner Akademie erschien.
U'nd die zicrlichen .\rabesken. welche diese Kur-
ven innerhalb der Systeme der parabolischen
Kurven der Fliche hilden, wurden von ihm spiter
als Ornament fiir cin Ballkleid seiner - Braut
Anna Hegel, einer Tochter des bekannten Histo-
rikers K. Hegel, die er noch in Erlangen als Fran
in sein Heim einfiithrte, verwandt.

Klein besal iiberhaupt ecin durch die liebeus-
wiirdigsten Umgangsformen unterstiitztes reiches
geselliges Talent, das er in Gottingen und Erlan-
gen gern unter den Kollegen verwandte. In Er-
langen demonstrierte er sogar cinmal die fir das
von ihm dort gegriindete mathematische Seminar
angeschaffte Thomassche Rechenmaschine, wozu
auch die Frauen der Kollegen eingeladen waren.
Nicht alle gelangten aber zu gleichem Verstind-
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nis, und einer der Ilerren glaubte sogar ans dem
Vortrage den Schlub zichen zu konnen, dal
Mathematik iberhaupt keine Wissenschaft sei, da
sie auch mittels ciner Maschine hervorgebracht
werden konne.

Man wiirde aber eine unrichtige Vorstellung
von dem jungen Professor gewinnen, wenn man
ihn in Riicksicht auf seine originelle, in alle
Formen der tiglichen Iirlebnisse hineinragende
mathematische Ideenbildung ausschlieBlich mit
rein  mathematischen Gedanken beschiftigt an-
sehen wollte. Wirkte dem schon entgegen scine
physikalische Schulung als Assistent Pliickers, so
war er selbst auch in Lrlangen cifrig bemiiht,
gegen die Ubermacht des mathematischen Den-
kens ein Gegengewicht zu finden. So arbeitete
er anatomisch unter dem Zoologen E. Selenka.
und mit dem befreundeten Botaniker M. Reefl bot
das Studium der niedersten pflanzlichen Organis-
men ein vielseitiges Interesse. .

Noch im Januar 1871 habiliticrie sich Klein
iu  Gottingen. ,,Jeh  hatte auBerordentliches
Glick bei der Habilitation®, schrieb er unmittel-
bar danach an Nather. Von der Vorlage einer be-
sonderen Habilitationsschrift sah die Fakultit an-
wesichts seiner hervorragenden Arbeiten ab, und
der ganze Akt, bei dem er Modelle von Komplex-
{lichen als Thema einer Probevorlesung zu be-
sprechen hatte, klang in die warme Anerkennung
aus, die ('lebsch dem jungen. so viel versprechen-
den Dozenten zollte. Noch in den Wintermonaten
hielt er mit einigen Studierenden geometrische
{'bungen ab, fiir den Sommer hatte er ncben cinem
zweistiindigen Publikum itber Komplexe einc
vierstiindige Vorlesung iiber theoretische Optik
angezeigt in der Absicht. dieselbe nicht in aus-
schlieBlich abstrakt mathematisechem Sinne, sou-
dern mit fortwihrender Bezichung aul die wirk-
lichen Erscheinungen zu  halten. An derselben
nahmen neun Horer teil: unter den damaligen
Frequenzverhaltnissen cine sehr befriedigende An-
zahl1). i

Das Jahr 1871 ist nun merkwiirdig durch die
eroBe Zahl von Arbeiten Kleins, von denen fast
jede bedcutungsvoll fitr seine spitere Entwicklung
ceworden ist. Die Note in den Gottinger Nach-
richten vom August ,,U'ber die sogenannte Nicht-
lsuklidische Geometric® betont zuniichst, daf es
sich nicht um die philosophischen Spekulationen
handelt, welche zum Teil zu den Arbeiten von
(rauf, Lobatscheffskij, Bolyai und insbesondere
zu den Betrachtungen von Riemann und Helm-
holtz hingeleitet haben, sondern will die mathe-
matischen Resultate, insoweit sie sich auf dic
Parallelentheorie bezichen, einem  allgemeineren
Verstindnis durch den Nachweis deutlich machen,

1) Die Zahl der Ilorer war in den sechziger Jahren
bei mathematischen Vorlesungen immer nur gering:
einzelne Dozenten haben gelegentlich vor 1—2 Hérern
vorgetragen. Zu der Vorlesung von Clebsch iiber Abel-
sche Funktionen (Winter 1872) fanden sich dagegen
fast 70 ein.
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daB die projektive MaBbestimmung, welche Cayley
1859 im sixth memoir upon quantics (Phil. Trans-
act. 149) in bezug auf eine Fundamentalkurve
zweiter Ordnung in der Ebene konstruierte, bei
geeigneter Ersetzung durch eine Fundamental-
fliche zweiter Ordnung je nach der Natur der-
<elben nicht nur ein Bild oder eine rein mathe-
matische Transformation der verschiedenen Paral-
Jclentheorien ist, sondern das innere Wesen der-
scelben aufdeckt. Indem Klein die Unterscheidung
der Unendlichkeit des Raumes von seiner Unbe-
orenztheit nach Riemann sich zu eigen macht, er-
hiilt er mittels der Verallgemeinerung der Cayley-
schen Untersuchung fur den Raum und cines
prinzipiellen Mafbegriffes die drei Geometrien,
welehe hinfort als elliptische, hyperbolische und
parabolische in der Wissenschaft auftreten, und
die nicht nur, wie bei Cayley, mathematische
Interpretationen der Euklidischen Geometrie sind,
sondern unabhingig davon ihr eigenes selb-
stindiges Wesen darlegen.

Neben diesen Gedanken, deren prinzipielle Ge-
stalt hier wohl noch einmal historisch hervor-
zchoben werden durfte, beschiftigten ihn gleich-
zeitig noch viele andere. Die an C. Jordans
traité des substitutions ankniipfende Arbeit
.Uber eine geometrische Reprisentation der Re-
solventen algebraischer Gleichungen®“ vom Mai
1871 (Math. Annalen IV, S. 346) geht von dem
Gedanken der durch kontinuierliche vermittelten
diskreten Gruppen aus. Danach deckt sich die
taloissche Theorie der (allgemeinen) Gleichung
nten (Frades mit der der Invarianten und Kovari-
anten von n Elementen im Raum von n—2 Di-
mensionen derart, daB den Vertauschungen der
Wurzeln untereinander die linearen Transfor-
mationen dieses Raumes entsprechen. Schon dort
wird im AnschluB an das Vierseit in der Ebene,
das Sylvestersche Pentaéder der Fliche dritter
Ordnung, auf die allgemeine Gleichung vierten
und fiinften Grades hingewiesen und die von
C. Jordan behandelte Theorie der Wendepunkte
der allgemein ebenen Kurve dritter Ordnung
dargelegt. Weit wichtiger aber wird die geo-
metrische Repriasentation der allgemeinen Glei-
chung sechsten Grades, welche die Wurzeln durch
sechs gegenseitig in Involution liegende lineare
Komplexe darstellt und zu Resolventen zehnter
und fiinfzehnter Ordnung fiithrt. So treten hier
die Anfinge von Kleins spiteren grollen Arbeiten
itber die Gleichungen siebenten Grades bercits im
Keime hervor.

Die Goéttinger Nachrichten von 1871 (S. 44)
greifen nochmals auf die Haupttangentenkurven
der Kummerschen Fliche zuriick. An die Stelle
der fritheren geometrischen Uberlegung tritt jetzt
ein neues Moment, die wirkliche Integration der
Differentialgleichungen dieser Kurven, die nach
Analogie der elliptischen Koordinaten sich aus-
fithren 1iBt.

Und endlich ist noch der Note vom Juni 1871
(in den Math. Annalen IV) zu gedenken iiber
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den Zusammenhang der Mechanik starrer Kérper
mit der Liniengeometrie. Hier wird zunachst dic
schon von Pliicker erkannte ldentitiit des Null-
systems von von Staudt und A. F. Mébius mit dem
linearen Komplex hervorgehoben, und der Satz.
daB die konjugierten Geraden des Iomplexes sol-
che sind, nach denen Irifte resp. unendlich
kleine Rotationen auftreten 1uiissen, wenn sic
mit einem gegebenen Kraftsystem resp. einer pe-
gebenen unendlich kleinen Rotation iquivalent
sind. Sodann werden nach Pliicker die 6 Koordi-
naten der Geraden den Intensitiiten einer Kralt
resp. einer unendlich kleinen Rotation proportional
gesetzt, womit deren Komponenten und Drehunes-
momente bestimmt sind. Und nun setzen siclt
Krifte und Rotationen zusammen durch Addition
dieser Koordinaten. Geniigt ein so entstandenes
System von 6 Xoordinaten der Pliickerschen
ldentitit, so kann es durch cine linzelkraft resp.
durch eine unendlich kleine Rotation ersetzt wer-
den. Der physikalische Zusammenhang zwischen
Kriften und unendlich kleinen Bewegungen aber
wird durch die Arbeit bezeichnet, welche das ge-
gebene Kraftsystem bei ciner gegebenen unend-
lich kleinen Bewegung leistet. Ist diese Arbeit
Null, so liBt sie sich in dualistischer Weise auf-
fassen, denn die homogene lineare Gleichung
zwischen den Koordinaten des Kraftsystems
stellt dann eine unendlich kleine Rotation vor.
und umgekehrt wird durch cine solche Gleichune
zwischen den Xoordinaten einer unendlich klei-
nen Bewegung ein Kriftesystemn bestimmt, so dal
es sich um die durch den Arbeilshegriff vermit-
telte Involution linearer Komplexe handelt. Dies.
an und fiir sich schr e¢infachen Bemerkungen sind
spater im Sinne einer cigentlichen Dynamik von
R. 8. Ball ausgebildet; sic durften hier wohl nicht
iibergangen werden, da siec die Veranlassung zu
. Lindemanns Dissertation iiber ,,Unendlich
kleine Bewegungen und Kraftsysteme bei allge-

meiner projektiver MaBbestimmung® gegeben
haben.
Fiir den Winter 1871 hatte Alein als Vor-

lesung angezeigt: ,,Uber die Wechselwirkung der
Naturkrifte und das Gesetz von der Erhaltune
der Kraft“, vierstiindig (auBlerdem geometrische
Ubungen), ein Zeichen, wie <eine Interescen
immer noch zwischen Physik und Mathematik
hin- und hergingen. AuBerdem beschiaftigten ihn
vielfach allgemeine Fragen, so namentlich dic
Bildung eimner Mathematikervereinigung, deren
Zweck nicht so sehr in akademischen Vortrigen.
sondern in der durch den gegenseitigen Verkehr
ermoglichten Aussprache iiber gemeinsame Inter-
essen der Forschung bestehen sollte. Sie kam
freilich erst Ostern 1874 in Gé&ttingen zustande.
Aber daB es seit der Naturforscherversammluni
zu Heidelberg 1889 zur Bildung der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung kam, die gegenwirtig
770 Mitglieder zdhlt wund eine groBe wissen-
schaftliche Tiatigkeit entfaltet hat, wird man
jedenfalls auch diesen ersten Anregungen Kleins
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zu danken haben, die in den ,,Bremer Beschliis-
sen' 1890 feste Gestalt gewanneuw.

Das Jahr 1872 ist wieder durch einen Reich-
tum an neucn Gedanken ausgezeichnet. Da st
szunidchst der fir die Liniengeometrie fundamen-
tale Satz (Gottinger Nachrichten Mirz 1872) zu
crwihnen, dal jeder Linienkomplex durch eine
(leichung K =0 zwischen seinen Plitckerschen
Linienkoordinaten dargestellt werden kann, weil
aus ciner Mannigfaltigkeit von n > 4 Dimen-
sionen, aus der durch eine quadratische Glei-
chung P’ = 0 eine M, ausgeschieden ist, jede in
der letuteren enthaltene M, o durch eine weitere
Gileichung ausgedriickt werden kann, falls nicht
alle finfreihigen Unterdeterminanten von P gleich
Null sind. Der Beweis wird durch Abbildung von
I’ = 0 gefiihrt; iiherhaupt hat sich Klein in jener
Zeit viel mit der algebraischen Abbildung von
Komplexen beschiftigt. — Auch der Plan zu
cinem Lehrbuch der Liniengeometrie, der aller-
dings nie ausgefithrt wurde, ist damals sehon ent-
worfen. Und in einem Briefe an Ndither vom
13. Mirz 1872 berichtet cr schon iiber die fiiuf
Typen der Flichen dritter Ordnung, die er nach
ihrem Zusammenhang mit den fiin{ Klassen von
L. Schldfli  entsprechend findet und zugleich
tibersichtlich durch Modelle darzustellen wuBte.
Diese Bemerkungen deuten schon auf die in den
Math. Annalen VI, 1873, verdffentlichte Arbeit
iiber Fliachen dritten Grades hin, in der Uber-
legungen. die bisher nur fiir Kurven in der Ebene
verwandt waren, im Sinne der Analysis situs
bhenutzt wurden, sowie auf die merkwiirdige aus
dem Jahre 1876 stammende ,,Neue Relation zwi-

~chen den Singularititen einer alecbraischen
Kurve®.

Die bereits vom November 1871 datierte Ar-
heit von  Lie:  .Uber Komplexe, insbesondere

Linien- und Kugelkomplexe mit Anwendung auf
partielle Differentialeleichungen®, welche im leb-
haftesten Verkehr mit Klein entstanden war und
manche Gedanken dessclben in sich aufgenommen
hat, erschien 1872 im Band V der Math. Annalen,
N. 145, Sie enthidlt neben den Grundziigen einer
Differentialgeometrie  der Liniengebilde insbe-
sondere den merkwiirdigen und vollig neuen Zu-
sammenhang zwischen Linien- und Kugelgeo-
metrie, derart, daB den ITaupttangentenkurven der
ersten Geometrie die Kriimmungslinien der zwei-
ten entsprechen. Ilieran schloB sich die ebenfalls
schon im Oktober 1871 eingereichte rbeit von
Klein iiber Liniengcometirie und metrische Geo-
metrie, dio in viel weiterem Umfange, wic z. B.
in den gleichzeitigen Untersuchungen von Dar-
howx iiber Orthogonalsysteme in hoheren Riumen,
den Zusammenhang zwischen der Liniengeometrie
und der metrischen Geometrie eines Raumes von
vier Dimensionen, resp. der Geometrie des line-
aren Komplexes und der metrischen Geometrie
des gewohnlichen Raumes begriindet.

Hier findet sich zuerst die Auffassung der
Liniengeometrie als Geometrie einer quadrati-
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schen Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen im
Raum von fiinf Dimensionen. Aber noch mehr.
Die metrische Geometrie eines Raumes R,_, von
n—1 Dimensionen 148t sich als stereographische
Projektion der Geometrie auf einer im niachst
hoheren Raume R, gelegenen |, Fliche® oder
Mannigfaltigkeit zweiten Grades M;_, anschen.
wobei nun im Raume R, _, als Fundamentalgebilde
cine M4, auf der Mi—l aber der gewihlte Pro-
jektionspunkt als solchies auftritt. Den linearen
Transformationen des R, _;, bel denen das Fun-
damentalgebilde M, % ungeindert bleibt, ent-
sprechen dann  dicjenigen Transformationen des
Rn, welche die gegebene | Fliche® M,f_l
ihren Projektionspunkt nicht dndern.

Und nun zeigt sich, wie es moglich wird, dic
Lehre von den Kriimmungslinien und Orthogonal-
systemen auf Liniengeometrie zu iibertragen, wo-
bei sich zugleich die Bestimmung der Haupt-
tangentenkurven einer grofien Zahl von Flichen
crgibt.

In dem weiteren Aufsatze ,,Uber gewisse in
der Liniengeometrie auftretende Differential-
gleichungen® wird dagegen fiir Komplexe zweiten
(irades mit gemeinsamer singulirer Fliche mit
ILilfe der elliptischen Koordinaten Jacobis eine
vanze Reihe von Integrationsproblemen erledigt.
No fiir den allgemeinen Komplex zweiten Grades
die Aufgabe 1. diejenigen Kongruenzen, deren
Geraden Haupttangenten ihrer Brennflichen
sind, 2. die von den Linien der zwei solchen
Komplexen mit derselben singuliren Fliche ge-
meinsamen Kongruenz umhiillten Kurven zu be-
stimmen, nebst anderen Erweciterungen.

Fiir den Winter 1872/73 hatte Klein beab-
sichtigt, ecine Vorlesung iiber analytische Geo-
metrie des Raumes zu halten. Da kam der Ruf
als ordentlicher Professor der Mathematik nach
rlangen, der 1ihn, der von allen wohl am tiefsten
in die Forschungen von Staudts ecingedrungen
war, zu dessen, wenn auch nicht unmittelbarem
Nachfolger machte. Aber schon am 7. November
crlag Clebsch zu allgemeiner Bestiirzung einer-
tiickischen Krankheit. Tief erschiittert reiste
Klein wieder nach Gottingen, und seine Be-
mithung ging zunichst dahin, dem hochverehrten
Lehrer und Freunde ein literarisches Denkmal zu
setzen. So entstand der ., Versuch einer Dar-
legung und Wirdigung der wissenschaftlichen
Leistungen von ('lebsch von seiten einiger seincr
Freunde®. Zu demselben lieferten Referate iiber
die Avbeiten von Clebsch in der mathematischen
Physik, den partiellen Differentialgleichungen
und der Variationsrechnung, der Geometrie, der
Abelschen Funktionen und ihrer Verwendung in
der Geometrie der Kurven und Fliachen, der Ab-
hildung der algebraischen Flichen und der In-
variantentheorie die Mathematiker des ganzen
Kreises, der sich um Clebsch als Mittelpunkt ge-
bildet hatte, die Herren K. von der Muhll, A.
Mayer, J. Liiroth, A. Brill, M. Nither, P. Gordan.

undl
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wilirend die Verarbeitung derselben zu einer ein-
heitlichen Fassung schlieBlich nach einer gemein-
samen Besprechung in Gottingen (Weihnachten
1872) die Hauptaufgabe von Klein wurde.

Gleichzeitig wurden die hinterlassenen Manu-
skripte von Clebsch geordnet, und es entstand
die Absicht, seinen Schiiler IF. Lindemann zur
Bearbeitung der Vorlesungen iiber Geometrie zu
veranlassen.

Aber damit waren Kleins Bemiithungen noch
nicht erschopft. Es handelte sich ganz wesent-
lich darum, durch einen neuen, mit dem Teubner-
schen Verlage abzuschlicBenden Vertrag iiber die
Redaktion der Mathematischen Annalen fiir die
in bedringter Lage zuriickgebliebene Witwe von
Clebsch Mittel zu schaffen, und gleichzeitig
wurde zu diesem Zwecke die Aufforderung zu
tfreiwilligen Beitrigen an seine Schiiler und
Freunde gerichtet. Auf diese Weise gelang es.
nebst der von der Universitat gegebenen Unter-
stiitzung ein Kapital zu bilden, das zur Erziehung
der vier Schne von Clebsch ausreichen konnte.
In die Redaktion der Mathematischen Annalen
traten neben C. Neumann nun Gordaen und Klein
ein, so daB dieser sie jetzt seit 46 Jahven ge-
fithrt hat.

Mit der Erlanger Professur beginn! eine neue
Periode in Kleins Leben, deren Ergebnisse hier
nicht weiter verfolgt werden konnen, doch seien
noch einige allgemeine Bemerkungen gestattet.

Die ausgezeichneten Eigenschaften des jugend-
lichen Dozenten zeigten sich zunéchst in der un-
gewohnlichen Vielseitighkeit seiner Begabung, dic
zu schildern versucht wurde. Man erkennt sein
divinatorisches  wissenschafiliches  Taktgefiihl.
die Originalitit seiner Konzeptionen, seine merk-
wiirdige Fihigkeit, iiberall an den Untersuchun-
wven anderer gerade den Punkt zu entdecken, der

mit seinen eigenen Gedanken in Verbindung
stand. So war fiir Klein eine Fruchtbarkeit der
Produktion maoglich, welche denen, die jede

matheématische Abhandlung erst vom Aunfang an
studiert haben muBten. versagt bleiben konnte.
Gleichzeitig besall er die Gabe, jeden seiner
Schiiler auf das Thewa hinzuweisen, das dessen
besonderer Begabung und Entwicklung entsprach.
No regte er (. Weiler aus Stifa, der als Schiiler
von W. Fiedler in Ziirich den Gebrauch homo-
wener Koordinaten und des Dualititsprinzips
gritndlichst kennen gelernt hatte, zur syste-
matischen Bearbeitung der Komplexe zweiten
Grades an; ein anderes Beispiel gibt A. Harnacks
Arbeit iiber die Verwendung der elliptischen
Funktionen in der Geometrie der Kurven dritter
Ordnung, der sich schon unter F. Minding in
Dorpat in die Analysis eingearbeitet hatte. Und
auch aus etwas sproderem Stoffe wulte Kleins
[nitiative Funken zu schlagen; so bhei L. Wede-
Jind, dessen Arbeiten iiber das komplexe Doppel-
verhiiltnis bei Klein selbst schon die Theorie des
Tkosaeders vorberciten sollten.-
Im personlichen Verkehr- aber

mit seinen
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Schiilern streute er dic Goldkorner seines reichen
Talentes aus, unbekiimmert um den Gebrauch.
den sie spiter davon machen konnten, denn er
war nicht der engherzigen Ansicht solcher, die in
ihren Schiilern nur spiatere KXonkurrenten zu
sehen geneigt waren.

Aber Klein beschiftigte sich nicht nur etwa
mit den besonders Begabten. Thm lag vor allem
am Herzen die Erzielung tieferen Wissens bel
allen denen, die einst auf den Gymnasien und
Realschulen die Mathematik zu lehren haben
witrden. Wie man wissenschaftlich arbeiten lerne,
das zu zeigen sei die Hauptaufgabe des Dozenten,
fithrte er schon in Krlangen in seiner Rede zum
Tintritt in die Fakultit aus, und dazu sei nichts
wirksamer als die den Abschlul der Universitiits-
studien bezeugende Ausarbeitung einer Disser-
tation unter sachgemiBer Leitung des Lehrers.
die ihren Erfolg auch dann nicht ver{fehlen werde,
wenn sie etwa die einzige hohere Leistung des
Betreffenden bleibe.

Und dieser Zweck bestimmte auch die Form
seiner  Vorlesungen.  Absolute Vollstindigkeit
wird immer dazu fithren, dall der Inhalt in den
Anfangsstadien stecken bleibt und die Hérer er-
miidet; daher suchte er iiberall darauf hinzu-
wirken, daB an der Hand der reichlich gebotenen
literarischen Nachweise dieselben zu eigener Ver-
tiefung in solche Fragen angeleitet wurden, die
in der Vorlesung selbst nur im allgemeinen durch
anschauliche Tdeen bezeichnet waren.

Diese cinfache Skizze darf aber nicht ohne ein
Wort des herzlichsten Dankes schlieBen, der alle
Schiiler Kleins crfiillt, und dessen auch der Ver-
fasser verehrungsvoll gedenkt. Die zwischen Klein
und ihm im Winter 1868/69 entstandenc Bekannt-
schaft fand schon Ostern 1869 ihr Ende, als der
letztere in den Schuldienst iibertrat. Als er sich
zum Winter 1872 entschlof, zu weiterem Studium
wieder nach Gottingen zu Clebsch, der damals
auf der Hohe scines Ruhmes stand, zuriickzu-
kehren, erfuhr er, daB Klein und Lies W-Kurven
in naher Bezichung zu seincr eigenen kleinen, aus
der Lcktiire von Chasles’ traité de géométrie
supérieure entstandenen Arbeit standen. In der
liebenswiirdigsten Weise nahm Klein seine Lnt-
schuldigung entgegen, das ganz iibersehen zu
haben, und forderte ihn auf, nach Erlangen zu
kommen, da der Aufenthalt in Gottingen nach
('lebsch’ Tode keinen Zweck mehr haben konnte.
Dort hatte er das Gliick, wihrend fast 4 Monaten
taglich mit dem ausgezeichneten Freunde zu ver-
kehren, an seinem Beispiel zu lernen. Seitdem
haben, je mehr Kleins Gedanken sich den grofien
Fragen der Riemann-Weierstrafischen Funktio-
nentheorie und der universellen Beherrschung der
gesamten Mathematik zuwandten, viele andere dic
gleiche Forderung ihres Strebens gefunden. Sie
alle werden jetzt den Jubilar verehrungsvoll be-
griifen mit dem Wunsche, daB die unvergleich-
liche Elastizitit seines Geistes ihm noch lange
erhalten bleibe, und so wird dieser siebzigste Ge-
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burtstag aufs neue in schonster Weise bestitigen,
welchen Segen die Wirksamkeit eines deutschen
Professors weithin verbreitet hat.

Klein und die Mathematik der letzten
finfzig Jahre.
Von Prof. Dr. W. Wirtinger, Wien,

Inter arma sileut musae. Von Herzen hitte ich
gewiinscht, dall wir in ruhiger und ungetriitbter
Betrachtung uns die Wurzeln, die Vorbedingun-
gen, die treibenden Krifte von Kleins Wirksam-
keit hatten vor Augen fithren konnen, und das
Unterscheidende und Gemeinsame mit andercn
groflen Gelehrtennaturen uns zum Bewulbtsein
bringen. Dsgs Schicksal hat es anders gewollt. Nach
den wechselvollen Ereignissen der letzten Zeit
suchen nicht nur die Staaten, nein, sucht iiber-

haupt die menschliche Gesellschaft nach neuen
Formen und nach neuer Ordnung fiir die im

Grunde immer gleichen Triebe des Kinzelwesens.
Eine Welt ist in Triimmer gegangen und wir
miissen uns eine neue aufbauen. Ich meine nicht
unsere Wissenschaft, denn was wir in der Monar-
chie bewiesen haben, bieibt auch in der Republik
wahr. Vielmehr denke ich dabei an die ganze
Stellung der reinen Wissenschaft in der kiinfti-
gen  Gesellschaftsordnung,  deren  Umrisse  wir
langsam heraufkommen sehen.

Ks ist mir nicht zweifelhaft, dal wir mehr
ols bisher die Notwendigkeit und die Bedeutung
unserer Wissenschaft offentlich vertreten miissen,
und zwar mit Griinden, welche anch dann noch
ihre Tragkratt behalten, wenn siec nicht mehr
durch iiberlieferte Werturteile iiber Kultur-
formen mehr gefiihlsmiflig gestiitzt werden. Wir
werden vielmehr in einleuchtender Weise weite-
ren Kreisen klarlegen miissen. dal unsere Wissen-
schaft und ihre Lehre auf dem Wege des Fort-
schrittes der menschlichen Entwicklung ein For-
derer und Wegweiser ist, der Pflege und Geltung
reichlich lohnt. Fiir den Mathematiker selbst ist
die Wissenschaft gewiB ebenso Selbstzweck, wic
fiir den Kiinstler die Kunst. Dic Losung der
Spannungen, welche die ungeloste Aufgabe bietet,
die durch diese gewonnene Herrschaft iiber dic
Begriffe und endlich die Macht, welche die Ein-
sicht oft auf dem Gebiete der Wirklichkeit gibt,
sind dem Fachmann geistige Bediirfnisse, denen
er sich nicht entziehen kann. Aber das sind
innere Erlebnisse, die der Mitteilung bediirfen.
um auch in andern wirksam zu werden, einer
Mitteilung, fiir welche die Empfinger viel mchr
eigenartige Vorbedingungen erfiillen miissen, als
fiir die kiinstlerische. Man kann es auch ver-
stchen, daB die Mitteilung eincs solchen innercn
Erlebnisses fiir manche unter den grofiten mechr
cine listige Pflicht war, da ja das Hauptziel, die
cigene Klarheit, schon erreicht war.

Klein hat niemals mit der Mitleilung seiner
Ergebnisse gekargt und auch die Wege, auf denen
er vordrang, hat er immer offen dargelegt. Seine
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Antinge kamen von Pliieler und von Clebsch, von
denen der erste ein Meister der Anschauung, der
zweite cin ebensolcher des Kalkiils war, und dic

Architektur der Algebra geradezu kiinstlerisch
hendhabte.  Der erste wird vielleicht durch die
Freude an der Gestalt, der zweite durch die

Durchsichtigkeit der Darstellung und die Fihip-
keit, weitumfassende Gedankenkreise fruchthar zu
verbinden, fiir Klein bhesonders forderlich ge-
wesen sein, beide aber durch die Begeisterung.
mit der sic ihrer Wissenschaft lebten. In der Tat
fallt es schwer. scine weitere Entwicklung an die

streng systematische und in dieser Zeit — Ende
der sechziger Jahre — noch mit der Gestaltung
des sproden  Stoffes ringende Weierstralische

Richtung anzuschliefen, fiir welche die Erledi-
gung eines bestimmien PProblems an und fiir sich
cine grundlegende Forderung bildete, wihrend
Klein dic Wechselbeziehungen verschiedener Teile
der Mathematik besonders lebendig und frucht-
bar zu machen verstand. Das zeigt sich schon in
der ersten Periode seiner Wirksamkeit, die man
von 1869 bis etwa 1874 rechnen kann und deren
Hauptleistungen die Arbeiten zur Nichteuklidi-
schen Geometric und das Erlanger Programm von
1872 sind, das unter dem Titel ..Vergleichende
Betrachtungen iiber einige neuere geometrische
Forschungen* den Begriff der Gruppe als ord-
nendes und zusammenfassendes Prinzip in der
Greometrie aufweist und daritber hinaus die neuen
Probleme, die daraus entspringen, skizziert. Es
ist interessant, -daB das uns heute so gelaufige
Wort ,.Gruppe bei Klein selbst 1871 im Titel
ciner mit Lie zusammen verfaliten Arbeit noch
umschrieben wird mit dem Worte geschlossenes
System von Transformationen. Aber dariiber be-
richten ja andere in diesem Hefte ausfiihrlicher.
Zum ersten Male erscheint 1874 der Name Rie-
manns im Titel der Arbeit ..Uber eine neue Art
Riemannscher Flichen®. Hier wird fiir reelle Tan-
genten der Berithrungspunkt, fiir imaginire aber
der einzige reelle Punkt derselben als Bild des
Kurvenpunktes resp. der Stelle des algebraischen
Gebildes aufgefaBt. Das  Dualitdtsprinzip, dic
Staudtsche Tmagindrtheorie, die allgemeine Auf-
fassung der Riemannschen Mannigfaltigkeit mit
ciner quadratischen Differentialform sind hier mit
cinemmal in der einfachsten Weise in Beziehung
gesetzt und fiir die recllen Ziige algebraischer
Kurven, also anschauliche Fragen verwertet.

Der Name Riemann kehrt seither immer wie-
der, und es hat wohl kein Mathematiker soviel
{iir das Verstindnis und die ¥Fruchtbarmachung
von dessen ldeen getan, wie gerade Klein. Dic
Durchdringung und Verbindung der urspriing-
lichen Riemannschen Gedanken mit allen den Ge-
cichtspunkten der Invariantentheorie, der Zahlen-
theorie und Algebra, der Gruppentheorie, der
mehrdimensionalen Geometrie, sowohl auf dem
(tebiete der Abelschen Funktionen als auch auf
den eigensten Gebieten Kleins, den Modulfunktio-
nen und den antomorphen Funktionen gehort zu
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seinen groften Erfolgen. Die zahllosen Arbeiten.
die im Anschlufl daran entstanden sind, beweisen.
‘wie stark das Interesse war, das sie erweckten.
Cr hatte hier noch die besondere Genugtuung,
die weittragenden und wichtigen Sitze, die er in
den achtziger Jahren zum Teil auf intuitivem
Wege gefunden, zu Beginn dieses Jahrhunderts
bewiesen und weiter ausgestaltet zu sehen. Der
Anteil Kleins an diesen Arbeiten ist ein sehr
grofer. Die meisten von ihnen hat er mit den
Verfassern ins einzelne durchgesprochen, und bei
den Korrekturen einen ausfiithrlichen Brief-
wechsel mit ihnen gefiihrt. Er hat seine Schiiler
nicht blo in den Gegenstand, sondern auch in
die Kunst der Disposition und die wissenschaft-
liche Ausdrucksweise iiberhaupt eingefiihrt. Das
‘kam auch den ,,Mathematischen Annalen“ zugute,
an deren Redaktion er seit 1873 in hervorragen-
der Weise beteiligt war. Der Grundsatz, von dem
er selbst sagte, daB die Redaktion der Annalen
von Anfang an bewuBt daran festgehalten habe.
an keiner einzelnen Richtung innerhalb der
mathematischen Wissenschaft einseitig festzuhal-
ten, sondern allen Leistungen, welche neu und
bedeutend scheinen, des Inlandes wie des Aus-
landes, bereitwilligst die Spalten der Zeitschrift
‘zu 6ffnen, hat die Annalen zu ciner der vornehm-
sten und unentbehrlichsten Quellen gemacht fiir
jeden, der sich dieser Wissenschaft widmet. Bis
etwa 1894 war so die Tiatigkeit Kleins der For-
achung, der Lehre und der mathematischen Lite-
ratur im engeren Sinne gewidmet. Nun aber
tritt eine neue Seite seiner eigenartigen Begabung
ans Licht: die Vertretung der Wissenschaft und
ihrer Interessen nach auBen hin. Diese Tiatigkeit
bheginnt mit der Weltausstellung von Chicago, dem
Evanston Colloquium und dem Vortrag iiber
Riemann auf der Wiener Naturforscherversamm-
lung 1894. Es folgt eine lange Reihe von Vor-
tragen iiber wissenschaftliche und Uunterrichts-
fragen, iiber das Verhiltnis der Universitit zur
Technischen Hochschule, iiber das Verhiltnis der
Mathematik zu den Anwendungen und vieles
andere, woriiber ja auch Berufenere hier im Zu-
sammenhang berichten. Insbesondere sei hier
gleich auf die Titigkeit Kleins in der internatio-
nalen Unterrichtskommission und den deutschen
\usschiissen fiir mathematischen Unterricht hin-
-gewiesen.

Aber zugleich damit tauchte ein Unternehmen
auf, welches sich die Darstellung der gesamten
Mathematik und ihrer Anwendungen vom Be-
ginn des 19. Jahrhunderts an zum Ziel setzte. ein
richtiges Sidkularwerk, die Enzyklopadie. Ur-
spriinglich von Burkhardt und F. Meyer als Wor-
terbuch geplant, wurde in den vorbereitenden Be-
ratungen iiber Antrag Dycks jenes weitere Pro-
gramm gestellt, mit dem Ziele, dadurch ein Ge-
<amtbild der Stellung zu geben, die die Mathe-
matik in der heutigen Kultur einnimmt. Hier war
es Klein, der zusammen mit Dyck von allem An-
fang an dem Unternehmen seine ganzen person-
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lichen Beziehungen, seine umfassenden wissen-
sehaftlichen Interessen und groBes Organisations-
talent mit voller Hingebung widmete. Ir selbst
hat auber ausgedehnten vorbereitenden Avrbeiten
und eingehender Teilnahme an den cinzelnen Bén-
den hesonderes Verdienst durceh die Durchfithrung
und Vollendung des vierten. der Mechanik gewid-
meten Bandes. Und wenn wir damit heute noch
nicht zu Ende sind. so ist das zum guten Teil auch
dem Umstand zuzuschreiben, daB durch das Er-
scheinen handlicher. bis auf die neucste Zeit fort-

eefithrter Darstellungen der Einzelgebiete dic
jiingere Generation fiir ihre Arbeit eine feste

Grundlage und cine michtige Anregung zu neuer
Forschung erhielt.

Und nun lassen Sie mich wieder zu den all-
gemeinen Betrachtungen der Einleitung zuriick-
kehren. Alein hat uns. und damit noch vielen
nach uns, dic mannigfachen Spannungen und
ihre Losungen an mathematischen Problemen mit-
erleben lassen und mit deren Mitteilung niemals
gekargt. Das werden in erster Linic die Mathe-
matiker zu wiirdigen wissen.

Aber auch als unentbehrliche Vorarbeit zur
gedanklichen TErfassung eines physikalischen
Welthildes bewiihrt sich die Mathematik aufs
neue. wenn die ordnenden Ideen der Gruppen-
theorie gerade jetzt wieder in der allgemeinen
Relativititstheorie, die ja geradezu ein invarian-
tentheoretisches Problem ist, ihre Kraft bewiah-
ren und Klein selbst hier riistig mitschafft.

Das geistige Machtmittel, welches die Wissen-
schaft gegeniiber der Wirklichkeit gibt, hat er in
vielen Anwendungen gefordert und zur Geltung
gebracht. Die Enzyklopadic liefert dafiir reichlich
die Belege im cinzelnen.

Noch weiter itber den Kreis der Mathematiker
Linaus greift aber die Wirkung der Mathematik
in Unterricht und Erziechung. Gerade hier wer-
den wir Kleins Arbeit zu verwerten und hoffent-
lich noch recht lange unter seiner eigenen Fiih-
rung fortzusetzen haben. um immer wieder den
Grundsatz zu vertreten, dal nur derjenige Mathe-
matik mit Erfolg lehren kann, in dem die Wissen-
schaft selbst lebendig geworden ist, dal nur die-
ser dem Schiiler als bleibendes Gut die Uberzeu-
gung mitgeben wird. dall das. was richtig gedacht
ist, auch wahr und darum eine notwendige Grund-
lage fiir verniinftiges Wollen und Iandeln ist.

Klein und die nichteuklidische
Geometrie!).
Von Prof. Dr. A. Schoenflies, Frankfurt a. M.
Als Klein im Jahre 1871 seinen ersten epoche-

machenden Artikel iiber die nichteuklidische Geo-
metrie veroffentlichte, stand er im jugendlichen

1) Von den Kleinschen Arbeiten kommen haupt-
siichlich in Betracht die in den Math. Ann. Bd. 4.
S. 573, Bd. 6, S. 112, Bd. 37, S. 544, Bd. 50, S. 583



Heft 17. ]
25. 4. 1919

Alter von 22 Jahren. Fiir die mathematische All-
tagswelt haftete einer Geometrie, in der das eukli-
dische Parallelenaxiom nicht gelten sollte, immer
noch eine Art paradoxen Beigeschmacks an. Gauf
hatte seine ausgedehnten Resultate, wie wir aus
einem Brief an Bessel wissen, bei seinen Lebzeiten
vollig zuriickgehalten; er scheue, schrieb er, das
Geschrei der Booter, wenn er seine Ansichten ganz
aussprechen wolle. Die Lehrgebiude, die Lo-
batschefsky schon 1829 und bald darauf Bolyai
errichtet hatten, waren infolgedessen zunichst
ziemlich unbeachtet geblieben; selbst auf die be-
vorzugten Kopfe iibten sie cine stirkere Wirkung
erst aus, als die Gaubischen ldeen aus seinem
1862 veroffentlichten Briefwechsel mit Schu-
macher bekannt wurden und alimihlich das
Schwergewicht des GauBischen Namens zu wir-
ken begann. Aber doch galt alles Nichteuklidische
fir die grofe Masse der Mathematiker immer
noch als etwas, was zwar durch seine merkwiirdige
Eigenart anzog, aber sozusagen jenseits der eigent-
lichen Mathematik existierte und ohne Beziehung
zu realen Problemen war. Ein Wandel entstand
crst, als Riemann und IHelmholtz die Kraft ihres
Genies an die Durchleuchtung der allgemeinen
Grundlagen der Geometrie setzten, und man er-
fuhr, wie sie die nichteuklidischen Auffassungen
in das Gesamtgebiet der Geometrie einordneten.
Doch war bei beiden die mathematische Betrach-
tung noch ziemlich stark mit spekulativen Gedan-
ken verquickt. Dies erleichterte denen, die Gauff
als Bioter gekennzeichnet hatte, die Angriffe und
die Skepsis und erschwerte so einen durchgreifen-
den Umschlag. Es bedeutete daher einen wich-
tigen Schritt vorwiirts, als Beltrami, nicht lange
vor dem Eingreifen Kleins, in den Raumgebilden
konstanter Kriimmung die Triiger eines greifbaren
Bildes der nichteuklidischen Theoreme aufdeckte;
indem er zeigte, daB deren geoditische Linien —
kurzgesprochen — die nimliche Geometrie be-
stimmen, wie die Geraden der nichteuklidischen
Riume.  Tmmerhin blieb aber die Frage offen.
ob es nicht einen ZirkelschluB bedeutet, wenn man
mit Begriffen, die durchweg aus dem Euklidischen
stammen, die Wahrheit und Folgerichtigkeit nicht-
cuklidischer Lehren ableitete!). Es ist eins der
ITauptverdienste Kleins, daB er die reinliche Aus-
gsonderung der spezifisch mathematischen Pro-
bleme und ihre Befreiung von allem metaphysi-
schen Beiwerk sowohl als notwendig, wie als mog-
lich erkannt hat; er hat der nichteuklidischen
Geometrie ecin volles und unbestrittenes Biirger-
recht in der Mathematik erkdmpft und siec zu

sowie das Vorlesungsheft iiber nichteuklidische Ceo-
metrie vom Jahre 1893.

Uber den allgemeinen historischen Werdegang vgl.
man Bonola, Die nichteuklidische Geometrie, iibers. v.
Licbmann, l.eipzig 1908.

1) Selbst Cayley meinte, trotz der v. Staudtschen
Einfilhrung des Zahlenraums sei wenigstens noch der
Schein  eines Zirkelschlusses vorhanden; Collected
papers (1889) Bd. 17, S. 605.

Nw. 1919,
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einem der reizvollsten und zugleich anwendungs-
reichsten Wissensgebiete erhoben.

Eine glinzende mathematische Phantasie mit
dem sicheren Blick fiir das Erreichbare verbin-
dend, von dem hohen Wert anschauungsmaBigen
Erfassens geometrischer Wahrheiten erfillt, zu-
gleich stark physikalisch interessiert und daher im
Rahmen der natiirlichen Problemstellungen blei-
bend, niemals dogmatisch, sondern stets realistisch
denkend, war Klein wie geschaffen, um im Bereich
der nichteuklidischen Tatsachen und Zweifel
klirend und reinigend zu wirken. Diesem seinem
mathematischen Naturell folgend, war er sich von
vornherein klar, daB es nicht Zweck der Mathe-
matik war, eine Entscheidung philosophischer
Fragen zu treffen. Sie hatte nur zu priifen, ob
das Parallelenaxiom eine Folge der iibrigen
Axiome ist oder nicht; die Frage nach seiner ob-
jektiven Geltung oder nach der Eigenart unseres
empirischen Raumes konnte und sollte sie nicht
vor ihr Forum ziehen. Zwar ist und war auch
Klein philosophisch interessiert. Er hat sich iiber
Ursprung und Wesen der Axiome ofters eingehend
ausgesprochen, aber stets von dem BewuBtsein ge-
tragen, daB den Mathematiker als solchen die be-
sondere Stellung, die er erkenntnistheoretisch ein-
nehmen mag, ebensowenig beeinflussen diirfe, wie
die Mathematik selbst. Der jugendliche Forscher
erkannte daher seine wissenschaftliche Aufgabe
ausschlieBlich darin, ein in sich konsequentes
Lehrgebiude jeder moglichen Geometrie aufzu-
bauen, die axiomatischen Voraussetzungen, deren
man dazu bedarf, mit aller Schiarfe und Deutlich-
keit herauszuschilen und sie in ihrer mathemati-
schen Tragweite zu priifen. Und er stand in dieser
Weise nicht nur dem Parallelenaxiom gegeniiber,
sondern auch den sonstigen axiomatischen Voi-
aussetzungen, und war bestrebt, sie eine nach der
andern zum Ausdruck zu bringen. Er muB in-
sofern als ein durchaus bhewuBter Vorginger der
allgemeinen  axiomatisch-geometrischen  Unter-
suchungsrichtung gelten!), die ungefihr 10 Jahre
spiter in voller Ausdehnung einsetzte; zuerst bei
Pasch und dann <piiter von Hilbert vervollkomm-
net und vollendét.

Die Eigenart des geistigen Schaffens, die wir
am Kleinschen Genius bewundern diirfen, trug
auf dem Gebiet der nichteuklidischen Probleme
von vornherein den Stempel notwendigen Gelin-
gens. Ich rechne dahin die immer allseitige und
umfassende Problemstellung, die sichere Intuition
fiir den inneren Zusammenhang scheinbar frem-
dester Einzelresultate, die leichteste Aneignung
und Durchdringung der vorhandenen Literatur
und ein glinzendes Geschick fiir ihre Verein-
fachung und gleichzeitige Vertiefung, fiir ihre
Vereinheitlichung und ihre Gestaltung zu einem
plastischen Bilde. So stets im gegebenen wissen-
schaftlichen Boden wurzelnd, hat sein mathema-
tisches Schaffen Erfolge von iiberraschender

1) Den wesentlichsten AnstoB zu dieser Denkweise
diirften Ricmann und Helmholtz gegeben haben.

39
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Fruchtharkeit und Tragweite gezeitigt. Und
wohl nirgends hat sich diese Eigenart erfolgreicher
wrwicsen, als in seinen nichteuklidischen Unter-
~uchungen. Erst durch Klein ist nichteuklidi-
~ches Denken wissenschaftliches Gemeingut der
Forschung geworden; weiten Gebieten des
Schaffens und Fortschreitens hat er dadurch
nenes Blut und newes Leben eingeflofit.

Als Klein seine nichteuklidisechen Studien be-
zann, lag fiir die Geometrie der Lage ein Lehr-
gebiude in methodischer Vollkommenheit und fast
liickenloser Schirfe und Beweiskraft bereits zwei
Jahrzehnte hindurch vor: das Lehrgebiude, das
Chr. v. Staudt mit der Vollkraft geometrischen
SRchauens errichtet hatte!). Ebenso bestand seit
itber 10 Jahren eine allgenmicine Theorie der MaB-
hestimmung, die Englands damaliger erster Mathe-
matiker . Cayley geschaffen hatte?); eine Theo-
rie, die sich auf formentheoretischer Grundlage
orhebt und die gewohnliche euklidische Mafbe-
stimmung als Modell benutzt. Sie gipfelt in
einem doppelten Resultat. Erstens erweisen sich
die metrischen Eigenschaften einer Figur nicht
nls Eigenschaften, die ihr an sich zukommen, son-
dern vielmehr als projektive Beziehungen zu einem
gewigsen ,,absolufen® Grundgebilde, und zweitens
ordnen sich auf diese Weise die metrischen Eigen-
schaften in das umfassende Gebiet der allgemeinen
projektiven Beziehungen ein.  Beider Minner
Geistesarbeit hatte aber den Jiinger, der sie zu
werten und zu meistern und harmonisch zu ver-
binden verstand, noch nicht gefunden. Ist doch
der Teil der Staudtschen Schriften, der durch die
Abstraktheit seiner Gedanken und Beweise dem
Findringen die meiste Schwierigkeit darbietet,
nimlich die Theorie der Wiirfe und die Erorte-
rung der imagindren Gebilde, erst nach Klein,
und vielleicht sogar erst unter der Wirkung seiner
Arbeiten, einem groferen Publikum ersehlossen
worden. Die geringe Ausbreitung der Cayleyschen
Resultate i3t weniger verstindlich; aber auch
Cayleys Vorginger, Laguerre, hatte im wesent-
lichen ein gleiches Geschick getroffen®). An-
wendbarkeit und Tragweite ihrer Resultate muBiten
offenbar so lange in der Tiefe schlummern, bis
<ie durch Kleins intuitives Erfassen zum Leben
und Wirken erweckt wurden. Jedenfalls ist Cay-
ley selbst an der — man mufl heute sagen offen-
kundigen — Bezichung seiner Resultate zum
Nichteuklidischen vorbeigegangen. Sie lagen nicht
auf seinem Wege. Fiir ihn handelte es sich nur
darum, die tatsichliche gcometrische MaBbestim-
mung auf der Graden und im Strahlbiischel, wie
sie in der Ebenc und auf der Kugel gilt, als Son-
derfille seines allgemeinen Ansatzes nachzuwei-

1) Geometrie der Lage, und Beitriige zur Geometrie
der Lage, Niirnberg 1847 und Drlangen 1856/57.

?) A sixt Memoir upon quantics; Philos, Trans-
actions, Bd. 149 (1860), S. 82.

- 8) Von Lagucrve stammt die Definition des Winkels
tnittels des’ Doppelverhiiltnisses: der Schenkel gegen
die Strahlen nach den Kreispunkten; Nouv. Ann. de
wmath. . Bd, 12, (1833), S. .64 :
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sent), DaB sich die drei Fille moglicher Mab-
bestinmung, die in den drei Geometrien gelten,
unmittelbar ergeben, wenn man das Cayleysche
absolute QGebilde geeignet wihlt, konnte erst
jemand erkennen, bei dem der Blick fiir die Ver-
wandtschaft mathematischer Gesetze so entwickelt
war, wie bei Klein. Und diese Erkenntnis muBte
um so stiarker wirken, als doch klar war, da man
es hier nicht, wic bei der Beltramischen Deutung,
mit einem unvollkommenen Abbild der nicht-
euklidischen Beziehungen zu tun hatte, sondern
mit ihrem ureigensten inneren Wesen,

" Fiir Klein ist es stets ein wissenschaftliches
Gebot gewesen, die Darstellung geometrischer
Dinge den anschaulichen Bediirfnissen anzupassen;
er wulte, daB geometrische Wahrheiten ohne gleich-
zeitige Vorstellbarkeit nur unvellkommen ver-
standen werden. Der von Cayley eingeschlagene
Weg, der direkt von den Koordinaten ausgeht, war
daher fiir ihn nicht gangbar. Die Cayleysche
MaBbestimmung muBte vielmehr in ueuer und
{reier Weise auf projektiver Grundlage aufgebaut
werden. Es gelang ihm, indem er dem algebraisch
starren Geriist der Cayleyschen Formentheorie die
Beweglichkeit des projektiven Messens einfloBte;
sie fiithrte ihn selbsttitig zu den linearen Trans-
formationen und zu ihren Gruppen. Auch heute
noch wird man die grofe Wirkung nachempfinden,
die die Kleinschen Gedankenginge durch ihre
Einfachheit, durch die Energie ihrer Gedanken
und die ihnen innewohnende wissenschaftliche
Uberzeugungskraft auf die damalige mathemati-
sche Welt unzweifelhaft ausgeiibt haben.

Klein geht, wie' Riemann, von der natiirlichen
Frage aus, worin' iiberhaupt das Messen besteht,
und nach welchen Regeln es vor sich geht. Sieht
man von den evidenten Gesetzen der Addierbar-
keit der Strecken und Winkel ab?), so setzt es in
erster Linie die Herstellung eines MaBstabes vor-
aus; d. h. also, die Erzeugung einer mathemati-
schen Skala, die, von einer irgendwie gewihlten
Einheit ausgehend, zu allen Lingen fiithrt, die ein
Vielfaches oder einen rationalen Teil der Einheit
darstellen. Das Zweite ist die besondere Art der
Benutzung des MaBstabes; sie ruht darauf, daB
die Skala so in sich verschiebbar sein muB, wie
dies einem Malstab eigen ist; eine Bewegung, die
einen Skalenteil in einen andern iiberfiithrt, muf
dies fiir jeden Skalenteil leisten, wihrend sie
alles, was ,,unendlich fern® ist, naturgemaB fest-
ldBt. GemiB der Cayleyschen Grundanschauung
ist aber die Metrik eine Beziehung projektiver Art
zu einem gewissen absoluten und invarianten Ge-
bilde. Jede der eben genannten Bewegungen des
MaBstabes erweist sich daher als eine eindeutige

1) Cayley erkannte 1nsbewndere, daB sein absoluter
Kegelschnitt, der in der Ebene in ein Punktepaar zer-
fillt, auf der Kugel ein Kreis ist, und zwar ein
imagingrer, und daB  dies die Ursache der vollen
Dualitit der sphiirischen Geometrie ist (a. a. 0. 8. 89).
Ob Cayley die Arbeit von Lar/ucnc lmnnte vermag
ich nicht zu _sagen. .

2) Es ist 12428 =13, —}—"1_0 usw.
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und projektive, also lineare Transformation, und
zwar als eine, bei der einerseits die unendlich-
fernen Elemente, andererseits auch die Elemente
des absoluten Gebildes fest bleiben; diese Elemente
stellen daher sowohl die Doppelelemente der linea-
ren Transformation wie auch die Elemente von
Cayleys absolutem Gebilde dar. Damit war die
Kette der Argumente geschlossen, und die Einord-
nung der Cayleyschen Metrik in die projektive
Geometrie erreicht. Wiahlt man als absolutes Ge-
bilde inshesondere zwei reelle, zwei imaginire,
oder zwei zusammenfallende lSélemente — womit
alle Moglichkeiten erschopft sind —, so erstehen
die MaBbestimmungen mit zwei reellen unendlich-
fernen Elementen, zwei imaginiiren, oder einem
reellen; also die Lobatschefskysche Geometrie, die
euklidische, und endlich dicjenige, auf die Rie-
mann zuerst hingewiesen hat, und bei der die
Gerade eine endliche Linge besitzt. Sie ist in
demjenigen Elementargebilde realisiert, das der
Geraden dualistisch gegeniibersteht, namlich im
Strahlenbiischel; die Gesamtheit aller Winkel be-
sitzt den Wert 2 &, und ihr absolutes Gebilde wird
von den nach den imaginidren Kreispunkten zic-
lenden Strahlen gebildet.

Eine lineare Transformation ist nur in eimem
Zahlenraum ausfiihrbar. Mit Riemann und Helm-
holtz von vornherein den geometrischen Konstruk-
tionsraum als Zahlenraum einzufithren, war fiir
den krbauer eines geometrischen Gebiiudes nicht
angingig. Aber der Meister aller projektiven Bau-
kunst, Chr. v. Staudt, hatte ja, wie oben erwihnt.
den Bau_bereits im wesentlichen errichtet und
die Umwandlung des geometrischen Raumes in den
Zahlenraum gelehrt.  Auf die Fundamente des
Baues und die Art seiner Aufmauerung niher ein-
zugehen, kann unterbleiben. Es geniige der Hin-
weis, daB Klein von vornherein die Liicken er-
kannte, die noch zu verkitten waren, und auch
itber den Kitt, der die Festigkeit des Baues ver-
biirgte, nicht im Zweifel war. Um zweieriei han-
delte es sich. Die Staudtsche Darsiellung ruhte
auf dem Parallelenaxiom und mufBite deshalb von
dieser ihrer Grundlage befreit werden. Es gelingt,
indem man alle Konstruktionen zuniichst in einem
cndlichen Raumteil vornimmt, den man dann zn
erweitern, und falls nétig, durch ideale (uneigent-
liche) Elemente zu ergiinzen hatt) ; was ja schlieb-
lich im euklidischen Raum durch Hinzufiigung der
unendlichfernen Elemente in ganz analoger Weise
geschieht. Freilich .cntsteht dabei zunachst die
Schwierigkeit, daB ein Grundelement, wie die Ge-
rade, dem begrenzten Raumteil, in dem man
operiert, nicht vollig angehort, und daB daher dic
Konstruktionen und Beweise, die zur Bestimmung
des vierten harmonischen Punktes noétig sind, in
ihm illusorisch werden konnen. -Da -aber in
jedem Raumteil vollstindige Grundgebilde erster
und- hoherer Stufe, nimlich Biischel und Biindel

1) Ein Hinweis auf solche idealen Elemente findet
sich bereits bei Beltrami, Giorn. di mat Bd. 5 (1867),
S. 299,
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vorhanden sind, so lassen sich die Staudtschen
Konstruktionen und Beweisgiinge zuniichst fiir sie
durchfithren und dann auf die unbegrenzten
Grundgebilde, mittels Hinzunahme 'der idealen
llemente iibertragen!). Klein zeigt dies sogar in
der Weise, dall er nicht mit Geraden und Ebenen,
sondern allgemeiner mit Kurven und Flichen ope-
riert, die den fiir den projektiven Aufbau’ gruni-
legenden Axiomen des Schneidens und Verbindens
und der Anordnung geniigen. Die zweite notwen-
dige Ergiinzung des Staudtschen Lehrgangs he-
stand in der axiomatischen Einfiihrung der geo-
metrischen Stetigkeit und ihrer Beziechung zur
Irrationalzahl?). Heute, wo uns der Gegensaiz
zwischen der abzihlbaren Menge und dem Konti-
nuum so geliufig ist, wie das Einmaleins, ist es
ja evident, daB ein konstruktives Verfahren,
das mit einer endlichen Zahl von Grundpunkten
heginnt, nur eine abzédhlbare Menge von Konstruk-
tionspunkten liefern kann, und daB daher jeder
Beweis des Fundamentalsatzes, der nicht durch ein
Axiom iiber die Abzihlbarkeit hinausfithrt, ver-
sagen mufBl. Klein hat hierzn in seinem zweiten
Artikel zuerst des niheren Stellung genommen;
indem er die Forderung aufstellt, dal jede auf
einem Grundelement erster Stufe vorhanden:-
Reihe unendlich vieler konstruktiver Punkte ein
Grenzelement bestimmen soll, das dem Gebildi
angehort und zugleich alle axiomatischen Eigen-
schaften der Konstruktionspunkte besitzt3). Da-
mit war die Stetigkeit des Raumes auf projektiver
Grundlage fiir das damalige mathematische Den-
ken in der gleichen Weise eingefiihrt, wie die
[rrationalzahl von Cantor und Dedekind. *Genan
genommen mufl man freilich auch noch das archi-
medische Axiom voraussetzen, dessen Linfithrung
und Bedeutung man erst in spiiterer Zeit zu
wiirdigen  gelernt  hat*). Nachdem - sodann
noch im Anschlufl an Kleins Arbeiten der Beweis
gefithrt war, dal die Staudtschen onstruktions-
punkte das Elementargebilde iiberall dicht be-
decken, war der Beweis des IMundamentalsatzes
cinwandfrei erledigt. HAletn selbst hat dafilr spa-
ter noch eine eigene Darsteltung gegeben, uns
auch hier dem Bediirfnis nach einfacher und an*
schaulicher Erfassung moglichst gerecht zu wer-
den. Sie lehnt sich an die analogen Verhiltnisse
der Modulfigur an und ruht darauf, - daB . jede
lineare Substitution mit ganzzahligen Koeffizien-
ten einer endlichen Zahl cinfachster ‘Substitutio-

1) Hierauf wies schon der erste Artikel hin; Bd. 7.
S. 623. Eine ausfiihrliche Darstellung gab spiiter
F. Schur, Math. Ann. Bd. 39, S. 113. .

?) Die oben erwiihnte Schrift von Bonole hat auci
die vielen elementaren Beweise der Winkelsumme
daraufhin gepriift, inwiefern <ie die Stetigkeit und dn=
Axiom des Archimedes benutzen.

3) Bd. 6, S. 140. In aller Kiirze wird die Frage
auch schon in Bd. 4, S. 582, gestreift. .

%) Vgl. das Kleinsche Gutachten zur ersten Ver-
teilung des Lobatschefskypreises, abgedruckt in Matl!
Ann. Bd. 50, S. 594, Dehn hat spiiter den Einfiu&
des Axioms auf den Satz iiber die Winkelsumme er-
ortert. Math. Ann. 32, S. 405,
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nen dquivalent ist, fiir die der Beweis unmittel-
bare geometrische Durchsichtigkeit besitzt.

Der analytischen Behandlung der so mit
Stetigkeit ausgestatteten projektiven Elementar-
gebilde crster und héherer Stufe stand nun nichts
mehr im Wege. Die erste Aufgabe war, die oben
genannte Skala wirklich zu konstruieren; da sie
grundlegend ist, setze ich die einfache Art, in der
Klein zu ihr und zum Wert des Abstandes ge-
langte, hierher. Wihlt man auf dem Gebilde
erster Stufe (also der Geraden oder dem Strahl-
biischel) die Fundamentalelemente der linearen
Substitution als Elemente ;=0 und x.=0
homogener Koordinaten und setzt x,/as =2z, so
sind 2 =0 und z =00 die Fundamentalelemente,
und die lineare Substitution hat die Gleichung

2=\
Thre wiederholte Anwendung liefert aus jedem

Element 2, die unbegrenzte Reihe konsekutiver
Elemente
2o Nz Mz, e Az, ..

und es hat das Element, dem der Zahlenwert Anz,
entspricht, von z; den ganzzahligen Abstand =.
Analog ergibt sich, falls a eine rationale Zahl
ist, als Abstand des Elementes A%z, von 2z, der
Wert o, und gemidB dem Stetigkeitsaxiom gilt
dies nun auch fiir irrationales a. Damit ist
cine dem KXontinuum entsprechende liickenlose
Skala hergestellt. Als Entfernung irgend zweier
Punkte 2z und 2° folgt noch (durch Vergleich
threr Abstdnde von z;) der Wert
log 2'/z:log A =c loz #'/z.

Der Quotient 2’/z ist aber das Doppelverhiltnis
der Elemente z° und 2z mit den Fundamental-
slementen 2 = 0 und z = 00, und das Cayleysche
Resultat ist gewonnen, und sogar in verallge-
meinerter Form. Als MaBunterschied zweier
Elemente eines Grundgebildes erster Stufe ergibt
sich der mit einer Konstanten multiplizierte
lLogarithmus des Doppelverhiltnisses, das sie
mit dem absoluten Gebilde bestimmen. Die Ver-
allgemeinerung, die in der Konstanten ¢ liegt, ist
von wesentlicher Bedeutung; siec erst ermoglichte
die groBe Ausdehnbarkeit der nichteuklidischen
Denkweise. Ein reelles ¢ liefert die Metrik mit
zwet unendlichfernen Elementen, wie sie fiir die
tiecrade der Lobatschefskyschen Geometrie gilt;
ein imagindres ¢ die ohne unendlichferne Ele-
mente, dié im Strahlbiischel und Ebenenbiischel
jeder Geometrie gilt. Die Metrik mit einem un-
cndlichfernen Element ergibt sich fiir unendlich
arofes ¢; es bedarf dann noch ecines geeigneten
Girenziiberganges, um die Formel in die euklidi-
sche Abstandsformel iiberzufithren. Die drei so
sich ergebenden Fille hat Klein als hyperbolische,
elliptische und parabolische Geometrie bezeichnet.

Die groBe Bedeutung dieses Tatbestandes
besteht darin, da8 mit ihm auch die Grund-
lagen fiir die nichteuklidische Geometrie der Ge-
biete hoherer Stufe bereits geschaffen waren; es
bedurfte nur der Ausfithrung im einzelnen. In
der Ebene hat man einen Kegelschnitt (., im
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Biindel einen Kegel K», im Raum eine Fliche F.
als absolutes Gebilde zugrunde zu legen. Fiir
jede Gerade g liefern dann ihre Schnittpunkte
mit dem C: oder der F; das absolute Gebilde der
auf ihr herrschenden MaBbestimmung; ebenso
stellt der Schnitt einer Ebene & mit der F, den
absoluten C. fiir diese Ebene, der von einem
Punkt P an die F. gelegte Tangentialkegel den
absoluten K. fiir das um P herumgelegte Biindel
dar usw. usw. Einer Bestimmung bedurfte noch
das Gebiet der eigentlichen Punkte. Ks ist da-
durch festgelegt, daB die MaBbestimmung im
Biischel und Bilindel in allen drei Geometrien
elliptischer Natur ist; ein Punkt ist also als
eigentlicher nur dann zuldssig, wenn das Paar
der von ihm an den C. gelegten Tangenten oder
der an die F. gelegte Tangentialkegel imaginir
ist. Endlich ist noch einigen natiirlichen Forde-
rungen Rechnung zu tragen. An sich fiithrt jede
Wahl der Konstanten ¢ sowie jede Wahl der
quadratischen Form R, die gleich Null gesetzt.
das absolute Gebilde darstellt, zu einer formal
moglichen Geometrie. Man wird sie aber nur
dann als praktisch zulidssig ansehen, wenn sie bei
geeigneter Wahl der Konstanten ¢ gewisse Reali-
titsforderungen erfiillt; z. B. dab reellen und zu-
gleich eigentlichen Punkten ein reeller Abstands-
wert zukommt, da der MaBunterschied zweier
reellen voneinander verschiedenen Elemente nicht
Null ist usw. Von dieser Ferderung aus ergaben
sich, genau wie bei Riemann, fiir jeden R, immer
nur drei mogliche Typen von Geometrien; die
hyperbolische, die elliptische und die parabolische.
Die nullteiligen und die ovalen F, liefern
die elliptische  und die hyperbolische Geometrie,
und die Ausartung der F. in einen doppelt zu
zéihlenden C, dle parabolische. Ist dieser Cs ins-
besondere der imaginire Kugelkreis, so wird die
parabolische Geometrie zur euklidischen.

Die Tragweite dieses einfachen Sachverhalts
war zun#chst die, daB von ihm aus viele Einzel-
siatze der nichteuklidischen Geometrien als Folge-
rungen von fast unmittelbarer Evidenz erschienen.
Vor allem aber schlang er um Resultate, bei denen
vorher gerade ihr gegensiitzlicher Charakter als
bemerkenswert erschienen war, das einigende
Band und lieB sie als Ausdriicke einer und der-
selben geometrischen GesetzmiBigkeit erkenmen.
Zu den Zeiten von Gauf hatte sich noch jeder
einzelne Bearbeiter nicliteuklidischer Probleme
seinen eigenen Weg gebahnt; damals war es nur
das Genie eines Gauf gewesen, das die Einzel-
resultate in die innere Beziehung zu setzen ver-
mochte, die ihnen zukam. Selbst Beltram: hat
noch zum Riemannschen Raum positiven Kriim-
mungsmaBes einen etwas engen Standpunkt ein-
genommen?!). Es ist auch verstindlich, daB die
im Euklidischen befangene Anschauung, der
die Phantasie fehlte, aus ihm projektiv heraus-
zutreten, zu den einfachen Vorstellungsbildern
der nichteuklidischen Metrik nicht gelangen

T 1) vgl. S, 293,
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konnte. Alles dies hat sich mit dem Erscheinen
von Kleins Arbeiten von Grund aus geiindert; sie
vermochten hier in gleicher Weise den Sonder-
charakter der Einzelresultate abzustreifen, wie es
die projektive Methode lange vorher im Bereich
der gewdhnlichen Geometrie getan hatte. Einige
Beispiele mogen dies darlegen. Man braucht nur
einen Strahlenbiischel mit ciner Geraden oder
vin Strahlenbiindel mit einer Ebene zu schnei-
den, und auf sie die elliptische Geometrie des
Biischels oder Biindels sozusagen perspektiv zu
itbertragen, um auf der Geraden und der Ebeue
in unmittelbar anschaulicher Form ein Bild der
elliptischen Metrik zu gewinnen; insbesondere
liefert noch der Schnitt der Ebene mit dem abso-
luten K» des Biindels den absoluten C'» der ebenen
MaBbestimmung. Da die oben genannte Realitiits-
forderung fiir die Konstante ¢ im hyperbolischen
Fall einen reellen, im elliptischen einen rein
imaginiren Wert bedingt, so wurde die im ele-
mentaren Lehrgebiude hochstens #uBerlich ver-
stindliche Tatsache, daB die hyperbolische
Trigonometrie aus der sphiirischen durch den
{'bergang von einem rcellen zu einem imaginiiren
Kugelradius entspringt, mit einem Schlage durch-
sichtig. Ein weiteres Beispiel bildeten alle Sitze.
die Kreise und Xugeln sowie ihre Ausartungen
betreffen. Kreise stellen sich in allen drei Geo-
metrien als solche Kurven zweiter Ordnung dar.
die mit dem absoluten C. zweil Tangenten gemein
haben, Kugeln als solche Flichen zweiter Ord-
nung, die die absolute J'» liings eines ebenen
Schnitts berithren. Ebenso durchsichtig wurde
die Eigenart der Grenzlinien und Grenzflichen
der Lyperbolischen Geometrie sowie auch die Tat-
<ache, daf die MaBbestimmung auf ihnen para-
bolischen Charakter haben muf. Ist sie doch fiiv
ieden Kreis und jede Kugel derjenigen perspektiv
zugeordnet, die in dem Mittelpunkt herrscht, und
diese geht. wenn der Mittelpunkt ins Unendliche
riickt, in die parabolische iiber.

Eine grundlegende Bedeutung kam noch der
Frage nach den nichteuklidischen Bewegungen
zu. Und das um so mehr, als Heélmholtz gezeigt
hatte, daf man sich auch von den Bewegungen
und ihren Eigenschaften aus einen gangbaren
Weg zu den nichteuklidischen Theorien bahnen
kann. Kleins projektiver Ausgangspunkt lieferte
auch in diesem Punkt eine iibersichtliche und
¢inheitliche Antwort. Daf als Bewegungen nur
wewisse projektive Transformationen der Ebene
oder des Raumes in Betracht kommen konnten,
war evident. Im iibrigen muBte das euklidische
Verhalten wieder als Modell benutzt werden, und
die Ideen des Erlanger Programms muften dice
Richtlinien der Untersuchung abgeben. Die Auf-
aabe, die sich diesem Programm gemil einstellte,
war die, die Gruppen projektiver Transformatio-
nen zu finden, die in jedem einzelnen Fall die
eruppentheoretische Grundlage der Metrik dar-
stellen. Der Tatbestand fiir die euklidische Me-
trik, von dem auszugehen war, ist andererseits
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der folgende: Die metrischen Eigenschaften sind
kovariante Beziehungen zu den absoluten Gebil-
den; als Operationen, fiir die die Kovarianz statt-
findet, kommen die Bewegungen und Umlegungen
in Betracht; solcher gibt es fiir die Ebene 0OCS.
fiir den Raum 00%, und jede dieser Bewegungen
und Umlegungen fithrt das zugehdrige absolute
Gebilde, also Kreispunkte und Kugelkreis in sich
iiber. Die projektiven Transformationen, die in
den nichteuklidischen Fillen an die Stelle dieser
Bewegungen und Umlegungen treten, miissen das
absolute Gebilde gleichfalls in sich iiberfiithren.
Solcher gibt es fiir einen C: cbenfalls 003, und
fiir eine Fs ebenfalls 008 und damit waren sie
bereits als die entsprechenden nichteuklidischen
Gruppen fiir Ebene und Raum erkannt. In bezug
auf sie stellt also jede nichteuklidische metrische
Eigenschaft eine kovariante Bezichung zum ab-
soluten Gebilde dar.

Es galt jetzt nur noch, von den Operationen,
die die absoluten Gebilde in sich iiberfiithren, zu
den zugehorigen Bewegungen und Umlegungen
fiir die ganze Ebene, den Biindel und den Raum,
7zu gelangen. Fiir Ebene und Biindel war die
Losung unmittelbar gegeben. Jede projektive
Transformation, die den absoluten C» einer Ebenc
in sich iberfithrt, 1iBt zwei sciner Punkte, I’
und P fest; damit auch ihre Tangenten und
deven Schnittpunkt O. Ist der C, reell, so liegt.
wic im Euklidischen, eine Bewegung oder Um-
legung vor, je nachdem jeder der beiden Punkte
P’ und P fiir sich fest bleibt, oder beide sich
cegenseitig vertauschen!). Die ebene Bewegung
erscheint also unter dem Bilde einer Drchung um
den Punkt O; in Verallgemeinerung des euklidi-
schen Iauptsatzes der Kinematik. Jeder Punkt
bewegt sich auf dem Kreise, der den absoluten
('y in P’ und P” beriihrt.

Von besonderer Eleganz ist die Lésung des
Problems in dem Fall, daB eine nullteilige #» das
absolute Gebilde darstellt, die Metrik also von
clliptischem Charakter ist. s ist die Geometrie.
die Cliffords phantasievoller Fliche vom Krfim-
mungsmaB Null das Leben gab; und diese Fliche
ist es auch, fiir die Klein seine Ideen gestaltete.
Ir kniipft dazu an die auf jeder F. vorhandenen
(teradenscharen an. Freilich sind sie auf einer
nullteiligen Fliche imaginir; aber sie sind es in
ciner Weise, die gerade mit ihnen als Hilfsmittel
zu den reellen Bewegungen der F» und des Rau-
mes fithrt. Sie diirfen deshalb eine ndhere Aus-
fiihrung beanspruchen. Sieht man zunéchst von
den Realititsverhiltnissen ab, so ist klar, daB
diese Geraden bei jeder der-o00® Kollincationen,
die die F, fest lassen, ebenfalls in sich itbergehen,
und zwar entweder jede Schar fiir sich, "oder
wechselweise beide ineinander. Sind A und w die
PParameter beider Geradenscharen, so entsprechen

1) Im elliptischen Fall kann man Umlegungen und
Bewegungen nicht unterscheiden. Hierauf wies Siudy
hin; Math. Ann. 38, S. 501. .
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die Bewegungen insbesondere denjenigen Substi-
tutionen, die in den Gleichungen

;‘,_UA+5_ ,_a1M+ﬁ1
Tya+er My uts,
ihren Ausdruck finden; ihr einfachster Typus ist
offenbar derjenige, der nur A oder mur p trans-
formiert. Wird nur A transformiert, so geht jede
u-Gerade in sich iiber; die A-Geraden vertauschen
sich untereinander, aber so, da zwel von ihnen,
l; und ls, fest bleiben, und zwar Punkt fiir Punkt.
Die u-Geraden erscheinen also als Strahlen einer
gewissen Kongruenz, die die Geraden I, und 1.
als Leitlinien besitzt, und es bewegt sich jede
u-Gerade in sich. Damit ist auch bereits die all-
gemeine Bewegung des Raumes ersichtlich, die
dieser Bewegung der I'; in sich entspricht; sie
kann nur eine solche sein, bei der jeder Strahl
der eben genannten Kongruenz in sich gleitet.
Die zugehorige projektive Transformation ist also
eine windschiefe Perspektive. Klein bezeichnet
sie als Schiebung. Alle Punkte riicken auf ihren
p-Strahlen um das némliche Stiick ¢ fort, und
ebenso dreht sich zugleich jede Ebene um den
in ihr liegenden m-Strahl um diesen Winkel @;
der Sinn dieser Drehung ist bei den A-Strahlen
und p-Strahlen ein entgegengesetzter. Dies fithrt
noch zu der eigenartigen Folgerung, daB man die
Schiebungen als nichteuklidische Schraubungen
auffassen kann, fiir die jeder der 002 Kongruenz-
strahlen eine Schraubenaxe darstellt.

Der Reiz dieser einfachen Losung besteht nun
insbesondere darin, daB die so eingefithrten
Schiebungen bei den nullteiligen Flidchen reell
ausfallen. Bei ihnen besteht nimlich jede Ge-
radenschar in Xleinscher Ausdrucksweise aus
hochimaginiiren Geraden, da sie ja einen reellen
Punkt nicht enthalten konnen; doch so, daB in
der einzelnen Schar zu jeder Geraden auch ihre
konjugiert imaginire auftritt. Dies bewirkt, dal}
die Geraden I; und I ebenfalls konjugiert
imaginér sind. Damit ist aber die zugehorige
Kongruenz, also auch die ihr entsprechendé Schie-
bung als eine reelle erkannt; und es folgt weiter
noch, daB von den beiden A- und m-Schiebungen
die eine rechtsgewunden, die andere linksgewun-
den ist. '

Es ist heute nicht ganz leicht, deén auBer-
ordentlichen Eindruck abzuschiitzen, den Kleins
Aufsitze aus den Annalenbinden 4 und 6 aus-
gelost haben mogen. Die Zahl der an sie unmittel-
bar ankniipfenden "Arbeiten 1ist freilich keine
groBe; hatte er doch die Einzelfolgerungen fiir
Ebene und Raum in der Hauptsdche schon seclbst
gezogen. Von jiingeren Gelehrten, die sich sofort
von seinen Ideen fesseln lieBen, und seine Resul-
tate weiterfithrten, nenne ich besonders Linde-
mannt) und d’Ovidio?). Beide dehnten alsbald
die nichteuklidischen MaBbegriffe auf den Linien-

1) Math. Ann. Bd. 7 (1873) S. 56.

2) Ann. di Mat. (2) Bd. 6 (1873), S. 72, und Math.
Ann. 12 (1877) 8. 403. Hier werden die MaBfunktionen
des nichteuklidischen R, eingehender erdrtert. '
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raum aus auf der Grundlage, die schon im Er-
langer Programm ~enthalten war. Lindemann
stellte auBerdem die Kinematik und die Krifte-
lehre auf nichteuklidischer Grundlage dar und
zeigte, wie die von Chasles, Poinsot und Mobius
gefundenen Sitze iiber unendlichkleine Bewegun-
gen sich sinngem#B nichteuklidisch iibertragen.
Seine Resultate fesseln insbesondere dadurch.
daB im Nichteuklidischen auch fiir die Metrik
eine volle Dualitit fiir Abstand und Winkel be-
steht. Translation und Rotation sind hier vollig
gleichwertig; eine Translation ist zugleich eine
Rotation um ihre Polare beziiglich der absoluten
F'y und umgekehrt. Die analoge Dualitit gilt in
der nichteuklidischen Statik fiir Einzelkraft und
Kriftepaart). In den letzten Jahrzehnten hat die
projektive Auffassung des Nichteuklidischen auch
auf die Losung von EKinzelproblemen vielfach for-
dernd eingewirkt. Die Hauptwirkung der Klein-
schen Arbeiten besteht aber darin, daB sie all-
mihlich das ganze nichteuklidische Denken mit
projektivem Geist erfiilllten; ebenso haben umge-
kehrt die nichteuklidischen Gedankenkreise be-
fruchtend auf die projektiven Probleme einge-
wirkt. Seit geraumer Zeit ist nichteuklidisches
und projektives Denken zu einer untrennbaren
Einheit verschmolzen. Probleme von grofler
Tragweite und Fruchtbarkeit sind in den letzten
Jahrzehnten in diesem Sinne erdacht und gelost
worden; es mag geniigen, an die sehr allgemeinen
und weittragenden Resultate zu erinnern, die
Study iiber dem Linienraum und seine nicht-
euklidischen Eigenschaften gewonnen hat. Sie
sind durchaus aus der von Klein gestreuten Saat
erwachsen.

Einige Einzelfragen, die Klein selbst in den
Kreis seiner Betrachtung gezogen hat, mogen
hier noch zu kiirzerer Erorterung gelangen:

1. Ein groBer Erfolg des Kleinschen Ansatzes
war die volle Einordnung der Riemannschen Ge-
dankengiinge in den Rahmen des projektiven
SchlieBens. Den Riemannschen Ausgangspunkt
bildet der Zablenraum und die definite quadrati-
sche Differentialform, die das Linienelement be-
stimmt. Da bei Klein gleichfalls eine quadrati-
sche Form Q als fundamentales Gebilde zugrunde
licgt, so springt die analytische Gleichartigkeit
des Ausgangspunktes sofort in die Augen. Die
Aufgabe war also nur, den Weg zu finden, der
die innere Ubereinstimmung der Problemstellung
ins Licht setzen konnte. Klein erschuf dazu
den Begriff der Berithrung zweier MaBbe-
stimmungen. Liegt nimlich irgendeine all-
gemeine MaBbestimmung vor, so kann man eine
parabolische so wihlen, daB sie in der Umgebung
eines Punktes P mit der um ihn herum herr-
schenden infinitesimal {ibereinstimmt, und diese
Umgebung ist um so grofer, je grofler der Wert
der Konstanten ¢ ist. Dies Verhiltnis beider

.Vi) Einige Anwendungen auf die Dynamik gab Klein.
selbst in seinen autographierten Vorlesungen.
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Mafbestimmungen nennt Klein eine Berithrung
und die Stdrke der Abweichung der allgemeinen
von der speziellen ihre Krimmung. Bedeutung
und Berechtigung dieser Begriffe — und das ist
naturgemi das Entscheidende — beruhen aber
darauf, daB als MaB der Kriimmung genau der
Ausdruck des GauBischen Kriimmungsmafes cin-
gefithrt werden konnte. Ein jeder R, kann also,
je nachdem man in ihm eine hyperbolische,
elliptische oder parabolische MaB8geometrie zu-
grunde legt, als Mannigfaltigkeit von konstantem
negativem, positivem oder verschwindendem
KriimmungsmaB angesehen werden. Damit war
zuniichst einmal der AnschluBl an die Riemann-
sche Auffassung auf projektiver Grundlage er-
reicht. Dieses Ergebnis enthielt bereits Kleins
erster Artikel. Den zweiten Schritt, die volle
Verschmelzung des Riemannschen Ausgangs-
punktes mit dem projektiven, brachte das Erlanger
Programm. Er stiitzt sich auf die gruppen-
theoretische Deutung, deren Belframis Arbeiten
itber die geoditischen Linten der M, konstanter
Kriimmung fihig waren. Beltram: hatte zweierlei
gezeigt. Erstens sind diese geoditischen Linien
bei geeigneter Wahl der Xoordinaten durch
lineare Qleichungen darstellbar, und zweitens
finden Bewegungen dieser M,, in sich in linearen
Transformationen dieser Koordinaten ihren ana-
lytischen Ausdruck. Damit war die Gruppe, die
die metrische Geometrie der Mannigfaltigkeiten
konstanter Kriimmung stiitzt, als eine TUnter-
gruppe der QGesamtgruppe aller linearen Trans-
formationen erkannt, und damit einer Unter-
eruppe der projektiven Gesamtgruppe dhnlich.
Da ferner die Cayleysche MaBbestimmung, wie
oben erwihnt, als MaBbestimmung in einem Raum
konstanter Kriimmung gedeutet werden kann, so
muB diese Untergruppe auch die niamliche sein,
die Cayleys projektiver Auffassung der Metrik
zugrunde liegt.

2. Beliramis Sitze iiber die geoditischen
Linien auf den Flachen konstanter Kriimmung &
lieBen diese Linien als gleichwertig mit den Ge-
raden der Ebene erscheinen. Dies hatte aber in
einem wichtigen Punkt versagt. Auf der Kugel
schneiden sich groBte Kreise in zwei Punkten;
ferner laufen durch zwei diametrale Punkte
unendlich viele von ihnen; Beltrami schien es
daher notig, fiir die elliptische Geometrie Aus-
nahmen von den Axiomen des Schneidens und
Verbindens zuzulassen. Dies hat die richtige
Auffassung lingere Zeit behindert. Das Fehlen
der geoditischen Parallelen auf den Flichen
8 >0 veranlaBte Beltrami sogar, diese Flichen
als Objekte geringeren Interesses anzusehen. Da
es in jeder Mannigfaltigkeit M, vom Kriim-
mungsma & <0 geoditische Kugeln (Mn—1)
von positivem & gab, so meinte er, die Geometrie
der. Mannigfaltigkeiten ® >0 sei in der Geo-
metrie derer fiir & <O enthalten und bediirfe
deshalb . keiner eigenen Untersuchung. Das war
nach Riemann, aber vor Klein. Aber der Uber-
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gang vom Beltramischen Bilde zur Sache selbst
deckte sofort die Quelle des Irrtums auf. Der
Biindel, als Ort seiner Ebenen und Strahlen, und
zwar der ungerichteten Vollstrahlen, stellt das
eigentliche elliptische Grundgebilde zweiter Stufe
dar; in ihm ist die Geltung der Axiome des
Schneidens und Verbindens ausnahmslos reali-
siert. Der Fehler des Beltramischen Bildes ent-
stand dadurch, da8 die Beziehung zwischen den
durch das Xugelzentrum laufenden Biindel-
strahlen und den Kugelpunkten eine einzweideu-
tige ist; um ein eineindeutiges Bild zu erhalten,
darf man also nur die Halbkugel verwenden.
Klein hat den Sachverhalt auch noch auf andere
Weise zu veranschaulichen gewuBt; er wies dar-
auf hin, daB hier dieselben Unterschiede ob-
walten, wie bei den einseitigen und zweiseitigen

lichen. Die Kugel ist eine zweiseitige Flache, die
projektive Ebene dagegen, die in dieser Hinsicht
dem Biindel — als sein eineindeutiges projek-
tives Abbild — gleichwertig ist, eine einseitige;
und das gleiche gilt von der hyperbolischen Ebene.
Man kann aber beide in eine kugelartige zwei-
soitige Fliche iibergehen lassen, indem man sie
aus einem doppelten Blatt bestehen 1d8t, und
dann beide Blitter durch Aufbauschen vonein-
ander trennt, wihrend sie lings des zugehorigen
Cy verbunden bleiben.

3. Der Riemannsche Ausspruch, daB die Un-
begrenztheit des Raumes seine Unendlichkeit nicht
nach sich zieht, hatte alsbald seine grofe Wirkung
auf das mathematische Denken ausgeiibt; seine
natiirliche Wiirdigung fand aber auch er erst,
als die projektive Auffassung der Dinge das Ver-
stindnis fiir ihn erschloB, und den Biischel
und den Biindel als einfachste elliptische
Raumformen  hinstellte. Nachdem es er-
schlossen war, wurde die elliptische Geo-
metrie gerade diejenige, die erhohten Reiz
auszuiitben vermochte; durch die volle Harmonie
ihres geometrischen Verhaltens, die die Dualitit
nicht nur fiir die Sitze des Schneidens und Ver-
bindens, sondern auch fiir die Metrik im Gefolge
hat. Dieser Reiz war es sicher auch, der Clifford
zu seiner berithmten Fliche fiihrte, die er Klein
1873 vorfithrte, und fiir die er Klein mit der
gleichen Wirme zu erfiillen wuBte, die ihn selbst
beseelte. Die Hauptleistung von Clifford war die,
daf er dem Begriff paralleler Geraden auch in
der elliptischen Geometrie eine Existenz schuf
und damit die Liicke ausfiillte, die Beltramz: als
einen ihrer Mingel empfunden hatte., Er behielt
vom euklidischen Parallelismus die Eigenschaft
bei, die metrischer Natur war; namlich die, da8}
jeder Punkt der einen Parallelen von der anderen
gleichen Abstand besitzt. Diese Parallelen ge-
niigten auch dem Satz, daB eine Gerade, die zwei
von ihnen trifft, gleiche Winkel mit ihnen bildet.
Mit ihnen hat er seine phantasievoll erdachte
Fliche erschaffen. Sie ist vom Kriimmungsmal
Null; auf ihr gilt die ebene Geometrie fiir ein
begrenztes Parallelogramm in  der Weise, dal,
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identisch anzusehen

man seine Gegenseiten als
hat.

Cliffords frither Tod hat eine eingehende Dar-
stellung seiner Resultate verhindert. Das aus-
fiihrliche Werk von Killing iiber die nichteuklidi-
schen Raumformen, das 1885 erschien, hatte die
Fliche nicht erwihnt, und dies veranlaBte Klein,
alsbald eine eigene Erorterung der Fliache zu

geben. Er gelangt zu ihr mittels der Schiebungen,
" die oben als die einfachsten Bewegungen des
elliptischen Raumes auftraten. Die ihnen ent-
sprechenden Kongruenzstrahlen sind die Clifford-
schen Parallelen. Im hyperbolischen Fall sind sie
" imagindr, im elliptischen dagegen reell, und das
" bedingt ihre Verwendbarkeit gerade fiir den Fall,
" daB das absolute Gebilde eine nullteilige Flache
" F. ist. Die Cliffordsche Fliche ist eine Regel-
" fliche ®,, die mit F, ein windschiefes Vierseit
" gemein lat; jede ihrer beiden Geradenscharen be-
steht aus Cliffordschen Parallelen der einen und
der andern Art. Die Fliache gestattet daher beide
Arten von Schiebungen; bei jeder Schiebung sind
die einen Erzeugenden die Bahnkurven und die
andern vertauschen sich unter sich. Jedes auf
ihr gelegene Vierseit spielt daher vollig die Rolle
eines ebenen Parallelogramms. Die Zerlegbarkeit
in lauter unendlichkleine Parallelogramme von
konstantem Winkel ¢ und gleichem Fliachen-
inhalt ergibt unmittelbar, da die Gesamtlinge der
Geraden den Wert ® hat, fiir ihren Gesamtinhalt
den endlichen Wert n2 cos @.

- Von der phantasievollen Eigenart der Clifford-
schen Fliache strahlte-auch sonst noch erhellendes
Licht aus. Es erscheint verstandlich, daB man
die Flichen von konstantem & zunichst als ein-
fache geschlossene Mannigfaltigkeiten betrachtete
und meinte, die Beweglichkeit der auf ihnen vor-

handenen Figuren iiber die Fliche hin fithre auch
" die Flachen als Ganzes in sich iiber. Beides hat
sich als - Irrtum erwiesen. Die Cliffordsche
Fliache geht als Ganzes nur durch die 002 mog-
lichen Schiebungen in sich iiber; andere Be-
wegungen in sich gestattet sie nicht; insbesondere

zeigt der Umstand, daB ihre von einem Punkt
" auslaufenden geoditischen Linien teils geschlos-
sen, teils ungeschlossen sind, daB keine Drehung
um einen ihrer Punkte moglich ist. Dagegen
laBt sich jedes Parallelogramm, wie {iberhaupt
jede begrenzte Figur, auf 003 Arten auf ihr ver-
schieben. Den inneren Grund bilden ihre Zu-
sammenhangsverhéaltnisse. Will man eine Zylin-
derfliche auf die Gesamtebene abwickeln, so mufl
man sie mit unendlich vielen Blittern bedecken;
jedem Blatt entspricht in der Ebene ein Paral-
lelstreifen. Ganz Analoges gilt fiir die Clifford-
fliche. Aus ihrer Endlichkeit folgerte schon
Clifford, daB sie, lings zweier von demselben
Punkt ausgehender Erzeugenden aufgeschnitten,
einfach berandet und einfach zusammenhingend
wird und auf ein RRhombus abgewickelt werden
kann. Das unendliche Netz, das aus diesem
Rhombus in der Ebene entsteht, ist dann ein Bild
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der mit unendlich vielen Blattern bedeckten
Fliache, und alle diese Bliatter gehen wie beim
Zylinder glatt ineinander iiber. Die Eigenart
des elliptischen Raums besteht aber darin, dal}
das Zuriicklaufen der Fliache in sich hier auf
verschiedene Art moglich ist. Weiter kann man
aber auch das Rhombus in gewohnter Weise zu
einer Ringfliche zusammenbiegen und erhilt da-
mit eine neue Veranschaulichung der Zusammen-
hangsverhiltnisse.

Damit war von selbst ein neues Problem er-
standen; man hatte die nichteuklidischen singu-
laritatenfreien Raumformen auf ihren Zusam-
menhang zu untersuchen. Fiir die Flichen & > 0
hatte schon K:lling ein hierhergehoriges Resultat
abgeleitet. Reelle Arten — denn nur auf solche
kommt es an — gibt es nur zwei; sie finden im
Biindel und in der Kugel ihre einfachsten Ver-
treter und entsprechen, wie schon erwihnt wurde.
der einseitigen und zweiseitigen Flichengattung.
Als mogliche zweidimensionale Raumformen
® = 0 erkannte Klein auBer den oben genannten
zweiseitigen Flachen, ndmlich der aus der Clif-
fordschen Fliche entstehenden Ringfliche und der
Zylinderfliche, nur noch eine einseitige; man
kann eine Ringfliche nimlich so deformieren.
daB sie diese Doppelfliche beiderseits iiberzieht.
Raumformen & < 0 existieren dagegen unendlich
viele. Ringfliche und Zylinderfliche entstehen
aus dem Parallelogramm und dem Parallelstrei-
fen _der euklidischen Ebene durch Zusammen-
biegung und damit aus solchen Flichenstiicken.
die den Fundamentalbereich der doppelt und ein-
fach periodischen Funktionen bilden. Andere
Moglichkeiten werden durch die geforderte Zu-
sammenbiegung ausgeschlossen. Ganz analog ent-
stehen die Raumformen & <'0 aus entsprechen-
den Polygonen der hyperbolischen Ebene, also aus
solchen Teilungen der hyperbolischen Ebene in
kongruente Polygone, die durch unendlich viele
hyperbolische Bewegungen in sich iibergehen, und
damit den Fundamentalbereich einer reell auto-
morphen Funktion abgeben. Kleins Problemstel-
lung hatte noch den Erfolg, Killing zur Weiter-
fithrung seiner Untersuchungen anzuregen?). Er
fand, daB es in jedem R, fiir £ > 0 und fiir ge-
rades n immer nur die zwei Raumformen gibt,
die fir n =2 in. der Kugel (dem sphirischen
Raum) und im Biindel verkérpert sind. Fiir
ungerades n gibt es dagegen noch weitere solche
Raumformen.

4. Die Beziechung des Nichteuklidischen
zu den automorphen Funktionen hat sich
im vorstehenden bereits eingestellt. Klein

hat auf diese Zusammenhiinge als Quelle for-
dernder Erkenntnis stets mit Wiarme und Nach-
druck hingewiesen. Freilich handelt es sich hier
in erster Linie um eine Geometrisierung ana-
Iytischer Dinge. Jegliche Geometrisierung dient
aber nicht nur der allseitigen Durchleuchtung
eines Problems und der Erkeantnis seines Zu-

1) Math. Ann. 39 (1891) S. 257.
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sammenhangs mit den geometrischen Fragen; sie
bietet oft den Vorteil, dem Lernenden eine be-
queme Eingangspforte zu 6ffnen, und kann auch
vertiefend, problemerzeugend und erfolgfordernd
wirken. Und so ist es im Gebiet der automorphen
Funktionen vielfach gewesen. Ihreé nahe Bezie-
hung zur Geometrie Lobatschefskys hatte auch
Poincaré in seinen ersten Arbeiten schon ge-
streiftl). Das Erlanger Programm zeigt aber,
daB Kletn schon im Beginn seiner Forscher-
titigkeit die geometrische Deutung der linearen
Substitutionen einer komplexen Variabeln auf der
Kugel bewuBt und vollwertig erfaBt hatte; er
erkannte in ihnen sowohl die Xugeldrehungen,
wie auch allgemeiner — was sich bei dem projek-
tiven Charakter dieser Dinge direkt ergab —
die Ausdriicke der nichteuklidischen Bewegungen,
die die Kugel in sich iiberfithren?). Jede Teilung
der Kugel in Bereiche, die bei einer Gruppe von
solchen Bewegungen in sich iibergehen, liefert
daher eine automorphe Funktion. Die von Fricke
gegebene Aufzihlung der moglichen Fundamen-
talbereiche im Falle einer endlichen Anzahl er-
zeugender Operationen ist als ein besonderer Er-
folg der Kleinschen Ideen anzusehen. Als Er-
gebnis von besonderem Interesse sei noch er-
wihnt, wie die einzelnen Gattungen automorpher
Funktionen den verschiedenen MaBbestimmungen
entsprechen, die man zugrunde legt. Dazu muB
daran erinnert werden, daB eine MaBbestimmung
auf einer F, nur so moglich ist, daB man sie
als Teil einer raumlichen MaBbestimmung ein-
fithrt, und zwar in der Weise, daB eine Ebene
des Raumes und ihr Pol P beziiglich der F, fest-
bleibt; die im Biindel um P vorhandene MaB8-
bestimmung iibertrigt sich dann perspektiv auf'
die Fliche. Je nachdem man nun den Punkt P
auBerhalb, auf oder innerhalb der Kugel wihlt,
wird die auf ihr entstehende MaBbestimmung
hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch. Der
elliptische Fall fithrt auf die Gruppen der regel-
miBigen Korper. Der parabolische Fall fithrt zu
den doppelt- und einfach-periodischen Funktionen,
und der hyperbolische auf die eigentlich auto-
morphen. Die einfachste Wahl der Ebene ist in
diesem Fall die, daB man sie eine Durch-
messerebene sein 1iBt; das aus ihrem Pol Poo
strahlende orthogonale Parallelstrahlenbiindel
erzeugt dann auf der Kugel die Orthogonalkreise
des Aquators,- und deren Projektionen auf die
Aquatorebene liefern die Teilungen der reell
automorphen Funktionen. Um zu den allgemein-
sten automorphen Funktionen zu gelangen, hat
man zu der hyperbolischen MaBbestimmung des
Gesamtraumes iiberzugehen, die durch die Tei-
lungen der Kugeloberfliche bedingt ist.

5. Endlich sei erwihnt, daB Klein auch die

1) Acta math. Bd, 7, S. 8 (1882) und Bd. 3 (1883)
S. 56.

2) Aus dem GauBischen NachlaB weiB man jetzt, daB
die Formel fiir die Drehungen ihm wohlbekannt war;
Werke, Bd. 8, S. 355.

Nw. 1919,
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Relativitiatstheorie mit nichteuklidischen Auf-
fassungen in Beziehung gesetzt hatt). Geht man
von den rechtwinkligen Koordinaten z, y, z und ¢
aus und schreibt in homogener Form

T =Xy[Ty, Y = @l 2= Xy, = @/,
so dafl a5 =0 das ,,Unendlichferne der Raum-
welt darstellt, so hingen neue und alte Mechanik
mit den zwei ausgearteten quadratischen Formen
u? +u? +u? =0 und w3+ ug? +u +ulle =0
zusammen, die in Punktkoordinaten durch die
Gleichungen

L a4+ a2 +a2=0, ,=0, x;=0,

I x4+ a2+ x?+22=0;, ;=0
dargestellt sind. Thre Invariantentheorie und die
Bestimmung der Gruppe der linearen Transfor-
mationen, die die Gleichungen I und II und zu-
gleich die MaBunterschiede unverindert lassen, ist
dann kurzgesprochen die gruppentheoretische
Grundlage der alten und der neuen Mechanik.
Die Bestimmung dieser Gruppen liefert in der
Tat das physikalisch geforderte Ergebnis und da-
mit die Einordnung der klassischen wund der
modernen Mechanik in das Schema der projek-
tiven MaBbestimmung fiir die vierdimensionale
Raumwelt.

Bald 50 Jahre sind vergangen, seitdem die
Welt die Einwirkung von Kleins nichteuklidischen
Ideen an sich erfahren hat. Eine neue Gene-
ration in Wissenschaft und Schule ist seitdem
herangewachsen. ' Die Wissenschaft hat sich all-
miahlich ganz mit dem Gehalt dieser Ideen
erfilllt; aber auch Lehrerschaft und Schule
haben inzwischen seines Geistes einen Hauch
verspiirt. Angriffe, wie sie vor einigen Jahr-
zehnten von seiten einzelner Kreise gegen die
mathematische ,,Afterweisheit gerichtet wurden,
sind heute verstummt. DaB sehen kann, wer
sehen mag, bedarf keiner Bekriftigung; wichtiger
ist und erfreulicher fiir die Wissenschaft, wie
fiir Klein selbst, daB die groBe Mehrzahl derer,
die dazu berufen sind, auch sehen wollen, Dem
ruhigen Beschauer, der an den Sieg der Vernunft
glaubt, die in den Dingen steckt, kann der fort-
schreitende Entwicklungsgang nicht zweifelhaft
sein. Moge dieses BewuBtsein dem Lebensabend
dessen, der sein ganzes Leben hindurch auch fiir
Reform und Hebung des Unterrichts fordernd und
klirend eingetreten ist, einer seiner freundlichen
Begleiter sein.

Die Bedeutung des Erlanger
Programms.

~ Von Prof. Dr. C. Carathéodory, Berlin.

1. Das 19. Jahrhundert kann in gewisser Hin-.
sicht als das Jahrhundert der Geometrie bezeich-.
net werden, weil sich damals die reine Geometrie,

1) Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver, 19 (1910),
S. 281, Vgl auch noch eine neuere Bemerkung in
Bd. 27, Abteilung 2, S. 43, die an den Gedanken an-

schlieBt, die Raumwelt als Mannigfaltigkeit & >0
zugrunde zu legen. ‘

40
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die mehrere Generationen vernachlissigt worden
war, plotzlich zur hochsten Bliite entfaltete. Die
Bewegung geht von Monge aus und hingt mit der
franzosischen Revolution zusammen, die nicht nur
diesen Geometer von dem Zwange befreite, die
darstellend-geometrischen Methoden, die er schen
lingst ersonnen hatte, als militirisches Geheimnis
zu hiiten, sondern auch die Ecole Polytechnique
grundete ~aus der — trotz ihres praktischen
Zweckes — soviele Mathematiker ersten Rahges
hervorgegangen sind.

Die Friichte des \1elseltlgen Untermchts von
Monge lieBen nicht auf sich warten; wir verdan-
ken einerseits seinem Einflusse die allmihliche
Entwicklung des Dunlititsprinzips und die pro-
jektive Qeometrie, die Poncelet
der Kriegsgefangenschaft an der Wolga nach dem
ungliicklichen russischen Feldzuge Napoleons ge-
schaffen hat, wihrend andererseits das Buch von
Monge selbst ,,Feuilles d’analyse appliquée ala
wdométrie (1795) die Grundlage zur, spﬁteren
Flachentheorie bildete. &

Die Pflege der Geometrie verbreitete sich mit
g‘i‘oBer Schnelligkeit iiber ganz Europa, vor allem
in Deutschland, wo Mobius (1827), Pliicker (ca.
1834), Steiner (ca. 1833), v. Staudt (1847), Kum- _
mer, um nur diesg zu nennen, in kurzer Aufein-
anderfolge die projektiven Koordmateu die syn-
thetische Geometrie, die Liniengeometrie, die
Kreis- und Kugelgeometrie, die Theorie der alge-
braischen Flichen und noch anderes mehr ent-

weder begriindet oder, in hohem' MaBe geférdert’

haben.

Eine zweite, von der crsten unabhingige Welle'

geht von Gauf aus, der in seinér Arbeit ,,D_is-
quisitiones generales circa superficies curvas®
(1827) die eigentliche Flachentheorle begriindet
hat Diese Arbeit bildet auBerdem die Grundlage'
zu den Untersuchungen von Riemann (1854, 1861)
iiber die Kriimmung der Riume, die heuté i in der
]mstemschen Grav1tatxonstheor1e eine so groBe
Rol e spielen.
Im Jahre 1829 wurde ferner von Lobatschews-
ZJ und kurz darauf (1832) von J. Bolyaz die
nicht-Euklidische Geometrie entdeckt und, indein
die Unabhiingigkeit des Parallelenaxioms von den
iibrigen geometrxschen Axiomen allen Mathe-
matikern klar wurdeé, ein Problem gelost, das seit.
dem Altertum beruhmt wart). GauB und beson-
ders Riemann, der in den schon erwihnten Ar-
beiten eine zweite Art nieht«Eiuklidischer Geo-
metrie entdeckte, smd in dxesem Zusammenhange
auch zu nennen.

" Als vierten Hauptpunkt muB man die Qua—
ternionentheorie Hamiltons (1843) neénnen, die
eine Invariantenthéorier der Bewegungen des
Eukhdlschen Raumes enthilt, und - die Aus-

"1 Ein- lﬂekenloser Bewexs dxeset Unabhanmgkext
ist erst viel .spiiter erfolgt,. wolid zuerst durch die
Untersuchunqen von Beltrams iiber Flidchen konstanter
Kriimmung (1869) und vor allem durch die weiter unten
erwihnten Arbeiten von Klein.

A
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dehnungslehre Grafmanns (1844, 1865), in der
zum ersten Male die Geometrie der mehrdimensio-
nalen Riume begriindet wird.

In den Jahren 1850—1870 entwickelten sich
auBlerdem die- algebraischen Methoden der In-
variantentheorie, die man als den eigentlichen
Schliissel der modernen analytischen Geometrie
ansehen mul, unter.den Hénden von Cayley, Syl-
vester, Aronhold, Clebsch und vielen anderen und
bildeten allm#hlich eine umfangreiche Disziplin.

Endlich kann man die Analysis Situs. nicht
unerwihnt lassen, d. h. denjenigen Teil der Geo-
metrie, der den Zusammenhang der geometrischen
TFiguren unabhingig von ihrer Gestalt erforscht,
und der im Keime schon bei Eules zu finden ist,
aber erst durch die Arbeiten von Listing (1847),
Mobius (1863) und vor allem durch die funktio-
nentheoretischen - Gedanken Riemanns (1851,
1857) eine Wissenschaft fiir sich, geworden ist.

.2. Am Anfang-der siebziger Jahre hatte sich
also die Geometrie naeh so vielen, scheinbar ein-
ander ganz fremden Richtungen entwickelt, da8
es schien, sie kénnte in, mehrere getrennte Zweige
zerfallen, um so mehr, als die Spezialisten sich
vielfach -bemiihten, tiberall, zwischen den ver-
schicdenen Gebleten trennende -Mauern zu,errich-.
ten. ; ‘

Um so berech‘tlgt,eres Aufsehen erwockte der
Aufsatz -von; F: Klein ,Vergleichende Betrach—
tungen iiber  neuere geometrische Forschungen
der .zuerst..als Programm zum Eintritt in d1e
phllosophlsche Fakultit zu Erlangen im, Jahre
1872 erschient), und in dem auf dem einfachsten
Wege, fast spielend, ein gemeinsames Band um
simtliche Arten, von .-Geometrien geschlungen
wurde und. noch ‘dazu zum ersten Male die Frage
,Was ist eine Geometrie?“ zugleich gestellt und
beantwortet wird. .

Piesen groBen Erfolg verdankte Klein dem
glucLLxchen Gedanken, die Idee der Gryppe an.die.

Spitze ' seiner Uberlegungven zu stellen. Der ab-
strakte Begriff einer Gruppe ist .verhiltnis-
mb’.Big neueren Datumé”) Er wurde durch

1) Wie xedergedruckt in den Mathematxschen Annalen;,
Bd. 43 p. 63(1893), auBerdem in italienischer und
frinzosischer Ubersetzung in den Anmali di Mntematlca
(2) t. 17 (1890), Annales de. ‘l’Ecole Normale (3) t
(1891).

2) Eine Gesamtheit von geometrwchc'n Operationen
bildet eine ‘Gr'hppe, abenn sie” alle Operationen enthdilt,
die cntstehen, wenniman zwei beliebige unter den ge-
gebenen . 'Operationen Kintereinander ausfithrt, wund
wenn sie zugleich it ]cder Operation auch thre In-
verse enthdll.

Man macht sich ‘mit dem Begriff ‘der Gruppe am’
besten dureli Hfisglichst einfache Beispiel¢ vertraut. Be-
trachten wir z. B.- Drehungen um einen -Punkt der
Ebeue; die zwei Drghungen um 90° und 180° bilden
keine’ Gruppe, weil man, wenn man sie hintereinander
ausfiibrt, eine dritte, von den bexden ersten verschiédene,
Drehung‘ um’ 270°°" erhitlt. Dagegen bilden die vier
Drehungen um 0 °, 90 °, 180 ° ?270 ° eine Gruppe.
Die beiden Drehuncren um: 90 © und 270 °- sind jede zu
der anderen invers; wenn man-sie nacheinander aus-
fithrt, kehrt néimlich jeder Punkt in seine ursprilng-
liche Lage zuriick, sie ergeben bei Zusammensetzung
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Lagrange (1770) und vor allem Galois (1832) bei
ihren Untersuchungen iiber algebraische Gleichun-
gen geprigt, und erst spdter, z. B. durch C. Jor-
dan (1868), auch auf das geometrische Gebiet
ibertragen. Man kann andererseits aber wohl
sagen, daB jeder Geometer, von Euklid ab, der die
Bewegungsgruppe des Raumes am Anfang seines
ersten Buches wiederholt benutzt, in seinem
UnterbewuBtsein mit der einen oder anderen
Gruppe operiert hat. Dies ist z. B. bei Mébius in
hohem MaBe der Fall gewesen.

Fiir Klein aber ist die Gruppe nicht bloB ein
Instrument, um neue Sitze zu finden, sondern
sie bildet das wahre Wesen der Geometrie. Eine
Geometrie entsteht erst, wenn man neben der
riumlich ausgedehnten Mannigfaltigkeit noch eine
Gruppe von Transformationen dieser Mannig-
faltigkeit in sich vorgibt; und jeder Gruppe ent-
spricht eine besondere Geometrie.

So wurde mit einem Schlage der Unterschied
klar, der zwischen den verschiedenen Geometricn,
die sich sozusagen zufillig entwickelt hatten, be-
steht, und zugleich ein Mittel gegeben, um alle
moglichen Geometrien systematisch aufzustellen
und zu untersuchen. Genau so, wie wenn die
Sonne durch die Wolken bricht und alle Gegen-
stinde einer weiten Landschaft plotzlich beleuch-
tet, wurden viele Beziehungen sichtbar, die zwi-
schen den verschiedenen Theorien bestchen und
bis dahin mit wenigen Ausnahmen unbemerkt
geblieben waren. Es ist nicht moglich, den Ge-
danken von Klein knapper und besser darzustel-
len und ihn mit vielseitigeren Beispielen zu be-
leben, als er es selbst in seiner Abhandlung getan
hat. Man muBl die Schrift selbst lesen, die heute,
nach fast fiinfzig Jahren, ebenso fesselnd
und frisch wirkt, wie am ersten Tage ihres
Erscheinens.

Klein war nur dreiundzwanzig Jahre alt, als
er die ,,Vergleichenden Betrachtungen® verdffent-
lichte; aber er hatte schon Gelegenheit gehabt,
mit den meisten unter den besten Geometern
seiner Zeit in Berithrung zu kommen. Er war

die Drehung um 0°, die Identitiit. Ebenso sind die
Drehungen um 0 ° und 180 ° sich selbst invers. Ahn-
lich sieht man, daB die Gesamtheit aller méoglichen
Drehungen um einen festen Punkt der Ebene eine
Gruppe bilden. Die zunerst betrachtete Gruppe, die nur
aus einem Teil der Operationen der zweiten Gruppe be-
steht, nennt man eine Untergruppe dieser.

Die Translationen der Ebene (oder des Raumes)
bilden ebenfalls eine Gruppe, weil zwei Translationen
hintereinander ausgefithrt wiederum eine Translation
ergeben. Die Inverse einer beliebigen Translation ist
wieder eine Translation, welche dieselbe Richtung, den-
selben Betrag und den entgegengesetzten Sinn hat.

Ich erwilhne noch einige- geometrische Gruppen: die
Gesamtheit der Bewegungen des Raumes, die eine
Ebene, oder eine gerade Linie, oder eine Schrauben-
linie, oder eine Kugel, oder einen der fiinf regulﬁre_n
Kérper mit sich zur Deckung bringen. Die Gesamtheit
der Transformationen der Ebene, die gerade Linien in

erade Linien (berfilhren, oder die — wie die Trans-
ormation durch reziproke Radien — jeden Kreis und
jede Gerade entweder in einen Kreis oder in eine
gerade Linie transformiert. .
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in Bonn Assistent von Plicker gewesen, hatte in
Gottingen intim mit Clebsch verkehrt und war in
der Zwischenzeit im Winter 1870 mit seinem
Jugendfreunde S. Lie in Paris gewesen, wo er
C. Jordan kennen lernte und ganz besonders mit
G. Darboux lebhafte Beziehungen ankniipfte, dic
der damalige Krieg nur fiir kurze Zeit unter-
brach. So kain es, daf er trotz seiner Jugend in
der Lage war, das Erlanger Programm zu ver-
fagsen, ein Programm im wahren Sinne des
Wortes, das von seinem Autor einen vollstiindigen
U'berblick iiber die gesamte Geometrie seiner Zeit
crforderte.

Im Erlanger Programm ist zum erstenmal eine
Tendenz zutage getreten, die spiter fiir alle Ax-
beiten Kleins maBgebend geworden ist, und die
darin bestand, den Zusammenhang entfernt lie-
gender Gebiete aufzudecken und auf diese Weise
neue fruchtbare Forschungsmoglichkeiten zu
schaffen. Dadurch hat Klein mehr als irgend ein
anderer im Gebiete der Mathematik dazu beige-
tragen, die Gefahren der durch eine zu grofc
Spezialisierung hervorgerufenen Zersplitterung
der Wissenschaft zu iiberwinden.

Auch war es kein reiner Zufall, da Klein in
seiner Schrift dem Begriff der Gruppe eine so
maBgebende Rolle zuschrieb. Hatte er doch schoxu
sehr frith im wechselseitigen Verkehr mit Lie
die fundamentale Bedeutung der Gruppentheorie
fiir die gesamte Mathematik eingesehen, eine
Uberzeugung, die wihrend des Pariser Aufenthal-
tes der beiden Freunde nur bekriftigt werden
konnte, da auch dort z. B. C. Jordan die letzte
Hand an sein ,,Traité des Substitutions* legte,
das erste Lehrbuch iiber die Theorie endlicher
Gruppen. . .

3. Das Erlanger Programm enthilt aber noch
mehr als diesen einen Hauptgedanken, durch den
die Bedeutung der Gruppe fiir' die Geometrie
festgelegt worden ist. Pliicker hatte namlich ge-
lchrt, wie man nicht nur die Punkte, sondern be-
liebige algebraische Gebilde dureh endlich viele
., Koordinaten® charakterisieren und daher als Ele-
mente des Raumes auffassen kann.

Eine Gruppe von Transformationen des
Raumes kann aber auch, wie Klein bet
merkte, als Gruppe von Transformationen
solcher  algebraischen  Figuren unter sich
angesehen werden und erzeugt daher nach

Kleins Prinzip eine bestimmte Geometric dieser
Figuren. Nun kann es vorkommen, daB mehrere
anf diese Weise gebildete Geometrien dieselbe
Gruppe besitzen und daher seclbst iibereinstimmen.

Hierdurch wurde auf die bereits bekannten
Ubertragungsprinzipien, insbesondere auf den vor
kurzem durch Lie entdeckten Zusammenhang
zwischen Linien- und Kugelgeometrie ein neues
Licht geworfen und zugleich fiir die Aufstellung
neuer Ubertragungsprinzipien eine einheitliche
Grundlage geschaffen. Von diesem Gedanken, der
sich auch spiter in vielen Arbeiten von jiingeren
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Geometern als fruchtbar erwiesen hat, hat Klein
eine Reihe von wichtigen Anwendungen gemacht.

Die Art z. B., wie er die nicht-Euklidische
Geometrie, zum Teil schon vor dem Erlanger Pro-
gramm, behandelt hat, beruht auf diesem Ab-
bildungsprinzip. Klein hat gefunden, daB man
das Innere einer Kugel als Lobatschewskyschen
nicht-Euklidischen Raum deuten kann, wenn man
die Gruppe derjenigen projektiven Transforma-
tionen des Raumes, die die Kugel in sich trans-
formieren, den Betrachtungen zugrunde legt.
Ahnlich hat er den elliptischen nicht-Euklidischen
Raum mit Hilfe einer imaginiren Kugel reali-
siert.

Noch bekannter ist die Figur, in der die nicht-
Euklidische Ebene durch eine Halbebene darge-
stellt wird, wobei das Bild der geraden Linien
Halbkreise sind, die den Rand der Halbebene
senkrecht schneiden und die Winkel in ihrer ge-
wohnlichen Bedeutung erhalten bleiben. Diese
Figur spielt ja in der Theorie der automorphen
Funktionen eine groBe Rolle, der Klein viele
seiner wichtigsten und schonsten Arbeiten ge-
widmet hat und die — wenigstens durch die sub-
jektive Weiterentwicklung der Gedanken Kleins
~— mit dem Erlanger Programm zusammenhingen
und deshalb hier auch erwihnt sein mogen.

4. Spiter hat Klein wiederholt betont, daB die
Ideen des Erlanger Programms auch als oberstes
Einteilungsprinzip fiir die Mechanik genommen
werden miissen. Zunichst hdt er gezeigt, wie man
die Mechanik des starren Korpers von diesem
Standpunkte aus behandeln kann!). Dann aber
hat die Relativitiitstheorie und die neue Einstein-
sche Gravitationstheorie ihm neuen AnlaB ge-
geben, die fundamentale Rolle, welche gerade hier
die Gruppe, ganz im Sinne seines Erlanger Pro-
gramms spielt, zu untersuchen?).

In der klassischen Mechanik muB man niamlich
die zehngliedrige Gruppe zugrunde legen, die man
erhilt, wenn man die gleichférmigen Translatio-
nen des Raumes (3 Parameter), die orthogonalen
Transformationen des Koordinatenkreuzes (6 Para-
meter) und die Ersetzung der Zeit ¢ durch (¢ + h)
miteinander kombiniert. In der Elektrizitits-
theorie dagegen (und iiberhaupt bei allen Er-
scheinungen, bei denen die Lichtgeschwindigkeit,
als endlich angesehen wird) mu8 man diese
Gruppe, die man die Galileische genannt hat,
durch die Gruppe der Lorentztransformationen
ersetzen, die ebenfalls zehnparametrig ist und aus

1) Zur Schraubentheorie von Sir Robert Ball
(Ztschr. f. Mathem. u. Phys. Bd. 47 (1902); Wieder-
abdruck mit einem Zusatz i. d. Math. Ann. Bd. 62
(1906, S. 419).

2) Uber die geometrischen Grundlagen der Lorentz-
gruppe (Jahresber. d. deutsch. Mathematikervereini-
gung Bd. 19, 1910).

Uber ‘die Differentialgesetze fiir die Erhaltung von
Impuls und Energie in der Einsteinschen Gravitations-
theorie (Gott. Nachr. 1918).

Uber die Intégralform der Erhaltungssiitze und dje
Theorie der rédumlich geschlossenen Welt (Gott. Nachr.
1918).
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der man die erste durch einen GrenzprozeB ge-
winnen kann. In der Einsteinschen Gravitations-
theorie wieder sind es die reellen eineindeutigen
Transformationen der vierdimensionalen Welt,
die man betrachten muB?t).

Hieraus sieht man, wie sich der urspriingliche
Geltungsbereich der Kleinschen Ideen erweitert
hat durch das Hinzukommen von Fragestellun-
gen, die zur Zeit ihres Entstehens noch gar nicht
existierten und fiir welche die Wissenschaft
nicht einmal reif war, und das ist gerade ein
Priifstein fiir die Tragweite des Fortschritts, der
durch das Erlanger Programm erzielt worden ist.

Klein, Riemann
und die mathematische Physik.

Von Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. A. Sommerfeld,
Minchen.

Als ich Oktober 1893 nach Gottingen kam,
war die erste Vorlesung, die ich bei Klein horte,
eine solche iiber die Riemannsche P-Funktion.
Wie alle Vorlesungen von Klein, war sie glanzend
durchgearbeitet und von plastischem Vortrag.
Klein konnte, was nur wenige Dozenten wagen
diirfen, die Zusammenfassung des Vorgetragenen
seinen Hoérern mehrmals in jeder Stunde in die
Feder diktieren, ohne den Anschein der Pedante-
rie hervorzurufen und ohne sich zu wiederholen.
Er konnte dies, weil seine Zusammenfassung dem
Gedanken stets eine neue zugespitzte Form gab.
Dem Gedanken, nicht der Rechnung. Die Rech-
nung spielt in Kleins Vorlesungen eine ganz
nebensichliche Rolle. Das war einer der Punkte,
in denen er sich mit Riemanns Denkweise be-
rithrte. Die Definition der Funktionen aus ihren
Lligenschaften, unabhéngig von ihrer formalen
Darstellung, die Formel nicht als Grundlage,
sondern als AusfluB der mathematischen Erkennt-
nis! Wir lernten in jener Vorlesung diesen: Geist
der Riemannschen und XKleinschen Funktionen-
theorie an dem Beispiel der hypergeometrischen
Funktion kennen. Das hinreiBende Temperament
von Klein, das wohl in seiner rheinischen Heimat
wurzelt, verstand es, diesen Geist der Mathematik
uns vor Augen zu stellen und damit Riemanns
Geist neu zu beleben.

Klein hat auf der Wiener Naturforscher-Gesell-
schaft 1894, als er nach dem Tode von Helmholtz
an dessen Stelle als Vortragender der Allgemeinen
Sitzung sprach, das Thema gewihlt: Riemann und
seine Bedeutung fiir die Entwicklung der mo-
dernen Mathematik. Hier leitet er die besondere
Kraft der Riemannschen Methode aus ihrer
Durchtrinkung mit der Denkweise der mathe-
matischen Physik her. ,Wie die einzelne Er-
scheinung im Gebiete der Physik von der Anord-
nung der Versuchsbedingungen abhiingt, so indi-

. 1) Das letzte ist nicht ganz genau, weil im Un-
endlichen Nebenbedingungen hinzukommen, die noch
nicht vollstindig erforscht sind.
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vidualisiert Riemann seine Funktionen durch die
besonderen Grenzbedingungen, die er ihnen auf-
erlegt.“ ,,Was in der Physik die Verbannung der
Fernwirkungen, die Erklirung der Erscheinungen
durch die inneren Krifte eines raumerfiillenden
Athers ist, das ist in der Mathematik das Ver-
stindnis der Funktionen aus ihrem Verhalten im
Unendlich-Kleinen, insbesondere aus den Diffe-
rentialgleichungen, denen sie geniigen.“ ,Rie-
mann im Gebiete der Mathematik und Faraday
im Gebiete der Physik stehen parallel.”

Am unmittelbarsten kommt Riemanns mathe-
matisch-physikalische Richtung zum Ausdruck in
seiner Dissertation (1851) iiber die Grundlegung
der Funktionentheorie. Sie ist eine Potential-
theorie in zwei Dimensionen; der Greensche Satz
bildet die natiirliche reelle Vorstufe zum Cauchy-
schen Satz. Die Riemannschen Differential-
bedingungen zwischen dem reellen und imaginiren
Teil der komplexen Funktion sind Bedingun-
gen fiir die wirbelfreie Stromung einer inkompres-
siblen TFlissigkeit. .

Was Riemann hier zum Teil nur verhiillt aus-
gesprochen hat, zog Klein 1881 in seiner Vor-
lesung und Schrift ,,Uber Riemanns Theorie der
algebraischen Funktionen und ihrer Integrale®
sowie in seiner daran anschliefenden, weiter aus-
gefithrten autographierten Vorlesung iiber Rie-
mannsche Flichen ans Licht. Die Idee der Rie-
mannschen Flache, die Riemann in seiner Disser-
tation einfithrt und durch eine Andeutung am
Schlusse derselben erweitert, bildet Klein zur Vor-
stellung der geschlossenen ,,Klein-Riemannschen
Fldache® aus. So wie die komplexe Ebene funk-
tionentheoretisch am besten durch die Kugel er-
setzt wird, 1aBt sich eine verzweigte Riemannsche
Ebene von hoherem Geschlecht ersetzen durch
eine geschlossene singularititenfreie raumliche
Fliche von mehrfachem Zusammenhange. Diese
Fliche wird gleichmiBig mit leitender Masse be-
legt gedacht und bildet einen Konduktor fiir
elektrische Stromung. Die auf der Fldche ein-
deutigen Potentiale bilden die Bausteine fiir die
Theorie der algebraischen Funktionen der Flache
und ihrer Integrale. Die Unstetigkeitspunkte der
Potentiale sind die Quellen und Senken der Strd-
mung; es sind zugleich die Punkte, in denen die
Elektroden als Stromzu- und -abfithrung an den
Konduktor gelegt zu denken sind. Indem mau
unendlich viele Elektroden transversal lings eines
Riickkehrschnittes der Fliche aneinander reiht,
erhilt man als Potentiale die iiberall endlichen
Integrale der Fliche (Integrale der ersten Gat-
tung). Integrale zweiter und dritter Gattung er-
geben sich bei punktférmigen zusammenfallenden
oder getrennten Elektroden} die auf der Fliche
eindeutigen Funktionen, die algebraischen Funk-
tionen des Gebildes, werden als Sonderfall aus
den Potentialfunktionen aufgebaut.

Es st nicht eigentlich mathematische Physik.
was hier getrieben wird, sondern physikalische
Mathematik. Nicht die Mathematik steht im
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Dienste physikalischer Interessen und Probleme,
sondern die Physik leitet und befliigelt den mathe-
matischen Gedanken. DaB die Physik hierzu be-
fahigt und berufen "sei, hat Klein seinen Schii-
lern oft und eindringlich eingeprigt.

Die Riemannsche Dissertation war seinen ma-
thematischen Zeitgenossen zunichst fremdartig;
sie wurde wohl gelegentlich das Buch mit den
sieben Siegeln genannt. DaB sie der physika-
lischen Denkweise niher lag als der mathemati-
schen, dafiir zeugt eine Erzihlung meines ein-
stigen ehrwiirdigen Aachener Kollegen Wiillner.
Er war (wenn ich nicht irre in den sechziger
Jahren) in den Sommerferien mit Helmholtz und
Weierstraff auf dem Rigi zusammen. Weierstrafs
hatte die Riemannsche Dissertation mitgenommen,
um diese ihm schwer verstidndliche Lektiire in der
Ferienruhe zu bewiltigen. Helmholtz aber wun-
derte sich iiber die Schwierigkeiten, die der Fach-
mathematiker bei Riemann vorfand; fiir ihn war
Riemanns Darstellung unmittelbar einleuchtend.

Klein stand ebenso wie Riemann dem physi-
kalischen Denken nahe. Sein eigentlicher Lehrer
Pliicker war Mathematiker und beobachtender
Physiker zugleich, und Klein war sein Labora-
toriumsassistent. Kleins erste Vorlesung als Pri-
vatdozent in Gottingen galt dem Satz von der
Erhaltung der Energie. Die iibernommene Pflicht.
Phickers Liniengeometrie nach dessen Tode her-
auszugeben, hielt ihn zunichst von weiterer phy-
sikalischer Betdtigung ab, und als er nach IKr-
ledigung dieser Arbeit daran gehen wollte, sich
energischer mit Physik zu beschiftigen, wurde er
Ordinarius der Mathematik in Erlangen. Trotz-
dem blieb er mit der Entwicklung auf physika-
lischem Gebiete in Fiihlung. Frither als die-
meisten deutschen Physiker (Helmholtz natiirlich
ausgenommen) erkannte er die Bedeutung der
Maxwellschen Theorie und brach fiir sie, zumal
gegeniiber seinen Leipziger physikalischen Kolle-
gen, eine Lanze. Besonders nahe stand ihm
W. Thomsons intuitive Erfassung der Mechanik
und Mathematik. ‘

UnvergeBlich werden mir die ersten Bespre-
chungen sein, zu denen Klein mich bei Beginn
meines Gottinger Aufenthaltes einlud. Er sah
ja, als richtiger ,,Romantiker® der Wissenschaft,
ecinen Hauptteil seiner Titigkeit darin, jiingere
Krifte an die Wissenschaft und an sich heranzu-
zichen. Ich kam mit allerlei Ansitzen zur Be-
handlung physikalischer Differentialgleichungen
nach Gottingen. Er lieB sich alles, was ich plante,
gern auseinandersetzen und riickte es in den all-
gemeinen Zusammenhang der mathematischen
Literatur und seiner zusammenfassenden An-
schauungen. In den Vorlesungen iiber Potential-
theorie und physikalische Differentialgleichungeén,
die Klein kurz zuvor gehalten hatté und deren
Ausarbeitungen im mathematischen Lesezimmer
jédermann zuginglich waren, fand ich wesentliche
Teile meinét Pline bereits ausgefithrt vor, so das
Voranstellen einet ~charakteristischen Haupt-
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funktion fir die verschiedenen physikalischen
Differentialgleichungen und die Ubertragung der
Greenschen Methoden von der Potentialtheorie auf
die anderen Gebiete der Physik. Klein hatte die
Abendstunden von 6—8 Uhr in der Régel solchen
Besprechungen vorbehalten; an mich kam anfangs
fast in jeder Woche einmal die Reihe. Jedesmal
war am SchluB der Besprechung der Tisch mit
einer Menge Biicher bedeckt, in denen er den all-
gemeinen Zusammenhang meiner Emzelprobleme
mit der mathematischen Literatur aufgezeigt
hatte. ) )

Auch wihrend meiner zweijihrigen Assisten-
tenzeit bei Klein und wihrend spiterer gemein-
samer Arbeiten habe ich Klein auBerordentlich
viel zu danken gehabt. Ich habe cs stets lebhaft
empfunden, daB die Kleinsche Auffassung der
Mathematik, die Betohung der geometrischen Evi-
denz gegenitber der einseitigen Hervorkehrung
des rein Logischen und Algorithmischen, gerade
fiir die Handhabung der mathematischen Anwen-
dungen in Mechanik und Physik die richtige
Schulung gibt. Schon allein seine Warnungen vor
der iibertriebenen Angstlichkeit gegeniiber Kon-
vergenzfragen und sein grundsitzlicher Optimis-
mus beziiglich der Zuldnglichkeit der mathema-
tischen Hilfsmittel und ihrer Anpassungsfihig-
keit an die Erfordernisse der Naturwissenschaf-
ten befreien den auf dic Anwendungen Gerichteten
von den ITemmungen der Schulmeinung und be-
stirkén ihn in zuversichtlichem Schaffen. Kleins
Mathematik ist mehr ein Schauen, als ein Grii-
beln und Zerlegen. Und das muB die Mathematik
in der Tat sein, wenn sie in den Anwendungen
ihre ganze Kraft entfalten soll.

Einen Niederschlag der Kleinschen Vorlesun-
gen iiber mathematische Physik bilden' die Biicher
von  Bécher iiber die Reihenentwicklungen der
Potentialtheorie und von Pockels iiber die Schwin-
gungsvorginge (die partielle Differentialgleichung
Au—+ k?uw—=0). Béchers Buch strebt mehr die
mathematische Allgemeinheit an und ordnet die
speziellen, nach Zylinder- und Kugelfunktionen
fortschreitenden Reihen der Physik in die allge-
meinen Reihen nach Laméschen Funktionen ein;
zugleich zeigt es die allgemeine Kraft des Klein-
schen Oszillationstheorems. Das Pockelsche Buch
dagegen kniipft an Rayleighs Theorie des Schalles
an und bildet eine vorziigliche Einfithrung in die
speziellen Methoden der mathematischen Physik.
s liest sich, als ob Klein :es selbst geschrieben
hidtte und fithrt dadurch dem Leser ‘die Stirke
vor Kleins Personlichkeit zu Gemiite: Der in
seinem ‘Temperameént ganz anders geartete
Packels fugte sich, solange er mit Klem zusam-

men arbe1tete, der suggestiven Kraft seiner uber-
ragenden Personlichkeit.

Ein neues Band hat die Entwicklung der
letzten Jahre zwischen Klein und der mathe-
matischen Physik geschlungen, und auch dieses
Band steht unter dem Zeichen des groBen Namens
Riemann. Schon- einmial, bald nach der Begriin-

*

Die Natur-
wissensochatten
dung der speziellen Relativitiitstheorie, hatte
Klein (in der Zeitschrift fiir Mathematik und
Physik) zu dieser das'Wort ergriffen, um die be-
reits von Minkowski erkannten Zusammenhinge
der neuen physikalischen Weltanschauung mit der
von Klewn frither entwickelten Auffassung der
nichteuklidischen Geometrie als einer ,projek-
tiven MaBbestimmung® weiter zu verfolgen. Als
aber in den letzten Jahren aus der speziellen die
allgemeine Relativitiitstheorie herauswuchs, da sal
Klein in ihr die Erfiillung seines ,,Erlanger Pro-
grammes® im weitesten Sinne, die Verwertung
seiner alten gruppentheoretischen Prinzipien, die
er zunidchst nur auf die Geometrie angewandt
hatte, fiir die Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit der
Physik bei Zugrundelegung der allgemeinen
Gruppe der Punkttransformationen. Die MaB-
bestimmung, die dieser Gruppe adidquat ist, wird
nicht mehr die projektive, sondern die allgemeine
Riemannsche der vierdimensionalen Mannigfaltig-
keit von beliebiger Kriimmung. Der Standpunkt.
zu dem Einstein sich durch den Zwang der phy-
sikalischen Postulate unter unsiglichen Miihen
heraufgearbeitet hatte, war schlieBlich derselbe,
den die jungen Mathematiker Klein und Lie auf
ihrem geometrischen Spezialgebiet bereits in den
siebziger Jahren eingenommen und von dem aus
sie eine milthelose Umschau auf die geometrischen
Aufgaben gehalten hatten.

Wie souverian aber Riemann sclbst iiber die
letzten Prinzipien der Naturerkenntnis mnachge-
dacht hat, das erkennen wir mit Staunen, wenn
wir die SchluBworte seines Habilitationsvortrages
,Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu-
grunde liegen®, lesen, wenn wir sie heutzutage
lesen, nachdem uns die physikalische Entwicklung
die Augen fiir diese prophetischen Andeutungen
geoffnet hat. Riemann fragt hier nach dem ime
neren Grunde der MaBverhiltnisse des Raumes
und sagt, dafl ,,bei einer diskreten Mannigfaltig-
keit das Prinzip der MaBverhiltnisse schon in
dem Begriffe dieser Mannigfaltigkeit enthalten ist,
bei einer stetigen aber anderswoher hinzukommen
muf¥“ ,Es mull also entweder das dem Raum
zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete Man-
nigfaltigkeit bilden (Quantentheorie?), oder der
Grund der MaBverhiltnisse muB auBerhalb, in
darauf wirkenden, bindenden Kriften (Einsteins
(ravitationstheorie!) gefunden werden.*

Klein hat diese Dinge’in einer Folge von Vor-
lesungen dargestellt, die er wihrend des Krieges
vor einem ausgewiihlten IlGrerkreise gehalten hat.
Die erste Vorlesung behandelt die algebraische
Invariantentheorie, die zweite die Invarianten-
theorie der Lorentzgruppe, die dritte die-
jenige der allgemeinen Relativititstheorie; diese
drei Vorlesungen liegen in sorgfaltiger Aus-
arbeitung -vor, neben inhaltreichen Noten in den
,»Qottinger Nachrichten®, in denen Klein seine
Auffassung der allgemeinen Relativititstheorie
skizziert und zum Teil gegen diejenige von Hil-
bert abgegrenzt hat.” "Eine vierte Vorlesung soll,
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wenn jch recht berichtet bin, die Invarianten-
theorie der Beriihrungstransformationen und ihre
Bedeutung fiir die allgemeine Mechanik bringen.
Auch diese Vorlesungen haben den Reiz seiner
Vorlesungen aus jitngeren Jahren: Sein wunder-
barer Uberblick iiber die Zusammenhinge der
mathematischen und physikalischen Begriffs-
bildung fithrt uns miihelos zu den letzten Krrun-
genachaften der Einsteinschen Gedankenwelt und
zeigt sie uns als Krénung einer lange vorbereite-
ten mathematischen Entwicklung. Es wird alle
\erehrer des groflen Mannes mit Frende und Be-
frlechgung erfiillen, daB derselbe Qeist, der mit
zwanzig Jahrén das Gebiet der Mathematik in
allen seinen Verzweigungen meisterte, der von

hier aus auf der IIohe seines Lebens nach den’

Nachbargebieten der Physik, der Technik und des
Unterrichts die Briicken schlug . und der vor
wenigen Jahren unter der Last des von ihm Ge-
schaffenen und Geplanten zusammenzubrechen
drohte, als -Siebzigjihriger die Kraft wieder-
gefunden hat;’ um das grofte wissenschaftliche
Problem der letzten Jahre mit der Klarheit seineg

Denkens zu durchdringen -und- an die Pxoblefnc

~<=mer Jugond)abre anzuschlieBen.

: Felix Klein und die Reform des.
mathematischen Unterrichts.:
Von Prof Dr. H. E Timer ding, Braunschweig:

,' Was Felix leem fiir das Unterrichtswesen

geleistet hat, wissen am besten die zu beurteilen,

die das. Gliick hatten, an seiner Arbeit teilzu-
nehmcn es dringt aber.auch immer mehr zum
Verstindnis aller der .Kreise, die .am mathema-
tischen und naturwissenschaftlichen Unterricht
irgendwie beteiligt sind. Die Widerstinde und
Anfeindungen, die er in reichem MaBe erfuhr,
sowie er von der luftxgen Warte der. rein wissen-
schaftlichen Forschung in die Arena der’ Schul-
kimpfe hinunterstieg, sind mehr und mehr einer
gerechten Wurdxgung der Ideen und Absichten,
die ihn bei seiner Wirksamkeit fiir die Reform
des mathematischen, Unterrichts leiteten, ge-
wichen. Langsam beginnen die Friichte zu reifen,
die der von ihm gestreuten Saat entsprossen sind.
Was erst den meisten-neu und befremdlich war,
wird nach und nach Gemeingut und erscheint als
etwas Natiirliches und fast Selbstverstindliches.
Allgemach diinkt, es unbegreiflich, wie die Ge-
danken, fiir die er sich mit der ganzen Kraft
seiner machtvollen Personlichkeit eingesetzt hat,
als storender Eingriff in eine festgewurzelte Uber-
lieferung aufgefaBt und so hartniickig miBver-
standen werden konnten.

‘Das \Vlrken Feliz Kleins wird allezeit ein
Markstein in der Entwicklung des mathematischen
Unterrichts. bleiben. GewiB ist dies und jenes,
was er mit Einsetzung seiner gldnzenden Redner-
und Darstellungsgabe vertreten und mit der ihm
eigenen, ruhigen und besonnenen, durch keinen
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Widerspruch zu verwirrenden’ Sicherheit ver-
teldlgt hat, schon vorher von anderen ebenso oder
dhnlich geduBert worden. Aber es allgemein
durchzusetzen hitte doch niemand vermocht, und
in der wagemuhgen‘Tatkraft, in dem unermitd-
lichen Ausharren, in der scharfblickenden Er-
fassung und zielsicheren Verwertung der zur Mit-
arbeit geeigneten Personlichkeiten, in der, vor
keiner langweiligen und ermiidenden Kleinarbeit
zuriickschreckenden Sorgfalt und Gen#uigkeit,
darin liegt vielleicht die groBte Leistung Kleins
bei seinem Wirken fitrr den mathematischen Untér-
richt in allen seinen verschiedenen Formen.

Es ist aber klar, dag, wer einé solche Begabung
fiir- praktlsche Aufgaben besitzt, sie aus einer’
qeeh%hen Notwendlgkelt heraus frither oder
spiter betitigen muB. Darum war ‘es keine Ab-
irrung von der rein w1s:~enschaft]1chen Laufbnhn
wenn Klein sich, als die Stunde gekommen war,
dem’ Unterrichts‘v’veaen zuwandte. Tnnere Ent-
wxcklung und auBere Umstdnde haben sich dabei
in so merkwurdxger Weise dle Hand gereicht, daB
dieser Ubetgang mit geradezu elementarer Selbst-
\erstandllcllkext erfolgte

Ein $0.Z1m Lehren berlpfener Mann wie- Klem
muBte von Anfagg an ein tiefes Interesse . fur
Unterrichtsfragen zeigen. Nur hielt sich dleses
Interesse bei.Klein zunichst durchaus im Rah-
men seines eigenen Lehramtes Er hat eine Wirk-
samkeit als Hochschullehrer entfa]tet wie,, kaum,
ein Mathematiker vor und nach ihm. Schqq in
dieser Lehrtitigkeit ist auch eine gute--Menge
von organisatorischer Arbeit inbegriffen. “Aber
die in ihm schlummernde Neigung zu vwelt aus-
blickender organisatorischer ~Wirksamkeit er-
wachte doch erst recht, als er in seinen Vor-
lesungen, in.denen er nach und nach das ganze
ungeheure (ebiet der wissenschaftlichen Mathe-
matik zu umspannen trachtete, zu Anfang der
neunziger Jahre des vorigen Jahrhunderts. zur
Mechanik zuriickkehrte, der er schon zu Beginn

seiner mssengchafthchen Laufbahn, angeregt
durch seinen Lehrer Pliicker, sich zugewendet
hatte. . L -

- Dabei kehrten seine Gedanken nnturgéniiil.’g.

in eine Bahn zuriick, die ihm, dem Sohne, des
rheinischen Tndustrxegeblets, von Haus aus nahe-
lag, und aus der ihn nur die glinzenden Erfolge
seiner ersten. geometrischen Arbeiten gerisgen
hatten. Dies ‘war die Verbindung von Mathema-
tik, Physik und Technik, inspesondere die -Ver-
fo]"uu" der Mathematik nach der Seite-ihrer An-
wendungen hin. Er selbst hatte - fiir sich eine
Zeitlang, eine Vereinigung des mathematischen
Studiums mit der teehnischen und naturwissen-
schaftlichen Betdtigung ertriumt, ynd wenn diese
Vereinigung sich.auch als. unerreichbar erwies, so
blieb ihm doch das lebhafte Interesse fiir die
Anwendungsgebiete der. Mathematik. Dieses In-
teresse rang. sich nun- in Géttingen zur klaren
Erfassung eines bestimmten Zieles empor: ,die
hesonderen Finsichten und .Kenntnisse, die er
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Laufe der Jahre gewonnen hatte, zur Herstellung
einer engeren Verbmdung zwischen Mathematik,
Physik und Technik in Geltung zu bringen®. So
entstand der Plan zur Schaffung eines physika-
lisch-technischen Institutes an der Universitit
Géttingen, mit der weitergehenden Absicht, auf
diese Weise ,,an den deutschen Universititen eine
allgemeine Bewegung im Sinne einer Anniherung
an dig Technik auszulosen“.

Wenn Kleins Absichten, soweit sie die Uni-
versitit Gottingen betrafen, im vollsten MaBe ge-
lungen und dort eine Reihe mustergiiltiger, reich
ausgestatteter und vortrefflich geleiteter Institute
entstanden sind, das allgemeinere Ziel ist nicht
erreicht. . Die Technik liegt heute, den Universi-
titen so fern wie vor 25 Jahren. Der Grund
hierfiir ist einerseits darin zu suchen, da8 dem
rein wissenschaftlichen Streben der Universititen
der Geist der Technik nicht gemiB ist, daB sie
wohl den Weg von der, Wirklichkeit zur Theorie
finden, aber, ausgenommen in der medizinischen
Fakultit (deren Analogie mit.dem Ausbildungs-
gang und der Auffassungsweise, die an den Tech-
nischen Hochschulen herrscht, Klein. mit Recht
hervorhebt), nicht riickwirts den Weg von der
Theorie zur Wirklichkeit. Andererseits fordert
aber eine Ankniipfung an die Technik auch kost-
spielige duBlere Einrichtungen, fiir welche nur
in Gottingen die Mittel fliissig gemacht werden
konnten, ' _ '

DaB dies gelang, ist wesentlich der unermiid-
lichen Werbearbeit Kleins und der klugen Politik
zu danken, die er verfolgte. Er verstand es, die
Unterstiitzung technisch und wissenschaftlich in-
teressierter, kapitalkriaftiger Personlichkeiten zu
gewinnen, auf Grund deren dann auch der Staat
seine Beihilfe nicht versagte, zumal Klein in Alf-
hoff einen michtigen und verstindnisvollen For-
derer seiner Pline fand.

Nachdem so schon 1897 mit einer ersten von
drei_Stiftern .erhaltenen Anzahlung einige Ma-
schinen angeschafft und zu ihrer Verwertung im
Lehrhetrieb ein auBerordentlicher Professor mit

den notigen Hilfskriften angestellt worden war,

wurde am 28. Februar 1898.die ,Gottinger Ver-
einigung zur Forderung der angewandten Physik®
gegriindet, die durch hohe Jahresbeitrige ihrer
M1tgheder und weitere sehr reichliche private
Zuwendungen mit den staatlichen Zuschiissen
zusammen die Mittel fiir die nach und nach ent-
standenen Institute an der. Universitit Gottin-
gen aufgebracht hat. Spiter wurde der Bezeich-
nung dieser Veremxgung auch noch die ,ange-
wandte Mathematik® hinzugefiigt. Klein hatte
erkannt und auch anderen begreiflich zu machen
verstanden, daB die geplanten Neuerungen auch
eme Erweiterung des mathematischen Studiums
in sich schlieBen miiBten. Zunichst wurde dabei
an die darstellende (Geometrie gedacht, fiir die
Klein immer Interesse gehabt, und die er schon
nach seiner Bexufung an die Erlanger Universitit

gelesen hatte, Daran schloB sich dann die Geo-
disie und aus einer durch Lewis veranlaBten
Parallelgriindung heraus die Versicherungsmathe-
matik an.

Der angewandten Mathematik wurde nun als
Lehrgegenstand der TUniversititen ein fester
Boden verliehen dadurch, daB 1898 die neue preu-
Bische Priifungsordnung fiir das Lehramt an,
hoheren Schulen herauskam, in der die ange-
wandte Mathematik als besonderes, allerdings nur
in -Verbindung mit der reinen Mathematik wihl-
bares Lehrfach erschien. Dadurch erhielten nicht
blo8 die Gottinger Einrichtungen einen #duBeren
Zweck, dem sie dienen konnten, auch fiir die
ibrigen Universititen ergab sich die Notwendig-
keit, durch besondere Lehrauftrige und Lehr-
mittel fiir die Vorbereitung der Mathematikstu-
dierenden auf das neue Priifungsfach zu sorgen.

Wenn aus der Neuerung, die vor nunmehr
20 Jahren mit so frohen ‘Erwartungen begriit
werden . konnte, noch nicht der Segen geflossen
ist, den Klein selbst davon erhofft hatte, so liegt
das wohl an folgendem: Die angewandte Mathe-
matik ist wohl ein besonderes Priifungsfach ge-
worden, aber sie ist nicht auch ein besonderes
Lehrfach an den hoheren Schulen. Was die Aus-
bildung in der angewandten Mathematik bezweckt,
so wie wir sie heute fassen, als die Unterweisung
in den Teilen der Mathematik, die auf deren An-
wendung in- der Wirklichkeit hinzielen, also
namentlich die Schulung im Messen, Rechnen und
Zeichnen, das bedeutet eine Ausbildung, die jeder
empfangen haben sollte, der mit dem rechten Er<
folg den mathematischen Unterricht an ~einer
héheren Schule erteilen will, es miiite also iiber-
haupt einen integrierenden Bestandteil des ma-
thematischen Studiums bilden. Ehe das nicht er-
reicht ist, sind die Anspriiche, die von seiten der
Schule gestellt werden miissen, nicht erfiillt. Da-
gegen ist fiir die Schule nicht unbedingt nétig
die weitergehende Ausbildung in einem besonde-
ren Spezialfache, sei es in Versicherungsmathe-
matik, Astronomie oder Geodisie, in der meist
auf ,technische Mechanik“ zusammengezogenen
Maschinentechnik oder in der Elektrotechnik. Es
ist klar, daB diese weitergehende Ausbildung ent-
weder an der Oberfliche bleibt oder aber mehr
anderen, auBerhalb des Lehramts stehenden Be-
rufstitigkeiten zu dienen' geeignet ist, als Ver-
sicherungsmathematiker, als Astronom, Geodit
oder als technischer Physiker, und danach
aufgefaBt und ausgestaltet zu werden verdient,
wie das chemische Spezialstudium auf der Uni-
versitidt’ lingst der spiteren Verwendung als
technischer Chemiker nutzbar gemacht ist?).

1) Hierbei soll nicht unerwihnt bleiben, daB bei
besonderen Fachschulen die genannten Wissenszweige,
und zwar immer je einer von ihnen, fiir die Lehrtiitig-
keit groBe Bedeutung gewinnen, so die Geodiisie bei den
Landwirtschaftsschulen, die Versicherungsmathematik
und was mit ihr zusammenhiingt bei den Handels-
schulen, die angewandte Mechanik und Physik bei den
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Die Anndherung der Universititen an dic
Technik bildete aber nur die cine Seite der Be-
strebungen, die Klein leiteten. Die andere Seite
war die Stellungnahme der Technischen IIoch-
schulen zu den theoretischen Wissenschaften.
Vielfach durch ungecignete Vertreter dieser Wis-
senschaften gereizt, hatte sich in den Kreisen der
Techniker das Bestrcben gezeigt, die Ausbhildung
der kiinftigen Ingenieure nur solchen Minnern
anzuvertrauen, die selbst technisch geschult waren,
und es war von ihnen energisch betont wor-
den, daBl Mathematik und Naturwissenschaften
fiir den Ingenieur nur die Bedeutung von Hilfs-
wissenschaften hiitten, deren eingehende Kennt-
nis und tieferes Verstindnis nicht zu erstreben
seien, und die nur im Zusammenhang mit ihren
technischen Anwendungen bchandelt werden
diirften. Diesen Auffassungen und Bestrcbungen
gegeniiber war es nun von groller Bedeutung, dall
Klein, der selbst von 1875 bis 1880 an einer Tech-
nischen Hochschule gewirkt hatte, vom Jahre 1895
ab die Bezichung zu den Ingenieuren suchte, dal
er sozusagen in die Hohle des Lowen ging. Trotz-
dem er damit keine aggressiven Absichten ver-
folgte, sondern nur klirend wirken und sich selbst
Kldrung verschaffen wollte, wurde der Streit zu-
niachst eher heftiger als milder, aber der schlieB-
liche Erfolg ist doch eine volle Verstindigung
gewesen. Heute lebt jene Fehde nur noch in
der Erinnerung. Namentlich der inzwischen ins
Leben gerufene Deutsche Ausschufl fiir tech-
nisches Schulwesen hat viel zur endgiiltigen Be-
seitigung aller Zweifel und Unklarheiten bei-
getragen?).

Soweit, wie wir sie bis jetzt verfolgt haben,
betraf Kleins Wirksamkeit nur den Lehrbetrieb
der Universititen, die hoheren Schulen dagegen
nur mittelbar durch die erstrebte Ausbildung der
Lehramtskandidaten mathematischer Fachrich-
tung. Da kam die Schulkonferenz von 1900, an
der auch Klein beteiligt war. Es war nur natiir-
lich, daBl er hierbei aus den ihn augenblicklich
leitenden Bestrebungen heraus besonders die Her-
anziehung der Anwendungen fiir den mathema-
tischen Schulunterricht betonte, indem er aber
weise MiaBigung empfahl. Sehr mit Recht hob er
als den eigentlichen Zweck des mathematischen
Unterrichts hervor, in dem Schiiler die Uber-
zeugung entstehen zu lassen, dafl ,richtiges Nach-
denken auf Grund richtiger DPrimissen die
AuBenwelt beherrschen lalt“.

Diese AuBerungen enthielten nun an sich
keineswegs etwas vollig Neues, sondern wieder-
holten nur, was u. a. bereits 1891 in den Braun-
schweiger Beschliissen des Vereinsg zur Forderung

techmischen Fachschulen, die Astronomie bei den See-
fahrtschulen.

1) Die fiir das Vorstehende in Betracht kommenden
Aufsiitze und Vortrige Kleins findet man zusammen-
gestellt in der Vortragssammlung F. Klein und
E. Riecke, Uber angewandte Mathematik und Physik
in ihrer Bedeutung fiir den Unterricht an héheren
Schulen (Leipzig, Teubner, 1900).
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des mathematischen und naturwissenschaftlichen
Unterrichts einen ziemlich extremen und in der
EntschlieBung auf der Versammlung des Vereins
zu Wiesbaden 1894 cinen mabvolleren Ausdruck
gefunden hatte; sie konnten deshalb sicher nicht
cine hesondere Erregung und Anfeindung hervor-
rufen. Ganz anders war es aber mit der Forde-
rung Kleins, dall wenigstens an den Realanstalten
die Anfangsgriinde der Differential- und Inteeral-
rechnung sowie der analytischen Geometrie Auf-
nahme finden sollten. Diese Forderung, die
iibrigens auf der Konferenz nicht bloB von Klein.
sondern auch von Hauck, Lexis und Slaby ver-
treten wurde, erschien fortan geradezu als daz
Kennzeichen der sogenannten mathematischen
Unterrichtsreform. Man war Anhidnger oder
Gegner dieser Reform, je nachdem man jener
Forderung zustimmte oder nicht, und dabei war
die Auffassung durchaus die, dafl es sich, wie man
es aus Kleins eigenen Bemerkungen und nament-
lich aus K. Gdéttings Ausfithrungen dazu entneh-
men mulite, um einen besonderen Lehrgang in
beiden Disziplinen handeln solle. Gdtting gab
geradezu ein vorldufiges Programm fiir den Lehr-
gang in der Infinitesimalrechnung, der bis zu der
Losung einfacher Differentialgleichungen auf-
steigen und von dem Unterricht in Prima etwas
mehr als ein Jahr in Anspruch nehmen sollte.
Wiederum war es keineswegs ctwas Neues, was
hier verlangt wurde. Schon mehrfach war von
einzelnen Schulminnern die Aufnahme der Diffe-
rential- und Integralrechnung an den hdheren
Schulen gefordert worden, und an einer ganzen
Reihe von Realanstalten wurden sie tatsichlich
unterrichtet. Die wiirttembergischen Oberreal-
schulen bringen bis heute an Differential- und
Integralrechnung, analytischer und darstellender
Geometrie so viel, daBl die ersten Hochschul-
semester der spiter an der Technischen Hochschule
Studierenden ganz wesentlich dadurch entlastet
werden, und man behauptet, auf diese Weise sehr
gute Erfahrungen gemacht zu haben.

Es ist also Kleins Vorschlag weder volliz neu
cewesen, noch kann ihm der Vorwurf der Un-
realisierbarkeit gemacht werden. Trotzdem hat
er einen heftigen Widerstand ausgelost. Dieser
Widerstand wurde keineswegs dadurch gemildert,
daB die im AnschluB an die Schulkonferenz 1901
herauskommenden neuen preuflischen Lehrpline
in maBvoller Beschrinkung nur forderten, daf}
den Schiilern der oberen Klassen ein eingehendes
Verstandnis des Funktionshegriffs, mit dem sie
schon auf fritheren Stufen bekannt geworden sein
wollten, zu erschliefen, und auch, dafl eine Ein-
fithrung in den wichtigen Koordinatenbegriff zu
orfolgen habe. Schon dies war vielen schr uu-
hequem, die an einem veralteten Begriff der Ele-
mentarmathematik klebten. Aber es liegt doch
dem Widerstreben, einigen bisher dem Fach-
studium auf der Hochschule vorbehaltenen Dis-
ziplinen Eingang an der héheren Schule zu ver-
schaffen, auch ein gesunder Gedanke zugrunde.

41
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der sich gegen die Auffassung richtet, daf diese
Einfithrung neuer Teilgebiete der Mathematik
durch die Bediirfnisse bestimmter Berufe, welche
die Schiiler spiter moglicherweise ergreifen kon-
nen, zu rechtfertigen sei. Die demgegeniiber gel-
tend gemachte Ansicht ist die, dal die Bestim-
mung der hoheren Schule ausschlieBlich sei,
cine hohere Allgemeinh!ldung mitzuteilen, und
daB die Wahl der einen oder anderen von den
drei Arten hoherer Schulen, die wir haben, in
jedem Fall nicht durch den spiteren Beruf des
Zoglings, sondern nach seiner besonderen gei-
stigen Veranlagung zu bestimmen sei. Das hat
auch Klewn sehr bald erkannt. Wihrend er auf
der Schulkonferenz 1900 seine Forderung aus-
driicklich damit begriindete, daB einer grofien
Anzahl von Studierenden an unseren Hochschulen
mit einem solchen mathematischen Vorkurse an
der Schule, wie er ihn wiinschte, wichtiger Vor-
schub geleistet werden konnte, ging er bei
einem Vortrage auf dem Ferienkurs in Gottingen
Ostern 1904 lediglich von dem Grundsatze aus,
daB das Ziel des mathematischen Schulunter-
richts ein klares Verstindnis der mathematischen
Bestandteile unserer heutigen Kultur sein miisse.
Diese Bestandteile ruhen, sagte er, ganz wesent-
lich auf dem Funktionsbegriff und seiner Aus-
cestaltung nach geometrischer und analytischer
Seite, und so ergibt sich mit Notwendigkeit die
Thesis, daB der Funktionsbegriff in zweckmaiBiger
Ausgestaltung in den Mittelpunkt des theoretisch-
mathematischen Unterrichts zu riicken ist.

Diese Thesis ist unter dem Schlagworte des
..funktionalen Denkens“ denn auch das geworden,
was von Kleins Bestrebungen auf dem Gebiete
des mathematischen Unterrichts in die weitesten
Kreise gedrungen ist. Sie schlieBt aber schon in
sich, daB nun nicht mehr ein besonderer Lehr-
gang der analytischen Geometrie und der Infini-
tesimalrechnung erstrebt werden soll, daB viel-
mehr im Verlauf der ganzen Schulausbildung der
Funktionsbegriff und mit ihm in organischer
Verbindung der Koordinatenbegriff und die In-
finitesimalbegriffe mit den allgemein {iiblichen
Bezeichnungen der Differentiale und Integrale,
nach und nach aufsteigend, anschaulich und falB-
bar entwickelt werden sollen. Also keinen Kursus
der Differential- und Integralrechnung, nur die
fiir die Entwicklung der Begriffe notwendigen
und, wenn auch in anderer Form, fiir die physika-
lischen Anwendungen immer benutzten Differen-
tialquotienten und Integrale der allereinfachsten
Funktionen zu geben, und damit auch nicht in
dem Schiiler die Tiuschung zu erwecken, als ob
er nun schon die ,,h6here Mathematik® beherrsche,
das ist die Auffassung, zu der sich Kleins Ideen
von der Reform des mathematischen Unterrichts
abklarten, und die heute auch noch als die Ansicht
der ,,Reformer“ gelten kann?).

1) Uber die mathematische Unterrichtsreform und
Kleins hierauf beziigliche Titigkeit vgl. man die Vor-
tragssammlung F'. Klein und E. Riecke, Neue Beitriige
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Inzwischen hatte sich Kleins Interesse aber
iilber den mathematischen Unterricht hinaus der
allgemeineren Frage nach der Rolle, welche dic
mathematisch-naturwissenschaftlichen Ficher an
den hoheren Schulen zu spielen berufen sind, zu-
gewendet. Er errcichte auf der Naturforscher-
versammlung in Cassel 1903, daB beschlossen
wurde, ,die Gesamtfragen des mathematisch-na-
turwissenschaftlichen Unterrichts an den héheren
Schulen bei nichster Gelegenheit zum Gegen-
stande einer umfassenden Verhandlung zu
machen.“ Nach diesem BeschluB ist 1904 auf der
Versammlung in Breslau die Unterrichtskom-
mission der Gesellschaft Deutscher Naturforscher
und Arzte entstanden, deren Titigkeit bereits im
folgenden Jahre, 1905, auf der Versammlung in
Meran zu bestimmten Lehrplanentwiirfen, inshe-
sondere auch auf mathematischem Gebiete, fiihrte.
Dieser mathematische Lehrplanentwurf fithrte zum
erstenmal aus, wie die neuen Ideen zur Geltung
kommen sollten, wie insbesondere der Funktions-
begriff aufzubauen sei. Was die Behandlung der
Differential- und Integralrechnung betrifft, =o
wurde sie vorsichtiz als eine eventueclle
bezeichnet und dem Lehrer freie Hand ge-
lassen, ob er sie aufnehmen wolle oder nicht. Die
Arbeit der Unterrichtskommission reichte bis
19071), und sie wurde dann zu einer den Unter-
richtszwecken dienenden Abordnung simtlicher
an Mathematik und Naturwissenschaften inter-
essierten deutschen gelehrten Gesellschaften aus-
gestaltet, dem Deutschen AusschuB fiir den mathe-
matischen und naturwissenschaftlichen Unterricht
(DAMNTU). Uber die Titigkeit dieses Ausschusses
und die Rolle, die Klein in ihm gespielt hat, zu
sprechen, wiirde hier zu weit fithren, aber so viel
kann doch gesagt werden, daB, was Gutes dabei
herausgekommen ist, zum grofen Teil Kleins un-
ermiidlicher Mitarbeit und dem belebenden und
anfeuernden Einflufl seiner Personlichkeit zu dan-
ken ist.

Die Ausdehnung auf den naturwissenschaft-
lichen Unterricht ist jedoch nur eine Seite, nach
der sich Kleins Bestrebungen allmihlich ent-
wickelten, die andere Seite bildet die Erweiterung
der Arbeit am mathematischen Unterricht von
dem engeren Umkreis der hoheren Schule auf die
Gesamtheit aller Lehrstitten, an denen die Ma-
thematik iiberhaupt in irgendwelcher Form eine
Rolle spielt, und damit erst die Hervorhebung der
Kulturbedeutung, die der Mathematik zukommt,
in ihrem vollen Umfange. Den duBeren Anlaf hier-
fiir bildete die Griindung einer Internationalen

zur Frage des mathematischen Unterrichts (Leipzig,
Teubner, 1904), F. Klein, Vortriige iiber den mathe-
matischen Unterricht an den hoheren Schulen, be-
arbeitet von R. Schimmack (ebenda 1907) und die
IMUK-Abhandlung von Schimmack, Die Entwicklung
de;Imathem. Unterrichtsreform in Deutschland (ebenda
1911).

1) A. Guizmer, Die Titigkeit der Unterrichtskom-
mission der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und
Arzte (Leipzig, Teubner, 1908).
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mathematischen Unterrichtskommission auf dem
Internationalen Mathematikerkongref in Rom
Ostern 1908. Klein wurde nicht blo8 zum Vor-
sitzenden dieser Kommission, der seither viel-
genannten IMUK, gewihlt, er hatte auch die Be-
richterstattung der deutschen Unterkommission
tiber den mathematischen: Unterricht in Deutsch-
land zu veranlassen und zu leiten.

Diese Berichterstattung wuchs sich zu einem
eewaltigen literarischen Unternelhmen aus, einer
Materialsammlung ersten Ranges, die, wenn auch
vieles naturgemiB bei der rasch fortschreitenden
Entwicklung bald veralten muB, doch auf lange
Zeit hinaus die sichere Unterlage fiir alle Be-
strebungen auf dem Gebiete des mathematischen
Unterrichtswesenn zu bilden berufen ist. Aber
nicht das allein. Die Sammlung dieser Berichte
bedeutet iiberhaupt ein einzigartiges Kulturdoku-
ment. Sie gibt ein allgemeines Bild von dem
Zustand des Unterrichtswesens, wie es vor dem
Kriege im Deutschen Reiche bestand, und dal
in den Mittelpunkt dieses Bildes der mathemau-
tische Unterricht geriickt ist, entstellt es nicht.
sondern gibt ihm nur festere Ziige und einen he-
sonderen Charakter. Es macht sich doch eben
eeltend, daB die Mathematik sozusagen die Ur-
und Grundwissenschaft ist und sich deshalb in ihr
der geistige Zustand eincs Volkes deutlich spic-
ocln kann. Bei keiner anderen Wissenschaft
wiire es in gleicher Weise moglich gewesen, an
ihr einen Uberblick iiber die Bildungsbestrebun-
sen und Bildungseinrichtungen in allen ihren
Versstelungen zu geben. Klein hatte schon 1896
in einem Vortrage hervorgchoben, dall die Mathe-
matik die Entwicklung der menschlichen Kultur
auf allen ihren Stufen begleitet habe, und dall
deshalb ihre Verbreitung geeignet sei, die Uber-
zeugung von der Solidaritiit aller hoheren geisti-
cen Interessen zur Geltung zu bringen.

Dicse Auberung hat in der Berichterstattung
der deutschen IMUK, die in acht stattlichen Bén-
den ,,Abhandlungen, wozu noch ein Band .Be-
richte und Mitteilungen® kommt, jetzt abge-
schlossen vorliegt?), ihre volle Bestitigung gefun-
den. Welche ungehcure Energie, welche unend-
liche Geduld und welche Selbstverleugnung es er-
fordert hat, dieses Werk zu Ende zu fiihren, ver-
mag nur der zu ermessen, der es selbst in seinem
lintstehen und Fortschreiten verfolgt hat. Dall
os Klein gelungen ist, kann mit Recht als die
Kronung seiner Arbeit an der Entwicklung des
Jeutschen Unterrichtswesens betrachtet werden.
Als es vollendet war, hat er auch selbst das Ge-
fithl gehabt, damit einen Abschlufl der 20 Jahre
frither begonnenen Titigkeit erreicht zu haben.
und er wandte, so lebhaft sein Interesse fiir di.e
Unterrichtsfragen blieb, sich in sciner Hauptarbeit
doch von diesen Fragen wieder der rein wissen-
schaftlichen Beschiftigung zu. Die Zukunft aber
wird es ihm Dank wissen, was er fiir die Erzie-

1) Erschienen 1909—1916 bei Teubner in Teipzig
und Berlin.
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h.ung eines gesunden Wirklichkeitssinnes und
zielbewubliter Erfassung der Umwelt durch die

Kraft des an MaB und Zahl ankniipfenden und
darum von aller personlichen Meinung unabhin-
gigen Denkens getan hat. Denn darin liegen doch
dic grofen, beharrlich festgehaltenen Zielpunkte
seines Wirkens fiir die Reform des mathemati-
schen Unterrichts.

Felix Klein und die Forderung der
sangewandten Wissenschaften*.
Von Prof. Dr. L. Prandtl, Gitlingen.

Dall die exakten Universitatswissenschaften,
die die Fililung mit dem werktidtigen T.eben da-
mals zum groflen Teil vollstindig verloren hat-
ten und ihren Ruhm in der selbstgewihlten Iso-
licrtheit der ,,rcinen Wissenschaft sahen, mit den
Anwendungsgebieten wieder in lebendige Be-
zichungen gehracht werden miifiten, war eine dev
leitenden Ideen Kleins vom Beginn seiner akade-
mischen Tiitigkeit ant). Nach auflen tritt dicse
[dee, die in seiner Hand auf mathematischem
(ebicte bereits frith mancherlei wertvolle Friichte
gezeitigt hatte, crst in seiner spiateren Schaffens-
periode stirker hervor, als er sich entschlossen
hatte, auch fiir die physikalische Wissenschaft die
Fithlung mit der inzwischen machtvoll sich ent-
wickelnden Technik wieder in Gang zu bringen.
[Teute, wo diese ldee sich hereits in einem sehr
weiten Kreise durchgerungen hat und schon sehr
viel in dieser Richtung hat verwirklicht werden
konnen. ist es schwer. sich klar zu machen. welche
aroflen Widerstinde nach auBlen und nach innen
Klein seinerzeit iiberwinden muBte, um seinen mit
chenso viel Zihigkeit wic Klugheit verfochitenen

Bestrebungen freie Bahn zu erkdmpfen. Von
den Plinen Kleins zur Verwirklichung dicser

lIdee. von den Schwierigkeiten, die sich ihnen
entgegenstellten, und von  dem, was erreicht
ist und wie es errcicht worden ist, soll hier in
Kiirze berichtet werden.

Nach Kleins eigener AuBerung war ihm be-
reits durch das Vaterhaus und durch viclerlei
Anregungen in der bhetriebsamen Vaterstadt
Diisseldorf ein lebhaftes Empfinden fiir tech-
nizche Dinge mitgegehen worden, so dall er sich
sogar zeitweilig mit dem Gedanken getragen hat,
selbst Technik zu studicren. Spiter hat wihrend
seiner Lehrtitigkeit an der Miinchener Techni-
schen ITochsehule der Umgang mit den ITehrern
der technischen Wissenschaften, besonders mit
(!, Linde, sehr anrcgend auf ihn ecewirkt. Den
entscheidenden AnstoB dazu, selbst in die Ent-
wicklung dieser Dinge einzugreifen, gab jedoch
crst viel spiter (1893) eine amerikanische Stu-
dienreise, die Klein gelegentlich der Weltaus-
stellung zu Chicago im Auftrag des preuBischen

1) Vgl. z. B. die in der Zeitschr. f. math.-naturw.
Unterricht Bd. XXVI (1895) abgedruckte Leipziger
Antrittsrede von 1880. (Lit.-Verz. D Nr. 111.)
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Kultusministeriums unternahm und auf der er
auch das amerikanische Hochschulwesen studierte.
Die reich ausgestatteten Lehrmittel mancher der
besuchten Anstalten, besonders aber das ,,phy-
sikalische Experiment an der lebendigen Ma-
schine® lhatten ihm starken Eindruck hinter-
lassen, daneben auch das drithen ausgeprigte
System der Selbsthilfe, der es moglich gewesen
war, Méannér der Praxis, die iiber die notigen
Mittel verfiigten, fiir die Forderung wissenschaft-
licher Dinge zu interessieren.

U'm das vorn ihm sehnlich herbeigewiinschte
Bindeglied zwischen den Universitdtswissenschaf-
ten und der Technik zu schaffen, vertrat er nun,
alshald nach seiner Riickkehr, in Berichten an
das Ministerium und in einer Denkschrift, die
er auch fithrenden Industriellen iibersandte,
den Plan, in Gottingen dem mathematisch-
physikalischen Unterrichtsbetrieb Unterrichtsein-
richtungen fiir ,technische Physik“ anzu-
gliedern. Damit sollte vor allem Gelegenheit ge-
schaffen werden zur Weiterbildung von Ingeni-
euren zu wissenschaftlichen Fithrern der Tech-
nik und zu kiinftigen Lehrern an Technischen
Hochschulen.  AuBerdem sollten durch diese
Unterrichtseinrichtungen die TUniversitdtshorer
die Méglichkeit erhalten, sich iiber Fragen der
Technik zu unterrichten.

Da die Technischen Hochschulen bis dahin
mit der Ausgestaltung ihrer immer weiter an-
wachsenden Lehraufgaben vollauf beschiftigt
waren und nicht dazu gekommen waren, fiir die
Ilcranbildung eines geeigneten akademischen
Nachwuchses fiir sie selbst Nennenswertes zu
tun, schien dieser Plan sehr viel Erfolg zu ver-
sprechen. Die TUberbriickung der damals sehr
groflen Kluft zwischen Universitit und Techni-
scher Hochschule wiirde sich durch den Uber-
zang der an der Universitidt weitergebildeten In-
genieure in das Lehramt an dem Technischen
Hochschulen, wie auch durch die Heranziehung
von technisch vorgebildeten Lehrkraften an die
Universitat mit der Zeit von selbst in organischer
Weise vollzogen haben.

Jedoch stieB der Plan nicht nur bei den In-
dustriellen, an die Klein sich gewandt hatte, auf
unzureichendes Interesse, sondern es entstand
ihm auch von seiten der Technischen
Hochschulen eine #duBerst heftige Gegner-
sechaft. Die oben erwahnten Mingel waren auch
dort schon empfunden worden; man war mit
allerhand Reformplénen, besonders beziiglich der
Schaffung von Ingenieurlaboratorien, beschiaftigt
und empfand daher die Kleinschen Plidne als eine
Durchkreuzung der eigenen. Die heftige Be-
fehdung der Kleinschen Pline konnte schlieBlich
durch ein auf der Hauptversammlung des Vereins
Deutscher Ingenieure zu Aachen (1895) abge-
schlossenes Kompromifi beschwichtigt werden:
Gemil diesem ,,Aachener Frieden® sollten in
Gottingen lediglich Einrichtungen getroffen wer-
den, durch die den Universititsstudenten, beson-
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ders den Lehramtskandidaten der Mathematik
und Physik, Gelegenheit zur Einfithrung in tech-
nische Ficher geboten wiirde. Die Fortbildung
der Ingenieure sollte dagegen Aufgabe der Tech-
nischen Hochschulen sein.

Aber auch diese verringerten Plidne fanden
noch sehr erhebliche Gegnerschaft, wie aus der
Diskussion zu einem Kleinschen Vortrage im
Hannoverschen Bezirksverein des Vercins Deut-
scher Ingenieure sehr lebendig zutage tritt, in
der simtliche Redner gegen die Kleinschen Ab-
sichten sprachen'). Aber auch an der Universitit
selbst war, von wenigen Ausnahmen abgesehen,
der Kreis der Kollegen den Kleinschen Absichten
nicht hold. Man befiirchtete von dem Eindringen
technischer Ideen und technischer Arbeitsweisen
eine Minderung des hohen, auf die reine Wissen-
schaft gerichteten Geistes der Universitit oder
wenigstens ein ,,Ubertonen der leisen Musik der
Naturgesetze durch die Trompetenklinge der
technischen Erfolge* und versagte Klein dic
Unterstiitzung. )

Ein anderer hitte sich von seinen Plinen viel-
leicht abbringen lassen, Klein aber machte, da
ihm andere Mittel vorerst versagt blieben, selbst
cinen Anfang, verschrieb sich einen jungen
Tngenieur?) als Assistenten und las selbst iiber
.Technische Mechanik®! Sein Ziel, das Interesse
von Leitern grofer industrieller Unternehmungen
fiir seine Ideen zu gewinnen, verlor er dabei nic
aus dem Auge. Nach dreijahrigen Bemiithungen
gelang endlich Weihnachten 1896 der erste Schritt
vorwiérts in dieser Richtung: Durch die Mithilfe
seines Miinchener Freundes Prof. C. Linde und
des Leiters der Elberfelder Farbwerke und Land-
tagsabgeordneten Dr. H. Bottinger kam eine erste
Summe von 20 000 M. fiir ein kleines Maschinen-
laboratorium zusammen. Mit Genehmigung
der Unterrichtsverwaltung wurde eine Maschinen-
anlage fiir die elektrische Beleuchtung der Kgl.
Bibliothek, die eben errichtet werden sollte, in
dicses Laboratorium mit einbezogen. Um die fiir
die Leitung des Laboratoriums erforderliche
Lehrkraft zu gewinnen, wurde ein gangbarer Weg
dadurch gefunden, dafl der Lehrauftrag mit einer
nenbegriindeten auBerordentlichen Professur fiir

1) Vgl. Zeitschr. des Vereins Deutscher Ingenieure
1896, S. 102 u. f. Auf diesen Vortrag (Lit.-Verz.
1D Nr. 116) sowie auf einen weiteren im Hannoverschen
Mathem. Verein (Lit.-Verz. D Nr. 119) sei hier besonders
verwiesen. Beide Vortriige sind in der Schrift ,,Uber
angewandte Mathematik und Physik in ihrer Bedeu-
tung fiir den Unterricht an den héheren Schulen®.
Vortrige, gesammelt von F. Klein und E. Riecke, Leip-
zie 1900, wieder abgedruckt. Siehe dort auch den
Vortrag auf der Diisseldorfer Naturforscher-Versamm-
lnng: .Universitit und Techn. Mochschule®“. (Lit.-
Verz. D Nr. 125.) — Die Gegnerschaft der technischen
Tlochschulen trat iibrigens auch spiter noch mehrmals
heftig hervor, so in der Herrenhausrede von Prof.
Slaby vom 30. Mirz 1900. Klein hat auf diese Rede
in einer bei Teubner, Leipzig 1900, erschienenen, sehr
lesenswerten Schrift geantwortet. (Lit.-Verz. A Nr, 20))

2) Den jetzigen Professor Moritz Weber a. d. Tech-
nischen Hochschule Charlottenburg.
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landwirtschaftliches Maschinenwesen verbunden

wurde.

So war ein Anfang gemacht! Anfang 1898
celang es, einen kleinen Kreis von namhaften
Industriellen in Gottingen zu versammeln, die
sich fiir Kleins Plane interessierten und die be-
connene Sache weiter zu fordern beschlossen.
Die so gegriindete ,,Gottinger Vereinigung zur
Forderung der angewandten Physik und Mathe-
matik® erstarkte unter der Leitung ihrer beiden
Vorsitzenden Bottinger und Klein in erfreulicher
Weise und fand, was fiir ihr Gedeihen von grif-
ter Wichtigkeit war, in dem Leiter des preuBi-
schen Iochschulwesens, Ministerialdirektor Alt-
hoff, einen tatkriftigen Forderer. So entstanden
sehr bald Unterrichts- und Forschungseinrich-
tungen auf dem Gebiete der Elektrotechnik und
der angewandten Mathematik einschlieBlich Ver-
messungswesen und Nautik, die Anlagen fiir tech-
nische Physik konnten sehr wesentlich ausgebaut
werden?).  Leider verbietet der Raum, auf alle
Llinzelheiten der Weiterentwicklung hier niher
cinzugehen. Wieviel im Jahre 1906 bereits er-
reicht war, ist aus der Festschrift zur Ein-
weihung der physikalischen Institute, der eine
_ Beschreibung der von der G6ttinger Vereinigung
geschaffenen Einrichtungen eingefiigt ist, zu ent-
nchmen?). Von der Entwicklung bis in die
neueste Zeit gibt die anlaBlich des zwanzigjih-
rigen Stiftungsfestes (1918) herausgegebene
kleine Denkschrift?) ein hochst beachtenswertes
Zeugnis.

Dice Tatigkeit von Klein beschrinkte siech im
iibrigen durchaus nicht auf die Schaffung der
[nstitute. vielmechr erfiillte er sie durch seine
~tindige Fiirsorge immer von ncuem mit seinem
Geiste und sorgte fiir gegenseitigen Kontakt und
reibungsloses Ineinanderarbeiten. Die Sofaecke
in seinem Studierzimmer und der ovale Tisch mit
_der geblitmten Decke hat ungezihlte Besprechun-
coen gesehen, in denen er uns Mitarbeitern die
neuen Ideen, die ihn erfiillten, auseinandersetzte
und uns mit ihrer Durchfithrung betraute. Gar
mancher Besuch in den neuen Instituten galt den
jeweils neu geschaffenen Einrichtungen, denen er
seine viiterliche Sorge widmete. An dem Unter-
richtsbetrieb der neuen Lehrgebiete nahm er zu-
weilen tdtigen Anteil durch Veranstaltung von
Seminaren, die er in Gemeinschaft mit den Ver-

1) Vgl. den Kleinschen Aufsatz in der Physikal.
Zeitschrift. T. Jahrg. (Dez. 1899), der in der oben
erwithnten Vortragssammlung cbenfalls abgedruckt ist.
{Lit.-Verz. D Nr. 129.)

2) ,.Die physikalischen Instituie der Universitiit
(iottingen, Festschrift 1906, herausgegeb. von der Git-
tinger Vereinigung, Teipzig 1906 bei B. G. Teubner.
Der vorerwiithnte Aufsatz ist hier nochmals abgedruckt.

3) ,Zum zwanzigjihrigen Bestchen der Gottinger
Vereinigung fiir angewandte Physik und Mathgmatll\:‘
Festbericht 1918.“ Als Manuskript gedruckt bei B. G.
Teubner, Leipzig 1918. Die Kleinsche Festrede ist im
Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 1919 wieder abgedruckt.
(Lit.-Verz. D Nr. 165.)
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tretern der in Betracht kommenden Ficher ab-
hielt, und in denen er seine bewihrten Lehr-
methoden seinen Mitarbeitern vor Augen fiihrte.
Diese ,,Kleinschen Seminare“, die eine hervor-
stechende Besonderheit seines Lehrbetriebes dar-
stellen, behandelten die verschicdensten Gebiete
der technischen Mechanik, graphische Statik.
Hydraulik, Elastizititstheorie, Kreiseltheoric.
Theorie des Schiffs, weiter auch Elektrotechnik
u. a. m. und bestanden aus Vortrigen der Studen-
ten iiber einzelne Abschnitte dieser Gebiete, die
in ausfiithrlichen gemeinsamen Vorbesprechungen
und in eingehender personlicher Bezugnalime mit
den Vortragenden vorbereitet wurden. Fast
regelmiflig waren sie der Ausgangspunkt von eini-
e¢en Dissertationen. Fiir uns Lehrende waren sie
cine Quelle von Anregung und Belehrung.

Wie Klein uns durch seinen prachtvollen
Optimismus mit fortril und oft zu ILeistungen
brachte, an die wir selbst gar nicht einmal den
richtigen Glauben hatten, dafiir mochte ich als
cin Beispiel, das mich selbst betrifft, die naheren
Umstidnde anfithren, wie ich zur Luftschiffahrt
gekommen bin. Durch die Vermittlung von All-
hoff waren drei Gottinger, Klein, Wiechert und
ich, in den technischen AusschuBl der 1906 gec-
griindeten ,,Motorluftschiff - Studiengesellschatt
berufen worden. Von Klein vor die Auf-
cabe gestellt, etwas zu crsinnen, was als Arbeit
fiir diesen AusschuB in Gottingen gemacht wer-
den  konnte, schlug ich eine Modell-Versuchs-
anstalt fur die Messung der Widerstinde der
TLuftschiffe — entsprechend den Schleppversuchs-
anstalten des Schiffbaues — vor und entwarf
cinen Plan fiir eine solche Anstalt. Dieser fand
nach cinigem Hin und Her wirklich die Geneh-
migung der Gesellschaft und die kleine Anstalt
wurde in Gottingen gebaut. Kurz darauf wurde
ich auch dazu kommandiert, Vorlesungen iiber
Luftsehiffahrt zu halten und erhielt hierzu einen
offiziellen Lehrauftrag!), den ersten dieser Art
in Deutschland. Gottingen sollte, nach Kleins
Plan, ein wissenschaftlicher Mittelpunkt fiir die
Tuftfahrt werden. Wie weit das in der Tat ge-
gliickt ist, zeigte die lebhafte Beteiligung, die
eine auf Kleins Anregung hin im Ilerbst 1911
veranstaltete ,,Versammlung von Vertretern der
Flugwissenschaft“ in Gottingen fand, zu der aus
uvanz Deutschland die beteiligten Kreise sich zu-
sammenfanden?). Diese Versammlung hat, wie
erwithnt werden moge. die Griindung der ,,.Wissen-
schaftlichen  Gesellschaft fiir Luftfahrt® im
Frithjabr 1912 iin Gefolge gehabt.

Klein ging aber noch weiter. Die inzwischen
gegritndete . Kaiser-Wilhelm-Gesellschaft — zur

1) Dies auf spezielle Anregung von Herrn o. Bil-
tinger, der diese Pline schr gefordert hat.

2) ,Verhandlungen der Versammlung von Vertre-
tern der Flugwissenschaft am 3. bis 5. Nov. 1911 zun
(i5ttingen.“ Oldenbourg, Miinchen 1912, Die Fach-
vortriige sind auch im Jahrgang 1912 der Zeitschr. .
Flugtechnik und Motorluftschiffahrt abgedruckt.
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Forderung der Wissenschaften® sollte veranlaBt
werden, an Stelle der sehr bescheidenen kleinen
Modell-Versuchsanstalt ein groBes Kaiser-Wil-
helm-Institut fiir Aerodynamik in Gottingen zu
errichten. Wieder erhielt ich den Auftrag, in
einer Denkschrift auseinander zu setzen, warum
dieses Institut nétig sei und warum es nirgends
anders, als in Gottingen errichtet werden miisse.
Ich entledigte mich dieser Aufgabe mnach besten
Kriften, aber ohne rechten Glauben an einen
Erfolg. Und doch sollte wieder der Kleinsche
Optimismus siegreich sein. War es das erste
Mal die starke Hilfe von Althoff gewesen, so
wurde diesmal unser Plan durch das Eingreifen
des ersten Vorsitzenden der Gottinger Vereini-
gung, Herrn Geheimen Regierungsrat Dr. v. Bit-
tinger, der auch Senator der Kaiser-Wilhelm-
Gesellschaft war, iiber die vorhandenen Schwierig-
keiten hinweggetragen. Die Verhandlungen be-
ziiglich des Institutes waren fast ahgeschlossen.
als der Krieg ausbrach und der Plan auf unab-
sehbare Zeit zuriickgestellt werden mufite. Wie-
der war es im Frithjahr 1915 Klein, der mir die
Ideo eingab, eine neue Denkschrift, nun an das
Kriegsministerium, einzureichen, die auf die
militirischen Notwendigkeiten fiir eine griéflere
und besser ausgestaltete aerodynamische Ver-
suchsanstalt hiawies. Die Denkschrift fand eine
glinstige Aufnahme und die neue Versuchsanstalt
ist, wieder unt.r titiger Mithilfe von Geheimrat
v. Bittinger, aus Heeresmitteln in den Jahren
1915/17 errichtet worden. Dics als ein Beispiel
von vielen!

Die ,,Gottinger Vereinigung® hat sich in den
cinundzwanzig Jahren ihres Bestehens aus kleinen
Anfingen zu einer Gesellschaft von 48 ,in-
dustriellen und 23 ,,wissenschaftlichen*t) Mit-
oliedern entwickelt. Ihre Ziele haben je ldnger
jo mehr auch die Anerkennung auBenstehender
Kreise erlangt. Hatte sich noch bei der Feier
des 10-jihrigen Bestechens der damalige Rektor
bei seiner BegriiBungsrede veranlaBt gefiithlt, zu
erkliren, dal er micht im Namen aller Kollegen
su sprechen in der Lage sei, so war bei der Zwan-
zigjahrfeier die Zustimmung allseitig und ein-
ellig gewesen. Bei einem von der Gottinger
Vereinigung zusammen mit der Unterrichtsver-
waltung unternommenen Naturwissenschaftlich-
Technischen Ferienkurs fiir Juristen und Ver-
waltungsbheamte 1911 wirkte die Technische Hoch-
schule Hannover eintrichtig mit der Gottinger
Universitit zusammen. Die Gottinger Vereini-
oung darf sich auch rithmen, zum Vorbild fiir
andere z. T. sehr viel groBere und maichtigere
Gesellschaften an anderen Orten geworden zu
sein, die die Forderung der wissenschaftlichen
Forschung und die bessecre Fithlung zwischen
Gelehrten und werktidtiger Praxis sich zur Aufgabe
vesetzt haben. Die von Althoff gegriindete
Kaiser-Wilhelm-Gesellschaft steht unter diesen

1) D. h.

Gottinger Professoren.

Prandtl: Felix Klein und die Forderung der ,angewandten Wissenschaften”.

Die Natur-
wissenschaften
Gesellschaften in vorderster Reihe. — Die von
der (ottinger Vereinigung gegriindeten Institute
haben eine groBe Schar von Schiilern hervorge-
bracht, von denen eine Reihe heute in der
Industrie wirkt, eine kleine Anzahl auch bereits
akademische Lehrstiithle einnimmt und Goéttinger
(eist, d. i. Kleinschen Geist, weiter verhreitet.

Die Schilderung von Kleins Titigkeit fiir dic
Schaffung von Ankniipfungen zwischen den
reinen Wissenschaften und ihren Anwendungen
wire unvollstindig, wenn nicht auch der ,,Enzy-
klopidie der mathematischen Wissenschaften ge-
dacht wiirde, auf dercn Zustandekommen und auf
deren Ausgestaltung im einzelnen Klein den
erofiten KinfluB ausiibte. Die Enzyklopiadie er-
streckt sich auler auf die reine Mathematik auch
auf deren Anwendungen in Mechanik, Physik.

Astronomie, Geodisie usw., insonderheit auch
auf die Grenzgebiete dieser Ficher zur
Technik. Fiir die den Anwendungen ge-

widmeten Bidnde war Klein der Spiritus rector,
fir den sehr umfangreichen Mechanikband
Redakteur. Man muB in jener Zeit, als dieses
Werk im Entstehen war, die Titigkeit von Klein
mit erlebt haben, um zu wissen, welches unge-
heure Mall von Arbeit und Energie er selbst auf-
cewendet hat, um das Werk zu dem zu machen,
was es wirklich geworden ist. Bei der Vielartig-
keit des Stoffes und der Verschiedenartigkeit der
Mitarbeiter war es nicht ausgeblieben, dal der
cine oder andere ‘Artikel nach dieser oder jener
Richtung unzureichend war. In vielen Fillen
hestand die Rettung darin, daB ein Seminar iiber
den Gegenstand angesetzt wurde und daB dev
Artikel hernach von einem jungen Gelehrten, der
sich in diesem Seminar durch verstindnisvolle
Mitlarbeit ausgezeichnet hatte, in personlicher
Bezugnahme mit Klein und seinem getreuen Mit-
arbeiter fiir die Enzyklopiidie, Dr. Konrad Mdiller,
in Ordnung gebracht wurde.

Die Enzyklopadie ist nicht nur eine Fund-
erube fiir einen gewaltig ausgedehnten Wissens-
stoff geworden, sondern es sind verschiedene bis
dahin kaum gekannte Anwendungsgebiete in ihr
zum ersten Male zusammenhidngend bearbeitet
und einem weiten Leserkreis von Mathematikern
und mathematisch interessierten Vertretern der
Physik und Technik zuginglich gemacht. Sie ist
fiir  ihren Schopfer ein monumentum aere
perennius geworden. Mochte das gleiche einst
auch von den Gottinger Einrichtungen fiir die
angewandten Wissenschaften gesagt werden diir-
fen, deren Zukunft, wie die des ganzen Vater-
landes, zurzeit mit schwarzen Wolken verhangen
ist! Mochten sie, allen Stiirmen zum Trotz, sich
weiter entwickeln und in spiten Zeiten noch den
Ruhm ihres Schopfers kiinden!
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A. Selbstiindig erschienene Verdffentlichungen, redi-
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1. ,,Uber die Transformation der allgemeinen Glei-
chung des zweiten Grades zwischen Linienkoordinaten
auf eine kanonische Form.“ Inauguraldiss. Bonn 1868
(Promotion am 12. Dez. 1868). Abgedr. mit Anderun-
gen u. Zusiitzen Math. Annalen 23 (1884).

2. Bearb. u. Herausgabe von ,J. Pliicker, Neue
(icometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung
der geraden Linie als Raumelement. Zweite Abteilung.*
Mit eigenen im Vorwort besonders bezeichneten Zu-
sitzen. Leipzig, Teubner, 1869.

3. ,,Vier Modelle zur Theorie der Linienkomplexe
zweiten Grades. Kéln, J. Eigel u. Sohn, 1871,

4. ,Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geo-
metrische Forschungen.“ Programm zum Eintritt in
die philosophische Fakultit und den Senat der Fried-
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A. Deichert, 1872. Ubers. ins Franzos. von Padé, Ann.
de I’école norm. sup. (3) 8 (1891); ins Italien. von
(f. Fano, Ann. di mat. (2) 17 (1890); ins Englische
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matyezno-fizycznych 6 (1895); ins Russische von I.
Nintzow, Kasan. Ges. (2) 5 u. 6 (1896); ins Ungarische
von Kopp Lajos, Budapest (1897). Abgedr. Math. Ann.
13 (1893). '

5. TRedaktion der Math. Annalen, Mitwirkung
~cit Bd. 6 (1873). Ubernahme der Redaktion seit Bd. 10
(1876).

6. Vorwort zu , 4. Clebsch, Vorlesungen iiber Geo-
metrie®, herausgegeb. von F. Lindemann, Bd. 1, Leipz.,
Teubner (1876).

7. Herausgabe von ,Miinchen in naturwissen-
schaftlicher und medizinischer Beziehung®, Leipzig u.
Miinchen (1877).

8. Herausgabe von , Amtlicher Bericht der 50.
Vers, D. Naturf. u. Arzte in Miinchen® (1877).

9. ,,Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funk-
tivnen und ihrer Integrale” (VIII - 82 8.), Leipzig,
Teubner, 1882. Ubers. ins Englische von F. Iard-
castle, Cambridge, Macmillan and Bowes (1893).

10. ,,Vorlesungen iiber das Tkosaeder und die Auf-
lisung der Gleichungen vom fiinften Grade“ (VIIL u.
260 S.), Leipzig, Teubner, 1884. Ubers. ins Englische
von G. G. Morrice. London, Triibner and Co., 1888.

11. ,,Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen
Modulfunktionen®, ausgearh. u. vervollst. von R.
Fricke 1 (XX u. 764 S.), 2 (XV u. 712 8.). Leipzig.
Teubner, 1890 u. 92.

12. Vorwort zu F. Pockels, Uber die partielle
Differentialgleichung A u 4 A%u = 0“. Leipzig, Teubner.
1820. (Das Buch stellt in einigen besonders bezeich-
neten Teilen die Ausfiihrung einer Vorlesung von Klein
aus dem W. S. 1889—-90 dar.)

13. ,,The Evanston Colloquium. Lectures on Mathe-
maties®, reported by Alexander Ziwet (TX u. 109 R..
New York, Macmillan and Co., 1894. Zweite Auflage
1911. Ubers. ins Franzosische von L. Laugel. Paris,
A. Hermann, 1898 (mit weiteren Literaturnachweisen).
{'bers. ins Polnische von 8. Dickstein. Warschau 1899.

14. Vorwort zu , M. Bdcher, Uber die Reihenent-
wicklungen der Potentialtheorie®. TLeipzig, Teubner,
1894. (Das Buch stellt in einigen besonders bezeich-
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neten Teilen die Ausfiilhrung einer Vorles. von Klcin
aus dem W, S. 1889/90 dar.)

15. ,Vortriige iiber ausgewiihlte Fragen der Ele-
mentargeometrie” (V u. 66 8.), Leipzig, Teubner, 1895.
Ubers. ins Franzos. von J. Griep, Paris, Nony et Cic.
1896; ins ltalien. von F. Giudice, Torino, Rosenberg
e Sellier, 1896; ins Engl. von Beman and Smith.
Boston u. London, Ginn and Cie., 1897.

16. ,,R. I'ricke u. F. Klein, Vorlesungen iiber dic
Theorie der aulomorphen Funktionen®“. 1, 1897. 2,
Teil 1, 1901, Teil 2, 1911, Teil 3, 1912 (XIV u. 634 S..
VIII u. 668 S.), Leipzig, Teubner.

17. ,F. Klein u. A. Sommerfeld, Uber die Theorie
des Kreisels, Heft 1 (IV u. 196 S.) 1897, Heft 2
(IV u. 315 S.) 1898, Heft 3 (IV u. 247 S.) 1903.
Ileft 4, bearb. u. ergiinzt von F. Nocther (IT u. 206 S.)
1910. Leipzig, Teubner.

18. ,,The mathematical theory of the top“, Prince-
ton lectures. New York, Charles Scribners souns.
1897 (74 S.).

19. Vorwort und Anmerkungen zu ,.H. J. Routi.
Die Dynamik des Systeme starrer Korper”, 2 Bde.
Leipzig, Teubner, 1898.

20. ,,Uber die Neueinrichtungen fiir Elektrotechnik
und allgemeine technische Physik an der Universitiit
Grottingen. Mit einer Antwort auf die von Prof. Slaby
in der Sitzung des preuBischen Herrenhauses vom
30. Mérz 1900 gehaltene Rede.”“ Leipzig, Teubner 1900
[23 S.].

21. ITerausgabe von ,,C. F. GauB’ Werken* Bd. VII/
(1900), Bd. IX (1903), Bd. VII (1906), Bd. X, Teil 1
{1917). Jweipzig, Teubner.

22. Redaktion von Bd. IV der ,Enzyklopidie der
mathematischen Wissenschaften mit EinschluB ihrer
Anwendungen®, Teilband 1 (mit Vorwort), 1901—1908.
Teilbd. 2 (erscheint seit 1907), Teilbd. 3, 1901—1908,
Teilbd. 4, 1907—1917, Leipzig, Teubner.

23. ,F. Klein und E. Riecke, Uber angewandte
Mathematik und Physik in ihrer Bedeutung fiir den
Unterricht an den hoheren Schulen.“ Vortrige von
E. Riecke, F. Klein, F. Schilling, E. Wiechert, G.
Bohlmann, E. Meyer, Th. Descoudres wihrend eines
Gottinger Ferienkursus, mit Wiederabdruck verschiede-
ner Aufsiitze von F. Klein (VI u. 252 8.). Leipzig,
Teubner 1900.

24. Vorwort zu ,I7. Enriques,
projektive Geometrie®. TLeipzig, Teubner, 1903.

25. ,F. Klein und E. Riecke, Neue Beitriige zur
Frage des matliematischen und physikalischen Unter-
richts“, Vortriige von O. Behrendsen, E. Bose, E. Gal-
ting, F. Klein, E. Riccke, F. Schilling, J. Stark, K.
Sehcarzschild withrend eines Gottinger Terienkursus,
1 (VIL u. 190 S.), 2 (VI u. 198 S.). ILeipzig, Teubner.
1904.

26. ..U'ber die Aufgaben und die Zukunft der philo-
sophischen  Fakultit”, Kaisergeburtstagsrede vom
a7. Jan. 1904, Géttingen, Kaestner, 1904. Abgedruckt
im Jahresber. der D. Math. Ver. 13, 1904, teilweise
abgedruckt in der Phys. Zeitschr. 5, 1904.

27. .,Vortriige iiber den mathematischen Unterricht®,
hearb. von R. Schimmek (IX u. 236 S.). Leipzig, Teub-
ner, 1907.

28. , Universitiit u. Schule”, Vortriige von F. Klcin,
P. Wendland, A. Brandl, A. Iarnack auf der Vers.
Deutscher Philol. n. Schulmiinner zu Basel 1907 (88 S.).
Teipzig, Teubner, 1907.

29. ,,Wissenschaft und Technik®, Vortrag, geh. bei
der Jahresfeier des Deutschen Museums in Miinchen
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am 1. Okt. 1908, Miinchen, 1908. Abgedr. in der
Internat. Wochenschrift 2, im Jahresber. der D. Math.
Ver. 17 und in der Phys. Zeitschr. 9, 1908.

30. Vorwort zu ,,J. Tannery, Elemente der Mathe-
matik“. Leipzig, Teubner, 1909.
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internationalen mathematischen Unterrichtskommis-
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Fchr, Zweites Rundschreiben des ITauptausschusses,
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32. ,,Aktuelle Probleme der Lehrerbildung®. Schrftn.
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Heft 10 (IV u. 32 8.). Leipzig, Teubner, 1911.

33. F. Klein und M. Brendel (spiiter F. Klein, 3.
Brendel und L. Schlesinger) ,Materialien fiir eine
wissenschaftliche Biographie von Gauf®“. Leipzig,
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34. Die Kultur der Gegenwart. III. Teil, 1. Abtei-
lung. Die mathematischen Wissenschaften. Unter Lei-
tung von F. Klein. Lieferung 1—3, 1912—1914.
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2. ,Hohere Geometrie”, Teil 1, W. 8. 1892/93 (VI
u. 567 8.), Teil 2, 8. S. 1893 (1V u. 388 S.). Neudruck
1907.

3. ,Riemannsche Flichen®, Teil 7, W. S. 1891/92
(254 8.), Teil 2, S. S. 1892 (262 8.). Neudruck 1906.

4. ,,Uber die hypergeometrische Funktion®, W. S.
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5. ,Lineare Differentialgleichungen der zweiten
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scher Mafibestimmung®, Erlangen, 1873.
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der Multiplikatorgleichungen 1. Stufe”, Leipzig, 1881.

12. Staude, 0., ,,Uber lineare Gleichungen zwischen:
elliptischen Koordinaten®, Leipzig, 1881.
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24, Olbricht, R., ,Studien iiber die
Zylinderfunktionen®, Leipzig, 1887.
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32. Schellenberg, C., ,Neue Behandlung der hyper-
geometrischen Funktion auf Grund ihrer Definition
durch ein bestimmtes Integral®, Géttingen, 1892,
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wicklung der Potentialfunktion nach Laméschen Pro-
dukten®, Gottingen 1895.

42. Winston, M. F., ,Uber den Hermiteschen Fall
der Lamdschen Differentialgleichung®, Gottingen 1897.

43. Wieghardt, C., ,Uber die Statik ebener Fach-
werke mit schlaffen Stiben®, Gottingen 1903.

44. Miller, C. H., ,Studien zur Geschichte der
Mathematik Univ. Gott. i. XVIIL. Jahrh “ Gottingen
1904,

45. Winkclmann, M., ,Zur Theorie des Maxwell-
schen Kreisels, Gottingen 1904.

46. Timpe, A., ,Probleme der Spannungsverteilung
in ebenen Systemen®, Gottingen 1905.

47. Ihlenburg, W., ,Uber die geometrischen Eigen-
schaften der Kreisbogenvierecke, Gdttingen 1909.

48. Behrens, W., ,,Ein der Theorie der Lavalturbine
entnommenes mechanisches Problem usw.“, Go6ttingen
1911,

Kugel- uni

Nw. 1919,
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D. Abhandlungen!)

(Gi. N. bedeutet ,,Gottinger Nachrichten®, M. A. , Mathe-
matische Annalen®).

1. ,Zur Theorie der Linienkomplexe des 1. und des
2. Grades (Vorl. Mitt.), G. N, 1869 (datiert 4. Juni
1864, vorgel. 5. Juni 1869) [19 S.].

2. ,,Zur Theorie der Linienkomplexe des 1. und des
2. Grades®, M. A, 2, 1870 (dat. 14. Juni 1869) [29 S.].

3. ,,Die allgemcine lineare Transformation der Ti-
nienkoordinaten®, M. A. 2, 1870 (dat. 4. Aug. 1869
[5 S.].

4. ,Uber die Abbildung der Komplexflichen 4. Ord-
nung und 4. Klasse®, M. A. 2, 1870 (dat. 14. Juni 1869)
[2 S.].

5. (Mit 8. Lie) ,,Sur une certaine famille des cour-
bes et des surfaces (2 Noten), Compt. Rend. 70, 1870
(dat. 6. Juni, 13. Juni 1870) [5 und 4 S.].

6. (Mit 8. Lie) ,,Uber die Haupttangentenkurven
der Kummerschen Fliche 4. Grades mit 16 Knoten-
punkten, Berl. Ber. 1870 (vorgel. am 15. Dez. 1870)
{9 S.]. Abgedr. M. A. 23.

7. ,,Zur Theorie der Kummerschen Fliche und der
zugehorigen Linienkomplexe 2. Grades”, G.N. 1871
(vorgel. am 18. Januar 1871) [6 S.].

8. ,,Uber cinen Satz aus der Theorie der Linien-
komplexe, welcher dem Dupinschen Theoreme analog
ist, G.N. 1871 (vorgel. am 14. Mirz 1871) [13 S.].

9. ,,Uber die sogenannte Nichteuklidische Geome-
trie (Vorl. Mitt.), G. N. 1871 (vorgel. am 30. _\ug.
1871) [15 8.]. Franzos. Ubers. im Bull. des scienc.
mathém. et astron. (1) 2.

10. (Mit S. Lie) ,,Uber diejenigen ebenen Kurven.
welche durch ein geschlossenes System von einfach
unendlich vielen vertauschbaren linearen Transforma-
tionen in sich iibergehen®, M. A. 4, 1871 (dat. Miirz
1871) [35 S.].

11. ,,Uber eine geomectrische Repriisentation der
Resolventen algebraischer Gleichungen®, M. A. 4, 1871
(dat. Mai 1871) [13 S.].

12. ,Notiz betreffend den Zusammenhang der Li-
niengeometrie mit der Mechanik starrer Koérper®, M, A.
4, 1871 (dat. Juni 1871) [13 S.I.

13. ,,Uber die sogenannte Nichteuklidische (icome-
trie“, M. A. 4, 1871 (dat. 19. Aug. 1871 [53 8.].
Franzos. Ubersetzung in den Annales de la facullé des
sc. de Toulouse 11 (1897).

14, ,,Uber Liniengeometrie und metrische Geome-
trie®, M. A. 5, 1872 (dat. Okt. 1871) [21 S.].

15. ,Uber gewisse in der Liniengeometrie auftre-
tende Differentialgl., M. A. 5, 1872 (dat. Nov. 1871)
[26 S.I:

16. ,,Uber einen liniengeometrischen
1872 (vorgel. am 2. Miirz 1872) [12 S.1.
22, 1883.

17. ,,Uber einen Satz der analysis situs®, G.N. 1872
(vorgel. am 1. Juni 1872) [8 S.].

18. ,,Zur Interpretation der komplexen Elemente in
der Geometrie, G. N, 1872 (vorgel. am 3. Aug. 1872)
[6 8.]. Abgedr. M. A. 22, 1883.

19. Besprechung von , M. Chasles, Rapport sur les
progrés de la géométrie ete.“ (Paris 187 Gott. ge-
lehrte Anz. 1872 [12 S.].

Satz“, G.N.
Abgedr. M. A.

1) Bine Reihe von Besprechungen in den . Fort-
schritten der Mathematik® fiir die Jahrginge 1869 bis
1877 (Bde. 2—9), mit Kln. gezeichnet, ist nicht he-
sonders angefiihrt.
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20. Besprechung eines von Herrn Dr. Neesen nach
Angaben von F. Klein konstruierten Modells einer
Fliche 3. Ordn], G. N. 1872 (vorgel. am 3. Aug. 1872).

21. ,,Uber die sogenannte Nichteuklidische Geome-
trie I1*, M.A. 6, 1873 (dat. 8. Juni 1872) [34 S.].

22. ,Uber Flichen 3. Ordn.“ (2 Noten), Erlanger
Ber. 1873 (dat. 5. Mai und 23. Juni 1873) [6 u. 2 S.].

23. ,,Uber eine Gleichung 12. Grades®, Erl. Ber. 1873
(dat. 12. Juli 1873) [5 S.].

24, ,,Ubertragung des Pascalschen Satzes auf Rauym-
geometrie”, Erl. Ber. 1873 (dat. 10. Nov. 1873) [3 S.].
Abgedr. M. A. 22, 1883.

25. ,Der allgemeine Funktionsbegriff und seine
Darstellung durch eine willkiirliche Kurve®, Erl. Ber.
1873 (dat. 8. Dez. 1873) [11 S.]. Abgedr. M. A. 22,
1883.

26. ,,Uber Flichen 3. Ordn.“. M. A. 6, 1873 (dat.
6. Juni 1873) [31 S. u. 6 Tafeln].

27. ,,Uber die Pliickersche Komplexfliiche®, M. A. 7,
1874 (dat. Okt. 1873) [4 S.].

28. Mitarbeit an ,,Rudolf Friedrich Alfred Clebseh,
Versuch einer Darlegung und Wiirdigung seiner wissen-
«chaftlichen Leistungen®, M. A. 7, 1874 (dat. Juli 1873).

29. ,,Nachtrag zu dem zweiten Anfsatze iiber Nicht-
cuklidische Geometrie“, M. A. 7, 1874 (dat. Januar
1874) [7 S.].

30. ,,Bemerkungen iiber den Zusammenhang von
I'lichen*, M. A. 7, 1874 (dat. Febr. 1874) [9 S.].

31. ,Uber eine neue Art von Riemannschen Fli-
chen®, M. A. 7, 1874 (dat. Febr. 1874) [9 S.].

32. ,,Weitere Mitteilung iiber eine neue Art von
Riemannschen Flichen®, Erl. Ber. 1874 (dat. 11. Mai
1874) [5 S.].

33. ,,Otto Hesse“, Nachruf, Ber. iiber die Kgl. po-
Ivt. Schule zu Miinchen fiir 1874/75 [4 S.]. Franz.
(*bers. im Bulletino di bibliog. e di storia delle sc. mat.
cte. von Bon compagni, 9, Roma 1876.

34. ,,Uber eine Relation zwischen den Singularititen
ciner algebraischen Kurve®, Erl. Ber. 1875 (dat.
13. Dez. 1875) [5 S.]. )

34a. ,Eine neue Relation zwischen den Singulari-
tiiten einer algebraischen Kurve®, M. A. 10, 1876 (dat.
Januar 1876) [11 S.].

35. ,,Binire Formen mit linearen Transformationen
in sich, M. A. 9, 1876 (dat. Juni 1875) [26 S.].

36. ,Uber den Zusammenhang der Flichen®, M, A.
9, 1876 (dat. Nov. 1875) [8 S.].

37. ,.Uber lineare Differentialgl., Erl. Ber. 1876
(dat. 26. Juni 1876) [4 S.]. Abgedr. M. A. 11, 1877
[6 S.]. Franz. Ubers. im Bull. des sc. mathém. et astr.
(2) 1, 1877.

38. ,Weitere Untersuch. iiber das Ikosaeder”, Erl.
Ber. 1876 (dat. 13. Nov. 1876) [14 S.]

39. ,,Uber den Verlauf der Abelschen Integrale bei
den Kurven vierten Grades“, M. A. 10, 1876 (dat.
April 1876) [33 S. u. 3 Tafeln].

40. ,Uber eine neue Art von Riemannschen Flii-
chen TI“, M. A. 10, 1876 (dat. April 1876) [19 S.].

41. ,Ist Oerstedt oder Schweigger der Entdecker
des Elektromagnetismus?“ Togg. Ann. 157, 1876 (dat.
Mirz 1876) [2 S.].

42. ,,Weitere Unters. iiber das Ikosaeder, II u. IIT¥,
2 Noten, Erl. Ber. 1877 (dat. 15. Januar und 9. Juli

_1877) [14 u. 4 S.].

43. ,,Uber den Verlauf der Abelschen Integrale bei
den Kurven 4. Gr., I1“, M. A. 11, 1877 (dat. Aug. 1876)
[13 S. u. 1 Tafel].

Liste. der Vertffentlichungen.

[ Die Natur-
wissenschaften

44. ,Uber lineare Differentialgl., M. A. 12, 1877
(dat. April 1877) [13 8.].

45. ,,Weitere Untere. iiber das Ikosaeder®, M. A, 12.
1877 (dat. Aug. 1877) [58 S.].

46. ,,Uber die Gestalten der Kummerschen Fliiche",
Amtl. Ber. der 50. Vers. D. Naturf. u. Arzte in Miin-
chen 1877 [S. 35].

47. ,Uber elliptische Funktionen®, ebenda [S. 104].

48. ,,Sull’ equazione .del I’icosaedro nella risoluzione
del’ equazioni del quinto grado, Schreiben an Brioschi,
Rendie. del R. Istit. Lombardo (2) 10, 1877 (dat.
6. April 1877) [3 S.].

49. ,,On the transformation of elliptic functions™,
Lond. math. soc. proe. 9, 1877/78 (vorgel. am 9. Mai
1878) [9 S.].

50. ,,Uber Gleichungen 7. Gr.“, 2 Noten, Erl. Ber.
1878 {dat. 4. Miirz und 20. Mai 1878) [2 u. 5 S.).

51. ,,Uber die Transformation der elliptischen Funk-
tionen und die Auflgs. der Gleichungen 5. Gr., M. A\,
14, 1879 (dat. Mai 1878) [62 S.].

52, ,,Uber die Erniedrigung der Modulargleichun-
gen®, M. A. 14,1879 (dat. Okt. 1878) [11 S. u. 2 Tafeln].

53. Uber die Transformation 7. Ordn. der ellipt.
Funkt.“, M. A. 14, 1879 (dat. Nov. 1878) [44 S. wu.
1 Tafel].

54. ,,Sull’ equazione modulari*, Schreiben an Brioschi,
Rendic. del R. Tstit. Lomb. (2) 8, 1879 (dat. 30. Dez.
1878, vorgel. 2. Jan. 1879) [4 S.]. Deutsche Ubers.
unter dem Titel ,Uber Multiplikatorgleichungen®, M.
A. 15, 1879 [3 S.].

55. ,,Uber die Auflosung gewisser Gleichungen vom
7. u. 8. Grade”, M. A. 15, 1879 (dat. Miirz 1879)
[32 S.].

56. Uber die Transformation 11. Ordn. der ellipt.
Funkt., M. A. 15, 1879 (dat. 15. Aug. 1879) [23 S.
u. 1 Tafel].

57. ,Zur Theorie der elliptischen Modulfunkt.®,
Miinch. Ber. 1879 (vorgel. am 6. Dez. 1879) [12 S.].
Abgedr. M. A. 17 [9 S.].

58. ,,Sulla risolvente di 11° grado dell’ equazione
modulare di 120 grado®, Trans. delle R. Acc. dei Lin-
cei (3) 3, 1879 (vorgel. am 4. Mai 1879) [2 S.].

59. ,,Sulla trasformazione dell 110 ordine delle fun-
zioni ellittiche”, Rendic. del R. Istit. Lomb. (2) 2,
1879 (vorgel. am 17. Juli 1879) [4 S.].

60. ,,Uber upendlich viele Normalformen des ellipt.
Integrals 1. Gatt.”, Miinch. Ber. 1880 (vorgel. am
3. Juli 1880) [9 S.]. Abgedr. M. A. 17 [6 S.].

61. ,,On the transformation of elliptic functions®,
Lond. mati. soc. proc. 77, 1879/80 (dat. 5. Okt. 1880)
2 S.1.

62. ,,Uber die geometrische Definitivn der Projek-
tivitiit auf den Grundgebilden der ersten Stufe”, M. A.
17, 1880 (dat. April 1880) [3 S.].

63. ,,Uber gewisse Teilwerte der @-Funktion®, M. A.
i7, 1880 dat. 10. Jan. 1881) [3 S.].

64. ,,Uber Lamésche Funktionen®, M. A. 78, 1881
dat. Jan. 1881) [10 S.]

65. ,,U'ber Korper, welche von konfokalen Flichen
2. Grades begrenzt sind“, M. A. 18, 1881 (dat.
14. Miirz 1881) [18 S.]1. .

66. ,Bemerkung iiber Flichen 4. Ordn.“, M. A, I8,
1881 (dat. 5. Apr. 1881) [1 S.].

67. ,Uber die konforme Abbildung von Flichen®,
M. A. 19, 1882 (dat. Okt. 1881) [2 S.].

68. ,,Uber eindeutige Funktionen mit lincaren Trans-
formationen in sich®, M. A. 79, 1882 (dat. 12. Januar
1882) [4 S.].
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69. ,,Uber eindeutige Funktionen mit linearen Trans-
formationen in sich, II“; M. A, 20, 1882 (dat. 27. Miirz
1882 [3 S.].

70. ,Neue Beitriige zur Riemannschen Funktionen-
theorie, M. A. 21, 1883 (dat. 2. Okt. 1882) [78 S. und
2 Tafeln].

71. ,Uber gewisse Differentialgl. 3. Ordn., Leipz.
Ber. 35, 1883 (vorgel. am 29. Jan. 1883) [6 S.]. Ab-
gedr. M. A, 23, 1884.

72. ,,Zur Theorie der elliptischen Funktionen nter
Stufe, Leipz. Ber. 36, 1884 (vorgel. am 14. Nov. 1884)
138 S.].

73. ,,Neue Unters. iiber ellipt.
niedersten Stufen‘, Leipz. Ber.
2. Mirz 1885) [22 S.].

74. ,,Uber die elliptischen Normalkurven der Nten
Ordnung wund zugehdrige Modulfunktionen Nter
Stufe*, Leipz., Abhandl. 13, 1885 (dat. 10. April 1885)
[66 S.].

75. ,Neue Untersuchungen im Gebiete der ellipti-
schen Funktionen, M. A. 26, 1886 (dat. 17. Sept. 1885)
110 S.].

76. ,,Uber Konfiguration, welche der Kummerschen
Fliche zugleich eingeschrieben und umgeschrieben
sind“, M.A. 27, 1886 (dat. 28. Sept. 1885) [37 S.].

77. ,,Uber hyperelliptische Sigmafunktionen®, M. A.
27, 1886 (dat. 10. April 1886) [34 S.].

78. ,,Uber Gleichungen 6. u. 7. Grades”, M. A. 28,
1887 (dat. Okt. 1886) [34 S.].

79. ,Zur geometrischen Deutung des Abelschen
Theorems der hyperelliptischen Integrale”, M. A. 28,
1887 (dat. Okt. 1886) [28 S.].

80. ,,Zur Theorie der hyperelliptischen Funktionen
beliebig vieler Argumente”, G. N. 1887 (vorgel. am
5. Nov. 1887) [7 S.].

81. ,,Sur la resolution par les fonctions hyper-
elliptiques de 1’équation du 27iéme degré, de laquelle
depend la détermination des 27 droites d’une surface
cubique, Schreiben an C. Jordan, Journ. de mathém.
(4) 4, 1888 (dat. 22. Sept. 1887) [4 S.].

82, .,Uber irrationale Kovarianten®“, G. N.
(vorgel. am 5. Mai, dat. 15. Mirz 1838) [4 S.].

83. ,Uber hyperelliptische Sigmafunktionen II%
M., A. 32, 1888 (dat. 24. Miirz 1888) [30 S.].

84. ,Zur Theorie der Abelschen Funktionen, 1,
(i. N. 1889 (vorgel, am 2 Miirz 1889) [12 S.].

85. ,,Zur Theorie der Abelschen Funktionen, IT*.
(i, N. 1889 (vorgel. am 1. Juni 1889, dat. 12. Mai
1889) [5 S.]. )

86. ,,Formes principales sur les surfaces de Rie-
mann®, Compt. Rend. 1889 (dat. 21. Januar 1889)
4 S.J.

87. ,,Des fonctions theta sur la surface générale de
Riemann“, Compt. Rend. 1889 (dat. 11. Febr. 1889)
[4 8.].

88]. ,Uber die konstanten Faktoren der Thetareihen
fir p=23% London math. soe. proc. 20, 1888/89
(vorgel. am 11. April 1889) [3 S.].

89. ,,Zur Theorie der Abelschen Funktionen®, M. A.
36, 1890 (dat. 24. Sept. 1890) [83 S.].

90. ,,Zur Theorie der Lamésclien Funktionen®, G. N.
1890 (vorgel. am 1. Miirz 1890) [11 S.].

91. ,Uber die Nullstellen der hypergeometrischen
Reihe®, G.N. 1890 (vorgel. am 2. August 1890) [1 S.].

91 a. ,,Uber die Nullstellen der hypergeometrischen
Reihe®, vorgetr. Sept. 1890. Verhandl. der Ges. D.
Naturf. u. Arzte in Bremen 1890 IT, S. 4.

Modulfunkt. der
37, 1885 (vorgel.

1888
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92. ,,Zur Nicht-Euklidischen Geometrie®, M. A. 37
1890 (dat. 20. August 1890 [29 S.]. ’

93. ,,Uber die Nullstellen der hypergeometrischen
Reihe®, M. A. 37, 1890 (dat. 5. Sept. 1890) [18 S.].

94. ,,Uber Normierung der linearen Differentialgl.
%9 Osr]dn.“, M. A. 38, 1891 (dat. 23. Dezember 1890

95. ,,Uber den Ilermiteschen Fall der Laméschen
l[)iff:rentialgl.“, M. A. 40, 1892 (dat. Sept. 1891)
5 S8.].

96. .,Uber den Begriff des funktionentheoretischen
Fundamentalbereiches, M. A. 40, 1892 (dat. Sept. 1891)
[10 S.].

97. ,,Geometrisches zur Abzihlung der reellen Wur-
zeln  algebr. Gleichungen®, Katalog math. Modelle,
herausg. von W. Dyck, Miinchen 1892 (dat. 9. Juni
1892) [13 S.].

98. ,,Uber neuere englische Arbeiten zur Mechanik®,
vorgetr. Sept. 1891. Verh. d. Ges. D. N. u. A. in Halle
1891. Abgedr. im Jahresb. der D. Math. Ver. 1, 1892
[2 S.].

99. ,,Uber Realitiitsverhiltnisse im Gebiete der
Abelschen Funktionen”, G. N. 1892 (vorgel. am 7. Mai
dat. 20. April 1892) [3 S.].

100. ,,Uber Realitiitsverhiiltnisse bei der einem be-
liebigen Geschlechte zugehorigen Normalkurve der @,
M. A. 42, 1893 (dat. 2. Sept. 1892) [29 S.].

101. ,,Uber die Komposition der biniiren quadr.
Formen®, G. N. 1893 (vorgel. am 14. Jan. 1893) [4 S.].

102. ,,Zur Theorie der algebraischen Funktionen®,
Jahresb. der D. Math. Ver. 2, 1893 [2 S.].

103. ,Mathematik®, in ,Lexis, die deutschen Uni-
versitdten*, Berlin, A. Ascher u. Co., 1893 (10 S.].

104. ,;The present state of mathematies, Mathem.
papers read at the intern. math. congress, Chicago, 1893.
New York, Macmillan and Co., 1896 [4 S.]. Zuerst
ersch. in ,, The Monist®, herausg. von Carus, 4, Chicago
1893.

105. ,,Uber die Entwicklung der Gruppentheorie
wihrend der letzten 20 Jahre“, ebenda, S. 136.

106. ,,Autogr. Vorlesungshefte, Referat iiber die
unter B, 2, 3 und 4 gen. Vorles. M. A. 45, 1894 (dat.
Mirz 1894) [13 S.].

107. ,,Autogr. Vorlesungshefte, Referat iiber die
unter B, 5 gen. Vorles.,, M. A. 46, 1895 (dat. 16. Sept.
1894) [14 S.].

108. ,,Riemann und seine Bedeutung fiir die Ent-
wicklung der modernen Mathem.”, Rede, geh. am
26. Sept. 1894, Tagebl. der 66. Vers. D. Naturf. u.
Arzte in Wien 1894, S. 212 bis 221 und in den Ver-
Landl. der Gesellsch. D. Naturf. u. Arzte 1894, allgem.
Teil. Abgedr. Jahresber. der D. Math. Ver. 4, 1894 [17 S].
Wiederabgedr. Zeitsch. f. den math. u. naturw. Unterr.
26, 1895. Ttal. Ubers. Annali di matem. (2) 23, 1895.
Engl. Ubers. Amer. math. soc. Bull. 7, 1895,

109. ,,Uber die zu einem algebr. Gebilde gehdrenden
nirgends singuliren linearen Differentialgl. der 2. Ord-
nung“. Vorgetr. Sept. 1894. Verh. d, Ges, D. N. u. A.
in Wien, TI. Abgedr. imm Jahresb. d. D. Math. Ver. 4.
1897 [2 S.].

110. ,,Uber den math. Unterr. an der Univers. Got-
tingen im bes. Hinblick auf die Bediirfnisse der Lehr-
amtskand.” Zeitschr. fiir den math. u. naturw. Unterr.
26, 1895 (vorgetr. am 4. Juni 1895) [7 S.].

111, ,,Uber die Beziehung der neueren Mathem. zu
den Anwendungen®, Zeitschr. fiir den math. u. naturw.
Unterr. 26, 1895 (Antrittsrede, geh. am 25. Okt. 1880
in Leipzig).

?
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112, ,,Uber eine geometrische Auffassung der ge-
wohnl, Kettenbruchentw.”, G. N. 1895 (vorgel. am
19. Okt. 1895 [3 S.]. Franz. Ubers. Nouv. annales des
math. (3) 15, 1896. .

113. ,,Zur Theorie der gewdhnl. Kettenbriiche”,
Vorgetr, Sept. 1895, Verh. d. Ges. D. N. u. A. in
Liibeck II, abgedr. im Jahresb. der D. Math. Ver. 4,
1897 [2 S.].

113 a. ,,Uber den Plan eines physikalisch-technischen
Instituts an der Universitiit Gottingen, Vortrag geh.
am 6. Dez. 1895 im Hannoverschen Bezirksverein des
Ver. Deutscher Ingenieure. Zeitschr. des Ver. D. Ing.
1896, S, 102 ff. Abgedr. in Klein-Riecke, ,,Uber ange-
wandte Mathem. u. Phys. usw.”.

114, ,Uber die Arithmetisierung der Mathem.”, G.
N. (geschiftl. Mitt.) 1895 (Rede, geh. am 2. Nov. 1895)
[10 S.]. Abgedr. Zeitschr. fiilr den math. u. naturw.
Unterr. 27, 1896. Ital. Ubers. Palermo Rendic. 10,
1891. Engl. Ubers. Amer. math. soc. bull. 2, 1896.
Franz. Ubers. Nouv. annales des mathem. (3) 16, 1897.

115. ,,Uber die Bewegung des Kreisels, G. N. 1896
{vorgel. am 11. Jan. 1896) [2 S.]. Franzés. Ubers.
Nouv. annales des math. (3) 15, 1896.

116. ,,Stability of the sleeping top“, Amer. math.
~oc. bull. 3, 1897 (vorgetr. Princeton am 17. Okt. 1896)
[4 S.]. Franz. Ubers. Nouv. ann. des math. (3) 15,1897.

117. ,Die Anforderungen der Ingenieure und die
Ausbildung der math. Lehramtskand.“  (vorgetr.
20. April 1896), Zeitschr. flir den math. u. naturw.
Unterr. 27, 1896 [6 S.]. Abgedr. in der Zeitschr. d.
Ver. D. Ing. 1896, S. 987 ff. und in ,Klein-Riecke,
Uber angewandte Math. und Phys. usw.”.

118. ,,Uber die analytische Darstellung der Rota-
tionen bei Problemen der Mechanik” (vorgetr. Sept.
1896), Verh. d. Ges. D. N. u. A. in Frankfurt 1896, ab-
edr. im Jahresb. der D. Math. Ver. 5, 1901, S. 87—88.

119. ,,Uber einen Satz aus der Theorie der end-
lichen (diskontinuierlichen) Gruppen lin. Substitut. be-
liebig vieler Veriinderl. (Mitt. eines Satzes von
Moore) vorgetr. Sept. 1896, Verh. 4. Ges. D. N, u. A.
in Frankfurt 1896, abgedr. im Jahresb. der D. Math.
Ver. 9, 1901, S. 57.

120. ,,Autograph. Vorlesungshefte”, Refer. iiber die
unter B. 6 gen. Vorl,, M. A. 48, 1897 (dat. August 1896)
[24 S.]. Bl FAA

121. ,,Ernst Ritter”, Nachruf. Jahresbericht der
D. Math. Ver. 4, 1897 (dat. 25. Sept. 1895).

122. ,Erwerbung neuer auf B. Riemann beziigl.
Manuskripte, G.N. 1897 (vorgel. am 31. Juli 1897)
2 S.].

123. ,,Gutachten betr. den 3. Bd. der Theor. der
Transformationsgruppen von 8. Lie anl#Blich der ersten
Verteilung des Lobatschewskypreises, Nachr. der phy-
siko-mathemat. Gesellsch., der Univers. Kasan (2) 8,
1897. Abgedr. M. A. 50, 1898 [18 S.].

124. ,,Uber den Stand der Herausg. von GauB’ Wer-
ken®, Berichte 1 bis 12, G.N. 1898, 99, 1900, 01, 02,
04, 06, 10, 11, 13, 15, 17. Franz. Ubers. von Ber. 1
und 2 Bull. des sc. mat. et astr. 22, 1898 und 23,
1899. Alle Ber. abgedr. M. A. 50, 53, 55, 57, 61, 63,
69, 71, T4, 77, 78.

125. ,,Universitit u. Technische ITochschule® (vor-
cotr. am 19. Sept. 1898), Verh. d. Ges. D. N. u. A, in
Diisseldorf 1898, wiederabgedr. im Jahresb. d. D. Math.

Ver. 7, 1899 [12 S.] und in ,Klein-Riecke, Uber an-
vewa,ndte Mathem. u. Physik usw.“ 1900.

126. ,,Zum Gedichtnis Ernst Schenngs , Jahresb.

der D. Math. Ver. 6, 1899 [2 S.].
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- 127, ,,Sulla risoluzione delle equazlom di  gesto
gro.do“ Rendic. acc. dei Lincei (5) 8, 1899 (Scbrelben
an Castelnuovo, vorgel. am 2. Apnl 1899) 8T,

128, ,,Uber. Aufgabe und Methode des mathem. Un-
terr. an den Universitliten (vorgetr Sept. 1898),
Verh. der Ges. D. N. u. X. in Diisseldorf 1898, wieder-
abgedr. im Jahresb. der D. Math. Ver. 7, 1899 [13 S.].

29. ,,Uber Neueinrichtungen fiir Elektrotechnik u.
allgem. techn. Physik an der Univ. G&ttingen, Phys.
Zeitschr. 1, 1899 (dat. Anfang November 1899). Ab-
gedr, in A. 20, ,,Die physikalischen Institute der Univ.
Gottingen Leipzig, 1808, S. 189—193, fernér in ,,Klein-
Riecke, Uber angew. Math. u. Phys, usw.”, 1900,

130. ,,Bemerkungen zu Referaten von Weber und
Hauck iiber die angew. Math. in der Priiffungsordnung®
(vorgetr. Sept. 1899), Verh. der Ges. D. N. u. A. in
Miinchen 1899, wiederabgedr. im Jahresb. der D. Math.
Ver. S 1900, S. 118—119.

131. ,,GauB’ wissenschaftl. Tagebuch®, mit Anmerk
herausg. von F. Klein. Festschr. z. Feier des 150-
jihrigen Bestehens der Kgl. Ges. der Wiss. zu Gottin-
gen, Berlin 1901, abgedr. M. A. 57, 1903.

132. ,,Uber die Enzyklopidie der mathem. Wissen-
schaften” (Auszug aus einem Vortrage vom 19. Sept.
1900), Verh. der Ges. D. N. u. A. in Aachen 1900,
wiederabgedr. im Jahresb. der D. Math. Ver. 9 1901
[7 8.]. u. in der Phys. Zeitschr. 2, 1901.

133. ,,Gutachten betreffend die BPneke-Preieauf—
gabe“, G.N. 1901 (geschiftl. Mitt.) [8 S.]. Teilweise
abgedr. M. A. 55 [6 S.].

134. ,,Uber das Brunssche Eikonal®,
Math. u. Phys. 46, 1901 [4 S.].

135. ,,R#umliche Kollineationen bei optischen In-

Zeitschr. fiir

bstrumenten“, Zeitschr. fir Muoth. u. Phys. 46, 1901
[7 S.].
136. ,,Der Untervicht in der Mathematik®, in

,Lexis, Die Reform des héheren Schulwesens in Preu-
Ben®, 1902 [11 S.]. Abgedr. in ,Klein-Riecke, Neue
Beitriige zur Frage des mathem. u. phys. Unterr.” 1904,
desgl. im Jahresb. d. D. Math. Ver. 13, 1904.

137. ,,Uber den mathemat. Unterr. an den hdheren
Schulen®, Jahresb. der D. Math. Ver. 11, 1902 [14 S.].
Abgedr. in ,Klein-Riecke, Neue Beitriige usw.“ 1904.

138. ,,Zur Schraubentheorie von Sir Robert Ball®,
Zeitschr. ftir Math. u. Phys. 47, 1902 [29 S.] (daf.
3. Sept. 1901). Abgedr. mit Zusidtzen M. A. 62, 1906.

139. ,,Uber das Portrit ,des 26-jihrigen GauB‘“
G.N. (geschiiftl. Mitt.) 1903 [7 S.].

140. ,,Zur Besprechung des math.-naturw. Unterr.
auf der niichsten Naturforschervers. zu Breslau, Ver-
handl. d. Gesellsch. D. Naturf. u. Arzte zu Kassel 1903,
Leipzig 1904, S. 1562—155, 169. Abgedr. Jahresb. der
D. Math. Ver. 13, 1904 '[3 S.]. Wiederabgedr. in
,Klein-Riecke, Neue Beitriige usw.“ 1904.

141. ,Mathematik, Physik, Astronomie® in , Leris,
Das Unterrichtswesen im Deutschen ReicL® 1, 1904
[13 S.]. Abgedr. Jahresb. der D. Math. Ver. 13, 1904,
desgl. Phys. Zejtschr. 5, 1904.

142. (Mit Wieghardt) ,,Uber Spannungsflichen und
reziproke Diagramme mit besonderer Beriicksichtigung
der Maxwellschen Arbeiten, Archiv der Math. u. Phys.
(3), 8, 1905 (dat. 10. Febr. 1904) [35 S.].

143. ,,Uber die Aufgabe der angewandten Mathe-
matik, besonders tiber die piidagogische Seite (vorgetr.

am 9. Augrust 1904), Verhandl. der 3. intern. Mathem.-
Kongr. in Heidelberg, Leipzig, Teubner 1905 [2 S]
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144. ,Bemerkungen zum mathem. u. naturw. Un-
terr.”, Verhandl. d. Gesellsch. D. Naturf. u. Arzte in
Breslau 1904, Teil 1, Leipzig 1905 [14 S.] (dat. 22. Sept.
1904). Abgedr. Jahresber. der D. Math. Ver. 14, 1905,
Jdesgl. Phys. Zeitschr. 5, 1904, desgl. in ,,Klein-Schim-
mack, Vortriige iiber den math. Unterr. usw.“ 1907.

145. ,,Probleme des mathem.-physikal. Hochschul-
unterr.“, Jahresb. der D. Math. Ver. 14, 1905 (dat.
Sept. 1905) [15 S.]. Franzos. Ubers. Enseignement
mathem. 8§, 1908. Abgedr. in ,,Klein-Schimmack, Vor-
triige iber mathem. Unterr. usw.” 1907.

146. ,,Cber die Auflssung’ der allg. Gleichungen 5.
wnd 6. Grades*, Journ. f. reine u. angew, Math. 129,
1905 [24 S.]. Abgedr. M. A, 61, 1905 (dat. 22. Mirz
1905). : '

147. ,Beweis fiir die Nichtauflosbarkeit der Iko-
~aedergleichung durch Wurzelziehen®, M. A. 61, 1905
idat. 26. August 1905) [3 S.].

148. ,,Zur Geschichte der Gottinger Vereinigung®,
in ,,Die physikalischen Institute der Univers. Gottin-
«en, Festschr. der Gott. Vereinigung zur Férderung
der angew. Phys. u. Mathem., Ieipzig, Teubner, 1906,
S, 189 ff.

149. ,,Bemerkungen zur Theorie der linearen Diife-
rentialgl. 2. Ordnung®, M. A. 64, 1907 (dat. April
1907) [22 S.].

150. ,,Uber den Zusammenhang zwischen dem sogen.
Oszillationstheoreme der lin. Differentialgl. und dem
Fundamentaltheoreme der automorphen Funktionen
tvorgetr. 16. Sept. 1907), Verh. der Ges. D. N. u. A.
in Dresden 1907, wiederabgedr. im Jahresb. der D.
Math. Ver. 16, 1907, S. 537.

151. ,,Reformvorschliige, unterbreitet der Natur-
forschervers. zu Dresden 1907¢, Zeitschr. fiir den math.
1. naturw. Unterr. 38, 1907, S. 401 ff. Franz. Ubers.
Jim Auszuge) Enseignement mathém. 10, 1908.

152. (Mit Greenhill und Fehr) ,Intern. mathem.
Unterrichtskomm. (Imuk). Vorbericht iiber Organi-
<ation und Arbeitsplan® (dat. Okt. 1908), Zeitschr. fiir
den math. u. naturw. Unterr. 39, 1008, S. 446—454
md Enseignement mathém. 70, 1908.

153. ,,Die Gottinger Vereinigung zur Forderung der
mgewandten Phys. u. Math.“ (Festrede geh. 22. Febr.
1908), Festbericht zum 10-jiihrigen Bestehen der Ver-
~inigung. Abgedr. Jahresbericht der D. Math. Ver. 17,
1908 [11 S.] und in der Phys. Zeitschr. 9, 1908.

154. ,,Die Einrichtungen zur Férderung der Taft-
~hiffahrt an der Univers. Gottingen” (Auszug aus
sinem Vortrage vom 28. Jan. 1909), Jahresb. der D.
Mathem. Ver. 18, 1909 [3 S.]. Abgedr. Tllustr. aero-
qaut. Mitteilungen 1909,  Wiederabgedr, Phys. Zeit-
<chrift 10, 1909.
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155. ,,Uber Selbstspannungen ebener Diagramme*,
M. A. 67, 1909 (dat. 31. Mirz 1909) [12 S.].

156. ,,Zu Painlevés Kritik der Coulombschen Rei-
bungsgesetze®, Zeitschr. fiir Math. u. Phys. 58, 1910
(dat. 17. April 1909) [6 S.].

157. ,,Zur Beratung des Kultusetats im PreuB. Her-
renhause” (Rede geh. 27. Mai 1910), Zeitschr. fiir den
math. u, naturw. Unterr. 41, 1910, S. 386 ff.

158. , Wissenschaftl. Vorbereitungskurse fiir Mittel-
schullehrer®, Pidagog. Blitter 39, 1910 u. Zeitschr.
fiir den math. u. naturw. Unterr. 41, 1910, S. 417 fi.

159. ,,Uber die geometrischen Grundlagen der Lo-
rentzgruppe“ (Vortr. geh. 10. Mai 1910), Jahresb. der
D. Math. Ver. 19, 1910 [20 S.]. Abgedr. Phys. Zeitschr.
12, 1911.

160. ,,Uber die Bildung von Wirbeln in reibungslosen
Flissigkeiten®, Zeitschr. fiir Math. u. Phys. 58, 1910
(dat. 20. August 1909) [4 S.].

161. ,,Modelle zur Darstellung affiner Transforma-
tionen von Punktsystemen in der Ebene und im
Raume®, Zeitschr. fiir Math. u. Phys. 58, 1910 [5 S.].

162. ,Vortrag betreffend automorphe Funktionen*
(IIistor. Einleit. zu den Referaten von Brouwcr, Koebe,
Bicberbach und b, vorgetr. 27. Sept. 1911), Verh.
der Ges. . N. u. A. in Karlsruhe 1911, wiederabgedr.
im Jahresb. der D. Math. Ver. 21, 1912, S. 153 ff.

163. ,,Bericht iiber den heutigen Zuastand des ma-
them. Unterr. an der Univers. Gottingen® (ausgearb.
Mitte August 1914), Zeitschr. fiir den math. u. naturw.
Unterr, 46, 1915 [10 S.].

164. ‘,Zu Ililberts erster Note-iiber die Grundlage
der Physik®, G. N. 1917 (erschienen 1918). (Aus einem
Briefwechsel zwischen Klein und IHilbert, vorgel. am
25. Januar 1918) [14 S.].

165. , Festrede bei der Feier des 20-jiihrigen Be-
stehens der Gottinger Vereinigung®, Festbericht zum
20-jihr. Bestehen der Vereinig. 1918 [13 S.], wieder-
abgedr. im Jahresb. d. D. Math. Ver. 27, 1919.

166. ,,Bericht iiber eine Reihe von Vortrigen iiber
die Einsteinsche Gravitationstheorie in der Gétt. ma-
them. Gesellsch. (geh. im S. S. 1918), Jahresb. der
D. Math. Ver. 27, 1918 [4 S.]. Abgedr. (auszugsweise)
in den Verh. der Amsterd. Akad. vom 26. Okt. 1918.

167. ,,Uber die Differentialgesetze fiir die Erhaltung
von Impuls und Energie in der Einsteinschen Gravita-
tionstheorie“, G.N. 1918 (vorgel. am 19. Juli 1918)
119 S.].

168. , Uber die Integralform der ILrhaltungssitze
und die Theorie der riiumlich geschlossenen Welt“,
G. N. 1919 (vorgel. am 6. Dez. 1918 [30 S.].

AuBerdem Reden und Referate iiber Unterrichts-
fragen im PreuBischen Tlerrenhause von 1908 an,
im stenographischen Bericht iiber die Verhandlungen.
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Abhandlungen iiber die algebraische Auflosung der
Gleichungen. Von N. H. Abel und E. Galois.
Deutsch herausgegeben von H. Maser. 1889. M. 4.—

Altes und Neues aus der Unterhaltungsmathematik.
Von Dr. W. Ahrens (Rostock). “Mit 51 Textfiguren.
1918. M. 5.60

Archimedes’ Werke. Mit modernen Bezeichnungen
herausgegeben und mit einer Einleitung versehen von
Sir Thomas L. Heath (K. C. B,, Se. D, F. R. S.).
Deutsch von Dr. Fritz Kliem. 1914, M. 16.—

Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitslehre. Von
Dr. Bruno Borchardt. 1889. M. 240

Die radioaktive Strahlung als Gegénstand wahr-
scheinlichkeitstheoretischer Untersuchungen. Von
Prof. L. v. Bortkiewicz. Mit 5 Textfiguren. 1913.

M, 4.—

Die Iterationen. Ein Beitrag zur Wahrscheinlichkeits-
theorie. Von Prof. Dr. 1. v. Bortkiewicz (Berlin).
1917. M. 10.—

Algebraische Analysis. Von Augustin Louis Cauchy.
Deutsch herausgegeben von Carl Itzigsohn. 1883.
M. 9.—

Ingenieur-Mathematik. Lehrbuch der hoheren Mathe-
matik fiir die technischen Berufe. ¥on Diplomingenieur
Dr.-Ing. Dr. phil. Heinz Egerer. Erster Band:
Niedere Algebra und Analysis — Lineare Gebilde der
Ebene und des Raumes in analytischer und vektorieller
Behandlung — Kegelschnitte. Mit 320 Textabbildungen
und 575 vollstindig geldsten Beispielen und Aufgaben.
1913. geb. M. 12.—

Zur Krise der Lichtither-Hypothese. Rede, gehalten
beim Antritt des Lehramts an der Reichs-Universitdt zu
Leiden. Von Prof. Dr. P. Ehrenfest. 1913. M. —-.60

Die Grundlagen der Einsteinschen Gravitations-
theorie. Von E. Freundlich. Mit einem Vorwort
von Albert Einstein. Zweite, erweiterte und verbesserte
Auflage. 1917. M. 360

Untersuchungen iiber hohere Arithmetik. Von Carl
Friedrich GauB. Deutsch herausgegeben von
H. Maser. 1889. M. 14.—; geb. M. 15.40

Allgemeine Untersuchungen iiber die unendliche
Reihe 1+ {-’—i’; -+ ete. VonCarlFriedrich GauB.

"Mit Einschlu8 der nachgelassenen Forisetzung aus dem
Lateinischen iibersetzt von Dr. Heinfich Simon.

1888. M. 3.—

Die Differentialgleichungen des Ingenieurs. Dar-
stellung der fiir die Ingenieurwissenschaften wichtigsten
gewdhnlichen und partiellen Differentialgleichungen
sowie der zu ihrer Losung dienenden genauen und
angeniherten Verfahren einschl. der mechanischen und
graphischen Hilfsmittel. Von Dipl.-Ing. Dr. phil. \W.
Hort. Mit 255 Textfiguren. 1914, geb. M. 14. -

Mondphasen, Osterrechnmung und Ewiger Kalender.

Von Prof. Dr. W, Jacohsthal. 1917. M. 2.—
Differential- und Integralrechnung (Infinitesimal-
rechnung). Fur Ingenieure insbesondere auch zum

Selbsistudium. Von Diplom-Ingenieur Dr, W. Koestler
(Burgdorf) und Dr. M, Tramer (Ziirich). Itrsterr Teil:
. Grundlagen. Mit 221 Textfiguren und 2 Tafeln.
. 1913. M. 13.—; geb. M. 14—

Darstellung und Begriindung einiger neuer Ergebnisse
der Funktionentheorie. Von Prof. Dr. E. Landau
(Gottingen). Mit 11 Textfiguren. 1916. M. 4.80

Physikalisch-Chemische Tabellen. Von Landolt-
Bornstein. Vierte, umgearbeitete und vermehrte
Auflage unter Mitwirkung hervorragender Fachgelehrter
und mit Unterstiitzung der Preufl. Akademie der
Wissenschaften herausgegeben von Prof. Dr. Richard
Bornstein (Berlin) und Prof, Dr. Walther A. Roth
(Greifswald). 1912, geb. M. 56.—

Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung. Von Dr M. Paul Mansion. Vom Ver-
fasser durchgesehene und vermchrte deutsche Ausgabe.
Mit Anhdngen von S. von Kowaleviky, Imschenetzky
und Darboux. Herausgegeben von H. Maser. 1892.

M. 12.—

Theodrie des Potentials und ihre Anwendungen auf
Elektrostatik und Magnetismus. Von Professor Emile
Mathieu. Autgrisierte deutsche Ausgabe von H. Maser.
Mit 18 in den Text gedruckten Figuren. 1890. M. 10.—

Fluglehre. Vortrige iiber Theorie und Berechnung der
Flugzeuge in elementarer Darstellung. Von Prof.
Dr. R. v. Mises (StraBburg). Mit 113 Textabbildungen.
1918. In festem Umschlag M. 8.—

Einfiihrung in die Mechanik mit einfachen Beispielen
aus der Flugtechnik. Von Prof. Dr. Th. Péschl (Prag).
Mit 102 Textabbildungen. 1917. M. 5.60

Vorlesungen iiber die Bernoullischen Zahlen, ihren
Zusammenhang mit den Secanten-Coefficienten und ihre
wichtigeren Anwendungen. Von Dr. Louis Saal-
schiitz, a. o. Professor der Mathematik a. d. Universitit
Konigsberg. 1893. M. 5—

Raum und Zeit in der gegenwirtigen Physik. Eine
Einfilhrung in das Verstaindnis der Relativitits- und

Gravitationstheorie.  Von M. Schlick, Zweite, stark
vermehrte Auflage. 1919, M. 5.20
Schwarz-Festschrift. Mathematische ~ Abhandlungen,

Hermann Amandus Schwarz zu seinem fiinfzigjihrigen
Doktorjubildum am 6. August 1914, gewidmet von
Freunden wund Schillern. Mit dem Bildnis von
H. A. Schwarz und 53 Textfiguren, 1914, M. 24.—

Formeln und Lehrsitze zum Gebrauche der ellip-
tischen Funktionen. Nach Vorlesungen und Auf-
zeichnungen des Herrn K. Weierstral bearbeitet und
herausgegeben von H. A. Schwarz. Erste Abteilung.
(Enthaltend Bogen 1—12). Zweite Ausgabe. 1893.

M. 10.—

Gesammelte mathematische Abhandlungen. Von
1. A. Schwarz, Professor an der Universitit Gottingen,
In zwei Bidnden. Mit 93 Texthguren und 4 Figuren-
tafeln. 1890. M. 25.—; in 2 Binde geb. M. 28.—

Die Atomionen chemischer Elemente und ihre
Kanalstrahlen-Spektra. Von Prof. Dr. J. Stark
(Aachen). Mit 11 Figuren im Text und auf einer
Tafel. 1913. M. 1.60

Abhandlungen aus der reinen Mathematik. Von
N. Vandermonde. In deutscher Sprache heraus-
gegeben von Carl Itzigsohn. 1888. M. 3.—

Raum — Zeit — Materie. Vorlesungen iiber allgemeine
Relativititstheorie  Von H. Weyl. Zweite, unver-
inderte Autlage. Mit 13 Textfiguren, 1919. M. 14.—

Tafeln und Formeln aus Astronomie und Geodisie
fir die Hand des Forschungsreisenden, Geographen,
Astronomen und Geodiiten. Von Prof. Dr. C. Wirtz
(StraBburg i. E.). 1918. geb. M. 18.—
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