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kungen an Weilscher Krankheit mit ihrem oft
igen Verlauf und ihrer ziemlich erheblichen
alitiit, diirfte es sich empfehlen, won der An-
dung des spezifischen Serums umfangreichen
irauch zu machen, zumal wir ja sonst.der doch
othin nicht gutartigen Erkrankung thera-
tiseh machtlos gegeniiberstehen. Die sehr
tigen Resultate im Tierversuch und die mit
t:Rekonvaleszentenserum gemachten Erfahrun-
Zwingen geradezu dazu, das Serum beim Men-
BN zu versuchen. Notwendig ist eine maglichst
Meitige Anwendung ganz im Beginn der Er-
akung, wenn moglich, noch bevor der Ikterus
-ausgebildet hat, und die Einspritzung nicht
wleiner Dosen (50 ccm urhd mehr) intramusku-
= ,'(l'esp. intravends).

£ Dann steht zu erwarten, da8 das Serum den
Eraweren Krankheitsverlauf giinstig beeinflussen

s P, Tophylaktisch angewandt, wiirde das Sex:um
X wen. hervorragenden Schutz gewihren, doch liegt
% .0¢m. immerhin nur zerstreuten Auftreten der
iNPllechen Krankheit eine strenge Indikition zur
8 "Poylaktischen Anwendung wohl kaum vor. Je-
% wiire bei gehduftem Auftreten der Krankheit
" Hinblick auf die Ausstreuung des Virus

& 02 Botten und eine eventuelle Ubertragung -

PPl Insekten in gewissen stark verseuchten Ge-
gPHeD. auch daran zu denken.. Jedenfalls wiirde
gEne Anwendung bei den leider schon mehrfaf:h
godlshteten Laboratoriumsinfektionen — unmit-
EWAE nach der Infektion — zweifellos indiziert
. von groBem Nutzen sein. -
- z‘!?.l_ls. Serum gegen die Weilsche Krankheit?) wird
B idem Pharmazeutischen Institut L. W. Gans,
¢~ 'tpel, in den Handel gebracht.

‘Richteuklidschen Geometrien und
> . das Rapmproblem.

Yon_Dr. Hilda Geiringer, 2. Zt. Berlin.

%o _‘-‘;"-‘.‘ll-m ) .. ] B .
g Das Raumproblem.

"-.""D‘Q Raumanschauung des Menschen wurzelt
6 \™en physiologischer Konstitution. Die geo-
B #chen , Begriffe entwickeln sich durch Idea-
B M08 physikalischer Raumerfahrungen. Das
@i otrische System endlich wird durch die lo-
B 2 -Ordnung des gewonnenen begrifflichen

B gere Seschaffans).

1t diesen Worten ist die Raumlehre in
*Naturwissenschaften eingereiht. Denn das
P ekteristische einer Naturwissenschaft, eing,!"
k.. bschaft von der AuBenwelt, kann nur darin
e ohen, daB mie uns die .Tatsachen von der
& owelt bietet, angesehen und angeordnet durch
ba. “Plegel unseres sinnlichen und geistigen We-
T, - °T spezifische Charakter des geometrischen
ge biiudes, die Ableitung aller Sitze auf de-
,;,.;}f""m Wege aus wenigen an die Spitze gestell-
“=a! Deutsche m, Wochenachr. 1918, Nr. 26.°

= Mach ,,Ex-kentm'lialsl und Irrtum®
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"ten Axiomen, ist eine freie Schépfung unseres

Geistes und entspringt aus dem erkenntnistheo-
retischen Wunsche, das Gebiet von ,,Naturwissen-
schaft® und ,Philosophie® méglichst zu scheiden,
d. h. einerseits (vom Standpunkt der Philosophie)
aus unserem  Lehrgebidude auszuscheiden, was den
Einwirkungen der Kérperwelt angehort, um rein
darzustellen, was der eigenen Titigkeit des Gei-
stes zu verdanken ist, anderseits (vom Standpunkt
der Naturwissenschaft) glles auszuscheiden, ,,was
Definition, Schlu8 — kurz: Logik ist, um mdglichst
rein iibrig zu behalten, was der Welt der Wirklich-
kejt angehort“. In keiner Wissenschaft nun 1aBt.
sich diese Scheidung so weitgehend durchfithren
wie in der Geometrie. Es wire prinzipiell bei
jeder Wissenschaft — auch bei solchen, die wie So-

.ziologie (Nationalokonomie) diesem Verfahren

scheinbar so fernstehen — méglich, ein gewisses

. System von, Grundtatsachen durch gehorige Ide-

alisierung aus der Erfahrung abzuleiten und aus
diesem System logische Schliisse zu zichen. Es
fragt sich eber, ob das.irgend einen Sinn hitte.
(In Wirklichkeit hingt in jeder Wissenschaft jede
Tatsache von. unendlich vielen anderen veriinder-
lichen . GroBen ab, &s fragt sich aber, einen wie
groBen Fehler wir bei der Vernachlissigung so
und so vieler dieser ,,Variabeln® machen; und wir
konnen es uns so denken, daB wir in der Geometrie
zum* Beispiel ohne viel Fehler mit ganz wenigen
Variabeln arbeiten kdnnen, wihrend uns etwa in
der Nationalokonomie oder Biologie sehr gehr viele
praktisch ,,unendlich viele“ Variabeln verwirrend
entgegentreten, so daB sich die dort bewihrte . Be-
handlungsmethode hier nicht von vormherein- mit
Vorteil itbertragen wird.)

Immer miissen wir das rohe Material. begriff-
lich-idealisieren, d..h. willkiirliche Abstraktionen
machen, denn sonst-kénnen wir damit nichts an-
fangen. Es-koénnte uns aber passieren, daB wir
diese Idealisierung ungliicklich vornehmep, .da8
wir Unwesentliches hervorheben und Wesentliches
vernachlissigen, so .da8 wir, 'wenn wir.nun rein-
logische Schliisse an unsere : Primissen kniipfen,

" uns, wenn wir nach einigen Schrittén die erneute

Kontrolle an der Wirklichkeit suchen, von dieser
ein gutes Stiick weiter entfernt haben als am
-Ausgangspunkt. Ich denke da an ganz bestimmte
soziologische Systeme, die, in den Voraussetzungen
-unanfechtbar (d. h. ihre Abstraktionen zeigem
keine groBere Willkiir. als zugestanden werden
muB), sich durch lauter streng logische.Deduk-
tionen doch plotzlich meilenweit von der Wirk-
lichkeit entfernt haben, und zum Schlusse steht
der so erreichte Punkt der Wirklichkeit nicht nur
so.fern wie es im Wesen einer idsalisierten wis-
senschaftlichen Tatsache liegt, sondern so.fern wie
dies nur bei einer sehr ungliicklichen Idealisie-
rung hiitte geschehen konnen. Die Ausgangstat-
sache muBte gar nicht ,falsch“ sein, sie war nur
zu wenig unbedingt zwingend und gliicklich ideali-
siert, als daB sie eine ganze Last von logischen De-
duktionen hiitte ertragen konnen; fiir sich allein
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mochte sie ihren Platz immerhin ausfiillen, nur
durfte man von ihr nicht allzuviel verlangen,
durfte nicht im Laufe der Deduktionen all ihre
verborgenen Fehler ans Licht zerren, sorgfiltig
verfolgen, und auf ihnen weiter bauen, sonst
muBte mit einem Male ein Unding resultieren.
In einem solchen Falle muB dann die , Korrektur
an der Wirklichkeit in ungemein hohem MaSe
eingreifen.

In der Geometric befinden wir uns in der
gliicklichsten Lage. In jedem Punkte der Wirk-
lichkeit werden uns auf verhiltnismiBig eindeu-
tige Weise die notwendigen Idealisierungen nahe-
gelegt. Wir werden sowohl durch das Bild des
unvollkommenen rechtwinkligen Dreieckes auf die
Idee des vollkommenen gelenkt, wie durch die ge-
buckelte Linie auf die Gerade, wie durch die un-.
vollkommenen Kreise und Kugeln auf ihre voll-
kommenen Ideale. Wenn wir an einem bestimm-
ten Punkt nach schematischer Idealisierung nun
mit der deduktiven Arbeit beginnen wollten, so
wiirden wir nach lingeren Deduktionen und er-
neuter ,,JXontrolle an der Wirklichkeit® mit Ver-
gniigen sehen, gerade dorthin gekommen zu sein,
wohin uns die Idealisierung ‘und Reinigung der
Realitit, wenn sie von Anfang an 4in jenem
Punkte eingesetzt hitte, auch gefithrt hatte. Wir
sehen also, daB, wo immer wir einsetzen, stets ein
gewisser konstanter sich nicht vergroBernder Ab-
stand zwischen unseren begrifflichen Zeichen und
der Wirklichkeit bleibt, denn die Idealisierungen
sind verhiltnismiBig eindeutige und wesentliche
(fiir unsere Zwecke wesentliche), und neue Natur-
daten kommen nicht hinzu. Ja, wir konnen an-
nehmen, da8 wir prinzipiell ohne jede Deduktion
nur durch die unaufhérliche Idealisierung von Ir-
fahrungstatsachen zu ganz dhnlichen Lehrsiitzen
gekommen wiren (nur.wire der Aufbau ein ganz
anderer gowesen), denn wire das nicht der Fall,
so hitte die ,,Kontrolle an der Wirklichkeit® uns
auf eine verfehlte (unwesentliche, nicht notwen-
dig falsche) Richtung der Deduktion oder auf eine
ungliickliche Idealisierung einer Tatsache oder auf
plotzlich wesentlich gewordene neue Naturtat-
sachen hinweisen miissen. Tat sie das nicht, so war
es ung moglich, nun an einen logischen Aufbau
unseres Gebdudes zu gehen, einige Tatsachen, aus
denen sich dann alles logisch ableiten 1i8t, an die
Spitze zu stellen und das iibrige im Vertrauen auf
die bewihrte Konstanz des Abstandes zwischen
Bild und Wirklichkeit der Deduktion zu iiber-
lassen.

Allerdings ist es machiriglich moglich, jede
Erfahrungstatsache (besonders jede stark ideali-
sierte) nicht als solche, sondern als ,,Definition®
zu bezeichnen und ist ein solcher rein axiomati-
scher Aufbau cines Systems von ebenso hohem lo-
gischen wie rein mathematischen Interesse; nur
darf man nicht vergessen, welchen Tatsachen eben
die vorliegende Auswahl der Definitionen ihr Be-
stehen und unser Interesse an ihnen dankt. Denn
prinzipiell sind unendlich viele hdchst uninteres-
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sante Gruppen von Definitionen mit ebenso fc;,’,lg::
richtigen wie uninteressanten daran anschliebe
den Lehrgebiiuden méglich. :

Wir werden also nicht erwarten, Tles
metrie ein Lehrgebdude zu finden, in dem # P
mit eindeutiger innerer Notwendigkeit gblau ”
gondern werden die Worte Riemanns in semer.di”;
rithmten Habilitationsschrift verstehen, ,da% 2
Sitze der Geometrie sich nicht aus augemeln?e-
GréBenbegriffen ableiten lassen, sondern QRB eiler
jenigen Eigenschaften, durch welche sich 3o-
Raum von anderen denkbaren dreifach ausgede der
ten Mannigfaltigkeiten unterscheidet, nur 8u8 :e
Erfahrung entnommen werden kénnen . .- 110
Tatsachen (der Erfahrung) aber sind wie & °-
Tatsachen nicht notwendig, sondern nur voR ou
pirischer GewiBheit, sie sind Hypothesen®.

Was nun die Relativitit des Raumes ‘mb.e
trifft, so kénnen wir sagen, daB sie filr ihn o
eben dem MaBe nicht mehr und nicht minder .
steht wie fiir unsere itbrigen Wahrnehmungest ¥
der Natur, d. h. also in zwei Beziehungen:

Die erste bezieht sich auf die beka p
Uberlegungen, durch die Delboeuf und P om‘igicb
und nach ihnen noch viele uns begTeI. .,
machen, daB, wenn eines Nachts (ich dej’te =
nur grob an), alle Dimensionen des Univers®
gsich vertausendfachten, wir von alledem M B
merken wiirden, da, analoge Transformatlon ’
unserer Instrumente und unserer Sinne V?}'aus g
setazt, wir kein Mittel hitten, diese VergroBer®’-
zu konstatieren; ja daB sich noch viel €ins¢ Ver-
dendere in gleicher Weise unkonstatierbare en
inderungen vollziehen konnten. — Bei all d-l-ess
weit ausgesponnenen Uberlegungen “ist zunahaf‘
nicht einzusehen, welche spezifische Eigense sie
gerade der rdumlichen Wahrnehmung durch alle
dargelegt werden sollte. Wenn eines achts. der
Farben um einige Nuancen dunkler wiirden 0
nach einem bestimmten anderen Gesetz
so kompliziert sein konnte, sich verinderter ge
wiirden wir, vorausgesetzt, daB in unserem ent-

in der Geo~

nnteﬂ
2

das D

und in unseren optischen Instrumentel der
sprechende Veridnderungen vorgingen, ];{:1 men-
Friih anch nichts bemerken. Wenn alle i

den wil»

diifte eines Nachts verschwiinden, so Wir Riech-
entsprechende Veriinderungen in unserem ﬁsten
organe vorausgesetzt, die hier die wesentlichst:
MeBinstrumente sind, auch nichts merke filr
Es ist cben nicht nur fiir den Raum, so{.dern an
alle Dinge der Mensch das MaB der Ding® iger
der Raum hat nicht mehr aber auch nicht Wf‘l‘)ri .
,reales®,  absolutes® in sich als die U
Sinnenwelt. r
Hat hier die Abhingigkeit der RaumW:i]:u_
nechmung von unserer physiologischen K?ntsgic
tion zu einer ,Relativitat® gefithrt, s0 ergib au
die zweite fundamentale Relativitiit (die aber %,
ihr Gegenstiick hat) durch die Mﬁgli"hkeltense r
verschiedenen logischen Interpretationen un

—

1) , Wert der Wissenschaft®.
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Wahrnehmungen und die daraus folgende Einord-
Mung in verschiedene Schemata.

_Doch werden wir diesen Punkt noch (im dritten
?11) ausfiihrlich zu besprechen haben. Hier merken
Wir lieber noch, was die ,physiologische Relativi-
'8t betrifft, an, daB ,die Fiktion einer durch-
Behenden Grifeninderung der Welt von vorne-
erein jedes angebbaren Sinnes entbehrt,.solange
Richt zugleich etwas iiber das Verhalten der phy-
Sikalischen Konstanten bei dieser Deformation
Yorausgesetzt ist“ (Schlick ,Raum und Zeit in
er gegenw. Physik®). ,Setzen wir etwa nach
100-facher Linearvergroferung der Welt fiir die

asse der Erde und der Gegenstiinde auf ihr die-
Selben Zahlen wie vorher in die Newtonsche At-

traktionsformel ein, so wiirde sich das Gewicht auf

o000 des fritheren Wertes reduzieren; die Ge-
¥ichtsverminderung wiirde sich etwa durch die
erlangsamung der Schwingung eines Pendels
8egen frither feststellen; dazu aber mubB man Vor-
a““E'Jetzumren iiber die eventuelle Anderung oder
8 Gleichbleiben der Rotationsgeschwindigkeit
% Erde machen, denn durch Vergleichung mit
leser entsteht erst unser ZeitmaB'usw.“ Man
z°nnté aber noch weiter gehn und kiime leicht
24 der Folgerung, daB auch entsprechende Yer-
yhderungen der physikalischen Konstanten nicht
Oreichen, die Verinderung zu einer tatsichlich
Gr onsf-ﬂti.erbnrcn zu machen, sondern diﬁ im
i Unde die ganze Welt sich ,,entspre(fhend ver-
Ndern mifte, Auch dies trifft in gleicher Weise
T unsere Beispicle der Farben, Diifte usw. zu;
ur Springt diese Notwendigkeit in den verschie-
®en  Fillen in verschiedenem Mafe in die

Ugen,
Sache des Forschers kann es nur sein, das
t'i(‘:‘m:e sein_er wissenschaftlichen Arb.eit, die In(!uk-
R und die Deduktion, die Definitionen und ihre
entifizierung mit den Naturdingen, die Logik
die Empirie in ihrem Ineinandergreifen, die

Athematik und die Naturwissenschaften (im’

Peziellen gie Geometrie und Physik) so einzurich-
frﬁ’}; daB, alles in allem genommen (um in dem
eren Bilde zu bleiben), er sich mit seiner In-

' .irp"etation der Wirklichkeit immer in einem ge-
8%en konstanten. keinesfalls aber wachsenden
Btehtand von ihr hilt. Die Probe'wird darin b.e-
er on, daB seine Zeichen- und Bildersprache, 1n
treffer sich die Wirklichkeit malt und deren Zu-
—Hen sich darin bewihrt, daB die Wirklichkeit
ich Wl{nderbal. genug — darauf' reagiert (sowie
er;:.‘.lch. z. B. mit Haustieren im Verkehr und
iihandlgUng gesetzt habe und meine Zen‘?hf:n
run(;len verfangen, obgleich unsere ,Seelen® im
Spra he nichts von einander vassgn), d.aB diese
ierec e ihre wunderbaren Fihigkeiten nicht ver-
tisch, BOnde,:n unserem intellektuellen 1_md prak-
' ann:n Bediirfnis nach einer Briicke ins Unbe-
or une Immer vollendeter geniige. DleJenigen un-
: o 1seren Erkenntnissen,die mit unseren dltesten,
h:'inSten und primitivsten Instinkten zusammen-
Ben (wie etwa nach Poincaré unsere Auffas-

Nw. 1918,
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sung von der Dreidimensionalitit des Raumes)
wurzeln am festesten, alles aber ist relativ, be-
dingt durch die AuBenwelt und bedingt durch uns
als rezipierendes Objekt, speziell unsere Raum-
auffassung. Auf diese wollen wir (im dritten
Teile) wieder zuriickkommen, nachdem wir, wozu
wir uns nun anschicken wollen, die verschiedenen
Systeme der Deduktionen, die sich an verschie-
dene Axiomgruppen?!) anschliefen und die man
euklidsche und nichteuklidsche Geometrien nennt,
betrachtet haben werden.

1I.
Die nichteuklidschen Geometrien.
Elementargeometrisches.

Haben wir wuns im vorhergehenden den
Unterschied zwischen solchen Satzen, die ideali-
sierte Iirfahrungstatsachen, ,,Hypothesen® formu-
licren und als solche Sitze muBten wir ja
die Axiome der Geometrie auffassen -— und
reinen Deduktionen klar gemacht, so werden
wir nun die Grundfrage der aichteuklid-
schen Geometrien verstehen, die darin gipfelt, ob
das euklidsche Parallelpostulat bereits eine
(mathematische) Folge der iibrigen Axiome ist
oder ob in ihm eine selbstindige Hypothese for-
muliert wird. Die einschligigen Untersuchungen
haben definitiv ergeben, da8 das Parallelenpostulat
als selbstindige Hypothese aufzufassen ist, denn
sic haben gezeigt, daB man ein in sich konse-

quentes Lehrgebiiude auf Grund allein der iibrigen
Axiome aufbauen kann, aus welchem sich sodann
je nach den verschiedenen Annahmen beziiglich
des Parallelenpostulats von einander verschiedene
,euklidsche“ oder ,mnichteuklidsche” Systeme er-
geben. Ohne hier auf diec schon oft fesselnd dar-
gestellte Geschichte der nichteuklidschen Geome-
trien einzugehen?), die besonders darum so inter-
essant ist, weil diese ganzen Untersuchungen dem
Wunsche das Postulat zu beweisen ihr Dasein und
ihren inneren Ansporn verdankten und cben mit
dem Nachweis seiner Unbeweisbarkeit endeten,
wollen wir lieber einiges weniges aus dem vall-
endeten Gebdude hervorheben.

Das fragliche Axiom besagt bekanntlich, dal in
einer Ebene durch einen Punkt zu einer Geraden
nur eine einzige Parallele (nicht schneidende
Gerade) existiert (elftes Axiom, fiinftes Postu-

1) Systemisierte Induktionen, die man, wenn man
will, Definitionen nennen kann! .

?) Bonola ,Die nichteuklidsche Geometrie, Mach
»Erkenntnis und Irrtum®, Vop , Das Wesen der Mathe-
matik usw.

95




638

lat). Denken wir uns eine Gerade g, einen
festen Punkt O aullerhalb derselben und einen
auf g gelegenen beweglichen Punkt A und
ziehen wir die jeweilige Verbindung O A, O A’
. ... Nun wissen wir ja, wenn wir A immer
weiter auf g wandern lassen, da die O A’ alle
moglichen Lagen zwar augenscheinlich durchwan-
dern werden, uns aber nie die parallele Rich-
tung g’ liefern werden. Woher aber wissen wir,
ob wir nicht vielleicht schon iiber aendere Grenz-
lagen, z. B. p, p’, nicht hinauskommen werden?
Das ist eben keine anschauliche Selbstverstinda
lichkeit. Euklid sagt, daB der Winkel y = 0 ist,
dafiir ist aber kein anschaulicher Grund einzu-
sehen, es kinnte also ganz gut in diesem Winkel
ein Biischel Gerader geben, die g nicht schneiden.

<2 A _

Der wichtigste Satz, der ohne das Parallelen-
axiom nicht abgeleitet werden kann, ist der von
der Winkelsumme des Dreiecks. Sei (Fig. 2)
ABC ein Dreicck, mit den Winkeln o, B, v;
machen wir ¥° = y durch Zichung von g’ und
B = B durch Ziehung von g’’; dann sind g’ und
g’ sicher Gerade, die die verlingerte Dreieck-
basis nicht schneiden. Es ist aber die Frage, ob
die beiden Richtungen wirklich die gleichen sind,

ob die Fortsetzung von g”’ iiber A hinaus mit g"-

zusammenfillt und umgekehrt, und dazu brauche
ich das Parallelen-Axiom.

Aber auch umgekehrt: wenn wir zeigen kéonn-
ten, dall die Winkelsumme in jedem Dreieck
gleich ist 2R, so wiire das Axiom richtig. In
dieser Weise fiihrten alle direkten Versuche, das
Parallelen-Axiom zu beweisen, nur darauf, es duzrch
dquivalente Axiome zu ersetzen, und so schlug
man den anderen Weg ein, nimlich eine neue Geo-
metrie aufzubauen ohne Hilfe des Postulats in
der Hoffnung, im Laufe der Untersuchungen auf
einen Widerspruch zu stofen.

Was bedeutet nun der Wegfall unseres Axioms?

PM
pIEN
q o
A A’
Fig. 3.

Ziehen wir von P aus das Perpendikel p und
die verschiedenen Geraden P A, P A’ ete. Nach
Euklid erhalten wir, wenn wir A auf g wandern
lassen, alle Geraden bis auf eine: g’. Wenn es
aber nicht gilt, dann ist g’ nicht die einzige un-
erhiltliche Gerade, sondern es gibt eine Grenz-
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lage g’ und die heiBt schon ,Parallele zu 8
durch P“. Alle schneidenden Geraden fitllen also
(wennwir von symmetrischer l'mklappungabst?hen
den Scheitelraum zwischen p und g’ aus. Wll‘ er-
halten so eine Reihe von rechtwinkligen Drelec!(en
mit p als Kathete, die Winkel @ und f é@ndern gich.
Nun sagt die ,hyperbolische Geometrie® (so WO~
len wir eine Geometrie nennen, die an Stelle der
einen Parallelen ein ganzes Biindel solcher .5etzt
aus, daB in einem rechtwinkligen Dreieck mit ge
gebener Kathete der Winkel 8 nicht jeder beliebrg®
spitze Winkel sein kann, sondern dal}, wenn def
(p g”) = ¢ ist, B < @ sein muB. Wenn 8 grofer
ist als der ,,Parallelwinkel @, so erhilt man kein
Dreieck. In der euklidschen Geometrie kann €
X B in einem rechtwinkligen Dreieck beliebig geins
in der hyperbolischen ist § < @ und der kae. .
irgendwie von der Kathete p abhingig, und €®

. . 5 t
wichtige Aufgabe wird die Ermittelung d_ef Ali't
dieser Abhingigkeit sein. Schreiben Wil c‘;;t_

Lobatschewsky (einem der Begriinder der .1“ ot
euklidschen Geometrie) ¢ = 11 (p), so ist 1B cor
gewohnlichen Geometrie immer 11 (p) = 90°% hlt
aber wiichst 77 (p) bis 90°% wenn p — 0 abnimm®
und nimmt bis 0° ab, wenn 17 —» 00 wiichst. hep

Die wichtigste Folgerung der hyperb_Ohsc. :i-'
Geometrie ist, daB hier die Winkelsumme 1M Dr

Fig. 4.

eck immer < 2R ist, und zwar umso mehr ‘_lde‘niirﬁ
je groBer die Dreiecksfliche ist; dies ergibt &
ebenso wie die beziiglich der Funktion X ‘f“men
stellten Folgerungen aus den iibrigen Axw]en'
bei der erwihnten Abinderung des Para]li
axioms. Aus dem Winkelsatz des Dreiecks 10
speziell auch die fiir uns wichtige Tatsa"hes’.nno
es hier keine ,,Quadrate” im gewohnlichen iten
gibt (Figuren mit 4 gleichen Seiten lm_fi 4 yec
Winkeln), denn die Winkelsumme ware
4R, und zwar umso mehr kleiner, J€
grofer das Quadrat ist. Wir kénnen uns €l
Figur bei geradliniger Begrenzung nicht ;
stellen, eine niherungsweise Vorstellung g
Fig. 4. Dassclbe gilt natiirlich fiir Be i+ der
und es ist klar, daB solche Rechtecke, die ™ ¥
Grifle ihre Gestalt dndern, die Anwend\}“gu
Koordinaten im gewdhnlichen Sinne verbieten:

Veranschaulichung der nichteuklidsch;’;&che'

Gtometrie durch die Geometrie auf der

Wir haben bisher die beiden Hypotheser betﬂ:"]:r
tet, daB durch einen Punkt zu einer Gers (}Ie!;eie %
eine oder unendlich viele Parallelen moglic? ® 1.
Auch der dritten moglichen Hypoth_ese, ne
der, daB gar keine Parallele mdglich el
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'p_l'if‘ht eine (GGeometrie, allerdings nur, wenn man
Wit Riemann die Ansicht fallen liBt, der Raum
Be{ unendlich ausgedehnt, sondern annimmt, er
8el nyr unbegrenzt (die Gerade z. B. ist unendlich,
er Kreis unbegrenzt).

Diese Geometrie kann man anschaulich dar-
Stellen, indem man sie als Geometrie auf der Ku-
gel interpretiert, Machen wir die bekannte IIelm-

o.ltZSche Fiktion der , Flachenwesen®, die nicht
Mt drei-, sondern mit zweidimensionaler An-
S(Ehauung’ begabt mit Sinnen dhnlich den unsern,
¢ Geometrie ihrer Flichen studierten. Thre
»@eradesten Linien® wiiren die geoditischen Li-
Men der Fliche (Linie eines der Fliche entlang,
"r anliegenden gespannten Padens), die Kkiir-
Z8ste Linio zwischen zwei Punkten wiire fiir das
Ugelwesen ein Bogen des groBten Kreises, der
urch diese zwei Punkte geht; sind die beiden ge-
8ebenen Punkte Endpunkte desselben Kugeldurch-
mef'se"s’ so sind unendlich viele, untercinander
gleich lange, kiirzeste Linien moglich; somit wiire
Sthon dag Axiom, das durch zwei Punkte nur
®ne Gerade moglich sei, hier nicht ausnahmslos
gu‘ tig. Parallele (= nicht schneidende ,,G_eradc“)
SXistieren nicht, sondern zwei ,.geradeste Linien
Schneiden sich, gchirig verlingert, nicht nur in
®Inem, sondern in zwei Punkten. Die Winkel-
Mme im Dreieck wire immer grofer als 2R und
Um0 mehr grifer, je groBer die Dreiecksfliche;
hg ein grgfleres Dreieck notwendig andere Winkel
Aatte als ein kleineres, so fehlt der Begriff der
hnlichkeit,

. Denken wir uns die Flichenwesen eines eifor-
g;ge?" Korpers: Hier fehlt z. B. nicht nur der
Kgnff der Ahnlichkeit, sondern auch der dt?l'
ox.lgru'anz, wie man leicht sieht; denn, wenn wir
::el D_l‘eiecke (aus drei geoditischen Lin.ien) auf
wfschledeuen Stellen der Fliche konstruieren, so

“rden bej gleich langen Seiten ihre Winkel nicht

ch ausfallen. Kreise mit gleichen Radien hii't-
511: am stumpfen Lnde eine grifiere Peripherie

Am spitzen ete.
uchen wir mit Gauf eine Bedingung fiir
® Flichen, auf denen es méglich ist, im Ge-
atze zu dem zuletzt dargestellten, Fimu.'en
golzﬁ GeStaltsiinderung frei zu versc?)iebcn. Eine
Ve h..e BEdingung wird von den pinneren Mal-

™iltnissen der Fliche® sprechen miissen, d. h.
gegty ichungen, die von dem Flichenwesen fest-

Stellt werden kénnten, welche sich ja aus ihrer

'&che‘ nicht hinausbewegen kénnen. Gauf ging

Seinen flichentheoretischen Untersuchungen
Lang er praktischen Arbeit der hannoveranischen
n es.ve‘-'messnng aus, wobei man durch Vermes-
saehg €lnes Stﬁckes der Erdqber‘fliicl}e aus der Tat-
Bende der SI.Ch nicht liickenlos aqemander scbhe-
Ng ®n Dreiecke des Triangulationsnetzes einen

"®0 Beoweis dafiir erhielt, daB die Erde keine
pierﬁf sei. Nehme ich hingegen ein ebenes Pa-
. att, auf das ich Figuren zeichne, und rglle
o Z}ISamt.nen (zylinderformig oder kegelformig),

nde ich durch Ausmessung der Figuren auf

Soleh,
&ens
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dem zusammengerollten Blatt die gleichen Aus-
messungen wie auf dem ebenen. Ganz allgemein
gilt auf Flichen, die durch Verbiegung ohne Ver-
zerrung auscinander hervorgehen, die gleiche
Geometrie.

Charakteristisch fiir diese inneren MaBverhalt-
nisse der Fliche ist das Gaufsche Krimmungs-
maf. Er definiert in exakt mathematischer Form
die ,,Kriimmung® einer Fliche aus Abmessungen,
die man bloB auf der Fliche selbst vorzunehmen
hat und zeigt, daB bei gleichen Kriimmungsmafien
k die inneren Mafverhiltnisse zweier Flichen die-
gleichen sind, und dab, wenn k in jedem Punkts
der Fliche denselben Wert hat, also bei konstan-
stantem k — aber nur bei solchem — die oben
geforderte Moglichkeit der freien Verschiebung
von Figuren ohne Anderung ihrer Mafverhilt-
nisse eintritt.

Auf der ciformigen Fliche ist & nicht kon-
stant,auf der Kugel ist k konstant und zwar groller
als 0, in der Ebene ist & konstant und gleich 0.
Man zeigt nun, daB die Geometrie auf Flichen
mit konstantem aber von 0 verschiedenem Kriim-
mungsmalle zusammenfillt mit den Geometrien,
in denen man das Euklidsche Postulat fallen ge-
lassen hat. Wollen wir uns die hyperbolische Geo-
metrie, von der wir eingangs sprachen, auf einer
Flicheveranschaulichen,so lassen wir etwa eine der
folgenden Figuren rotieren und erhalten eine soge-
nannte Pseudosphiire. (Freilich realisiert jeder Teil
der Umdrehungsfliache, z. B. der Traktrix Fig. 5,
in die sie durch ihre scharfe Kante zerfillt, nur

\ 17
, o

\

\ |

| |
/ '
/

Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7.
einen Teil der nichteuklidschen Ebene. Doch:
wollen wir auf diesen schwierigen Punkt nicht
niher eingehen.) g

Zwischen der Geometrie auf einer Fliche kon-
stanter Kriimmung und der von einem Teil der
Ibene besteht eine Analogie, die wir mit Bonola
durch folgendes ,,Lexikon“ veranschaulichen:

a) Fliche a) Teil.der Ebene
b) Punkt b) Punkt
¢) geoditische Linie ¢) Gerade
d) Bogen einer geodid- d) Strecke

tischen Linie

e) lineare Eigenschaf- e) Postulate iiber die An-
ten der geoditischen ordnung der Punkte
Linie auf einer Geraden

f) zwei Punkte bestim- f) zwei Punkte bestim-
men eine geodi- men eine Gerade
tische Linie ete. ete. ete. ete.

Wenn man die Geometrien auf all diesen

* Flichen (Sphiiren, Pseudosphiren, Ebene) ver-

gleicht, so sieht man, daB wir als g'emeinsame
Eigenschaften fiir die Geometrie all dicser Ober-
flichen all die Eigenschaften festhalten kinnen,
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die bei der Euklidschen Anordnung unabhingig
vom Parallelen-Postulat sind und bei denen der
.Beweis nicht von der vollstindigen Ebene Ge-
brauch macht (z. B. von der Unendlichkeit der
Geraden).

Allgemeiner Gaufscher Standpunkt.

Betrachten wir Kurven und Flichen im Eu-
klidschen Raume mit den Carthesischen Koordi-
naten x, y, 2;

z=z ), y=y (w),z2 =2 (u)

ist bekanntlich eine ,,Parameterdarstellung® einer
Kurve, wobei der Parameter u noch einer belie-
bigen stetigen Transformation unterworfen wer-
den kann. Die Punkte einer zweidimensionalen
Punktmannigfaltigkeit, einer Fliche, konnen durch
die Werte zweier Parameter u;, us unterschieden
werden.

2= (U, ), Y=Y (U, uy), 2=2 (g, Uy). (1)

Die Parameter u;, us bezeichnet man als GauB-
sche oder krummlinige Koordinaten auf der
Fliche; eine Parameterdarstellung der Kugel lie-
fern z. B. die geographischen Koordinaten Linge
und Breite. Wir kinnen die Formeln (1) auch
als stetige Abbildungen 'der dreidimensionalen
Mannigfaltigkeit der z, y, z auf die us;, us Ebene
ansehen, wie sie aus den Kartenprojektionen z. B.
der stereographischen Projektion oder der Mer-
kator-Projektion jedem geliufig sind. Zieht man
in der ui, u2 Ebene rechtwinklige Koordinaten, so
iibertréigt sich diescs Netz vermoge der Abbildung
auf die krumme Fliche.

Wir haben also hier in diesen krumm-
linigen Koordinaten cinen Ersatz fiir die Car-
thesischen Koordinaten in der Ebene. Es ist nun
klar, daB, ebenso wie die inneren Eigenschaften der
Ebene sich nicht iindern, ob man ihre Geometrie
etwa in Carthesischen oder in Polarkoordinaten
treibt, ebenso dio GesetzmiBigkeiten der Fliche
sich bei konsequenter Durcharbeitung unabhingig
von der spezicllen Wahl der krummlinigen Koor-
dinnten ergeben miissen. Mathematisch driickt
sich das darin aus, daB in (1) die %y w2 noch einer
beliebigen eindeutigen stetigen Transformation
unterworfen werden konnen.

Wichtig ist nun der Ausdruck fiir den Abstand
ds zweier unendlich naher Punkte (ug, us)
(uy + duy, uy + dus) auf der Fliche, dieser wird
sich natiirlich nicht in den krummlinigen Koordi-
naten durch die gewohnte Formel du2+dus? —ds?
darstellen, sondern wir miissen zu seiner Berech-
nung zunichst auf die rdumlichen (Carthesischen)

Koordinaten rekurrieren. Es ist
ds? = dx? + dy? + dz2,
und da 5
@ ox
de = b—u—, du, -{-57s du,,
80 ist

ds? =gy duy® + 2919 AU dug+ gy duy?, . (2)
wobei die
98 Bs
du; oug’

ox Ox

_ oy 2y
yik—a—am

Ou; 0uk

-~
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im allgemeinen keine Konstanten, sondern Funk-
tionen von (ui, us) sind. Gauf erkanqte, B
diese ,metrische Fundamentalform® ds in ihn
licher Weise wic das frither erwihnte Krﬁﬂr
mungsma$ bestimmend ist fiir die Geometrie au
der Fliche, daB die Geometrie auf zwei Flachmf
dieselbe - ist, wenn fiir sie bei geeigneter P"’f‘_
meterdarstellung die Koeffizienten gy der metflle
schen Fundamentalform iibereinstimmen. A )
geametrischen Verhiltnisse auf der Fliche koo
nen wir im Bilde der (u;, u2) Ebene verfolgens
wenn wir nur iibereinkommen, unter dem
stand ds zweier unendlich naher Punkte nicht del:
durch die Pythagoreische Formel ds?=du:*> -
gelieferten Wert zu verstehen, sondern (2)- Fbe‘
die Kugel z. B. erhalten wir ein ganz
stimmtes ds, und daB auf der Kugel nicht diese Y
Geometrie wie in der Ebene gilt, besagt a0 -
tisch, daB es unmoglich ist, die quadratische Di
ferentialform der Kugel dug?
de? = A + w4 ug?)(du,? + dug?) — (u, duy + %02

A +2? +uy?)?
durch irgend eine Transformation
g =y (U Ug); g = Uy (U Ug)
auf die Gestalt du’s2+du’s? zu bringen.
wir so jedem Kontinuum einen bestimmten
charakteristischen ,,Abstand® zugeordnet,. 80
mit bezug auf diesen Abstand im unendlich
nen die Euklidsche Geometrie.

Haben
und
gi]t

Kklei-

Allgemeiner Riemannscher Standpunkt.

Riemann iibertrigt nun die GauBsch.eu Ideer
auf mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten. o6l
meint, daB die Annahme a priori, der Raul .
cuklidisch = ,,eben®, und daB ein Abstand dﬂ:n_
die Pythagoreische Formel gegeben, nicht 110"""‘J o
dig sei; es seien—zuniichst mathematisch--’ui"li 3
gekrimmie Riume denkbar, die sich vom E i
schen Raum ebenso unterscheiden wie die ge
kriimmten Flichen von der Euklidschen ot
Er definiert ein Kriimmungsmaf des Ra."!”rt'
dessen Konstanz dic Moglichkeit charakterisiéT™
Korper und Figuren in dem Raume ohne 933
inderung zu verschieben; wieder ist dlespfern
ziehung notwendig und hinreichend, wiedel'-hedfei
die drei Fille eines konstanten k:<>=0 die
frither ausfiihrlich besprochenen Raumgeome

Das GroBe in dieser Verallgemeinerung ,;ei-
weniger in der kunstvollen formalen Verallge ok
nerung der GauBschen Gedanken, sonderg b4 s
mehr in der Konzeption des Gedankens el die
moglicherweise ,,gekriimmten” Raumes; denn oreT
verschicdenen Formen von Flichen sin “nsfeh.
Beobachtung zugiinglich, fiir den Raum aber al50
len derartige Beobachtungen..Wir betrachjie;1 1tig-
ganz allgemein n-dimensionale M.annlg - dic
keiten, auf denen wir # krummlinige

griel.

ken
_naten einfithren. Das Linienelement "_1_63- P
wir uns gegeben durch die Wurzel aus d8° = alen

dx; dxy Als ,.eben* werden diese n-dimen?ioi’,o .
Mannigfaltigkeiten bezeichnet, in 'denen dles s
de?*=dut+ dul+ . ... dus?sich durch
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