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<11.1e lflﬂ.slsische Thermodynamik, die sich bekannt- .monochromatische  Strahlungsintensitit®  des

ich immer nur auf hinreichend grofle, viele Atome schwarzen Korpers &,1), eine Funktion allein

umfassende, Korper bezieht. von der Temperatur T und der Schwingungs-
zahl v:

Die Quantentheorie.
Thr Ursprung und ihre Entwicklung.
Von Dr. Fritz Reiche, Berlin.

K Der Satz, daf kleine Ursachen groBce Wir-
s.l}l(ngen erzeugen, hat in der Geschichte der Phy-
& mehr als einmal seine Bestitigung gefunden.
énn O_ft ist aus den unscheinbarsten Differen-
“n_zwmchen Theorie und Experiment, die der
f?s:lllssenhafte Beobachter als reell und systema-
erkannte, eine neue und bedeutsame Theorie
ervorgewachsen.

bekao entstanq aus dem negativen Ergebnis des
Versmilten Mlchqlson-Mor]eysghen Iqberferenz—
o t,“c es, de_r mit den schiarfsten Mitteln der
Plischen Feinmessung die Wirkung der Erd-
Wegung auf die Lichtausbreitung aufdecken

:gg’ce, d{ls Gebiude der Einsteinschen Relativi-
theorie mig allen ihren umwilzenden Konse-
qll_enZen_

So hat sich. auch aus geringfiigigen Diskre-
erzten zwischen den gemessenen und berechneten
Yon ;;1 der Strahlung des schwarzen Kiirpfars die
Wickeltax 'Planck begriindet'e Quantentheor-le'ent—
fast 1,1 die berlffen war, im La}lfe der Ze.1t in
grég a en. Gebieten «der Physik Revolutionen
ten Stils zu entfachen.

jung le Quant'entheorie i§t noch verhiltnismaBig
i ’e_‘"ld es ist daher nicht zu verwundern, daB

Iner unabgeschlossenen, im stirksten Ent-

pan

wl . . . o
St“;ilklung‘s;flus;se befindlichen Theorie gegeniiber-
W en, Aber gerade aus diesem Grunde und

8en  ihrer umfassenden und erstaunlichen
istun

tiglioh ien, die sich.—— man méchte fast sagen -—

el‘bliekel:'rgehre?, ist es von grofiem Ro_lz, einen
uant uber die bisherige .Lobonsgesohu'.hfe der
T antenlehre zu versuchen.

DI. Der Ursprung der Quanienhypothese.
thrflig(?e‘b“rtsjah.r der Quantentheorie ist das
(18979 0. Als in den vorangehenden Jahren
legend 9) Lummer und Pringsheim ihre grund-

or en , Strahlungsmessungen am  schwarzen
per durChfﬁhrtEH, da konnten sie nicht ahnen,

AL ihre sorefylt; :
Dunkt rgfiltigen Versuche zum Ausgangs-

o wfelne.r so weittrz.lgenden Umwilzung wur-
Iy avolg sie die Physik wohl selten erlebt hat.
der Wila: ergrunde des Interesses auf dem Gebiete
& 5 }l;mestrah]ur')'g stand damals die Strahlung
Vs ndc warzen Ko.rpers“. d. h. desjenigen Kor-
"Oll;t" er alle auf ihn fallende Strahlungsenergie
.tmdlg verschluckt. Er allein besitat, wie
peﬁlav Kzrchhoff bewiesen hat, unter allen Kor-
dio §t léil fo)gendfe ausgezeichnete Eigenschaft:
Yian s_l‘a lung, die er aussendet, hingt, wenn
Runge leh spektral zerlegt, nur von der Schwin-
deg KZ} 1 v und von der absolyten Temperatur T
Orpers ab. Es ist also, wie man sagt, die

Sitze.

@=fCwH........0A
Diese funktionale Abhiingigkeitl ecincrseits zu be-
rechnen, andererseits zu messen, war ein derzeit
noch ungelostes Problem. Einwandfreie Messun-
gen waren natiirlich erst méglich, nachdem auf
Grund eines Kirchhoffschen Satzes durch Lum-
mer und Willy Wien der schwarze Korper reali-
siert worden war, und zwar als ein gleichmiflig
gzeheizter, innen geschwiirzter Hohlraum mit einer
kleinen Offnung, durch welche die zu messende
Strahlung nach auBen dringt. Der Untersuchung
dieser schwarzen Strahlung in ihrer Abhiingigkeit
von der Schwingungszahl und der Temperatur
des emittierenden Korpers waren die Arbeiten
von Lummer und Pringsheim gewidmet.
Wihrend so die Experimentalforschung ihren
Weg ging, war die Theorie nicht miiBig geblieben.
sondern hatte ihr durch Aufstellung dreier wich-
tiger Gesetze vorgearbeitet. An erster Stelle
hatte Boltzmann mit Hilfe der Elektrodynamik.
und Thermodynamik das von Stefan schop vor-
her ausgesprochene (esetz bewiesen, daB beim
schwarzen Korper die Gesamtstrahlung aller
Schwingungszahlen zusammen, also die Grofie

(-]
f@r d v, proportional der vierten Potenz seiner
0

absoluten Temperatur wachse. In weitere Fein-
heiten drangen die von W. Wien aufgestellten
Indem Wien sich die schwarze Strahlung
in einem Hohlraum mittels eines beweglichen
reflektierenden Stempels, wie ein Gas adiabatisch
reversibel komprimiert dachte, und auf die reflek-
tierten Wellen das Dopplersche Prinzip anwandte,
gelang es ihm, die unbestimmte funktionale Ab-
hingigkeit der Strahlungsintensitit §, von v
und 7 weitgehend einzuschrinken: er  erldelt
cine Bezichung von der Form:
Q, = V3 - (v) [« = Lichtgesehwindig- @
: 2" T keit im Vacuun]
wo die Bestimmung der Funktion » noch offen
blieb. Aus diesem. ,,Wienschen 1erschiebungs-
geselz” ergeben sich 2 Folgerungen:
Diejenige Schwingungszahl vy, fiir

die

_ R, (als Funktion von v aufgetragen) sein Maxi-

mum &, besitzt, verschiebt sich mit wachsen-
der Temperatur, proportional 7' nach hdheren
Werten; Rp.x selbst wiichst der 3. Potenz der
Temperatur proportional, Die endgiiltige Auf-
stellung des Strahlungsgesetzes erforderte also
jetzt nur noch die Ermittlung der unbekannten
Funktion F. Aber dies war eben auch der Kern-
punkt der ganzen Frage und der schwierigste Teil

1) @, ist folgendermaBen definiert: Die Ober-

flicheneinheit des schwarzen Korpers entsendet in
der Zeiteinheit nach einer Seite die I‘znerg.lemengc
2n§, dv unpolarisierter Strahlung vom Schwingungs-

zahleninterwall dv.
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des Problems. Auch hier hat Wien den ersten er-
folgreichen Vorstof unternommen. Auf Grund
nicht ganz einwandfreier Berechnungen gelangte
er, in Anlehnung an das Maxwellsche Geschwin-

digkeitsverteilungsgesetz, zu cinem Strahlungs-
gesetz von folgender Form:
) i

- avd —

o=, e 7 (e und B sind 2 Konstanten]. (3

c*

s

Wie stellte sich nun die Erfahrung zu diesen
theorctischen Ergebnissen? Wihrend das Ste-
fan-Boltzmannsche Gesetz und das Wiensche
Verschiebungsgesetz ‘durch die Beobachtungen
von Lummer und Pringsheim weitgehend be-
stiitigt wurden, fanden die beiden Forscher das
Wiensche Strahlungsgesetz nur fiir hohe Schwin-
gungszahlen (kleine Wellenliingen) erfiillt, kon-
statierten dagegen systematische Abweichungen
fiir kleine Schwingungszahlen (lange Wellen).
An der JRealitiit dieser Abweichungen hielten sie
mit hartnickiger Konsequenz fest, trotzdem von
gewichtiger Seite Einspruch erhoben wurde.
Wiéhrend nimlich Paschen durch seine Arbeiten
die Allgemeingiiltigkeit der Wienschen Formel
bewiesen zu haben glaubte, war auch Planck in
seiner " ausfithrlichen Theorie der irreversiblen
Strahlungsvorgiinge auf strengerem Wege als
Wien zur Wienschen Strahlungsformel gelangt.
Ausgehend von dem XKirchhoffschen Satz, daB
in einem gleichmiBig geheizten Hohlraum bei
Anwesenheit beliebiger emittierender und absor-
bierender Substanz sich der schwarze Strahlungs-
zustand herstellt, wihlte Planck als Modell einer
solchen Substanz ein System linearer, elektro-
magnetischer Oszillatoren und untersuchte das
Strahlungsgleichgewicht, das sich zwischen ihnen
und der Hohlraumstrahlung einstellt. Dabei ging
“er in zwei Schritten vor: Einerseits gewann er
aus der Elektrodynamik eine Beziehung zwischen
der Strahlungsintensitit £, und der mittleren
End#rgie U7 eines Oszillators von der Eigenschwin-
gungszahl v:

V2

Q= 0%
andererseits bestimmte er — in allerdings nicht
eindeutiger Weise — auf Grund des zweiten

Hauptsatzes der Thermodynamik U als Funk-
tion von v und 7. Die Kombination beider
Schritte lieferte das Wiensche Gesetz.

Aber Lummer und Pringsheim gaben nicht
nach! Tn einer erneuten Untersuchung im Jahre
1900 zeigten sie, daff im Gebiet der langen Wel-
len die Wiensche Formel unzweifelhafi die Be-
obachtungen nicht darstellte. Da entschlof sich
Planck, in einer bedeutsamen Arbeit, die man
als die Schopfung der Quantenhypothese ansehen
muB, seine Ableitung des Strahlungsgesetzes zu
modifizieren, und zwar den nicht eindeutigen
Ausdruck fiir die mittlere Oszillatorenergie U
(als Funktion von v und T) abzuiindern. Er ging
dabei in folgender Weise vor: Die ganze, dem
QOszillatorensystem zur Verfiigung stehende Ener-
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* zur Planckschen Theorie gerechtfertigt,

[ Die Natur-
\ wissenschaften
gie wurde in eine ~ didkrete Anzahl endlicher
, Energicelemente (Energiequanten) s geteilt, und
diese nach dem.Zufall auf die einzelnen Oszilla-
toren verteilt. So konnte mittels bekannter kom-
binatorischer Formeln die Wahrscheinlichkeit
einer bestimmten Verteilung; und daraus nach
cinem von Boltzmann aufgestellten Satz die
Entropie des Oszillatorsystems berechnet werden.
Die Heranziéchung des zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik, der ja zwischen Entropie und
Energie eine Beziehung herstellt, ergab fiir die
mittlere Energie eines Oszillators den Wert

“alf = ® [k ist eine Konstante], . . (6

T —1
.Dabei mufite — und das ist ein wesentlicher
Punkt der Theorie — das Energieelement selbst.

wenn man mit dem Wienschen Verschiebungs-
gesetz in Einklang bleiben wollte, der Schwin-
gungszahl proportional gesetzt werden, d. h. es
mufte

e =hv [h ist eine Konstante]. . . . (8
sein. So folgte aus (4), (5) und (6) als End-
resultat die berithmte Plancksch® Strahlungs-
formel:

Rvd 1
ﬁv:_v“'

P
#T—

die noch im selben und im darauffolgenden Jahre
(1900 und 1901) durch Messungen von Rubend
und Kurlbaum einerseits, von Paschen anderer-
seits aufs beste bestitigt wurde. Auch die spé-
teren zur Priifung dieser Formel angestellten
Untersuchungen, besonders die exakten Messun-
gen, die in den letzten Jahren in der Reichs-
anstalt ausgefithrt worden sind, haben die Giil-
tigkeit des Planckschen Gesetzes dargetan.

Doch mit der Aufstellung der Strahlungs-
formel waren die Erfolge der neuen Planckschen
Theorie nicht erschopft, vielmehr offenbarted -
sich sogleich bededtsame Beziehungen dieser
Theorie zu -anderen Gebieten. Es zeigte sieh
nimlich, da8 die in der Strahlungsformel auf-
tretende und meBbare GroBe k gleich ist dem
Quotienten der absoluten Gaskonstanten R duI'('_lh
die Avogadrosche Zahl N (Zahl der Molekiile 12
cinem Grammolekiil)

k=% ........@

Da der Wert von R aus der Zustandsgleichung
idealer Gase bekannt war, konnte aus den Strab*
lungsmessungen somit N, und unter Benutzunf
der Conlombschen Zahl (Ladung, die mit einem®
cinwertigen Gramm-Ton wandert) sogar di€
Ladung des Elektrons e berechnet werden. P“'
bei ergab sich eine bemerkenswerte Ubereinstim*
mung mit den nach anderen Methoden berechne-
ten Werten.

11. Das Versagen der klassischen Statistik.

‘Hatten diese groBen Erfolge das, Vertraues
so er

2=
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kannte man auch bald — worauf Planck"
3"}1011 n seinen ersten Arbeiten mit Nach-
ruck  hinwies —, daB der Kernpunkt der

TheOri.e eben in der Quantenhypothese bestand,

h. in der neuartigen und befremdlichen Vor-
stellung, daf die Energie der Oszillatoren mit der
tgenschwingungszahl v keine stetig verdinderliche
Grife, sondern stets ein ganzzahliges Vielfaches
des Energicelements ¢ — hv ist. Die Erkenntnis
¥on der Notwendigkeit dieser Hypothese hat sich
i Laufe der Jahre immer mehr durchgerungen
gnd l_mfe.!stigt, und zwar wesentlich auf dem Wege
€S Indirekten Beweises; dadurch nimlich, daf
:l;j Versuche, mit der klassischen Theorie durch-
lzl: ommen, folgerichiig zu einem falschen Strah-
ngsgesetz fiihrten. Indem niamlich Planck das
t"ah]llllgsprol;»lem zu einem Wahrscheinlichkeits-
gtr?b em erhoben hatte — es sollte ja eine be-
le:;u]nte Ene.zrgie auf die Oszillatoren nach dem
einal verteilt, und der Mittelwert der Energie
m‘de?' Oszillators U ‘berechnet werden —, war es
wellgl' lch geworden, die Methoden der von Maaf-
e Boltzmann und Gibbs begriindeten statisti-

en Mechanik in Anwendung zu bringen. Was

a . . : i :
ber forderte diese? Einer ihrer Hauptsitze ist

ﬁ?‘:} S'atz von der gleichmiBigen Verteilung der
‘?tlscher.l Energie, nach dem im statistischen
Serchgewicht bei der absoluten Temperatur T

leder Freihez'tsg-rad eines noch so komplizierten
Sustems im Mitter die kinetische Energie %T

b -
OC:zflzt, Danach muBte der lineare Plancksche
zillator (ein Freiheitsgrad) die mittlere kine-

ti . q
18che Energie D) k T, daher die mittlere Gesamt-

ene?gie (kinetische + potentielle)

besit ) U=kT ... .....0

tist‘lfen'- Dieses Ergebnis der klassischen Sta-
X, mit Formel (4) kombiniert, liefert das von

@Wleigh un, .
Zesety d Jeans aufgestellte Strahlungs

V2
R = o kT, . (10

das alq Grenzfall fiir kleine Werte von -;,, d. h.

f::u If’(fhl'_lange Wellen oder sehr hohe Tempe-
i f]l), In dem Planckschen Gesetz mitenthalten
g er andere Grenzfall der Planckschen For-
:;;1 st das fiir grofe Werte von -;; giiltige
leiﬁ}?.s;he Strahlungsgesetz [3].) Dieses Ray-
i Wcj.ansche Strahlungsgesetz steht im grell-
heahy h1derspruch zur Erfahrung. Withrend alle
5 Wacr teten ) Energieverteilungskurven des
unk*t'zen Kérpers (d. h. &, bei festem T als
Weisenlon von ¥ aufgetragen) ein Mazimum auf-
Wacha, steigt die durch (10) gegebene Kurve mit
endem v unbegrenzt an, und liefert daher
=]

a s .
Uch fiir die Gesamtstrahlung /S?,- dv einen un-
endlichen Wert. ’

on verschiedenster Seite und in verschieden-
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ster Weise ist im Laufe der Jahre versucht wor-
den, unter Beibehaltung der klassischen Statistik
dem Rayleighschen Gesctz zu entgehen. Alles
vergeblich! So hat Jeans ohne Heranzichung der
materiellen Oszillatoren nur die Strahlung in
einem Hohlraum betrachtet und die Energie nach
dem Gleichverteilungssatz auf die einzelnen Frei-
heitsgrade der Hohlraumstrahlung (das sind
hier dic einzelnen Eigenschwingungen) ver-
teilt. So hat H. A. Loreniz in einer tief-
gehenden Untersuchung die Wirmestrahlung der
Metalle abgeleitet, ausgehend von der Vorstellung,
daB die freien Leitungselektronen bei ihren Stiéfien
gegen die Metallatome die Strahlung erzeugen,
und unter Anwendung des Gleichverteilungs-
satzes auf die Bewegung der Elektronen. In
ctwas anderer Weise gingen Hinstein und Hopf
vor; sie dachten sich den Planckschen Oszillator
fest mit einem Molekiil verbunden wund dieses
Gebilde der Strahlung und den Stéfen der an-
deren Molekiile ausgesetzt. Dann lieB sich das
Strahlungsgesetz aus der statistischen Gleichge-
wichtsbedingung gewinnen, nach der der Impuls,
den die Molekiilstole dem Gebilde erteilen, im
Durchschnitt ebenso grofi ist, wie der Impuls,
den die Strahlung dem Oszillator erteilt. Alle
die genannten Ableitungen fiithrten immer wie-
der zur Rayleighschen Strahlungsformel. TUnd
endlich hat auf dem Solvay-Kongref 1911
H. A. Lorentz in denkbar allgemeinster Weise
gezeigt, daB man mit Notwendigkeit zu diesem
falschen Gesetz gelangt, wenn man fiir die ge-
samten Erscheinungen (mechanischer und elektro-
magnetischer Natur), die sich in einem mit Strah-
lung, Materie und Elektronen erfiilllten Hohl-
raum abspielen, die Giiltigkeit der Hamilton-
schen Grundgleichungen der Mechanik und des
Gleichverteilungssatzes voraussetzt.

IlI. Die Entwicklung und Verzweigung der
Quantentheorie.

So muBte sich, wie gesagt, die Uberzeugung
befestigen, daB jeder Versuch, das Strahlungsge-
setz auf Grund der klassischen KElektrodynamik
und Statistik abzuleiten, von vornherein zum
Scheitern verurteilt war, und daB man in die
Theorie cine unbekannte Unstetigkeit, wie sie die

~ Quantenhypothese fordert, cinzufithren gezwun-

gen sei.

DaB man dabei mit bestehenden und bis da-
hin gut fundierten Theorien in schirfsten Kon-
flikt geriet, war ohne weiteres klar. Sollte nim-
lich die Energie des Planckschen Oszillators nur
ganze Vielfache von € = Av hetragen (also nur
die Werte 0, ¢, 2¢, 3¢, usw. annchmen konnen), so
muBte, da der Oszillator seinc Energie nur durc'h
Absorption und Emission #ndert, daraus mit
Notwendigkeit geschlossen werden, daf der Oszil-
lator mnicht beliebige Energiemengen, sondern
eben nur ganze Vielfache von & absorbieren und
emittieren kann (Quantenemission und Quanten-
absorption). Diese Folgerung schligt der klassi-
schen Elektrodynamik ins Gesicht; denn nach der
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Elektronentheorie emittiert und absorbiert ein
elektromagnetischer Oszillator (etwa ein schwin-
gendes Elektron) im Strahlungsfelde durchaus
stetig, d. h. in hinreichend kleinen Zeiten be-
liebig kleine Energiebetrige.

Hier klaffte am Eingangstor zu dem neuen
Land bereits ein Spalt; der entweder,.in Hinsicht
auf die Erfolge der klassischen Theorie, durch
einen KompromiB iiberbriickt werden muBte, oder
unter Verzicht auf das Bestehende riicksichtslos

erweitert werden konnte, Zu dem letzteren radi-.

kalen Schritt fithlte sich Einstein gedringt. Auf
Grund sehr origineller Uberlegungen stellte er
die Hypothese auf, daB die Energiequanten nicht
nur, wie Planck meinte, bei der Wechselwirkung
zwischen Strahlung und Materie (Oszillatoren)
eine Rolle spielen, sondern daf die Strahlung
auch bei threr Ausbreitung im Vakuum oder in
irgend einem Medium quantenhafte Struktur be-
sitze (Lichtquantenhypothese). Danach sollte also
- alle Strahlung sich aus unteilbaren ,,Strahlungs-
quanten zusammensetzen; bei der Ausbreitung
vom erregenden Zentrum sollte sich die Energie
nicht gleichmiiBig in Kugelwellen auf immer
groBere Riume verteilen, sondern aus einer end-
lichen Zahl konzentrierter Energiequanten be-
stehen, die sich wie materielle Gebilde bewegen
und nur als Ganzes emittiert und absorbiert wer-
den konnen. Zu dieser merkwiirdigen und mit
allen Erfahrungen der Undulationstheorie bre-
chenden Vorstellung glaubte sich Einstein durch
mehrere, " zum gleichen Ziele fithrende Unter-
suchungen gendtigt. Und zwar durch Berechnung
gewisser Schwankungserschemungen im Strah-
lungsfeld, Erscheinungen, wie sie uns aus der
Statistik, besonders der kinetischen Gastheorie
geldufig sind. Es ist ja bekannt, daB in einem
Gase, das n Molekiile im Volumen v, enthilt, die
riumliche Verteilungsdichte dieser Molekiile
keineswegs gleichmiBig ist, sondern infolge der
Bewegung der Molekiile Schwankungen unter-
liegt. Ja, es konnen unter Umstiinden so extreme
Fille eintreten, daB z. B. alle Molekiile in einem
Augenblick in einem Teilvolumen (< vo) ver-
sammelt sind. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist
v n
Ganz analogen Schwankungen unterliegt nun
auch. die' rdumliche Energiedichte der Strahlung,
die in .einem' Volumen v, eingeschlossen ist. Ist
E die Gesamtenergie der monochromatisch ge-
dachten Strahlung, und ist die Schwingungszahl v
dieser Strahlung so groB (oder ihre Temperatur

"w=

§0 medmg), daB das Wiensche Strahlungsgesetz .

fiir sie gilt, so wird die Wahrscheinlichkeit .dafiir,
daB die gesamte Strahlung sich in dem Teil-
volumen (< vo) befindet, nach Emstem

E

o=(3)"

Daraus ist zu schliefen, daB eich die Strah]nng
im Gultlgke;tsberexcb. des Wienschen Gesetzes

Reiche: Die Quantentheorie.
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statlstlsch so verhilt, als bestinde sie aus n =37
von einander unabhiingigen Energiekomplexen von
der GréBe hv. Zu demselben SchluB fithrt auch
eine andere von Einstein herrithrende Betrach-
tung, welche die Impulsschwankungen ins Auge
faBt, die eine freibewegliche reflektierende Platte
im Felde der schwarzen Strahlung infolge der
UnregelmiBigkeiten des Strahlungsdruckes er- °
leidet; ist die Platte auBerdem noch den wun-
regelmiifigen StéBen von Gasmolekiilen ausgesetzt
(vollfiihrt also eine Brownsche Bewegung), so0
muB zwischen den Impulsen, die die Molekiile
einerseits, die Strahlung andererseits auf die
Platte iibertragen, Gleichgewicht bestehen. Legt
man nun das Plancksche Gesetz fiir die Strahlung
zugrunde, so folgt fiir die von der Strahlung her-
rithrenden Impulsschwankungen ein zweigliedriger
Ausdruck, in welchem nur das eine Glied sich vom
Standpunkt der klassischen Undulationstheorie
aus berechnen liBt; das zweite Glied aber, das
bei geringer Strahlungsdichte .(d. h. bei hohen
Schwingungszahlen oder tiefen Temperaturen)
das erste an GrdBe’ weit iibertrifft, wird verstind- -
lich, wenn man sich die Strahlung aus unteil-
baren Quanten zusammengesetzt denkt,’ also dié
Lichtquantenhypothese einfiihrt.

" So seltsam diese Hypothese auch anmutet, 80
war doch nicht zu verkennen, daB sie 1mstande
war, eine groBe Reihe von Erscheinungen ein-
fach und zwanglos zu erkliren, denen,die Undu-
lationstheorie ziemlich ratlos gegemiberstand'
Ein sehr drastisches Beispiel dafiir sind die von
Lenard und seinen Schiilern. erforschten Ge-

_setze der Phosphoreszenz, speziell die Stokessche

Regel. Ist nimlich v, die Schwingungszahl des
emittierten Phosphoreszenzhchtes, v, die Schwin-
gungszahl des phosphoreszenz-erregenden Lichtes,.
so verwandelt sich nach FEinsteins Vorstellung
je ein Quantum hv.. des erregenden Lichtes in je_
ein Quantum kv, des Phosphoreszenzlichtes. 'Da-
her muB nach dem Enetgiepringip hve =hv, oder

Ve Zvp sein. Das aber ist die Stokessche Regel-

Ganz éhnlich lassen sich auch di¢ Fluoreszenz:
erschemungen im Gebiete der Rontgenstrahlen
und im Sichtbaren mit Hilfe der- Lichtquanten
hypothese deuten. Die Méssungen von Barkla, Wag~

- ner und de Broglie zeigtén, daB auch-bei der Er-

regung der sekundiren ,charakteristischen Ropt-
genstrahlung® durch primire Rontgenstrahlen die
Stokessche Regel gilt; so erstreckt sich zum - Bel
spiel das zur ‘Erregung der K-Serie. dienende

biet von Schwingungszahlen (das ,,Erregungsge”
biet der K-Setrie“), von einer scharf-definierten.

" Grenze v (der sogenannten Absorptionshandkant®)

an, nach héheren Schwingungszahlen hin, wobel

-vg etwas groBer ist, als die’ hdrteste bekannfﬁ

Linie () der K-Serie.

Es ist ferner von’ besonderem Inberesse. ,-d"B
nicht unter allen Umstinden Lichtquanten sic
wieder in Lichtquanten verwandeln:- Vielmelr
kann auch .aus kinetischer'. Energie. (etwa Klek-



Heft 17,
_3.54.119713

ttonénstoB) bei der Umwandlung eines Elemen-
tarprozesses ein Lichtquant entstehen. Soll also
etwa die charakteristische K-Serie eines bestimm-
Elementes darch den . Aufprall von Katho-
ahlen auf die, aus dem betreffenden Ele-
Ment verfertigte Antikathode etzeugt werden, o
die kinetische Energie E eines aufprallen-
den.l.iilektrons einen kritischen. Wert Ey iiber-
ﬂﬁhrelten. Denkt man sich nimlich E in ein
4chtquantum kv, verwandelt, so mu8 v, dem
»Erregungsgebiet der K-Serie“ angehéren, also
Y é"x.sein (wo vk die Schwingungszahl der
poorptionsbandkante ist), dsher E2hvg = Ex
Wm Bezichung hat sich nach Messungen von
ﬂiz;:_' und Webster auch quantitativ gut be-

~ Auch im Sichtbaren und den unmittelbar an-
§'°nz°.ndezi Spektralgebieten. treffen wir auf éhn-
racheinungen. - So zeigten Franck und
eriz, da8 man durch den StoB von Elektronen,
n kinetische Energie einen kritischen Wert Eo
tsteigt, eine bestimmte charakteristische
Roreezenzlinie des Quecksilbers von der Schwin-
g‘nsmh_l vo=1,183.1085 erregen kann. Dabei
. @l ie die Beziehung Eo =hve mit groBer
3"“‘, uigkeit erfiillt. . :
18t nun bemerkenswert, daB auch der ent-
.t ende umgekehrte Vorgang uns in der Natur
L.*"@ntl:itt: Nimlich die Verwandlung eines
d tquantumg in kinetische Energie abgeschleu-
80;?1‘ Elektronen. Zu diesem Tatsachenkomplex
Oten z. B. die photoelektrischen Erscheinun-
E::: d. h. die Loslésung von Elektronen (etwa
De, ~M°tallen) durch die Einwirkung des Lichtes.
" Nkt man gich mit Einstein je ein Lichtquan-

" hv in’ kinetische. Energie eines abgespreng- -

ten Elektrons verwandelt, so muB fiir die An-
flmgsmaschwindiglf._eii; v der emittierten Elektronen
(Masse m) die Beziehung gelten;

-;—-mv’:hv—-P ...... (11

Ei)s tf die Arbeit ist, die das Elektron noch zu
Sy 0 hat, um von der Stelle seiner Loslésung
* 2U8 bis zum Verlassen der Korperoberfliche zu
oo, D.. Es ergibt sich also fiir die Energien der
e;télert’e.n Elektronen ein linearer Anstieg mit
Ges chwingungszahl des auslésenden Lichtes, ein
% etz, das nach jtingsten Messungen Millikans
e exakt erfiillt ist, daB man darauf eine Be-
- mung_von h griinden kann.
d-i'e hﬁ'ch» in einer griBeren Reihe anderer Fille,
Lich ler nur kurz gestreift seien, hat sich die
von tguantephwpot!leae,.beeonders in den Hinden
Keit b:ag‘.k und FEinstein, als Erklirungsmoglich-
dar | W&hrt . So 1iBt sie, z. B., bei dem Phinomen
. ggmon.merung durch ultraviolettes Licht
2a ontgenstrahlen, die relativ #uBerst geringe
. lomisierter Gasmolekiile verstindlich er-
;9‘;!\611, 80" ist sie ferner von Einstein mit Er-
auf die von Warburg eingeliend studierten
chémischen  Redktionen angewandt worden,
«Btdrk hat -auf ihrer Basié die Kanten.der

" Nw. 1918,

t
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Bandenspektren und den Doppler-Effekt bei den
Kanalstrahlen gedeutet. :

Bei allen diesen Erfolgen der Lichtquanten-
hypothese ‘darf man indessen nicht auBer Acht
lassen, daB diese radikale Auffassung — in ihrer
bestehenden Form zum mindesten -— mit der
klassischen Undulationstheorie nur schwer in Ein-
klang zu bringen ist. Da aber andererseits die
Interferenz- und Beugungserscheinungen in allen
ihren beobachtbaren Feinheiten durch die Wellen-
theorie aufs beste ‘wiedergegeben werden, so war

.8 verstindlich, daB nur wenig Forscher sich zu

dem Opfer entschlieBen konnten, eine  Modifika-
tion oder gar ein Aufgeben -der bewiihrten Vor-
stellungen von der Lichtausbreitung gut zu
heiBen. Diesen vorsichtigeren und zuriickhalten-
deren Standpunkt vertrat Planck (und vertritt
ihn noch heute), indem er das Quantenhafte in
die Materie (den Oszillator) verlegt wissen wollte,
dagegen fiir- die Lichtausbreitung -im Raum die
Lehren -der klassischen Wellentheorie zu erhalten
strebte. Jedoch stellten sich der weiteren Durch-
fithrung schon seiner ersten Quantenhypothese
(quantenhafte Emission und ‘quantenhafte Ab-
sorption) ernste Hindernisse in den Weg. H. A.
Lorentz wies nimlich mit Recht darauf hin, daB
die Vorstellung der Quantenabsorption zu Schwie-
rigkeiten fithre, indem er zeigte, daB die Zeit,
die ein Oszillator zur Absorption eines Energie-
quantums benétige, unwahrscheinlich groB aus-’
falle, wenn das duBere Strahlungsfeld hinreichend
schwach sei. Auch konne man ja dann die Strah-
lung willkiirlich abbrechen, bevor der Oszillator
ein volles Quantum verschluckt habe. Durch
diese Einwinde veranlaBt, entschloB sich Planck,
die Quantenhypothese in folgender Weise zu mo-
difizieren: Die Absorption verliuft stetig, nach
den Qesetzen der klassischen Elektrodynamik; die
Energie der Oszillatoren 1st daher stetig ver-
anderlich; quantenhaft und unstetig dagegen ist
die Emassion, und zwar kann der Oszillator nur
dann emittieren, wenn seine Energie gerade ein
ganzes Vielfaches von € =hv ist; ob -er dann
emittiert oder nicht, wird durch ein Wahrschein-
lichkeitsgesetz geregelt, wenn er aber emittiert,
s0 verliert er stets seine ganze momentane Energie, *
emittiert also Quanten. Zwischen zwei Emis-.
sionen fiillt sich sein Energieinhalt durch Ab-
sorption stetig und proportional der Zeit auf.
Nach dieser .zweiten Theorie Plancks, die man
die ,,Theorie der Quantenemission® nennt, ist die

mittlere Energie U des linearen Oszillators um ;

groBer als i‘n. der ersten Theorie. Wiihrénd also
dort die mittlere Energie der Oagillatoren am ab-
soluten Nullpunkt gleich Null war [siehe Gl (6)1,

wird sie hier in der neuen Theorié g'leich'-li ; .die
Ojzillatoren behalten also béim Nullpunkt l’:n
Mittel eine , Nullpunkisenergie® von der GroBe _2v
(indem sie niimlich fir T =0 alle moglichen
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Energien zwischen 0 und kv annehmen). Trotz-
dem fithrt auch diese Theorie, durch eine ent-
sprechende Abdnderung der Beziehung (4), zum
Planckschen Strahlungsgesetz.

Im Laufe der Jahre hat Planck noch mehr-
fach versucht, auch diese 2. Theorie umzugestal-
ten; z. B. hat er voriibergehend auch die Emission
als stetig angenommen und das quantenhafte
Element in die Anregung der Oszillatoren durch
Molekiil- oder Elektronenstife verlegt; er ist aber

“im wesentlichen immer wieder zu der zweiten
Form seiner Theorie (stetige Absorption, Quan-
tenemission) zuriickgekehrt.

In mehr als einer Richtung hat diese Theorie
weitere Kreise gezogen. Das Auftreten der mitt-
Jeren Nullpunktsenergie, das dieser 2. Planckschen
Theorie eigentiimlich ist, wurde zur Anregung fiir
eine Reihe von Arbeiten, in denen man, iiber
Planck hinausgehend, die Existenz einer wahren
(nicht mittleren), fiir alle Oszillatoren gleichen
Nullpunktsenergie forderte. Auf dieser Basis
haben Hinstein und Stern eine Ableitung des
Planckschen' Gesetzes gegeben, die alle, Unstetig-
keiten vermeidet, bis auf die Existenz eben dieser
wahren Nullpunktsenergie von der Grofie hv.
Noch radikaler ging im Jahr 1916 Nernst vor,
indem er diec Existenz einer auch beim Nullpunkt
vorhandenen, von der Wirmestrahlung unabhin-
gigen ,,Nullpunktsstrahlung® postulierte, die den
ganzen Raum erfiillt, und mit der sich die Oszilla-
toren (und alle Elementargebilde) durch Auf-
nahme der Nullpunktsenergic ins Gleichgewicht
setzen. Man mag diesen Anschauungen mehr oder
weniger skeptisch gegeniiberstehen, so sprechen
doch ohne Zweifel eine Reihe von Erscheinungen
fiir die Vorstellung, daB beim absoluten Null-
punkt nicht alle Bewegung erloschen ist. Man
denke nur an die Tatsache, daf nach FEinstein

und de Haas der Para- und Ferro-Magnetismus

von kreisenden Elektironen erzeugt wird, und daB
dieser Magnetismus bis zu tiefsten erreichbaren
Temperaturen bestehen bleibt.

Aber noch in einer anderen Richtung hat die
Plancksche Theorie anregend gewirkt, durch eine
Formulierung, die ihr Planck auf dem Solvay-
KongreB (1911) gab. Iier hat nimlich Planck
zum ersten Mal den Gedanken ausgesprochen,
dafi das Auftreten der Energiequanten nur etwas
sekundires sei, nur die Konsequenz eines tiefer
liegenden wund allgemeineren Gesetzes. Dieses
Gesetz, das man als den Vorliufer der jiingsten
Entwicklungen der Quantenlehre anzusehen hat,
laft sich folgendermaBien formulieren: Man
denke sich den Zustand des Oszillators (etwa
eines linear schwingenden Elektrons) nach, dem
Vorgange von (fibbs durch seine Elongation ¢
aus der Ruhelage und seinen Impuls p definiert
und in einer g, p-Ebenc (der Zustands- oder
Phasenebene) dargestellt. Jeder Punkt der q, p-
Ebene entspricht dann einem bestimmten Zustand
‘des Oszillators. Dann wird gefordert, daB nicht
alle Punkte dieser Zustandsebene einander gleich-
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wertig sind. Vielmehr gibt es gewisse Zustdnde
des Oszillators, die durch eine Besonderheit aus-
gezeichnet sind. Die diesen Zustinden ent-
sprechenden Punkte in der Zustandsebene liegen
auf einer Reihe diskreter, einander umschlieflen-
der Kurven (im Falle des linearen Oszillators
sind es konzentrische Ellipsen), welche die Zu-
standsebene in lauter Ringgebiete von der GrdBe A
teilen. Berechnet man nun die Energie eines
Oszillators, von der Schwingungszahl v in einem
solchen ausgezeichneten Zustand, so findet man
ein ganzes Vielfaches von hv. Diese ausgezeich-
neten Zustinde (in der Phasenebene dargestellt
durch die Punkte der diskreten Ellipsen) sind
also nach Plancks erster Theorie die allein mog-
lichen Zustiinde des Oszillators. Nach seiner
2. Fassung sind es diejenigen Zustinde, in denen
die Emission erfolgt. Von diesem Standpunkt
aus gesehen, sind also die Energiequanten nur
eine Folge der Einteilung der Zustandsebene.
Mathematisch 1ilt sich diese Struktur der Pha-
sencbene durch die Forderung aussprechen, daB
die n?e ausgezeichnete Kurve einen Flidcheninhalt
von der GroBe nh umschlieft.

ﬂlqdp:/}z dg=nh. . . .(12

An diese, fiir Systeme von einem Freiheits-
grad aufgestellte Fassung, die man die Plancksche
Theorie des Wirkungsquantumst!) nennt, hat sich.
wie wir sehen werden, die moderne Erweiterung
der Quantentheorie fiir mehrere Freiheitsgrade
angeschlossen. Auch ein von Sommerfeld be-
schrittener und weiter ausgebauter Weg nimmt
hier seinen Ursprung. Ausgehend von der Tat-
sache, dall die Plancksche Konstante k die Di-
mension einer Wirkung (Energie: Zeit) besitzt,
stellte Sommerfeld die Hypothese auf, daB fiir
jeden reinen MolekularprozeB — etwa die Ab-
losung eines Elektrons beim Photoeffekt, oder die
Bremsung eines Elektrons in der Antikathode bei
der Erzeugung von Rontgenstrahlen — die aus
dem Hamiltonschen Prinzip her bekannte Wir-

. T . h
kungsgrole f(L—V) dt den” Wert ;— annimmt.
O

2n

Dabei sind L und V kinetische und potentielle
Energie des Elektrons, T ist die Dauer des Mole-
kularprozesses, also etwa die Zeit, die bis zuT
Ablésung des Elektrons aus dem Atomverband
beim Photoeffekt verstreicht, oder die Bremszeit
des Elektrons in der Antikathode. Diese Formu-
lierung der -Quantenhypothese ist ein ‘Ausdruck
der Tatsache, dafl grofe Energiemengen in kurzer.
kleine Energicmengen erst in langer Zeit, voD
den Molekiilen aufgenommen oder abgegeben wer-
den, so daB im wesentlichen das Produkt aus der
Energie und der Zeit des Energieaustausches
konstant ist. In der Tat werden zum Beispiel
schnelle Kathodenstrahlen beim Auftreffen auf
Materie in kiirzerer Zeit gebremst, und erzeuged
daher hirtere Rontgenstrahlen, als langsame Ka-

1) kb hat niimlich die Dimension einer ,Wirkung




Heft 17,
2. 4. 1918

thodenstrahlen. Sommerfeld hat seine Theorie
‘mit Erfolg auf den Mechanismus der Erzeugung
von Réntgen- und y-Strahlen angewandt, Som-
merfeld und Debye haben auf derselben Grund-
-la_ge eine Theorie des Photoeffektes ausgearbeitet,
dlf, wie die Lichtquantenhypothese, in Uberein-
Stu.nmung mit der Erfahrung ebenfalls zum Ein-
Steinschen Gesetz (11) fiihrte.

IV, Das Ubergreifen der Quantenlehre auf die
’ Molekulartheorie der festen Kdorper.

Es ist fir die Konsolidierung der Lehre von
d‘_*n Quanten ein besonders gliicklicher Umstand
8ewesen, daB das Versagen der klassischen Sta-
tistik nicht auf die Strahlungstheorie beschriinkt

.‘?b, sondern, wie sich zeigen sollte, auch auf
d“? Molekulartheorie der festen Korper iiber-
8riff. So erwuchs von einem ganz fremden Ge-
bl__et l.\er der Quantenhypothese eine starke Stiitze,
Tmhch vom Gebiete der Atomwdirmen. Die
‘tomW_i.irme (bei mehratomigen Korpern Mole-
“la_r'ivarme) eines Stoffes ist bekanntlich seine
Spezifische Wirme, multipliziert mit seinem
tomgewicht, (bzw. Molekulargewicht), oder an-
me;s ausgedriickt: es ist diejenige Wirme, dis
m;‘ einem Grammatom (bzw. einem Gramm-
olekiil) des Stoffes zufiihren muB, um seine
u::lpel‘atur um einen Grad zu steigern. Nach
inhe;en .hgutlg.en Vox:stellungen ist der Wirme-
o al eines einatomigen festen Korpers, etwa
nes Kristalls, nichts anderes als die Schwin-
Sungsenergie seiner gitterartig angeordnetem
;n;(;me' um  ihre Gleichgewichtslagen. Wendet
tistikauf dlese. Schwingungen die k]as§1sche .Sta-
Vert .;111, speziell _den.Sﬂtz von dcr_glelch'm'aiﬁlgen
manel ung der kinetischen Ene.rgle,. so gelangt
tisch zu folgendem SchluB: Die mittlere kine-

Che Energle eines raumlich (d. h. mit 3 Frei-
.he‘thl'aden) schwingenden Atoms ist &H, eben-
:ZingeroB _ist seine mittlere ) potentielle Energie,
e mlttl_ere -Gesamtenergle also = 3kT. Be-
oin § en wir ein Grammaton} de.:; Korpers, also
Zahl)ystem von N At?men (N ist die Avogadrosche
i » 80 folgt fiir die Energie des Korpers (d. h.

seinen Wirmeinhalt)

Dt E=3kT-N:3RT (siehe GI. 8).
K er wird die Atomwirme des Kérpers (bei
onstantem Volumen)
CvZ;LgJ,:ﬁR‘:594 cal.
Dieg s .
o l;st da§ Gesetz von Dulong und Petit, nach
5 also die Atomwiirme der einatomigen festen
uu(;rti 5,94 cal. bes.itzt. Diesem Gesetz gehorchen
genaun d]gr Tat viele Korper mehr oder weniger
- kannt. d" agegen waren schon lange Korper be-
und l; 1e sich d?r Begel durchaus nicht fiigten,
tisch ezonde.rs bei tiefen 'Femperaturen systema-
im Jeh bwelil}ungen aufwiesen. So hatte schon
h ahre 1875 F. H. Weber gefunden, daB die
“omwirme des Diamants bei —50° ungefihr
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0,76 cal. betragt. Diesen niedrigen Werten der
Atomwirmen stand die klassische Statistik ratlos
gegenitber. FEinstein war es, der zuerst erkannte,
daB auch hier die Plancksche Quantentheorie be-
rufen war, den Knoten zu lésen. Genau ebenso
wie in der Strahlungstheorie muBte auch im Ge-
biet der Atomwirmen der Weg der klassischen
Statistik bei einem falschen Gesetz minden. Da-
her muBte der Satz von der gleichmifigen Ener-
gieverteilung auch hier fallen, und der Ausdruck
3 T fir die mittlere Energie des schwingenden
Atoms durch den entsprechenden quantenthecore-
tischen Wert (siehe (5) und (8))

_}iﬂf’_ (v ist die Schwingungszahl des Atoms)

T —1

ersetzt werden. Der Faktor 3 rithrt daher, daf,
im Gegensatz zum linearen Planckschen Oszilla-
tor mit einem Freiheitsgrade, das schwingende
Atom dre: Freiheitsgrade besitzt. Multipliziert
man diesen Ausdruck mit N und differenziert
nach 7, so folgt fiir die Atomwirme die Ein-

steinsche Formel: .

x? e hv

C’,,:3R(;t:‘1—)§, WO & — _](-'-T
Danach st also die Atomwirme der einatomig-
festen Korper keine von der Temperatur unab-
hingige Konstante — wie es das Dulong-Petitsche

. . v
Gesetz verlangt — sondern eine Funktion von T

also bei einem hestimmten Korper (festes v) eine
Funktion der Temperatur. Ihr Verlauf ist der-
art, daB fiir T = O die Atomwirme sclbst = O
ist, und dann mit wachsender Temperatur all-
mihlich ansteigt, um sich fiir hohe Temperaturen
dem Wert 3 B zu nihern. Das Dulong-Petitsche
Gesetz ist also ein Grenzgesetz, das nur fiir kleine

v .
Werte von Vi (langsame Schwingungen oder hohe

Temperaturen) erfiillt ist, genau wie das Ray-
leigh-Jeanssche - Strahlungsgesetz. Die  Ab-
weichungen vom  Dulong-Petitschen  Gesetz
machen sich daher beim Ubergang nach tieferen
Temperaturen um -so eher geltend, je hoher die
Schwingungszahl der Atome ist. Diese Schwin-
gungszahl v — die einzige unbekannte
GréBe in der Einsteinschen Formel —
1Bt sich auf mehreren unabhiéngigen und
sehr bemerkenswerten Wegen berechnen. Einen
Zusammenhang des v mit den elastischen
Eigenschaften der Korper konstatierte schon
Einstein; eine weitere Beziehung, die v mit
thermischen Daten, nimlich der Schmelztempe-
ratur verkniipft, fand F. A. Lindemann durch
Ausarbeitung der Vorstellung, da die Schwin-
gungsamplitude der Atome beim Schmelzpunkt
die GroBenordnung der Atomabstinde erreicht.
Eine dritte Methode endlich zur Berechnung
von v beruht auf der bedeutsamen von Nernsf
ausgesprochenen Tatsache, daB es el vielen
mehratomigen Salzen die ultraroten Schwingun-
gen der entgegengesetzt geladenen Atome gegen-
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einander sind, die auch in der Theorie der Atom-
wirmen eine Rolle spielen. Diese Schwingungen
machen sich bekanntlich optisch durch ein hohes
Reflektionsvermégen des Kérpers fiir Wellen von
der Schwingungszahl v bemerkbar (Reststrahlen
von Rubens und Mitarbeitern),

Um die Einsteinsche Formel, speziell den Ab-
fall der Atomwiirmen nach tiefen Temperaturen
hin zu priifen, unternahm Nernst in Gerhein-
samkeit mit seinen Schiilern ausgedehnte Unter-
suchungen, die ihm um so niher lagen, als er zu
fghnlichen Betrachtungen auf Grund seines
Wiirmesatzes gefithrt worden war. Die Experi-
mente ergaben eine qualitativ sehr bemerkens-
werte Ubereinstimmung der. gemessenen Werte
mit der Einsteinschen Formel; in quantitativer
Hinsicht jedoch zeigten sich Diskrepanzen, indem
der Abfall der beobachteten Atomwirmen viel
langsamer vor sich ging, als der der berechneten.
Diesen Abweichungen trugen Nernst und Linde-
mann durch Aufstellung einer-empirischen For-
mel Rechnung. Indessen muBte es bald Kklar
werden, woher diese Abweichungen riithrten, und
nach welcher Richtung hin die Einsteinsche For-
mel verbesserungsbediirftig war. Einstein hatte
der Einfachheit halber von vornherein' mit einer
einzigen Schwingungszahl v der Atome gerechnet,
gleichsam als wiren alle Ateme voneinander un-
abhingig. In Wirklichkeit aber "ist der feste
Korper, etwa ein Kristall, aus einem Raum-
gitter regelmiiBig angeordneter Atome aufgebaut.
In einem solchen komplizierten mechanischen
System aber schwingen die Atome nicht vonein-
ander unabhiingig mit bestimmter Schwingungs-
zahl ¥v. Vielmehr haben wir hier ein Gebilde vor
uns, das, im Eindimensionalen, etwa einer schwin-
genden Saite vergleichbar ist, und daher, ent-
sprechend dem Grundton und den Oberténen der
Saite, ein ganzes Spektrum von Eigenschwin-
gungen besitzt. Hat der Kérper N-Atome, so
besitzt er im allgemeinen 3 N-Eigenschwingun-
gen, von denen die langsamsten.Schallschwingun-
gen sind, wihrend die schnellsten ins ultrarote
Gebiet fallen. Berechnet man nun die Zahl der
Eigenschwingungen, deren Schwingungszahlen in
ein schmales Intervall (v ... .v <4 dv) fallen,
erteilt jeder solchen Eigenschwingung den quan-
tentheoretischen Energiewert (5) und summiert
(oder integriert) iiber alle vorkommenden Schwin-
gungszahlen, so erhidlt man den Wirmeinhalt des
Korpers und dfiraus durch Differenzieren nach T
die Atomwirme. In diesem Sinne ist von 2 ver-
schiedenen Seiten die Theorie ausgebaut wor-
den, einerseits von Born und Kdrmdn, die den
endlichen Kristall durch’ einen wunendlichen er-
setzten, andererseits durch “Debye, der den Kor-
per durch ein . elastisches Kontinuum approxi-
mierte. Beide Theorien sind mit den Ergeb-
nissen der Messungen in gutem Einvernehmen.

Im AnschluB an diesen Vorstellungskrexs, vor
allem an die Debyesche Theorie, ist von mehreren
Forschiern, hauptsiichlich von Grineisen, Nernst
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und Debye, eine Theorie des festen Korpers aus-

gearbeitet worden, glexchsam mit. dem’ Ziel, der"

kinetischen Gastheorie eine kinetische Theorie
des festen Zustandes an die Seite zu stellen. Be-
sondere Schwierigkeiten bereiten dabei
Probleme der Wirmeleitung und der Elektrizi-
titsleitung. Was die Wirmeleitung anlangt, so hat
Debye in einem Wolfskehlvortrag in Gdttingen
1918 jedenfalls einen ersten vielversprechenden

die-

VorstoB unternommen, um die von Eucken be- .

obachteten hohen Wirmeleitfahigkeiten der
Kristalle bei tiefen Temperaturen zu erkldren.
Dabei machte er mit Erfolg von der Vorstellung
Gebrauch, daB die Krifte, die die verschobenen
Atome des Korpers in ihre Gleichgewichtslage zu-

riickziehen, nicht nur von den ersten Potenzen -

der Verschiebungen abhingen, sondern auch von
hoheren, d. h.

er erweiterte das allgemieine

Hookesche Gesetz, eine Hypothese, die er als not- ..
wendig erkannt hatte, um  die Wirmeausdehnung -

der Korper zu verstehen,

Auch in die Theorie der- Elektnzltatslextunsl

in Metallen hat die Quantenvorstellung Eingang
gefunden (Nernst, Lindemann, W. Wien, Hers-
feld u. a.).
80
theorien der Elektrizititsleitung von Drude und
Riecke mit.sich bringen,
nach

Die Hauptschmengkelt, welche die
auferordentlich erfolgreichen Elektronen- -

ist die Tatsache, daB_,:
ihnen die freien Leitungselekteonen am :
 Wirmegleichgewicht teilnehmen und daher nach

dem Satz von der gleichmiBigen Energiever- ,

tellung einen betrichtlichén Beitrag zum Wirme-
inhalt des Métalls und eeiner spezifischen Wirme
liefern miiSten.
zifischen Wirme der Metalle durch die Anwesen-
heit der Leitungselektronen — die nie beobachtet
worden ist — zu entgehen, miiBte man die Zahl

Um dieser Erhéhung der spe-

der Leitungselektronen so klein annehmen, daB -
dann die beobachteten Leitfahigkeiten nicht ver-

standlich wiren. Auch den Verlanf des von Ka-

merlingh-Onnes gemessenen Abfalls des Wider-

standes nach tiefen Temperaturen gibt die klassi-,

sche Theorie nicht richtig wieder. Die Einfiih-

rung der Quantenhypothese hat auch hier Ab- -

hilfe geschaffen. Insbesondere sind Lindemann
und Wien in der Weise vorgegangen, daB sie die
Wirkungssphire der schwingenden Atome, die. ja.
fiir die Zahl der ZusammenstoBe zwischen Elek-
tronen und Atomen maBgebend ist, in Zusam-

*menhang brachten mit der Schwingungsamplitude

der Atome und fiir letztere den quantentheore-
tischen’ Wert benutzten.
noch nicht das letzte Worte gesprochen.

V Das Eindringen der Quanten in die Gas-
theorie.

Jedoch ist auch hier

‘Wihrend so die Molekulartheorie des festen.

Zustandes sich auf der Quantengrundlage nuf‘

baute, 'konnte auch die kinetische Gastheone_

nicht lange vor dem Eindringen der neuen Vor-
stellungen 'bewahrt bleiben. Schon f£riih - hatte

Nernst darauf hingewiesen, da8 be1 der Rotation -
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2wel- und mehratomiger Grasmolekiile Quanten-

veffekt.e, zu erwarten séien, ebenso bei den Schwin-
Bungen der Atome in Molekiilen. Nehmen wir
als Beispiel den zwelatomigen Wasserstoff, dessen
olekiil wir uns als starre Hantel denken
e) S0 besitzt bekanntlich dies Molekiil

au!'jer seiner fortschreitenden Bewegung (3 Frei-
Citsgrade) noch die Mbglichkeit, um eine zur
ethindungslinie der Atome senkrechte Achse zu

. fotleren (2 Freiheitsgrade!)). Nach der klassi-
schen Statistik wiire also seine mittlere Rotations-

Cnergie 9. @271: kT,

kTN; RT, der von der Rotation herriithrende
Anteil der Molekularwirme also — R — 1,98 cal.,
Unabhiingig von der Temperatur.
I". krassem Gegensatz dazu fand Eucken
Xperimentell, daB der Rotationsanteil \der Mole-
Warwirme des Wasserstoffs nur bei hohen Tem-
Derat11.1'en den Wert R besitzt, den die klassische
eoric fordert. Beim Ubergang nach tiefen
“Mperaturen nimmt er dagegen ab, um beim
m?ttlpunkt ganz -zu verschwinden, so daB in un-
punlflbarer Nachbarschaft des absoluten Null-
ts der Wasserstoff sich wie ein einatomiges
ears i’erhﬁlt. Dieser Abfall des Rotationsanteils
i '{C_)lekularwiirme ist ein Quanteneffekt, dhn-
s Wie der‘ Abfall der Atomwirme fester Kor-
gel;d nstein und Stern ha'ben ihn zuerst fol-
oit ermaflen berechnet: Sind J und v Trig-
Mols]r(nolment und Umlaufszahl (pro Sekunde) des

llch? uls, so ist seine Rotationsenergie bekannt-

also  pro Grammolekiil

1
. E=oJ@2xv)......313
g‘:}}cht man jetzt die vereinfachende Annahme,
X alle _Molekiile mit derselben mittleren Um-
ufzah] 3 rotieren, so kann_man fiir die ent-

8 . ' :
rpr_echende mittlere Energic E, den quantentheo-
etischen Wert:

wod = Iy
Ern= 5 @av)i= thL’
kT — 1
oder= PV AV pach P
er= =t Y (nach’ Planck

kT 1 2. Theorie) -« (14
dungy .Aus (14) folgt v als Funktion von 7.
Unded Elnsetyjen dah?r E, als Funktion von 7.
Zierenum'h Dxffere.anm.eren nach T und Multipli-
antsi] :inlt N schl.leBllch der gesuchte Rotations-
W er Moleku]arwiirmen.\ Dabei zeigte sich,
H.UI‘ mit dem aus der zweiten Planckschen
corie folgenden Ausdruck fiir E, ein befriedi-

gen .
&‘anchlul} an Euckens Messungen zu ge-

1) Dle ROt&t . = S .
sall, lon um die Verbindungslinie der Atome
tret:;dkommt fi{r den bei den ZusammenstoBen ein-
teilun'en Energlea:ustausch, und daher fiir die Ver-
rage der dl_EnergIl{e auf die Freiheitsgrade, nicht in
5 > d 1ese Rotation durch die %
Dicht, geindert wiry ie ZusammenstiBe

Setzen,
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winnen war, was Hinstein und Stern damals als
ein  Argument fiir die Nullpunktsenergie er-
klarten. Indessen kann diese Theorie nur als
orienticrender Versuch angeschen werden, der
strengeren Anforderungen nicht geniigt. Denn
die benutzte Plancksche Energieformel gilt nur
fiir Gebilde, deren Schwingungszahl eine kon-
stante, von der Temperatur unabhingige Grife
ist; hier dagegen wurde mit einer mittleren, tem-
peraturabhiingigen Umlaufszahl v gearbeitet.
Auf strengerer Grundlage vechnete HEhren-
fest; dabei muBte er sich allerdings auf Gebilde
von einem Freiheitsgrad, d. h. auf Rotation des
Molekiils um eine feste Achse, beschrinken, da
damals eine Erweiterung der Quantenhypothese
fiir mehrere Freiheitsgrade noch nicht vorlag.
Er ging direkt von der ersten Formulierung der
Quantenhypothese aus, nach der die Energie der
linearen Oszillatoren.nur ganze Vielfache von hv
betragen darf, und forderte entsprechend, dal
. . . . hv
die Rotationsenergie nur ganze Vielfache von —;

betrigt!), also
J

. & h . .
Er= 9 2rv)®= -7?.—21 (i =0,1;2%35-.:.) - (I3
daher:
_nh , _ . ;
— 40T (=0,1,2,3,...) . . . .16

Danach Tonnen also die Molekiile nur mit einer
Rethe diskreter Umlaufszahlen rotieren und ent-
sprechend auch nur eine Reihe diskreter Rota-
tionsenergien annehmen, ganz im Sinne der
ersten Planckschen Quantentheorie. Die weitere
Durchrechnung ergab indessen fiir den Rotations-
anteil der Molekularwarme cine Kurve, die zwar
bei tiefen Temperaturen durch geeignete Wahl
der verfiigharen Konstanten J mit den Messun-
gen gut in EKinklang zu bringen war, bei héheren
Temperaturen jedoech, vor Erreichen des Wer-
tes R, ein Maximum und ecin darauffolgendes
Minimum aufwies, -dic den vorliegenden Be-
obachtungen nicht entsprachen.

Ebenfalls auf Grund der ersten Planckschen
Theorie. d. hs der Vorstellung, dall die quanten-
miflig ausgezeichneten Umlaufszahlen v, die ein-

1) Der Faktor ! rihrt daher. daB hier nur kine-
tische Energie. nicht auch potentielle vorhanden ist.

?) Es sei hier noch eine Folgerung von (13) und
(16) erwiihnt, die bei dem weiteren Ausbau der Quan-
tentheorie eine bedeutsame Rolle gespielt hat. Bs ist,
bekanntlich das Drehmoment (auch Drehimpuls oder
Tmpulsmoment genannt) des Molekiils: p=J.2av:

also existieren nach (16) nur die quantenmiilig aus-
gezeichneten Werte des Tmpulsmoments

R .
Pa= 5 B=0128...) . ... 7

Diese Gleichung 1iBt sich auch direkt aus der Formu-
lierung (12) ableiten. Wiihlt man niimlich als I\o?r}!)-
nate den Drehungswinkel ¢, so ist der dazu gehdrige

Tmpuls p nichts anderes als der Drehimpuls. Daraus
folgt, da p von ¢ unabhiingig ist:

2n

[ pde=2np=nh . . . . (17a

0
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zig moglichen sind, hat in jiingster Zeit Epstein
im AnschluB an die moderne Weiterentwicklung
der Quantentheorie die Rechnung fiir Gebilde
von 2 Freiheitsgraden (freie Achsen) durchge-
fiithrt. Dabei bediente er sich eines von Bohr
und Debye vorgeschlagenen Molekiilmodells des
Wasserstoffs, das sich in der neueren Atomtheorie
gut bewdhrt hat, und das den Vorteil besitzt, in
allen seinen Dimensionen genau festgelegt zu
sein, so daB die freie Verfiigbarkeit des Trigheits-
momentes J hier in Fortfall kommt. Jedoch hat
auch diese exakt durchgefiihrte Theorie bei tiefen
Temperaturen keine Ubereinstimmung mit den
Beobachtungen erzielt, -

Weit befriedigendere Resultate ergaben die
Untersuchungen von Holm (feste Achsen) und
Planck (freie Achsen), die sich beide auf den
Boden der zweiten Planckschen Theorie stellten.
Danach sind also die diskreten Werte (16) der
Umlaufszahlen nicht die einzig moglichen; viel-
mehr kann das Molekiil mit allen Umlaufszahlen
zwischen 0 und OO rotieren!). Auch hier kann
man jedoch, wie bei so vielen Problemen der
Quantentheorie, sagen, daB die endgiiltige Losung
noch aussteht.

In sehr interessanter Weise hat Bjerrum die
Gleichung (16) auf die ultrarote Absorption
mechratomiger Gase angewandt. Diese Gase
zeigen — besonders nach den Umtersuchungen
von Langley, Paschen, Rubens und Mitarbeitern,
Burmeister, E. von Bahr — im kurz- und lang-
welligen Ultrarot ausgedehnte Absorptionsgebiete.
Wihrend man die Absorption im langwelligen
Ultrarot durch die Rotation der Molekiile erklért,
die, als elektrische Doppelpole wirkend, bei ihrer
Rotation Strahlung emittieren und absorbieren,
wies zuerst Bjerrum darauf hin, da8 auch im
kurzwelligen Ultrarot sich die Rotation der Mole-
kiille bemerkbar machen miisse. Existiert nam-
lich in diecsem Gebiet eine Schwingung der Ionen
im Molekiil gegeneinander etwa mit der
Schwingungszahl vo — (und daher eine Absorption
an dieser Stelle), und rotiert auBerdem das Mole-
kiil mit der Umlaufszahl v,, so resultieren durch
Zusammensetzung 3 Schwingungen: die urspriing-
liche v und ferner symmetrisch dazu auf beiden
Seiten vo+v, und vo—v, . Die Rotation erzeugt
also durch Zusammensetzung mit der Schwingung
zwei mneue Absorptionsstellen. Wenn nun im
Sinne der ersten Planckschen Theorie das Mole-
kiil nur mit den diskreten Umlaufszahlen v,, [siehe
(18)] rotieren kann, so ergeben sich symmetrisch
zur urspriinglichen Absorptionsstelle v=1v, auf
beiden Seiten eine diskrete Reihe weiterer iqui-
distanter Absorptionsstellen v — v, + v,, und

1) Die Besonderheit der quantenmiBig ausgezeich-
neten Umlaufszahlen besteht hier in folgendem: Denkt
man sich das Kontinuum der Umlaufszahlen von v =0
bis v =00 als Abszissen aufgetragen, und als Ordi-
naten die zu jeder Umlaufszahl gehérende Wahrschein-
lichkeit, so resultiert eine Treppenkurve, deren Stufen
gerade an den Werten v, liegen. Bet diesen Werten
springt also die Wahrscheinlichkeit.

Reiche: Die Quantentheorie.

Die Natur-

wigsenschaften
Diese diskrete Reihe von Absorp-
tionsstellen ist nun in der Tat durch E, v». Bahr
beim Wasserdampf und Chlorwasserstoff gefunden
und spiter von Rubens und Hetiner beim Wasser-
dampf noch eingehender durchgemessen worden.
Eucken, der die Resultate E. ». Bahrs ausfiihr-
lich diskutierte, schlof daraus auf die Ungiiltig-
keit der zweiten Planckschen Theorie, da die Ver-
suche so handgreiflich dafiir zu sprechen schienen,

V:VO‘—V-,.,-

-

daB das Molekiil wirklich nur mit den Umlaufs-

zahlen v, rotieren konne. Indessen hat Planck
in einer Jiingst veroffentlichten griindlichen
Untersuchung gezeigt, da man auch vom Stand-
punkt seiner zweiten Theorie (stetige Absorption,
alle Umlaufszahlen méglich) die Beobachtungen
deuten kann. Die Entscheidung zwischen der
ersten und zweiten Planckschen Theorie — eine
Aufgabe von bedeutender Wichtigkeit — 1dBt sich
daher nach diesen Versuchen nicht erbringen.
Durch die besprochenen Erscheinungen bei
mehratomigen Gasen (Abfall der Molekular-
wirmen, ultrarote Absorption) ist die Berechti-
gung zur Anwendung der Quantentheorie auf
Rotationsbewegungen sichergestellt. Viel hypo-
thetischeren Charakter dagegen tragen bis jetzt
die Versuche, noch einen Schritt weiter zu gehen

und auch die Translationsenergie zu ,,quanteln”.

Von verschiedenen Seiten (Sackur, Tetrode, Kee-
som, Lenz-Sommerfeld, Scherrer, Planck) ist
dieses Problem in Angriff genommen worden.
Z. B. haben Lenz-Sommerfeld, analog wie Born-
Kdrmdn und Debye beim festen Korper, die ther-
mische Bewegung des Gases in ein Spektrum von
Eigenschwingungen zerlegt und die mittlere
Energie gemdB der Formel (5) auf die Eigen-:
schwingungen verteilt, wihrend Scherrer und
Planck sich direkt an die neuere Formulierung
der Quantenhypothese fiir viele Freiheitsgrade
angeschlossen haben?).
stimmende Hauptresultat der Berechnungen be-
steht im wesentlichen aus 2 Teilen: erstens er-
gibt sich eine Modifikation der klassischen Gas-
gesetze bei tiefen Temperaturen (,,Entartung der
Gasge®), fiir die in der Tat Versuche von Sackur
an Wasserstoff und Helium sprechen. Zweitens
offenbart sich eine bemerkenswerte Beziehung
zwischen der Planckschen Konstanten A und der?
sogenannten ,chemischen Xonstanten®, einer
GroBe, die bei Aggregatzustandsinderungen eine

1) Man tibersieht die Quantelung der Translation
vielleicht am besten an folgendem Beispiel: Ein Gas
molekiil fliege mit der Geschwindjgkeit v in einem
wiirfelfsrmigen Raum von der Kantenlinge a senkrecht
zwischen zwet Winden hin und her; dann vollfithrt
es eine Art Schwingung mit der Schwingungszﬂh]

v=;-. Setzt man jetzt — analog (15) — seine kine
tische Energie E:n’f;v (n=0, 1. 2,...), so folgt:
o m ., h_ v _ nh
E= g mT=m 2 9q’ also LES L ¥

am
Die Translationsgeschwindigkeit des Molekiils kanB

also nur diskrete Werte anpehmen.

Das qualitativ iiberein-,
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- Roll_e spielt. In diesem noch etwas unsicheren
eblet miissen weitere Experimentaluntersuchun-
&en abgewartet werden.

V1. Die Quantentheorie der optischen Serien.
er dusbau der Quantenhypothese fiir mehrere
Freiheitsgrade.

do l?ell groften ) Fortschritt nach Laues Ent-
) ! ung der kristallographischen Rontgenspek-
roskopie hat die Atomtheorie im Jahre 1913
g;’:mACht, als der.diinische Physiker Niels Bohr
o tommodelle in den pienst der Quantentheo-
WiedStent'e' Bohrs Arbeiten haben riickwirke{ld
ds 31' die Quanteptheone bf.-fruchtet, und so 1?‘5
und er Wechselwu-kun'g zwischen Atomdynar{uk
e thla?tenhypothese in den letzten Jahren eine
lehe Fiille bedeutsamer Erfolge erwachsen.
i nter ('ien.brauchbaren Atommodellen nahm
Sonieie Zeit eine bevgrzugte Stellung das Th_om-
DositC' e Ato.m'modell ein, nach dem der elektrisch
im ve Teil des Atoms eine Kugel von Atom-
i ensionen (Radius ungefihr — 10— cm) er-
t, in deren Tnnerem die negativen Teile, die
Amﬁg;mﬂen., in stab.ilen Gleichgewichtslagen
Ve _Dieses Modell ‘hatte den grofien Vorzug,
elastireﬁn e].ektrlsche Erklirung fiir die ,,quasi-
nd Sche Bindung“t) von Elektronen zu liefern.
undegemd? auf Grund solcher quasielastisch ge-
und I;er Elektronen war cs Dru.de, Voigt, Planck
dor Dy, 4. .Lore.ntz gelupgen, die Erscheinungen
omigchlspersmn, Absorption unr'i der magneto-
foekt)e"l Effekte (Magl}eto_rotatlon und Zeeman-
ah iIn guter Ubereinstimmung mit der Er-
Ong vorher zu l.)creehnen. Auch war das
jedemSOnsche Modell imstande -— wie man es von
Schuw; Atommode.ll verlangen muB —, durch
tm“in[,’gullgen seiner Elektronen scharfe Spek-
info] len zy emittieren, derezz Lage (ebenfalls
Inteng:'trder quasielastischen Bindung) von der
T Elldlt der Erregung, d. h. von der Energie
n dre'e t_l'onc_enschwmgungen, unabhingig war.
MOdelil WiChElgep Punkten dagegen versagte das
i ‘ausO l.stan'dug.. El:stcns- war es rpcht mog-
abZl;leit S:Emer 'Basls (§1e optlschen.Scr’xenformeln‘
achtet ells, zweitens lieferte es nicht den beob-
Dektf:ll‘ Farkgffekt, d._' h. die Aufspaltung der
tons vy mlen‘ im .elektrlschen‘ Felde?), und drit-
al‘ﬁberrbes nicht imstande, die groBen (90° und
Welchy eStragendqen) Ablepkungen zu erkldren,
finng ]Z-[- trah]’genlchen .belm Durchgang durch
vamity lbetallfol:gn erleiden, wobei sie also in
iegene arer l\.ahe der Metallatome voriiber-
ot vund.;label dErCh das elektrische Feld der
dritte Gon :i irem Weg abgelenkt werden. Dieser
”ODSQhenr%& dv}eraqlaBte Rutherford, dem Thom-
| odell ein anderes gegeniiberzustellen,
Wen,l Q;asxi;elasti,s?h gebunden heiBt das Elektron dann,
Rraft, » AUs seiner Ruhelage verschoben, mit einer

di’ . - . . . 2
Uhelas & der Verschiebung proportional ist, in die
“48€ zurilckgezogen wird.

a3 elektrische Feld verindert di chwi
20 t rindert die Schwingungs-
ha?xlptdes- quasielastisch gebundenen Elektrons aﬁb%?-
vicht, sondern versehiebt nur seine Ruhelage.
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das die groBen Ablenkungen der a-Strahlen zu
erkliren vermochte. Nach diesem Rutherford-
schen Atombild ist der positiv elektrische Teil
des Atoms auf einen duBerst kleinen Raum?), den
sogenannten Kern, zusammengedringt. Seine
Ladung E besteht aus z Elementarladungen e,
wo z die Ordnungszahl des Elements ist, d. h. die-
jenige Zahl, die die Stelle des Elements im perio-
dischen System angibt?). Um diesen Kern be-
schreiben die Elektronen Planetenbahnen (Kreise
oder XKepler-Ellipsen), da sie nach dem Cou-
lombschen Gesetz (umgekehrt proportional dem
Quadrat der Entfernung).angezogen werden. Im
elektrisch-neutralen Atom mit der Ordnungs-
zahl z umkreisen z Elektronen den Kern. So be-
steht z. B. das feutrale Wasserstoffatom aus
einem einfach geladenen Kern, der von einem
Elektron umkreist wird. Dieses Rutherfordsche
Modell bereitet einem nun allerdings bei niherem
Zusehen eine Enttiuschung: Es hingt nimlich
bei ihm die Umlaufszahl v der Elektronen von der
Energie ab; nimmt man daher nach der klassi-
schen Elektronenthcorie an, daB ein mit der Um-,
laufszahl v kreisendes Elcktron eine Welle von
der Schwingungszahl v aussendet, so muB, da bei
der Ausstrahlung das System Energie verliert,
v sich andern, d. h. das Atom vermag keine homo-
gene Spektrallinie zu emittieren. So scheint es,
als miisse man diesecs Modell von vornherein ab-
lehnen. Aber die Geschichte hat anders ent-
schieden. Mit intuitivem Griff hat sich Bohr
des Modells bemichtigt und es durch drei kithne
Hypothesen der Quantenthecorie untergeordnet.
An erster Stelle fordert er, daB das Elektron nicht
auf allen, nach der Mechanik moglichen Bahnen?)
den Kern umkreisen kann, sondern nur auf ge-
wissen diskreten, quantenmiillig festgesetzten.
Und zwar sind nur Bahnen méglich, fir die das
Impulsmoment [siehe (17) und 17a)] ein ganzes

o
Vielfaches von I 1st, genau wie beim rotierenden

Molekiil. Zweitens: Diese erlaubten Bahnen (auch
,.statische® Bahnen genannt) sind stabil, und zwar
dadurch, daf das Elektron — im Gegensatz zu
den Lehren der klassischen Elektronentheorie —
nicht strahlt, wenn es in ithnen lauft?). Drittens:
Springt das Elektron aus einer erlaubten Bahn
mit hoherer Energie W, in eine andere erlaubte
Bahn mit niedrigerer Energie W,, so emittiert
es dabei eine homogene Strahlung von der Schwin-
gungszahl:

v :E‘—I; W (Bohrscher Frequenzansatz) . . (18

1) Unter gewissen spekulativen Annahmen kann
man seine Dimensionen zu etwa 10— cm berechnen.

?) Es ist also 2z =1 fiir Wasserstoff, 2 =2 fiir He-
lium, 2 =3 fiir Lithium usw.

3) Bohr hat sich im wesentlichen auf Kreisbahnen
beschriinkt. .

3) DaB solche strahlungslosen Bahmen im Atom
wahrscheiulich -vorkommen, dafiir spricht die Konstanz
der magnetischen Momente para- und ferromagnet_lscher
Korper, die nach Einstein und de Haas durch kreisende
Elektronen erzeugt werden.
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d..h; die Energiedifferenz zwischen Anfangs- und
Endbahn ist gleich einem Energiequantum der
emittiertéen Strahlung., Da8 besonders diese letz-
tere Hypothese unserem physikalischen Denken
groBe Schwierigleeiten bereitet und wohl nur als
provisorische Formulierung der Energiebilanz
anzusehen ist, ist ohne weiteres klar.

Die Anwendung dieser drei Hypothesen!) auf
das Wasserstoffatom liefert fiir die Schwingungs-
zahlen, die das Elektron beim Sprung von der
nten nach der 8"  erlaubten Bahn emittiert,

die Werte:. ‘
2 .4 ¢, m Ladung und Masse
- %ﬂ_hg_”% ( 3,. _ ;1,) des Elektrons, (19
. %, n ganze Zahlen.

Setzt man hier s = 2, n =.3, 4 ... so erhalt
man formal genau die empirische Darstellung
der Balmerschen Serie des Wasserstoffs:

v=N(2-l,——7%) (R=8,45....)..@0

Dabei hat die in der empirisehen Formel auf-
tretende Konstante N (die sogenannte Rydberg-
®sche Zahl) den Wert 3,29.1015. Berechnet man
andererseits den Wert der in der theoretischen
Formel (19) auftretenden Konstanten unter Be-
nutzung von

e=4774.10""9; m=10,902-10"%7; h = 6,57-10~%
so findet man den Wetrt 3,26.1015, in schlagen-
der Ubercinstimmung mit dem empirischen Wert.
Diese quantitative Zuriickfithrung der Rydberg-

1) Die ganz elementare Rechnung verliuit so: Es
umlaufe ein Elektron von der Ladung e und der
Masse m den Kern von der Ladung F=z2.e in einem
Kreise vom Radius ¢ mit: der Winkelgeschwindig-
keit w; v sei seine Geschwindigkeit. Dann ist die
Gleicligewichtsbedingung zwischen der Anziehung des
Kerns und der Zentrifugalkraft: ’

ek
“—mawn? oder maSwl=¢kE.

az —
Ferner mnach der zweiten Bohrschen Hypothese:

P
mae =n,- .
2r
Aus diesen beiden Gleichungen fiir @ und @ folgen zum
Beispiel die diskreten Radien der erlaubten Bahnen:
a = W n=1,2,3 )
) r=imeEm =128 ...
Die Energie (kinetische - potentielle) ist:
1 ek 1 eE e E
-~ --- —ain —— 2@02 — - —me— %
W '2mv‘3+(l a g Mmate a. 2a’
also die diskreten Energiewerte:
W= 2n2e2 E2m
, W=
Springt nun das Elektron von der n-ten nach der
s-ten Bahn (n > s), so wird nach dem Bohrschen Fre-

quenzansatz dabei eine Linie emitiiert, von. der
Schwingungszahl:
V_WufW. _2nleima?( 1 1
- R TTW & w
_ 1. 1)~
=N2? (;, — —”—’ .

Es sei hier noch bemerkt, da8 sich in dem.sym-
metrischen Aufban )von v 1;.13 Differenz zweier gleich-
gebauter Terme %:— und _ﬁ;_ mit laufenden Zahlen &
und » das Ritzsche ,,Kombinationsprinzip® wider-

spiegelt. .

Reiche: Die- Quantentheorje.
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schen Zahl auf universelle Konstanten (e, Am‘,? R
bildet die -Hauptleistung der Bohrschen Theorié:
Die Balmerserie wird demnach nach Bohr emit-

tiert, wenn das ‘Elektron vom 3ten, 4ten, . . . .

Kreis in den 2ten springt. Die Formel (19) um- "

faBt aber noch weitere Serien des Wasserstoffs..
Setzt man s—=1,n=2,8,4. ..
die von Lyman gefundene und gemessene ultra-

.» 80 erhilt man .

violette Serie; setzt man s =3, n=4,5,6 , . . »

so erhidlt man die ultrarote Bergmannserie, deren
zwei erste Linien von Paschen beobachtet sind-

Das im periodischen System auf Wasserstoff -

folgende
z=2). Wihrend die Konstitution des neutralen
Heliumatoms noch nicht hinreichend gekliirt ists
scheint es sicher zu sein, daB das positiv geladene

Element ist Helivm (Ordnungszabl .

Heliumatom aus einém zweifach geladenen Kern -

(E =2e) besteht, der von einem' Elektron um- -

kreist wird. Danach’ lassen sich ‘die vom posi-
tiven Helium emittierten Serien zusammenfassen
in der Formel: :

= 1 1

"’"4N(8’ n’) :
wo N wieder die Rydbergsche Zahl bedeutet?)-
Setzt man hier s=8, n—=4,5, 6 .. .., so er

hilt man die ,,sogenannte Hauptserie des Wasser-

stoffs“?), die von Fowler beobachtet und in jiing-

ster Zeit von Paschen eingehend durchgemesser -
. erhilt map -
die ,sogenannte zweite Nebenserie des Wasser-:
stoffs*?) die von Pickering und Evans beobachtet -

wurde. Fiir s=4,n=5,6,7...

wurde.

sucht, im Anschlu8 an das periodische System gé-
eignete Atombilder aufzustellen, in denen sich
z. B. die bekannte Achterperiode des Systems
in eimer nach je 8 Elementen regelmiBig wiedet-
kehrenden Anordnung der #uBeren Elektronen
widerspiegelt, wihrend, die' Zahl der im #@uBersten

Ring kreisenden Elektronen gleich der Valens'

des betrefféenden Elements gesetzt ist. Jedo‘cﬁ_
tragen diese Betrachtungen' einstweilen einen
mehr spekulativen und noch recht . unsicherer
Charakter. . .
" Wihrend so die Quantenhypothese schon iff
ihrer ziemlich primitiven: Form, durch Eingreiferr
in die Atomdynamik, von neuem ihre inner¢
Kraft erwiesen hatte, hatte sie doch dabei filf
ihren eigenen Ausbau nur geringen Nutzen d&-
vongetragen. )
Theorie reiften- schneller als man ahnen konnté:
Schon das Jahr 1915 brachte eine entscheidende
‘Wendung durch zwei Arbeiten von Planck ﬂn‘,l
Sommerfeld, die fiir ein schon lange brennendes
Problem Losungen aufstellien: niimlich fiir die

1) Der Faktor 4 riihrt daher, da8 hier. E =2 ¢ istr
und daher der Energieausdruck W 4-msl eo g 6
wie beim Wagserstoff. Beriickeichtigt man tibrigens dif
Bewegung des Kerns, so nimmt, in Ubereinstimmung
mit der Erfahrung, die Rydbergsche Zahl fiir Heljur®
einen etwas anderen Wert an nf fir Wasserstoff. ..

?) Man schrieb sie vor Bohr dem Waeserstoff sU-

-

Auch fiir die hoheren Elemente hat Bohr ver- .

Aber die Friichte der Bohrschen :



Hef't 17.
26. 4. 1918

E"fweiterung der Quantenhypothese auf Systeme
Yon melzr~eren Freiheitsgraden. Sommerfeld ging
_abel in engem AnschluB an die Bohrsche Theo-
rie ver. Die erste Hauptforderung dieser Theo-
nﬁ b?traf die Auswahl der ec¢rlaubten Bahnen.
ur sie mufite, wie wir sahen, das Impulsmoment

: ; h
P gleich einem ganzen Vielfachen von S sein.
Nach (17a) und (12) 1dBt sich das auch so aus-

Sprechen: Das Integra{/p dq (wo fir die allge-

meme' Koordinate ¢ der Drehungswinkel ¢ ge-
setzt ist) ist gleich einem ganzen Vielfachen von

h, das heiBt:
ﬁ;clq:nh N 2 ]

D?S linksstehende Integral nennt®man, infolge
Seines  Zusammenhanges mit der Phasenebene
% p-Ebene) das Phasenintegral: die Glei-
chung (21) heiBt die Quantenbedingung. Im
alle der Bohrschen Theorie, die nur Kreisbahnen
etrachtet, existiert natiirlich nur eine solche
Uantenhedingung (fiir g — @), da ja der Dre-
St‘g‘llgswinkel ¢ die einzige Variable der Bahn dar-
B t. Anders dagegen liegt es, wenn man die
alfs}clhrﬂnkung auf Kreisbahnen fallen 1dB8t, und
. G Keplerellipsen in den Kreis der Betrach-
Ung zieht. Dann ist jeder Punkt einer Bahn
I‘;”;’“’fh 2 Variable bestimmt, nimlich durch die
inI]l Bel’ﬂung r des Elektrons vom Kern (der sich
¢ Bate vl;_nnpunkt der Ellipse befindet) unq durch
de inkel ®, den r mit einer festen Richtung
demefi) (etwa mlt.der Geraden, die den Kern mit
oin Perlhel verbindet). In diesem Falle hat man
e 1‘01.>1em von'zwei Freiheitsgraden vor sich,
ark ZWG} allgemeinen Koordinaten r und ¢ (Po-
TXoordinaten). Die einfache Erweiterung der
nll:::n;eHPYPOthese durch  Sommerfeld besteht
tenbeda'mn’ daB man in diesem Fall zwei Qu?.n-
ity d_lflgungen_ von der FOI‘II:] (21? aufstel!t, eine
in g le Koordinate @ — die mit .der einzigen
sin er BOhlj'Sdlen Theorie iibereinstimmt — und
.2€ neue fiir die Koordinate r. so daB man also
1€ zwei Gleichiingen erhiilt:

27
pfl’d(p:nh_; ﬁ)rd1':7z’71 ganze . (22

0 Zahlen

By un_d Pr sind dabei die Impulse, die zu den

inoczll'dlnaten. ® und r gehoren!), die Integration

N em zweiten Phasenintegral ist iiber den voll-

v:‘ndlgel} Wertbereich von r zu erstrecken, d. h.
W kleinsten” Wert von r (Perihel) bis zum

&réBten (Aphel) und zum kleinsten zuriick.
\—,

f n und n'

nat;) L Impuls p, der zu einer allgemeinen Koordi-
) 4 gehdrt, bestimmt sich bekanntlich in folgender
ro[f]e' Man bilde die Lagrangesche Funktion L des
den }’?fns, die z. B. im Hamiltonschen Prinzip oder in
ewegungsgleichungen auftritt und stelle sie dar

als Funktion der q und der 5:33, danu istp = —ff
, 24

" Nw. (98
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In ganz entsprechender Weise 1d8t sich natiir-
lich auch fiir mehr als zwei Freiheitsgrade die
Erweiterung vornehmen. Hat das System f Frei-
heitsgrade, ist es also durch f allgemeine Koordi-
naten qi, gz . . . ¢ und die entsprechenden Im-
pulse p, . . . ps charakterisiert, so sind die er-
laubten Bewegungen des Systems durch die f
Quantenbedingungen eingeschrankt?):

/}deqf:nl;h ce e (28

Eine Schwierigkeit, die hier von vornherein
auftauchte, war die Beantwortung der Frage,
welche Koordinaten man denn bei dem Quanten-
ansatz (23) wiahlen solle, oder ob die Wahl gar
gleichgiiltig sei. Im allgemeinen namlich kann
man ja ein System von mehreren Freiheitsgraden
durch verschiedene Arten von Koordinaten cha-
rakterisieren?). Epstein und Schwarzschild haben
dies Problem geldst, wobei sich eine interessante
Beziehung der Quantenhypothese zu einem von
Jacobi und Hamilton aufgestellten Theorem der
klassischen Dynamik offenbarte. SchlieBlich hat
in jiingster Zeit Finstein durch Modifikation der
Formulierung (23) einen Ansatz gegeben, der den
Vorzug besitzt, von der Wahl der Koordinaten
unabhiingig zu sein. Indessen wiirde ein néiheres
Eingehen auf diese ahstrakten Untersuchungen
hier zu weit fithren.

Die zweite Formulierung der Quantenhypo-
these, die sich in mancher Hinsicht von der
Sommerfeldschen unterscheidet, rithrt, wie er-
wiahnt, von Planck her. Sie ist in ihrer ganzen

_Anlage gleichsam vorsichtiger gehalten, als der

radikale Ansatz von Sommerfeld. Planck gebt
dabei, in direktem Anschluf an die oben be-
sprochene Einteilung der Phasenebene des line-
aren Oszillators, bei komplizierteren Systemen
vom Gibbschen Phasenraum aus®) und verleiht
ihm, ganz analog wie der Phasenebene, durch ge-
wisse ausgezeichnete Grenzflichen cine zellen-
artige Struktur, Dabei ist die GroBle der Zellen
bei einem System von f Freiheitsgraden propor-
tional 1. Die Schnittpunkte jener Grenzflichen
stellen dann die quantenmiaflig ausgezeichneten
Zustinde des Systems dar (alsc nach der ersten
Planckschen Theorie die einzig mdoglichen, erlaub-
ten Zustinde). Im Gegensatz zu der Sommer-
feldschen Theorie, in der die Bewegung eines
Systems von f Freiheitsgraden stets dureh f
Quantenbedingungen bestimmt ist, kann bei

1) Die Integrale sind dabei iiber den vollstindigen
moglichen Wertbereich der betreffenden Koordinate zu
erstrecken.

?) So kann man z B. die Keplerbewegung dex

" Elektrons entweder durch Polarkoordinaten 7 und @

oder durch Kartesische Koordinaten z und y be-

schreiben. .

3) d. h, von demjenigen 2f-dimensionalen Raum,
dessen Koordinaten die GroBen g1« .- o @p PL. .- P,
sind. Jeder Punkt dieses 2f-dimensionalen Raumes
stellt also einen bestimmten Zustand des Systems dar.

=
B
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Planck unter Umstanden der Fall eintreten, dal
weniger Quantenbedingungen als Freiheitsgrade
existieren, so daB also mehrere (kohidrente) Frei-
heitsgrade durch eine einzige Quantenbedingung
eingeschrinkt sind. .

DaB diese Theorien den Kern der Sache ge-
troffen hatten, sollte sich bald bei ihrer Anwen-
dung auf das Bohrsche Modell besonders deut-
lich erweisen. Danach muBten unter allen mog-
lichen Bahnen, die das Elektron im neutralen
Wasserstoffatom bzw. im positiven Heliumatom
nm den ein- bzw. zweifach geladenen Kern be-
schreiben kann, die quantenmiBig erlaubten durch
die Bedingungen (22) ausgewihlt werden. Das
ergibt, an Stelle der diskreten gequantelten Kreise
bei Bohr, hier diskrete gequantelte Ellipsen, unter
denen auch die Bohrschen Kreise als Spezialfall
enthalten sind. Und zwar sind die Ellipsen so-
wohl hinsichtlich ihrer GroBe (d. h. ihrer groflen
Achse) als ihrer Form (Achsenverhiltnis) quan-
tenmiBig fetgelegt'), so daB also hier jede Bahn,
im Qegensatz zu Bohr, durch zwei Quantenzahlen
n und n’ charakterisiert ist. An Stelle der For-
-mel (19) fiir die Wasserstoffserien folgt hier?):

- 1 1 o
=Nt )
Dabei ist N wieder die Rydbergsche Zahl; die
beiden Quantenzahlen s und s” charakterisieren
die Endbahn des Elektrons, n und n’ die An-
fangsbahn. Da also hiernach die Zahl der er-
laubten Bahnen gegen Bohr stark vermehrt ist,
so sind damit aueh die [Tbergangsmiglichkeiten
tiir das Elektron, d. h. die Erzeugungsmoglich-
keiten fiir die Spektrallinien, vervielfialtigt. Man
erkennt aber leicht folgende Tatsache: Wihlt
man als Endbahn des Elektrons irgendeine der-
jenigen Bahuen, fiir die die Summe der charak-
teristischen  Quantenzahlen s—+s’  einen  be-
stimmten Wert hat, etwa s+ s =2, und als An-
fangshahn irgendeine derjenigen Bahnen, fiir die
n + n’ einen bestimmten hoheren Wert hat, eotwa
n+n' =3, so liefern alle diese wverschiedenen
Erzeugungsmoglichkeilen dieselbe Linie (fiir die
gewithlten Zahlen die erste Balmerlinic), weil ja
nach (24) die Schwingungszahl v der emittierten
Linie nur von s +s" und von o+ n’ abhingt, da-
gegen nicht von den Einzelwerten s, s’, n, n'.
So will es scheinen, als ob durch diese Kompli-
zierung der Theorie gegeniiber Bohr physikalisch
nichts gewonnen sei. Indessen steckt, wie Bohr
bereits bemerkte, in den Rechnungen eine Ver-
nachlissigung, deren Beriicksichtigung von fun-
damentaler Bedeutung werden sollte und die
[Tauptleistung der Sommerfeldschen Spektral-
linientheorie darstellt. s sind namlich die Ge-

1) Die groBe Halbachse a wird hier

..) r 2 y
— 7&_(11-}-_1{)7’ das Achsenverhiiltnis LS =
4nimell a " nt+n'

2) Die Energie wird niimlich hier:
wo 2meEim
R4
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schwindigkeiten der Elektronen, die bei diesen
Problemen auftreten, nicht mehr als klein gegen
die Lichtgeschwindigkeit anzusehen. In diesem
Falle aber darf man bekanntlich nicht mehr nach
der klassischen Mechanik rechnen, wo die Masse '
der Elektronen eine konstante GroBe ist, sondern
muf sich auf den Boden der Relativitdtstheorie
stellen, und daher die- Abhéngigkeit der Elektro-
nenmasse von der Geschwindigkeit des Elektrons
beriicksichtigen. Wenn man die Rechnung i_ﬂ
diesem Sinne durchfiihrt, so modifiziert sieh die
Serienformel (24) in der Weise, daB nur in erster
Niherung, d. h. bei Vernachlidssigung der Rela-
tivitatskorrektion, die Schwingungzahl allein von
s+ s und n-+n abhidngt; bei Beriicksichtigung
der Relativititskorrektion aber wird v-auch von
den Einzelwerten s, s’, m, n’ abhingig. Daraus
folgt, daf die obengenannten wverschiedenen ET-
zeugungsmiglichkeiten hier nicht mehr dieselbe
Linie liefern, sondern etwas verschiedene Liniet
die allerdings, wegen der Kleinheit der Relativl
tatseffekte, nahe beieinander liegen. Dies ist
die Sommerfeldsche Erklarung fiir die Fei{“
struktur der Spektrallinien. So muB z. B. die
crste Linie der Balmerserie (die rote Wasserstoff-
linie H,) nach Sommerfeld aus 5 Komponente?
bestehen, die in 2 Hauptgruppen (zu 3 und 2)
angeordnet sind. Der mittlere Abstand diesel
beiden Gruppen voneinander betrigt nach der
Theorie!) etwa 0,126 f&E, wihrend die Messunge?
des Wasserstoffdubletts den Wert 0,123 AR lie-
fern (Brotherus, Paschen, Meifiner). Spricht
schon diese Ubereinstimmung stark fiir die
Sommerfeldsche Theorie, so hat die exakte Fein-
strukturmessung der Heliumlinien durch Paschen
cinen noch schlagenderen Beweis fiir ihre Rich-
tigkeit geliefert: Fast liickenlos sind alle von der
Theorie geforderten Linienkomponenten auf der
photographischen Platte erschienen und habe?
dadurch die Existenz der erlaubten Bahnen hand-
greiflich dargetan.

Zwel interessante Folgerungen seien hier noch
erwithnt, die sich auf Sommerfelds Untersuchun”
gen griinden. Frstens ist es durch sie moglic
geworden, die Feinstrukturmessungen direkt zuf
Bestimmung der Fundamentalgréfen e, m, h. 2U
henutzen; zweitens konnte Glifscher zeigen, daB
man die spektroskopischen Beobachtungen nur
dann mit der Theorie in Einklang bringen kanm
wenn man fir die Massenveridnderlichkeit des
Elektrons die re