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Cy et AN .
k.inetis?heTheorie steht und fallt hier bekannt-
lich .mit der Zustandsgleichung idealer Gase

' PY=RT ........ Qa
(p Druck, v Volumen, B Gaskonstante, T' absolute
T‘emperatur). Betrachten wir die Ausdehnung
Sines Ggses vom Volumen »; auf das Volumen v,,
%0 ist die damit verbundene maximale Arbeit

A=RTh2
1

. Der zweite Wirmesatz liefert bekanntlich fiir
die maximale Arbeit 4 die Bezichung (U Ande-
tung der gesamten Energie)

. d4d
) A-U=T ar - 3
Wihrend der neue Wirmesatz erginzend die
bedingung
.. a4 - .
hm ‘d*T’: 0 (fur T= 0) ...... (4

hmz“-fﬁgt Nach Gleichun-g (1) ist nun aber in
diesem Falle

. dd Vg (e
llmd—f,len;‘-)f(fur T=0) ....06

also l.nit dem neuen Wirmesatze unvereinbar.
ir konnen also konstatieren, daB die klassi-
e kinetische Theorie nicht nur nicht den neuen
armesatz abzuleiten, sondern ihn sogar, wenig-
B8 in geiner allgemeinsten Fassung (Anwen-
dung nicht nur auf kondensierte Systeme, sondern
auf alle Substanzen) zu widerlegen vermag.
Aber die klassische kinetische Theorie ist ja
eben durch Planck’s Quantentheorie wenn nicht
urchbrochen, .so doch eingeschrinkt, und zwar
Jacht sich diese Einschrinkung gerade bei tiefen
emperaturen immer stirker bemerkbar; in der
achbarschaft des absoluten Nullpunkts fiihrt sie
Sogar zu einer vollstindigen Negierung der bis-
Tigen kinetischen Anschauungen.
. Der Grundgedanke der Quantentheorie fiihrt
0 seiner Anwenduhg auf Atomschwingungen in
esten Korpern, die man bekanntlich Einstein
verdankt, und ferner in seiner Anwendung auf
Totierende und iiberhaupt sich freibewegende
bt molekiile, mit der ich mich in mehreren Ar-
iten beschiiftigt habe, zu folgender Auffassung:
Jedes materielle System muB sicy durch Ab-
lung schlieBlich in einen Zustand iiberfiihren
> n, be.i welchem eine weitere Abkiihlung
elnen weiteren EinfluB mphr auszuitben vermag.
18 bedeutet aber nichts anderes, als daB alle
Materiellen Verinderungen bei hinreichend tiefen

-emperaturen dem Einflusse der Temperatur ent-

(liuekt werden, eine Vorstellung, die allerdings mit
er klassischen kinetischen Theorie der Wirme
Unvereinbar ist. Aber diese neue Vorstellung ist
; ;B auch zugleich, die uns die Gleichung (4) in ein-
achster Weise anschaulich macht und somit
duch das kinetische Verstindnis des neuen Wir-
mes‘&tzes ermoglicht, — . :
i Auf keinem anderen Gebiete hat die Anwen-
ung der Quantentheorie unsere kinetischen Auf-
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fassungen eo tiefgreifend verindert, wie gerade
auf dem Gebiete des Verhaltens idealer Gase bei
sehr tiefen Temperaturen. Die Anwendung der
Quantentheorie hat hier im Verfolg einer von mir
aufgestellten Vermutung eine Anzahl hervorragen-
der Theoretiker iibereinstimmend zu der Auffas-
sung gefiihrt, daB ein ideales Gas bei sehr tiefen
Temperaturen, zu denen man es sich unter Ver-
meidung von Kondensation abgekiihlt zu denken
hat, in das Gebiet einer Zustandsgleichung ge-
langt, die von Formel (1) vollig verschieden ist.
Um nur einen Punkt herauszugreifen, so sind sich
simtliche, unter sich allerdings nicht véllig iiber-
einstimmende Theorien der sogenannten Gasent-
artung dariiber einig, daB -bei hinreichend tiefer
Temperatur der Druck eines idealen Gases (bei
konstantem Volum) von der Temperatur unab-
hingig sein muB. Zur gleichen SchluBfolgerung
fithrt aber Gleichung (4) in ihrer Anwendung
auf diesen Fall.

Ich konnte daher wohl mit Recht bereits 1911
in meiner in der Kgl. Akademie d. Wiss. gehal-
tenen Festrede betonen, ,,daB die ganz verschieden-
artigen Erwigungen und scheinbar ginzlich ge-
trennten Gebiete, auf denen Planck arbeitete, als
er die Theorie der Strahlung aufdeckte, und ich.
als ich die Beziehungen zwischen chemischer
Energie und Wirme zu entritseln mich bemiihte.
schlieBlich in das gleiche Endresultat eingemiin-
det sind.“ TUnd die weitere Erfahrung hat ge-
lehrt, daB Quantentheorie und neuer Wirmesatz
dort, wo sie sich beriihren, auch zu identischen
Schliissen fiihren.

Thermodynamik und Kohirenz.
Von Prof. Dr. M. v. Laue, Frankfurt a. M.

, Der besondere Reiz, welchen die Strahlungs-
theorie wohl stets- auf die Physiker ausgeiibt hat,
beruht zum groBen Teil darauf, daB in ihr zwei
Forschungsgebiete, Optik . und Thermodynamik,
mit bestem Erfolge zusammentreffen, von denen
sich jedes fiir sich zu hoher Vollendung ent-
wickelt hat. Es liegt hier - ein geradezu klas-

-sisches Beispiel fiir das schon jetzt erreichte Maf8

an Einheit in unserem physikalischen Weltbild
vor, auf der vor allem, wie Planck besonders in
seinem Leidener Vortrag 1908 betont hat, die
Uberzeugungskraft dieses Weltbildes beruht.
Allerdings reicht die eigentliche Thermodynamik
nicht aus, um im Verein mit der Optik alle Auf-
gaben der Strahlungstheorie zu lésen. Gerade
bei deren letzten und wichtigsten Aufgabe, dem
Strahlungsgesetz, muB sie sich durch die Statistik
erginzen lasgen, die ja auch sonst die Thel_‘mo-
dynamik erst vollendet und gewissermaBen iiber
sich selbst erhebt. Eins von Plancks unvergang-
lichen Verdiensten besteht gerade darin, daB er
den Schritt von der reinen Thermodynamik zur
Statistik in der Strahlungstheorie getan hat.
Kaum weniger deutlich als in Plancks folgen-
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schweren Arbeiten zeigt sich die Notwendigkeit
dieses Schrittes bei einer weit bescheideneren
Untersuchung, welche der Verfasser dieses Auf-
satzes in der schonen Zeit, da er Assistent am In-
stitut fiir theoretische Physik an der Berliner Uni-
versitit war, iiber die Entropie kohirenter Strah-
lenbiindel verdffentlicht hat. Aus der entscheiden-
den Forderung, welche dieser Arbeit aws Plancks
lebhafter Anteilnahme erwuchs, erklirt sich wohl
die Aufforderung der Schriftleitung, diesen bis-
her schrittweis in verschiedenen Versffentlichun-
gen behandelten Gegenstand in diesem Planck-
heft zusammenfassend darzustellen.

Unter einem Strahlenbiindel verstehen wir —
um npns zunichst der Sprechweise der geometri-
schen Optik zu bedienen — die vierfach unend-
liche. Gesamtheit won Strahlen, die von allen
Punkten einer bestimmten Fliche ausgehen, und
deren Richtungen einen kleinen riumlichen Win-
kel erfiillen. Wir wollen in diesen Begriff aber
sogleich noch zwei weitere Beschrinkungen auf-
nehmen, nimlich die auf einen schmalen Spektral-
bereich (das Biindel soll micht in-streng mathe-
matischem, wohl aber in physikalischem Sinn
einfarbig sein) und auf geradlinig polarisierte
Schwingungen. AuBerdem wollen wir ihm eine
bestimmte Linge zuschreiben, die natiirlich aufs
Engste mit der Zeit zusammenhiingt, wihrend
der das Biindel von der Strahlungsquelle entsandt
wurde. Unwesentlich,'aber bequem ist es, hier die
Richtung des Strahlenbiindels stets als senkrecht
zu jener Fliche anzun¢hmen. Die Energie des
Biindels ist proportional zu der genannten Flache,
zu seinem Offnungswinkel und zu seiner zeit-
lichen Dauer; den Faktor, welchen man dann
noch hinzuzufiigen hat, bezeichnet man als die
spezifische Intensitdt; die Temperatur des Biin-
dels hingt allein von ihr ab und.steigt und fillt
zugleich mit ihr.

Ein Strahlenbiindel pflanzt sich ohne weeent-
liche Verinderung beliebig lange Zeiten im
leeren Raum fort, es laBt auch regelmiBige
Spiegelung und Brechung ohne Veriinderung
iiber sich ergehen (sofern man dahei von
Absorption und Abspaltung anderer . Biindel
absehen darf), es ist also, rein optisch be-
trachtet, ein recht stabiles Gebilde und deswegen
auch dem Versuch leicht zugiinglich. ,Thermo-
dynamisch ist es freilich von einem Gleich-
gewicht weit entfernt.. Lasgen wir es in einen
von vollkommen, aber diffus spiegelnden Win-
den umgebenen Hohlraum eintreten und schlieSen
wir hinter ihm die Eintrittséffnung, so zerflieBt
es allmihlich zu einer alle Fortpflanzungsrich-
tungen gleichmiBig enthaltenden Strahlung, und
befindet sich im Raume noch das kleinste Kohle-
stiubchen, so zerflieBt es auch in spektraler Be-
ziehung, indem sich seine Energie auf das ganze
Wiirmespektrum ausbreitet; es ist dann auf
durchaus unumkehrbare Weise in die thermo-
dynamiseh stabile Hohlraumstrablung ver-
wawndelt.

v. Laue:'"Thermodynamik uid Kohiirenz.

l'iDiO' B;,mr- "

Fiir dies Elementargebilde der 'Strahlungs--
theorie, das einfarbige, geradlinig polarisierte
Strahlenbiindel bestimmter Linge, hat Planck
zuerst die Entropie berechnet; er bedurfte dazu
(hauptsiichlich wegen der Beschrinkung auf
einen Spektralbereug:) des Boltzmannschen Prin-
zips 8 = k.log W. Der Ausdruck fiir diese Entro-
pie (vgl: weiter unten) steht mit dem Strahlungs-
gesetz in so enger Beziehung, daB beide sich’
gegenseitig bedingen.

Bekanntlich kénnen nun mehrere Strahlen-
biindel zu einander vollstindig kohirent, teilweise
kohirent oder inkohirent seim; reine Interferenz-
erscheinungen erhdlt man nur zwischen ganz
kohdrenten Strahlen, wihrend bei Zusammen-
treffen inkoh#renter Strahlen sich die Intensi-
titen einfach addieren. Die Entwicklung der Strah-
lungstheorie hat es mit sich gebracht, daB man in
ihr zuniéchst nur an inkohiirente Strahlenbiindel
dachte. Man berechnete — und das ist durchaus
einwandfrei — die Entropie eines Systems inke-
hirenter Strahlen, nach dem von korperlichen
Systemen her gewohnten Additionstheorem der
Entropie, d. h. als Summe aus den Entropien der
einzelnen Strahlenbiindel und konnte auf dieser
Grundlage den Satz beweisen: Zwei inkohdrente,
in den geometrischen Bestimmungsstiicken (Aus-
gangsfliche, Offnungswinkel, Linge) und im
Spektralbereich iibereinstimmende Strahlenbiin-
del haben bei gegebener Gesamtenergie dann di¢
gropte Entropie, wenn ihre spezifischen Intensi-
tditen einander gleich sind; jeder, auch wunvoll-
stindige Ausgleich anfangs verschiedemer Inten-
sititen bewirkt Entropievermehrung, ist also un-
umkehrbar. Bedenkt man, daB die Temperatur
der Strahlung mit der spezifischen Intensitét
steigt und fillt, so erkennt man in diesem Satz die
Ubertragung des Carnot-Clausiusschen Prinzipe auf
Strahlenbiindel; der schon erwihnte Beweis 1dBt
sich in der Tat genau wie fiir Kérper von unver-
inderlichem Volumen aus dein Additionstheorem
und der Eigenschaft der Entropie fiihren, daf
sie als Funktion der Energie durch eine mit
wachsender Energie ansteigende, aber nach unten
konkave, d. h. immer langsamer ansteigende
Kurve' dargestellt wird?). Daneben ldBt sich
leicht ein Gedankenversuch ersinnen, bei dem in

1) M. Laue, Verh. d.D. Phys. Ges.9, 606, 1907; Anhm:
Fiir einen K8rper nst Py

228 1
( =0 (am)v — 7 < 0
Fnr ein Stmhlenb(lndel ist entsprechend, wenn $
die spezmache Intensitiit bedeutet:
a.s >0 o S _
Wihl i W 2
en wir nun zwen ertepaare §y, R und ', N
somm,daﬂm+ ‘= Ryt @, dab M;a,-— 3|
>| 8 — 8 | ist, und setzen wir dartiber
unwesentlich ist) noch fest: By’ < By < B < B, 80
sieht e a.ua der hilderten Form der Kurve, d‘,s
8 () — (R2') — 8 (1) oder auch B
+s () <s (m)-;-s(a,) ist. Darin liegt der Be-
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O.ffensichtli(:h unumkehrbarer Weise der Inten-
sititsausgleich erfolgt?). ’
- “lic kohiirente Strahlen — wir meinen zu-
Dichst vollstindig kohirente — gilt dies ,,Carnot-
1a}1siussche Prinzip“ nicht. Erzeugen wir z. B.
Zwei kohiirente Strahlen, indem wir ein Strahlen-
bl_fn-del von der spezifischen Intensitit § an der
diinnen planparallelen Platte P in Fig. 1 spiegeln
a8sen; es spaltet sich dabei in ein gespiegeltes
indel von der Intensitit ®; = +& und ein hin-
durchgelassenes von der Intensitit R = (1—r) &,
und diese beiden sind kohirent. Durch die zur
latte P genay symmetrisch stehenden, vollstindig
reflektierenden Spiegel S; und S; werfen wir
lese Strahlen auf eine andere Stelle der Platte
zuriick, wo sie unter anderem Einfallswinkel
ankommen und deswegen auch mit anderem Re-
Xlonsvermogen +° gespiegelt werden. Dabei
entstehen jetzt 4 Strahlen, die aber paarweise zu-

—
Zweites Paar

Fig. 1.

sammeﬂfallen und sich vollstindig decken. Im
:Nt’?n; Paar interferieren zwei Biindel von den In-
*Dsititen » (1—s') ® und # (1—r) &; im zweiten
Sind djege Intensititen ' & und (1—r) (1—»") K.
°r Phasenunterschied fiir das erste Paar ist 0,

‘l;ur das zweite x; das ist unmittelbar einlenchtend,
faeﬁln _bEI beiden Spiegelungen der glei(rhe__Eil.’x-
v SWinkel herrscht, gilt aber auch unabhiingig
o dieser Bedingung und unabhiingig von der
,,iuﬂllﬁllge’)- Im ersten Paar ergibt sich so-

) Im Mittelpunkt einer v«')ll.:,t.!indi;£ und regelmiiBig
:gifg"“.“de" Kugel liegt éine schwarze Kugel; alle
el dieser Jausgehenden Strahlen gelangen nach ein-
mel:ger Spiegelung” an der tuBeren Kugel zu ihr zu-

', Nun Sffnen wir an dieser Hiille zwei Klappen,
zw e"k"-‘n sie aber sogleich it einer Substanz, welche

o .N»ra..hlen des gewiinschten Spektralbereiches voll-
spi: !¢ hindurchliBit, aber alle anderen vollstindig
iehg‘*lt.' Durch diese Offnungen treten die urspriing-
ein-n~ Strahlenbiindel von verschiedener Tntensitiit

lei }?le. werden von der schwarzen Kugel absorbiert.
Eichc zeitig treten aber zwei Strahlenbiindel aus, die
sie ;’qn den ersteren nur dadurch unterscheiden, daB

rgt.elch{" Intensitiiten haben. Wiihlt man die Tem-
sa ur der schwarzen Kugel so. daB die Gesamtenergie
i alten und des neuen Strahlenpaares die gleiche
inﬁoﬁ? irkt der Vorgang nur, daB zwischen zwei
on: t:reme" Strahlenbiindeln die Intensititen bei
siuds nt?" Gesamtenergie vollstindig ausgeglichen
~ Die Umkehrung dieses Vorganges gelingt nicht.
dorg I+ Laue, An. d. Phys. 20, 365, 1906. Nach § 2
a1t Bilt fir die Phasenepriinge 8, und 84 bei der Spie-
Ung und dem Hindurchgehen unabhiingig von Ein-

Nw. 1915,
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mit die Intensitit Sh':(V1'(1—7")+V1"(1~r))25?,
im zweiten §,' = (I/rr'—l/(l—'r)(l—a"))2 ®. Man
iiberzeugt sich- leicht, dal die Differenz
S1"— K" absolut genommen grofer sein kann als
§t1—8.. Wird das Reflexionsvermigen » und 7’ so
gewithlt, daB » ++" =1 ist, so wird sogar R;" = &,
2= 0; die ganze Energie wandert dann in das
eine Strahlenbiindel, das dem urspriinglichen in
jeder Beziehung gleich wire. Die erste Spiegelung
und Brechung ist damit vollstindig riickgingig -
gemacht, d. h. so, daB keinerlei davon herriithrende
Verinderung zuriickgeblieben ist. Die Spiegelung
und Brechung ist somit, sofern sie micht mil
Absorption verkniipft 1ist, ein im Sinne der
Thermodynamik umkehrbarer Vorgang. Sie er-
maoglicht, bei zwei kohdrenten Strahlen von kon-
stanter Glesamlenergie den Intensitatsunterschied
auf umkehrbare Weise mnach Belieben z2u wver-
grofern oder zu werkleinern. Dasselbe beweisen
ibrigens auch viele andere Versuchsanordnun-
gzen; wir wollen hier nur an das Michelsonsche
Interferometer erinnern, wenngleich bei dessen
tatsichlicher Ausfithrung die planparallele Platte,
welche die Spiegelungen hervorruft, meist leicht
versilbert ist, also einen Teil der Strahlung ab-
sorbiert; wesentlich fiir die Wirksamkeit des
Apparates ist das nicht. Zwischen dem Verhalten
kohédrenter und inkohifenter Strahlenbiindel be-
steht also auch thermodynamisch ein schroffer
(iegensatz.

Was folet daraus fiir die Iintropie eines
Systems von zwei kohiirenten Strahlenbiindeln ?
Die Entropie ein®s Strahlenbiindels muB sich nach
wie vor aus den geometrischen Bestimmungs-
stiicken, Lage und GréBe seines Spektralbereichs
und seiner spezifischen Intensitit berechnen
lassen; man kann dabei nicht darauf. Riicksicht
nchmen, ob irgendwo im Weltall noch ein dazu
kohiirentes Strahlenbiindel vorhanden ist. Denn
die Aufgabe, danach zu suchen. ist selbst fiir die
idealen THilfsmittel, welche die theoretische
('herlegung als zur Verfiigung stehend annehmen
darf, in keiner endlichen Zeit zu lésen. Berech-
net man aber die Entropie des Systems als Summe
der Entropieen der beiden Biindel, wie wir es bei
inkohirenten Biin-eln getan haben, so bedeutet
nach dem oben Gesaxten jede Vergriferung des
Intensititsunterschiedes eine Iintropieverminde-
rung. Der in Fig. 1 geschilderte Spiegelungs-
versuch stellt uns tlso vor die Wahl: Fiir kohi-
rente Strahlenbiindel geben wir entweder ‘das Ad-
ditionstheorem der Entropie oder den Satz von
der Zunahme der Entropie auf.

Wir wollen zuniichst versuchen, die Entschei-
dung herbeizufithren, indem wir den auf der Un-
moglichkeit des Perpetuum mobile zweiter A}'t
fuBlenden Beweis des Entropieprinzipes auf die

*fallswinkel und Wellenliinge die Gleichung 8, —8a =147,

Daraus folgt, daB der Phasenunterschied fur das zweite
Paar F£2(8, — 8q) — x ist; und daraus. wiederum
durch Berechnung der Intensitiiten, daB er fiirs erste
Paar 0 betrigt.

36
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fraglichen luterferenzerscheinungen iibertragen.
Der Satz, daf es kein Perpetuum mobile zweiter
Art geben kann, ist identisch mit der Behauptung,
daB in einem System wiigbarer Kérper die Entro-
pie nie abnimmt. Nehmen wir einmal an, wir
konnten in einem System zweier kohdrenter
Strahlenbiindel die Entropie verkleinern, so
konnten wir ein Perpetuum mobile zweiter Art
bauen, sowie es uns gelingt, diese Entropievermin-
derung auf Korper zu iibertragen. Wir wir dies
nun versuchen mogen, jedenfalls miissen wir
dazu einmal die Strahlen, welche hinterher

interferieren sollen, das andere Mal die durch -

Interferenz entstandenen Strahlen geringerér
Entropie mit ihnen in Energieaustausch treten
lassen. Dag erstere ist aber notwendig mit
dem Verlust der Kohiérenz verbunden. An der
Unméglichkeit, nicht kohiirente Strahlen zur In-
terferenz zu bringen, scheitert also der Versuch,
das Entropieprinzip auf rein thermodynamischem
Wege fiir Interferenzerscheinungen zu beweisen
und so die verlangte Entscheidung zu treffen.
Nur die Unmoglichkeit der Interferenz inko-
hirenter Strahlen selbst laBt sich auf die Un-
moglichkeit deg Perpetuum mobile zweiter Art

s %,

Fig. 2.
zuriickfithren. Wir betrachten dazu die Spie-
gelung und Brechung an der ebenen Grenz-

fliche £ zweier durchsichtigen Medien (Fig. 2).

Sy, Sg, Ss und S: sollen Stiicke von Ober-
flichen schwarzer Korper sein; ihre Lage und
GroBe sei derart, daB das von S; mnach

dem Flichenstiick f der Grenzfliiche F entsandte
Strahlenbiindel, soweit es gespiegelt wird, von
Sa, soweit es Brechung erleidet, von S; absor-
biert wird. Ebenso soll das von 8, nach f
gehende Strahlenbiindel von S; und S, absorbiert
werden. Das ganze System sei von vollkommen
spiegelnden Winden umgeben, und anfangs im
Temperaturgleichgewicht. Schon Clausius hat
gezeigt, daB eine bestimmte Beziehung zwischen
den spezifischen Intensititen der von S; und S:
einerseits, von Ss; und S, andererseits entsandten
Strahlen zu den Brechungsindizes der beiden in
E aneinandergrenzenden Korper die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir bildet, daf
jede dieser vier Flichen S aus der Richtung f
her ebensoviel Energie erhilt, wie sie dorthin
entsendet, daB also das anfiangliche Temperatur-
gleichgewicht nicht gestort wird. In verinderter
Form findet sich diese Betrachtung auch bei
Planck in seinen Vorlesungen iiber die Theorie

v. Laue: Thermodynamik und Kohirenz.
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der Wiirmestrahlung!). Aber dabei spielt die In-
kohiéirenz der von den Flichen S entsandten
Strahlen die Rolle einer durchaus wesentlichen
Voraussetzung. Konnten hingegen die von S
und S. nach f -gehenden Strahlen interferieren.
so erhielte entweder S, aus der Richtung von f
mehr Energie, als es dorthin entsendet, und Ss
dementsprechend weniger, oder umgekehrt; wel-
cher dieser Fille eintrite, und wie grof diese
Unterschiede wiren, hinge von der offenbar rein
zufilligen Phasendifferenz ab, die bei der Inter-
ferenz herrschte, so daB eine bestimmte Aussage
iiberhaupt unmoéglich wire. Auf jeden Fall aber
wiirde das Temperaturgleichgewicht zwischen
den schwarzen Korpern, zu deren Oberflichen
Sz und S; gehoren, ohne sonstige Verdnderung
gestort — und damit wire das Perpetuum mobile
zweiter Art fertig. _

Die eigentliche Thermodynamik liBt uns also
bei der Entscheidung zwischen Additionstheorem
und Entropieprinzip im Stich, und so miissen wir
die Statistik zu Hilfe holen. Fragen wir, in
welcher Form wir sie auf Strahlenbiindel anzu-
wenden haben.

Der erste Schritt zur Beantwortung dieser
Frage besteht in der Abzahlung der Freiheits-
grade eines Strahlenbiindels. Wir haben dies
oben als eine vierfach unendliche Mannigfaltig-
keit von Strahlen definiert, indem wir uns der
Ausdrucksweise der geometrischen Optik be-
dienten. Die Wellenoptik lehrt aber bekannt-
lich, daB benachbarte Strahlen nicht unab-
hingig voneinander bestehen. So bedeutet e
denn auch keinen inneren Widerspruch, wenn
wir dieser unendlichen Mannigfaltigkeit nur
eine endliche Zahl von Freiheitsgraden zu-
schreiben.

Im TUnterschiede zu dem einen schmalen,
aber ‘endlichen Spektralbereich ausfiillenden
Strahlenbiindel wollen wir jetzt fiir den Augep-
blick eine Schwingung betrachten, dic sich ip
jedem Punkte als reine Sinusschwingung voD
der Schwingu‘ngszahl v darstellt; ihre Wellen-

» : C . .
linge ist dann A =5 - Eine derartige Strahlung

denken wir uns etwa von einer kreisformig be
grenzten Linse zur Konvergenz auf dem Flé-
chenstiick f in der Brennebene der Linse g€
bracht. Bekanntlich kann man dabei nicht be:
liebig kleine Strecken in der Brennebene abbil-
den, sondern der kleinste Abstand zweier Bild-
punkte, die wahrnehmbar verschieden beleuchtet
sind, ist, wenn # der Winkel ist, unter welche®
der Durchmesser der Linse von einem Punkt

. A
auf f gesehen yvn-d. von der GréBenordnung 5 -

Die 'kleinste, unabhiingig von ihrer Umgebung
belenchtete Fliche ist somit von der GroBen-

ordnung oder, da Q=n9* der riaamliche

A2
927

1) § 36 und 37.
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. 2
Winkel des Konvergenzkegels ist, gleich ]é:t)

wobei 3 eine von der Wellenlinge unabhingige,
der GroBenordnung nach von 1 jedenfalls nicht
verschiedene, reine Zahl bedeutet. Die im
Ranzen bestrahlte Fliche f setzt sich mithin aus
10 8vifQ
"y T &
Unabhingig von einander bestrahlten ,,Elemen-
tarflichen zusammen. Diese Zahl gibt offen-
lar a0, wieviel Freiheitsgrade man bei der Be-
l?UChtung der Fliche f mit einer aus dem rdaum-
ichen Winkel @ senkrecht auf sie fallenden
Streng einfarbigen Strahlung hat.
Nun kehren wir zu dem endlichen Spektral-
Sl‘elc_h zuriick, dem wir in der Skala der
c.}'lwlﬂgung‘szah]en die Breite dv zuschreiben.
'3re nur eine Elementarfliche beleuchtet, so
d?nnte_man den Schwingungszustand auf ihr fir
le Zelt. T, welche das Strahlenbiindel dauert,
Urch eine Fouriersche Reihe

@ (t)=3Cy, cos (2 :t‘?’, — ﬂn)

(n durchliuft die Reihe der positiven ganzen
8hlen) darstellen, wobei aber nur die Schwin-

om .
8ungszahlen T auftreten diirfen, die den

Ungleichungen r< ; <y+dv genﬁgen.. Deren

Anzah] betrigt Tdy = ,cl_'d,,’ ‘'wenn ! =cT die
k“::tge‘ des Strahlenbiindels bedeutet. Fiir die
di In Rede stehende Schwingung wiire also

€ die Zahl der Freiheitsgrade. ]
ehmen wir schlieBlich eine spektrale Breite
®lne Mehrzahl von ,,Elementarflichen® an, so
"ben wir offenbar die beiden bisher fir Frei-
31tsg-1-ade abgeleiteten Zahlen zu multiplizieren,
M die Zah]l der Freiheitsgrade fiir ein Strah-
blindel von der spektralen Breite dv und der
kgllge .l zu finden, das die Fliche f aus dem
rp,?ﬂlchen Winkel Q senkrecht bestrahlt; sie

o T4gt, wenn wir sogleich das Ergebnis einer
N@ehenderen.

/ und

u

2B mathematischen Untersuchung,
=1 ist1), hinzunehmen
L Rdy
4 g 4P
Der e

Leser wird wohl schon selbst bemerkt haben,

d B . <
g:B lese drei Abziihlungen nicht vollkommen
U8 sind. Sie sind nur dann gute Niherungen,

w S X 5
°hn die hingeschriebenen Zahlen so groB sind,

a g :
- elne Vermehrung oder Verminderung um ein

8 Einheiten nichts ausmacht.
eder

e dieser Freiheitsgrade kann Sinus-
~¥ingungen von der Schwingungszahl v aus-
Bre en; die geringen, von der spektralen

. Ite d‘f herrithrenden Unterschiede spielen fiir
ie S'.Cat.lstik weiterhin keine Rolle. Wie man
3 Statistik auf sie anzuwenden hat, mag noch

—

) M. Laue, Ann. d. Phys. 44, 1197, 1914.

v. Laue: Thermodynamik und Kohd#renz.

211

nicht endgitltigz entschieden sein; jedenfalls ge-
langt man zum Planckschen Strahlungsgesetz,
wenn man voraussetzt, daB jeder Freiheitsgrad
an Energie nur ganz Vielfache des Quantums hv
aufnehmen kannt). Die statistische Betrach-
tung, auf die man dann gefiithrt wird, findet sich
z. B. in der ersten Auflage von Plancks Vor-
lesungen iiber die Theorie der Wirmestrahlung,
§ 148, vorgebildet. Geht man von der so berech-
neten Wahrscheinlichkeit W des Strahlenbiindels
mittels des Boltzmannschen Prinzips S = k.logW
sogleich zu seiner Entropie iiber, so findet man
in Ubereinstimmung mit Planck?) fiir sie:

k2 flQ 2 2R
§= & {(l + I;'V"‘) log (l+ 71}73)
. e2Q QR
—’“",'3 log h—v‘g}dv

wobei &, wie frither, die spezifische Intensitit be-
deutet. .

Doch diese Formel und ihre Ableitung ist
fir uns hier nicht die Hauptsache; es kam uns
nur darauf an, anschaulich zu machen, daB man
statistische Betrachtungen unmittelbar auf Strah-
lenbiindel anwenden kann. Jetzt wenden wir
uns zu der Frage, wie sich fiir diese Statistik
kohirente und inkohérente Strahlenbiindel unter-
scheiden.

Haben wir zwei in den geometrischen Be-
stimmungsstiicken und im Spektralbereich vollig
iibereinstimmende Strahlenbiindel, so -werden,
falls sie inkohiirent sind, in entsprechenden Ele-
mentarstiicken ihrer Brennflichen noch gang
verschiedene, voneinander unabhingige Schwin-
gungen herrschen. Infolgedessen ist die Zahl
von Moglichkeiten, die fiir das erste Biindel ver-
fiighare Energie iiber dessen Freiheitsgrade zu
verteilen, unabhingig von dem im zweiten herr-
schenden Verteilungszustand, ja unabhingig von
dessen Vorhandensein; diese Zahl aber ist die
Wahrscheinlichkeit W;. Ebenso berechnet sich
die Wahrscheinlichkeit W, ohne Riicksicht auf
das erste Biindel. Die Zahl der verschiedenen
moglichen -Energieverteilungen iiber .beide Biin-
del, bei denen aber jedes Biindel im Ganzen gerade
seine vorgegebene Energie erhilt, ist demnach
das Produkt W,.W.. Nach der Bezichung
S =Fk.logW folgt hieraus S = 8;+S,, d. h. das
Additionstheorem der Entropie, das wir schon
oben fiir inkohdrente Strahlenbiindel angenom-
men haben. Und zwar bleibt diese Uberlegung
auch dann noch richtig, wenn die oben angedeu-
tete Form der Statistik, die auf dem Energie-
element hv fuBt, durch eine andere ersetzt wird.

Sind die beiden Strahlenbiindel aber vollstin-
dig kohiirent, so vollfithren entsprechende Frei-
heitsgrade in ihnen genan die gleichen Schwin-
gungen, die sich nur noch durch einen vom In-

1) Eine neuere Untersuchung von Rubinowicz fihrt
diese Annahme auf die Sommerfeld-Epsteinsche Quan-
tenbedingungen zurtick (Phys. Z., S. 18, 96, 1917).

2) Plancks Vorlesungen iiber dlg Theorie der
Wirmestrahlung, Formel 278 der zweiten Auflage.
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tensitifsverhidltnis der beiden Biindel abhiéngigen
Amplitudenfaktor voneinander unterscheiden,
Wie man in diesem Fall statistisch zu rechnen
hat, scheint .mir noch eine offene Frage; jeden-
falls liBt sich die Statistik des Systems aus beiden
nicht so ansetzen, daB man dabei beide als unab-
hiingig betrachtet; hier gilt nicht W = W,.W..
Das Additionstheorem der Entropie gilt also nichi
fiir kohdrente Strahlenbiindel. Damit ist die
oben gestellte Frage zu Ungunsten des Additions-
theorems gelost; nichts hindert mehr, das Prinzip
der Zynahme der Entropie auch flir Interferenz-
erscheinungen gelten zu lassen. Da es sonst sich
als ausnahmslos giiltig erwiesen hat, werden wir
jetzt selbstverstindlich diese Ubertragung unbe-
denklich vollziehen.

Auf Grund dieses Prmzlps aber mussen wir
schlieBen, daB die in Fxg 1 geschilderte
umkehrbare Verwandlung eines Strahlenbiin-
dels in zwei kohdrente wie jeder umkehr-
bare’ Vorgang die Entropie unverindert liBt,
daf also die [Entropie zweier kohiren-
ten Biindel einfach glelch der Entropie des einen
Biindels ist, aus dem sie entstanden sind. Die
Intensitit & des letzteren ‘ist die Summe aus den
Intensititen &; und R der ersteren. Bezeichnet
man daher die Entropie eines Biindels, um die
Abhingigkeit von der spez. Intensitit & zu. kenn-
zmchmm, mit § (&), so st die Entropie von
zwer wvollstindig kohirenten Biindeln gleich
S8+ Rs) und die voa drei, vier, .usw. woll-
stindig kohirenten Biindeln gleich S(8,+ R:+
R+ ...). Das letztere beweist man, indem
man nacheinander je zwei durch Spiegelung und
Brechung wie in Fig. 1 vereimgt, bis nur ein
Biindel iibrig ist, Verlieren zwei Strahlenbiindel
ihre Kohiirenz, so ist das demnach ein unum-
" kehrbarer Vorgang, denn nach der schon auf
Seite 208 erwihnten Eigenschaft der Funktion
S(R), mit wachsendem 8. immer zu wachsen,
aber in immer geringerem MaBe, folgt die Un-
gleichung S(R,) + S(8) > (R, + 8,), auf deren
rechten Seite die Entropie der urspriinglichen
kohdrenten Biindel, auf deren linken Seite aber
die Entropie derselben, nun inkohérent gewor-
denen Biindel auftritt,t)- X
. Zum SchluB seien noch ein paar Andeutungen

iiber te11we1se kohdrente Strahlenbiindel gestattet.
Da sie den Ubergang zwwchen Kohirenz und In-
kohiéirenz stetiz vermjtteln, so kann schon bei
ihnen das Additionstheorem der Entropie, nicht
mehr gelten. Dennoch 1dBt sich auch bei ihnen
die Gesamtentropxe angeben. Man braucht dazu
zuniéichst eine meBbare,, die Kohiirenz bestim-
mende GréBe, die zusammen mit den Intensititen
erst ein System aus zwei solchen Biindeln voll-
stindig bestimmt. Es laBt sich ein solches in
der Tat aus Interferenzversuchen zwischen den
Biindeln ableiten. Die Entropie ist eine Funk-
tion der Intensititen und dieses KohirenzmaBes.

1) Di;le Ungleichung ergibt sich unmittelbar aus
Anm, 1 zu Seite 208, wenn man dort @’y — O setzt, -

v. Lauer }Tbermodynamik und’ Kohéirénz. [

Die Natus~

Wie diese Abhingigkeit ist, das lehrt der. Satz:.

wissenschafte®

Man kann jedes System vom zwei teilweise' kohd- -
renten Strahlen durch Spiegelung und Brechung.

in zwei inkohdrenté.
Die Entropie jenes:

auf wumkehrbare Weise "
Strahlen verwandeln?).

Systems ist also gleich der Summe der Entro-

pieen der beiden letzteren Biindel, und da deren

Intensititen abhiingig sind von den Intensitdten .

und dem KohirenzmaB der en
Strahlen, erhélt man somit die gesuchte Entro';
pie auch als Funktion des KohiirenzmaBes. Die~

urspriinglichen

ser Satz bleibt richtig, wenn die Kohdrenz eine

'vollstandlge ist; nur wird dann die Intens:tat}

des einen der inkohirenten Biindel gleich Null,
und damit kominen wir auf das obige zuriick.
Ein entsprechender Satz gilt fiir drei und ver-

mutlich auch fiir mehr teilweise kohiirente Strah- -

lenbiindel.

Die weitere Ausfithrung dieser Be-

trachtungen ‘witrde aber den Raum dieses Auf-

satzes iiberschreiten. -
Zusammenfassend konnen wir sagen:

Die :

Entropie des einzelnen Strahlenbiindels ist un- '
abhiingig davon, ob ein zu jhm kohirentes vor:

handen ist oder nicht.

Die Entropie eined

Systems von inkohiirenten Strahlenbiindeln setst.

sich additiv aus den Entropieen der einzelnen
Biindel zusammen,

Bei einem System vollstindig. :

kohiirenter ' Strahlenbiindel ist sie hingegen 80 :
zu bereéhnen, daB man die spezifischen- Inten-’
sititen addiert und die Summe in die Entropie-

funktion einsetzt.

In der Thermodynamik der Korper wird ‘das
Additionstheorem allgemein anerkannt und es lSt
dort aufs Engste mit der Definition der Entropié .

verflochten: Fiir verschiedene Kérper wird -es

als besondere- Definition eingefiihrt (Verglelche~

z. B. Planck’s Vorlesungen uber Thermodynarik
§ 131:

»Endlich bezeichnen wir die Summe der

Entropieen mehrerer Kdrper kurz als die - En-;

tropie des Systems aller Korper .
sich der Satz der Summe der Entropleen zum Satg
von der Zunahme der Entropie umformen, Fir.
die Teile eines homogenen Kogpers aber liegt €f

%) ; nar ed 119"‘:

schon- in der Definitionsgleichung der Entrople ’

dS =(dU + pdV)|T, da sich die Energien und di¢
Volumina der Teile additiv zur Gegamténsrgie
U und zum Gesamtvolumen V zusammenfiigen-
Im Sinne der Statistik liegt die Berechtigung des
Additionstheorems einzig und allein darin, d

es bei den Korpern nichts: der Kohirenz et
sprechendes gibt. Es gibt eben. keinen Natury
vorgang, der zwischen den molekylaren - Bewe:
gungen in zwei -nicht zu kleinen Korpern eine®
einigermaBen innigen Zusammenhang herstellte

Aber diese Beschrinkung auf .nicht zu kleine

Korper- ist durchaus notwendig. In zwei "benach=
barten Korperstucken die nur wemge Atome uwm”
fassen, wird im Allgememen ein solcher Zu7
sammenhang herrschen; .in diesem Fall d&%
Additionstheorem anzuwenden, wire sicher ni

zuldiesig. Das ist natiirlich kein Einwand 838"“

1) M. Lawe, Ann. d. Phyl 23, 1, 1917;-
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