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Max Planck zum sechzigsten Geburtstage.

Von Geheimral Prof. Dr. A. Sommerfeld, Miinchen.

Plancks sechzigster Geburtstag bietet der deut-
schen Physik eine crwiinschte Gelegenheit, sich
k?‘;';UBt zu v:'erden, wie viel sie diesem klaren und

Uhnen Geiste verdankt. Unter dem EinfluB
Seiner grofBen Entdeckung, der Quantenthcorie,
hllf €r uns an der Schwelle des zwanzigsten Jahr-
ungdel‘ts beschert hat, gestaltet sich die Physik
eineresP Ja.hrhunderts in steige-ndem MaBe zu
) er hys§k der Quanten. Wir sehen heute
s daB die feinsten Fragen der Atomistik und
le allgemeinsten Eigenschaften der Materie in
Kem ?lanck§chen Quantenbegriff wurzeln; kein
da“nd:lgﬂ wird im Zweifel dariiber sein, daB er
Li(s:ht ]anclgschg Wirkungsquantun}, neben der
st geschwindigkeit, der Gravitationskonstanten
o dnebe.n d(.ar Ladung und Masse des Elektrons,
.4en wichtigsten Naturkonstanten der heutigen
issenschaft zu zihlen hat.

93 M‘w. Planck ist geboren zu Kiel am
- April 1858. Sein Vater, ein angesehencr
i?fl‘}sspr der Rechte, wurde 1867 von Kiel an

- niversitdt Miinchen berufen und spielte da-
erSt als Vertrauensmann seiner Kollegen im

8o Wa]tllngsausschuB_ der Universitit bis -zu

. einnegi I'.ebensende eine bedeutsame Rolle. Auch
ey heim Plancks war Jurist: der ehrwiirdige,
iche erblindete Schopfer des Deutschen Biirge-r—

Gﬁtt'n Greset.zbuches, Professpr der Rechte in

eben}nlg]en. Der GroBvs:ter (.heser Plancks wirkte

i al_S an de:r. Umversn:ﬁt Gottingen; ur-
Ort}?'g ich schwibischer Geistlicher, wurde or

in als Professor der Theologie berufen.

MﬁMax Planck hat nicht nur seine Jugend in
Hchen. verlebt, sondern vollendete hier auch
r?: Universitiitsstudien und war 1880 bis 1885
ﬁna}tldozent dgr theoretischen Physik an der
soll chener Universitit. Bei seiner Berufswahl
er geschwankt haben zwischen Physik und
dalémk. Wir dirfen uns heute begliickwiinschen,
gew"ir die P hysik endgiiltig zur Lebensaufgabe
dhlt hat. Die Musik ist ihm ohnehin als
ar‘ll)zl'le der Erfrischung und Verjiingung nach
hy ltsr(_alchen. Stun'd.en unverloren geblieben.
. en ht.era1:1‘schen Niederschlag seiner tiefgehen-
Iil musikalischen Interessen haben wir in der
mo;ndlung (24)1) iiber das rein gestimmte Har-
la lum.  Planck spielt nicht nur meisterh.aft
i Vvier, sondern beherrscht auch jenes vieltastige,
.Ver?.nlassung von Helmholtz gebaute und im
zgslkahschen Institut der Berliner Universitit
tuigestellte Harmonium. Ein anderer Jungborn

st ihm die Bergwelt; Planck hat bisher jeden
>\>

1
Ver

sej

) Diese Zahlen beziehen sich auf das nachfolgende
zeichnis der Publikationen.

Sommer groBe und -schwierige Berghesteigungen
unternommen.

Dic wissenschaftliche Personlichkeit Plancks
werzelt in der Thermodynamik. Schon seine
Dissertation (1), Miinchen 1879, ist dem zweitcn
Hauptsatz der mechanischen Wirmetheorie ge-
widmet. Er unterscheidet hier die physikalischen
Prozesse in solche, fiir die die Natur eine Vor-
liebe hat (irreversible Prozesse) und solche, gegen
die sie sich indifferent verhilt (reversible Pro-
zesse). In einer spateren Arbeit (25) bezeichnet
er als Kern des zweiten Hauptsatzes geradezu
die Tatsache, daB es iitberhaupt irreversible Pro-
zesse gibt. Die Dissertation des Einundzwanzig-
jahrigen macht einen ausgesprochen jugendlichen
und enthusiastischen Eindruck und zeichnet den
Weg vor, auf dem sich Plancks Gedankenginge
fiir mehr als ein Jahrzehnt bewegen sollten.

Auch die Habilitationsschrift (2), Miinchen
1880, ,,Gleichgewichtszustinde isotroper Korper
in verschiedenen Temperaturen®, betrifft die
Thermodynamik, ebenso wie die ganze Folge von
Arbeiten bis zum Jahre 1893, (3) bis (23), unter
denen die vier groBen Abhandlungen ,,Uber das
Prinzip der Vermehrung der Entropie“ (8), (9),
(10), (20) hervorzuheben sind. Als Gottinger
Preisschrift gekront wurde die Monographie:
,Das Prinzip der Erhaltung der Energie“ (7).
Urspriinglich im Ladenburgschen Handworter-
buch der Chemie und dann als selbstindige
Schrift erschien 1893 der ,,Grundri8 der allge-
meinen Thermochemie® (26).

Plancks thermodynamische Arbeiten gehen in
erster Linie auf die Klirung der Begriffe und
verfolgen vielfach die methodischen Fragen
(54), (56): Wieviel liBt sich aus der rveinen
Thermodynamik, also mit apodiktischer GewiB-
heit ableiten? An welchen Stellen treten neue
Hypothesen physikalischen oder chemischen Ur-
sprungs hinzu? Sind idealisierte Prozesse, die
mit unwirklichen Zustinden operieren, thermo-
dynamisch beweiskriftig? Um den Inhalt der -
thermodynamischen Hauptsitze auszusehdpfen,
bevorzugt Planck, ebenso wie Gibbs, die Methode
der thermodynamischen Potentiale gegeniiber der
Verwendung eigens crsonnener Kreisprozesse, die
in den Darstellungen der Chemiker vorwiegen.
Offenbar entspricht der axiomatische Charakter
des thermodynamischen Schlusses in besonderem
MaBe Plancks intellektuellen Neigungen.

Von seinem allgemeinen thermodynamischen
Standpunkte aus wurde Planck mit Notwendig-
keit zu den wichtigsten Errungenschaften der
physikalischen Chemie hingeleitet,: die, auf ganz
anderen Wegen gewontien, eben damals hervor-
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schossen. Planck leitete das Massenwirkungsge-
setz von Guldberg und Waage fiir gasformige
Systeme ab (9), (10), er beleuchtete die Theorie
der verdiinnten Losungen von Van't Hoff, faite
den Begriff des osmotischen Druckes thermo-
dynamisch (10), (16) und er wurde, von den
Tatsachen der Dampfspannungs- und Gefrier-
punktserniedrigung und in konsequenter Verfol-
gung thermodynamischer Forderungen, auf die
Dissoziationstheorie gefithrt. Sein Verhiltnis zu
den gleichzeitigen Arbeiten von Arrhenius, die
in bezug auf das Tatsachenmaterial natiirlich
viel weiter gingen, schildert er selbst (12) wie
folgt: , Inzwischen ist von 8. Arrhenius cin Anf-
satz iiber die Dissoziation der in Wasser gelosten
Stoffe erschienen, in welchem der Verfasser ganz
denselben Gedanken ausspricht und fiir eine
Reihe wissriger Losungen ‘nach verschiedenen
Richtungen durchfithrt. Wenn auch die Grund-
lage seiner Ausfithrungen: die durchgreifende
Analogie, die er fiir das Verhalten des osmoti-
schen Druckes in verdiinnten Losungen mit dem
des Druckes vollkommener Gase festsctzt, wohl
noch nicht den Rang eines vollgiiltigen Beweises
beanspruchen diirfte, so scheint mir doch der
Umstand, dal ganz unabhingig von den rein
theoretischen Erérterungen die nimlichen Ideen
von chemischer Seite angeregt und durch die ver-
schiedenartigsten Griinde unterstiitzt werden, ein
Anzeichen dafiir zu sein, dal auch in diesem
Falle wieder die Forderungen des zweiten [laupt-
satzes der Wirmethcorie mit der Zeit einc durch-
gehende Anerkennung finden werden.”

Als AbschluB seiner thermodynamischen Pe-
riode hat uns Planck in seinen ,,Vorlesungen Gbcr
Thermodynamik® 1897 das zuverlissigste und
durchdachteste Lehrbuch dieser Wissenschaft ge-
schenkt; der grofe EinfluB desselben auf Physi-
ker und Chemiker geht schon aus der Anzahl
seiner Auflagen (5. Auflage 1917) hervor. Unter
Ausschaltung aller statistischer und kinetischer
Vorstellungen verfolgt es den thermodynamischen
Gedanken in grofter Reinheit bis zu seiner
jingsten Wendung im Nernstschen Wirme-
theorem. Vielleicht darf bei dieser Gelegenheit
angemerkt werden, daB die einfache und am wei-
testen gehende Fassung dieses Theorems (Ver-
schwinden der Entropie im absoluten Null-
punkte), die Planck 1910 in der dritten Auflage
der Thermodynamik zuerst veroffentlicht hat,
dem Schreiber dieser Zeilen schon von Minkowsk:
kurz vor dessen Tode mitgeteilt wurde.

Auf die Grenze zwischen der thermodynami-
schen und der elektrodynamischen Periode
Plancks fiel der Streit um die Energetik und
ihr Verhiltnis zur Mechanik (Liibecker Natur-
forscherversammlung 1895). Neben dem eigent-
lichen® Rufer im Streit, Boltzmann, hat auch
Planck eine scharfe Absage ,Gegen die neuere
Energetik“ (29) verfaBt. Wenn auch seinen ur-
spriinglichen thermodynamischen Neigungen die
Voranstellung des Energiebegriffes zusagen

Sommerfeld: Max Planck zum sechzigsten Geburtstage.

{ Die Natur-
wi ssenschaften’

mufte (7), so konnte doch seinem klaren Urteil
die mathematische und logische Schwiche der
energetischen Anspriiche nicht entgehen. Diese
Stellungnahme Plancks im Jahre 1896 ist um so
bemerkenswerter, als er damals den Ubergang zur
atomistisch-statistischen = Denkweise  innerlich
noch nicht vellzogen hatte. Spiter hat ja gerade
Planck wie kein anderer fiir die Verbreitung und
Vertiefung der Boltzmannschen statistischen
Tdeen gewirkt, insbesondere durch die Berech-
nung der Konstanten k& des Boltzmannschen
Prinzips aus den strahlungstheoretischen Daten
und durch seine klassisch-einfache Ableitung der
Zustandsgleichung idealer einatomiger Gase aus
dem H-Theorem (55), die in dem Lehrbuch der
Wirmestrahlung an bevorzugter Stelle als Vor-
bild fiir die Ableitung des Strahlu?]gs-gesetzes
anfgenommen worden ist. :
Planck hatte 1885 bis 1889 die theoretische
Physik in seiner Vaterstadt Kiel vertreten und
war dann durch das besondere Vertrauen von
Helmholtz, der die Bedeutung des jungen Ge-
lehrten frith erkannte, als Nachfolger Kirchhoffs
an dic Berliner Universitit berufen worden.
Inzwischen hatte, durch Mazwell und Hertz
verjiingt, die Elektrodynamik die fithrende Rolle
in der Naturerkenntnis iibernommen. An-
schliefend an die Arbeiten Willy Wiens stellte
sich Planck das Programm, auf dem Gebiete der
Strahlungstheorie die Elektrodynamik mit den
thermodynamischen Prinzipien zu durchdringen-
Dies Programm hat er, vom Jahre 1896 ab, mit
seltenem  ZielbewuBtscin und Erfolge durchge-
fithrt. Die ganze Reihe der Abhandlungen, (31)
bis (50), dienen ausschlieBlich dieser als notweu-
dig und zeitgemiB erkannten Entwicklungsphase’
des wissenschaftlichen Gedankens. Eg ist ein
schones Beispiel wissenschaftlicher Xonzentra-
tion, wie Planck wihrend einer Reihe von Jahren.
nicht rechts und links blickend, sein Ziel im
Auge behielt. Die gleichzeitigen Messungen der
Physikalisch-technischen Reichsanstalt gaben ihm

dabel .die Moglichkeit, seine theoretischen
Krgebnisse an der Erfahrung zu priifen. Das
[indresultal war, das Gesetz der ,schwarzen

Strahlung®, der ,Energieverteilung im Normal-
spektrum* (43), (49), das scitdem als ,,Planck-
sches Strahlungsgesetz” weltberithmt geworden
ist und sich bei allen spidteren Strahlungs-
messungen olinzend bewihrt hat.

Der Weg, der zur Entdeckung des Strahlungs-
gesetzes gefithrt hat, war kein ganz gerader
Planck glaubte zunichst, aus seiner Theorie auw
das vorher von W. Wien aufgestellte Strahlungs-
gesetz schlieBen zu sollen, welches nur einen
Grenzfall (fiir tiefe Temperaturen oder kleine

Wellenldngen) des allgemeinen Strahlungsge”
setzes darstellt. Der andere Grenzfall (fiir hohe
Temperaturen oder groBe Wellenlingen) die

sogen. Rayleighsche Strahlungsformel, die siqh
b ,St’andDUDkte der statistischen Theorie
eigentlich zuerst hiitte darbieten sollen, lag da-
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S;ais Planck (ebenso wie Wien) fern und wurde
St durch die Messungen der Reichsanstalt
Aus::;lm6"‘1:'7‘1/7bgsheim und Bubfms-Kurlbaum) Al
schwi en gebracht., ,Der wichtigste und zugleich
\ ach“;l‘l.g’ste Pun!&t der Untersuc.hung‘ .lag in dem
kalischels’ ZdaB eine durch den jeweiligen physi-
Stimmten(‘ .gstand. d.es Systems v9]1kox_nmen be-
v eb r-rOBe eX}stlert, welche du.} Elgens.chaft
don % el allen in dem System sich abspielen-
Stimmtorgan'gen Sl(,'}l immer nur in einem be-
finitio en_hSmne zu .andern,'also_, je nach der De-
ode on 1hres Vorzeichens, immer nur zu wachsen

T lmmer abzunehmen. Sobald eine derartige
Zu‘;‘lﬁmﬁl des Zustandes si‘ch ar}geben 1aBt, ist
Dhyse'llf _auch deyr Nachweis geliefert, dall die
Seitil SZIISGhen. Vorgénge in dem System ein-
" g, 1rzeversibel verlaufen, und da8 sie bestéin-
g€ elnem gewissen Endzustand, dem stationiren
je‘;‘?a;d: Zl_lstre.ben, welcher erreicht ist, wenn
ity unktl.on ihr absolutes 'Mammu}.n b'zw. Mi-
das éﬂ %lllnmmmt“ (49). Es ist verst?ndhch, dab
Sl l:ic en nach dem .elektrodynam@chen Ana
cin T er ther'modynamlsch.en Entxfople .zuna(-zhst
by nisﬁ?n zwischen ‘verschiedenen Mﬁghch}{elten
ahry ubite und der Untersti’ltz_ung durch die Er-
Planczg bedurfte. Immerhin waren durch
biete fl kOr{sequentg Durch-forschung des Ge-
gewi:s le Moghcl;kexten S0 e}ngeschr'inkt,-daﬁ er
giilt; ermﬁ}BeD mit dem zweiten Griff die end-

lge Lésung faBte.-

:ﬂ:’:‘tl,fm_)llte. die Deutung werden, die Planck kurz
sikalig }:11 einem Vortrag in der Deutschen Phy-
18) ‘(34'(;11 Gesellscl}aft am 14, Dezember 1900
unte, ) der Ableitung des Strahlungsgesetzes
v Igelegt hat. In der Tat: Dieses Datum ist

der

gieql??burtstag der Quanten, zunichst der Ener-
deg Santh}. Planck teilt ‘die Strahlungsenergie
von dehmnglln@berei‘:hes (v, dv) in KEinheiten

Zﬁhlenﬁz}re Gi}iﬂ(‘ hv und wendet auf diese die ab-
der W n ethoden' Bolll‘zmann_s an, Damit war
noch lassensqh\aft eine Aufgabe gestellt, die sie
die Fo;rgge in Atenl'l h.alt.en wird, die Aufgabe,
diskong er}lng der Statistik nach einer scheinbar
sShnoy nu'lerhchen Energiestruktur zu ver-
reitun, m(llt dt_:r dur.chz?us kontinuierlichen Aus-
‘S’Ebietegd er Enel‘.g‘l.e"lm gesamten Erfahrungs-
e er Elektrizitit und ganz besonders in
m f]el' Optik. .
stilief Q;lanten fii}}rten zunichst ein ziemlich
“ﬁckg;zau das Ge'blet der Wirmestrahlung zu-
fiing erotgenes Dasein. P.Ianck.selbst wandte mqh
Wir po She ar}_deren Arbeitsgebieten zu, auf die
zehn Jeh zurugkkon}meq werden, und kehrte erst
o zua“ re spiter, im Jahre 1911, zu den Quan-
leniichrECk' O'f'fe.)nbar fithlte er das Bediirfnis,
" efs den ndtigen Abstand und eine groBere
< eangenhext gegen}'iber seinen bisherigen Ge-
o 19853{180!1 Zu gewinnen. _Diese selbst stfallte
Vorl in m}_xsterhgfter We_lse dar in seinen
hug qe‘ungen(uber die Theorie der Wirmestrah-
. B&t .(88). "Wir verfolgen hier zunéchst in
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kurzer Ubersicht die Entwicklungsgeschichte der
Quanten, wic sie sich, anfangs unabhingig von
Planck, sodahn unter dem EinfluB seines Ein-
greifens vollzogen hat. '

Neues Leben bekamen die Quanten durch
Einslein 1907. Er tbertrug die Temperaturab-
hingigkeit der Planckschen Resonatorenergie auf
den Wirmeinhalt der festen Korper tiberhaupt
und konnte dadurch die Anomalien in der spezi-
{ischen Wirme der Korper befriedigend dar-
stellen.  Seitdem haben sich die Quanten iiberall
bewihrt, wo es die Erforschung der physikali-
schen Erscheinungen bei tiefen Temperaturen
galt. Zuniichst auf dem Geobicte der festen Kor-
per in den grofien Untersuchungen von Nernst
itber die spezifischei Wirmen, sodann in der
Gastheorie bei der quantenhaften Entartung des
zweiatomigen Wasserstoffs zu einem einatomigen
xase. Aber auch die Entartung des elektrischen
Widerstandes (die Hyperkonduktibilitit der Me-
talle) und die Anderung der magnetischen Eigen-
schaften der XKorper bei tiefsten Temperaturen
weisen, wenn auch in vorliufig noch dunkler
Form, die Wirksamkeit der Quanten auf.

Die universelle Bedeutung der Quanten wurde
deutlicher, als weiterhin auch die reinen Strah-
lungsphiinomene, unabhingig von jeder Tempe-
raturskala, ihren Zusammenhang mit den Planck-
schen Quanten zeigten. Das erste Beispiel lie-
ferte der lichtelektrische Effekt (Hinstein 1905)
und im Réntgengebiete die sekunddren Kathoden-
strahlen. Auch die Stokessche Regel der Fluores-
zenz konnte FEinstein durch die Quantenvorstel-
lung verstindlicher machen. Stark wurde durch
die Quantentheorie zu fruchtbaren experimen-
tellen Fragestellungen angeregt. In der Aus-
heute der photochemischen Reaktionen zeigten
sich die Energiequanten ebenfalls an. DaB die
Hidrte der Rontgenstrahlen durch Quantenge-
setze geregelt wird, ist lange vermutet und heut-
zutage dadurch sichergestellt, daB das Wirkungs-
quantum % mit groBer Schirfe aus der kurz-
welligen Grenze des Réntgenspektrums experi-
mentell bestimmt werden kann.

Im Verlaufe dieser Untersuchungen war der
Nachdruck mehr und mehr verschoben von den
linergiequanten Av auf das Wirkungsquantum A.
Hier nun griff Planck, dessen Augenmerk von
jeher mehr auf Erfassung der prinzipiellen Zu-
sammenhinge als auf Erklirung der einzelnen
Krfahrungstatsachen gerichtet war, in die Quan-
tendiskussion erneut ein. In seinem Vortrage
(90) auf dem- Solvay-KongreB 1911 faBte er das
Wirkungsquantum als den Elementarbereich der
Wahrscheinlichkeit in der Zustandsebene (p, @)
des Resonators auf und gewann von hieraus (95)
cinen direkten Zugang zum Nernstschen Wirme-
theorem und zur Nullpunktsentropie der Gase
(110). Zigleich ging er von seiner Hypothese
der Quantenabsorption und -emission iiber zu der
neuen ‘ Quantenhypothese: kontinuierliche = Ab-
sorption verbunden ‘mit ‘diskontinuierlicher Quan-
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tenemission (88), (89). Diese ,,zweite Plancksche
Quantenhypothese ergab sich als einziger Aus-
weg aus den logischen und erfahrungsmiBigen
Schwierigkeiten, welche mit der ungeteilten Ab-
gorption eines ganzen Energiequantums, insbe-
sondere im Rontgengebiete und im optischen Ge-
biete bei starker Verdiinnung der Lichtenergie,
verbunden waren. Der zweiten Quantenhypothese
entspricht die zweite Auflage der ,,Wirmestrah-
lung® 1913, in der der neue Standpunkt konse-
quent durchgefiihrt wird. Die Akten iiber die
neue Quantenhypothese - sind noch nicht ge-
schlossen und werden auch von Planck nicht als
abgeschlossen angesehen. Viele Physiker neigen
nach dem Grundsatz ,credo quia absurdum®
mehr der urspriinglichen Quantenhypothese zu,
wihrend sie dic neue Quantenhypothese als einen
abgeschwichten Kompromill ansehen. Man darf
aber nicht tbersehen, daf die neueste Evolution
der Quantentheorie im Bohrschen Atommodell
auffallende Ziige gemein hat mit der zweiten
Planckschen Hypothese, ndmlich die Strahlungs-
freiheit des Oszillators (oder Rotators) in seinem
allgemeinen Verhalten und die diskrete Quan-
tenausstrahlung in besonderen Zustinden; auch
die Nullpunktsenergie, aus der in der zweiten
Planckschen Hypothese die diskrete Emission ge-
speist werden muB, findet eine gewisse Bestiti-
gung in dem Verhalten Bohrscher Atome und in
ihrer von der Temperatur unabhingigen inneren
Eigenbewegung. Ubrigens hat Planck neuer-
dings das Hilfsmittel seines Oszillators bei der
Untersuchung der schwarzen Strahlung aufge-
geben und bevorzugt das der Wirklichkeit niher-
stehende Bild des Rotators (106), (113), (114),
mit welchem er die fiir die Quantentheorie
charakteristischen Beobachtungen gewisser Ab-
sorptionsbanden diskutieren kann.

Die ganze Bedeutung der Quantentheorie fiir
die Grundtatsachen der Physik und Chemie
wurde aber erst 1913 klar, als Niels Bohr seine
Theorie der Spektren und der Atome verdffent-
lichte. Wir wollen gewiBl nicht den Anteil der
Rutherfordschen Kerntheorie an dem Erfolge des
Bohrschen Modelles unterschitzen und noch we-
niger die eigenen Leistungen Bohrs. Aber als
eigentliches Fundament der Bohrschen Theorie
miissen wir doch die Plancksche Quanten-
schopfung ansehen. In dieser Uberzeugung habe
ich als Titel meiner diesbeziiglichen Annalenarbeit
absichtlich gewiihlt: ,,Zur Quantentheorie der
Spektrallinien® und ich war angenehm iiber-
rascht, denselben Titel iiber der zurzeit letzten
Arbeit aus der Feder Bohrs zu lesen: ,,On the quan-
tum theory of spectral lines®. Durch die Bohrsche
Theorie wird die frither riitselhafte Rydberg-
Ritzsche Konstante auf das Plancksche 2 zuriick-
gefithrt, wird der Aufbau der Atome quantenhaft
begritndet und die spektrale Ausstrahlung als
Quantenemission erkannt. In den ersten Zeiten
der . Quantentheorie stellte man wohl die Auf-
gabe, . das . Plancksche . h aus den Tatsachen des
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Atomismus zu verstehen. Wir sehen jetzt deut-
lich, daB die Aufgabe umzukehren ist: ,Man
soll nicht das h aus den Abmessungen der Atome
ableiten, sondern man soll die Existenz der
Atome als Folge der Existenz des Wirkungsquan-
tums ansehen“ (wie ich 1911 auf dem Solvay-
KongreB aussprach).

Uber Bohr hinausgehend hat Planck selbst
(104), (107) im Jahre 1918 gleichzeitig und in
voller Ubereinstimmung mit dem Verfasser dieser
Zeilen diejenige allgemeine Formulierung der
Quantengesetze fiir Systeme mehrerer Freiheits-
¢rade entwickelt, die zur feineren Theorie der
Spektren erforderlich ist. Der allgemeine Stand-
punkt von der Uberlegenheit des Wirkungsquan-
tums iiber die Energiequanten bewshrt sich da-
bei vollstindig; an die Stelle der Phasenebene
(p, @) und ihrer Wahrscheinlichkeitsbereiche trit!
der Phasenraum und seine Strukturierung; die
Energiequanten gibt es nurmehr im Spezialfalle
des periodischen Oszillators. Seitdem hat sich
das Anwendungsgebiet der Quanten ins Un-
begrenzte erweitert. Es geniige, an die elektrische
Zerlegung der Spektrallinien (Starkeffekt) und
an die diskontinuierlich auftretenden Geschwin-
digkeiten der B-Strahlen zu erinnern. Diese Er-
scheinungen bleiben ohne die Quantentheorie un-
verstindlich, werden aber durch dieselbe nach
Epstein bis in alle numerischen Einzelheiten wie-
dergegeben. Wenn dic Welt erst wieder zu wis-
senschaftlicher Sammlung Zeit und Ruhe finden
wird, sehen wir den groBten wissenschaftlichen
{Tberraschungen entgegen, die aus der Verbindung
von Quantentheorie und Atomismus erwachser
werden.

Als die Lauesche Entdeckung bekannt wurde.
hat sich mancher gewundert, dal eine neue Fupn-
damentaltatsache auf dem Boden der klassischen
Optik gewonnen werden konnte, die mit Licht-
quanten nichts zu tun hatte. Die Sache #nderte
sich aber bald. Es war nur ndotig, nach der
Laueschen Methode das Spektrum der Rontgen-
strahlen zu entwerfen, um darin die deutlichen
Spuren der Quanten zu erkennen: in der Serien-
und Dublettanordnung ‘der Rontgenlinien un
in der ultravioletten Grenze des kontinuierlichep
Rontgenspektrums. Seit dieser Erkenntnis wisse?
wir, daB auch die inneren Teile der Schweratome:
in denen die Rontgenstrahlen entstehen, VO
Quantengesetzen beherrscht werden, daB die Quan-
tentheorie den Atomismus bis ins Tnnerste durch-
dringt. )

Wir gehen von der Gegenwart und Zukuni!
der Quantentheorie zuriick zu demjenigen Zeit:
punkte, da der Schopfer dieser Theorie sein¢
Arbeit daran voriibergehend unterbrach. ET
wandte zunichst seine fiir die Strahlung ausg®
arbeiteten Methoden auf die gewdhnliche Optik
an. So erdrterte er die Natur des weiBen Lichtes
(52), ergiinzte die Drudesche Theorie der Disper:
sion nach Seiten der Strahlungsdimpfung un
des molekularen Aufbaus der Materie (51), (62)-
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gmcg auf die Metalloptik im AnechluB an die Ver-
tuche von Hagen und Rubens ein (60) und er-
Weiterto seine bzw. Boltemanns Ableitung-der Zu-
leichung der idealen Gase auf den Fall
an der Waalsscher Gase mit Eigenvolumen (78).
whif Sonders lebhaft. und erfolgreich aber be-
l:e'tlgte ihn in dieser Zwischenzeit, in der die
It an der Quantentheorie ruhte,.die neue
“ e der Relativitit von Raum und Zeit. ,,Ein
AhNk’ahachgr G-gdanke von der Einfachheit und
enthopinbelt, wie. der in dem Relativititsprinzip
Art tene, verdient es, auf mehr als eine einzige
. » Bepriift zu werden® (87). Planck beschif-
Vistis‘;;lch zuniichst mit -der allgemeinen relati-
2én, & en Form der mechanischen Grundgleichun-
tierlp ® er vor Minkowsk: aufstellte (67); disku-
scheid die Kaufmannschen Messungen als Ent-
(69).‘<“.118 fiir oder wider das Relativititsprinzip
e ("1) und trat schlieBlich mit der groBen
o % ,Zur Dynamik bewegter . Systeme® (74)
tindig auf den Boden der neuen Lehre.
es’"‘}kfﬂrmt.isch fiir. die Denkweise Plancks ist
» Wie'er-hier — unter Erweiterung der Disser-
W 8eines Schiilers v. Mosengeil — die thermo-
-zip.:'!llﬁghen Begriffe mit dem. Relativititsprin-
Pl ncei indet; eine 'allgemeine Dynamik ist' nach
‘? 9% df‘hne die Thermodynamik unvollstindig.
seits 18 Qnar{tentheorie spricht in dieser viel-
en:ge'n und tiefen Arbeit. ein. SchluBwort, in-
tivigt?mh die WirkungsgréBe als- allgemeine rela-
Aoy ;Bche Invariante ergibt. Er kann daher
iedé edeu:.ungsv'ollen Satz formulieren: ,Einer
n V*31‘li.nderung in. der Natur entspricht eine
abi,j;‘mmte’ von der Wahl des Bezugssystems un-
Wio (;lsige Anzahl von Wirkungselementen.*
mm:ll;ljolt igt er spiter in allgemeinen, for-
g Vortriigen auf die Relativititstheorie
gen (89 ommen, go in den Columbia-Vorlesun-
und bei der Konigsberger Naturforscher-

llschafy (84), :
‘Viegeu‘lih sonst hat:Planck in den letzten Jahren
Fra Tholt .in ffentlichen Reden die neuesten
v’ouﬁn der physikalischen Erkenntnis in wirkungs-
dis Q’uund allgemeinfaBlicher Form behandelt,
antenhypothese, die Statistik, das Nernst-
Re irmetheorem, so namentlich in seinem
Tatsjahre und in seiner Stellung an der Ber-

lingp Akadem; b
” £ mie (93), (96), (101), (111). Seine
:l.dakt“che Beite und, seine Titigkeit als ge-

in‘.“enhszi"_ter Hochschullehrer kommt zur Geltung
M ]:m Jungst erschienenen elementar gehaltenen
ec. aml.t-Lehrbuche (108). .

- tuer Jemals mit Planck amtlich oder literarisch
SaéhIP hﬂfte, hat die unbeirrbare, wohlwollende
by, lchkeu:- seines Urteils, die Zuverlissigkeit
24 Klarheit seines Wesens tief empfunden. Nur

riiclh sahen wir ihn aus seiner sachlichen Zu-
altung heraustreten. und. eine fast leiden-

it liche Polemik aufnehmen, in der Augsprache
Nagirnst Mach, tiber die' Erkenntnistheorie der

Pirwisseischaften (80), (85). Hier:galt es fir .

Planck das Recht ‘dor physikalischen' Forschung
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auf freié¢ Hypothesenbildung, den Glauben an die

. Einfachheit und Schonheit der Naturgesetze, die

Gesundheit der physikalischen Weltanschanung
zu verteidigen gegeniiber einér Philosophie, die
die Naturgesetze zu bloBen funktionalen Abhin-
gigkeiten ohne kausale Firbung heruntersetzen
und die Naturwissenschaft nur als eine ;dkono-
mische Anpassung unserer Gedanken an unsere
Empfindungen® hinstellen wollte. DaB diese
Philosophie gerade von einem so bedeutenden und

universellen Naturforscher wie Mach vertreten

wurde, konnte' Plancks sachliches Urteil von ihrer
Unfruchtbarkeit nicht schwichen. = |

Eine peinlich genaue Zeiteinteilung, ein ge-
regolter: Wechsel zwischen Arbeit und' Erholung,
vollige Ausspannung in jedem Jahr wihrend
mehferer Ferienwochen, zusanimen mit einer vor-
nehmen  und .scheinbar kithlen Zuriickhaltung
habeh : Plahck trotz der ‘eminenten Leistungén
seines schaffenden Geistes’ vor jeder Uberarbei-
tung bewahrt und ihm die jugendliche Elastizitit
des Korpers. und Geistes, erhalten. Sie haben
es "ihm . erm6glicht,. ;neben der . anspannenden
Arbeit in der abstraktesten Region des wissen-
schaftlichen Gedankens die schwere Belastung der
Berliner’ Lehrtiitigkéit: zu. tragen -und neuerdings
die nicht geringen Pflichten eines stindigen
Sekretirs der PreuBischen Akademie dér Wissen-
schaften zu iibernehmen. Wir wiingchen ilim und
uns, daB seine  Arbeitskraft noch weitere -Jahr-
zehnte ungeschwiicht anhilt, daB er insbesondere
die von ihm gestreute Quantensaat.zu immer rei-
cheren und ‘wunderbareren Friichten heranreifen -
sohen mbge, als schonsten Lohn und als lebendiges
Denkmal seiner treuen Arbeit! " '
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Uber Plancks Verdienste um die
Experimentalphysik.

Von Prof. E. Warburg, Berlin-Charlottenburg.

Planck ist wie Clausius reiner Theoretiker,
experimentell hat er sich nicht betdtigt: Gleich-
wohl stehen die am meisten bahnbrechenden untgl’
seinen Arbeiten, nimlich djejenigen, welche die
Theorie der Strahlung betreffen, in engster Be-
ziehung zu spezieller experimenteller Forschung;
aus solcher sind sie hervorgegangen und 4
solche haben sie riickwirkend einen michtigen
EinfluB ausgeiibt.

Die Physik hat seit ihrer klassischen' Pe-
riode, -besonders in Deutschland, ein neues
sicht angenommen. Planck selbst hat diese
Wandlung durchgemacht, so scheint es hier am
Platz, einen Blick auf dieselbe zu werfen.

In seiner Gedichtnisrede auf Gustay Magnus
sagt Helmholtz: ,Wenn wir nur alle dariiber
einig sind, daB die Wissenschaft zur Aufgabe hat,
die Gesetze der Tatsachen zu finden, so kann man
es.jedem iiberlassen, je nach seiner Neigung s!
entweder frisch in die Tatsachen zu &tiirzen un
zu suchen, wo ihm die Spuren noch unbhekannter
Gesetze aufstoBen mogen, oder aber von den schop
bekannten Gesetzen her die Punkte aufzusuchen.
wo neue Tatsachen zu entdeckensein werden.”

In bezug auf den ersten Weg wird sich wohl
nie viel indern, er fithrt naturgemi8 auf nicht
Erwartetes, nicht zu Erwartendes und gibt 80
vielleicht den stirksten AnstoB zu neuen Ent-
wicklungsreihen. Die Entdeckung des Zeemad-
effekts, der Rontgenstrahlen und der Radlf”
aktivitit sind Beispiele hierfiir aus unserer Zeit-
Bei der Erérterung des zweiten Weges, welcher
von der mathematischen Physik beschritten wird
betont Helmholtz, daB auch diese eine reine LI~
fahrungswissenschaft sei, daB sie keine andere®
Prinzipien zu befolgen habe als die experimentelle
Physik. Er bespricht besonders die Methoden,
durch welche man die von den Zufilligkeiten der
Form, GréBe und Lage der zusammenwirkendeD
Korper befreiten, die Volumelemente betreffen
den Gesetze aufzusuchen hat. Er wendet 8¢
gegen die zu Anfang des 19. Jahrhunderts Sei.ibt.e'
Methode, hierbei Hypothesen iiber -den atomistl”
schen Bau der Korper zugrunde zu legen, ob-
gleich man von den Atomen damals noch so gU
wie gar mnichts gewnBt habe: Dies hat sich nu?
seit ‘der Zeit, zu welcher Helmholtz jene Red
hielt, sehr geiindert; es ist_seitdem gelurgen, 41€
Atome zu-zihlen, zu messen und Wirkungen i’
zelner dersolben zu sehed. ‘'Schon Jwihrend .deT
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;‘:a;mhen, Periode durch Clausius, Mazwell,
Sﬁehtmmm’ van der Waals zu Ehren gebracht,
. Fgesenwartlg die Atomistik an der Spitze
Youi HOrlschung und wiirde wahrscheinlich auch
Sotai, elmholtz, wenn er noch lebte, in ihrer
g'egegen qum anerkannt werden. Denn das, wo-
Velc}t: er sxc.h besonders wendet, ist die Theorie,
ane ,; es nicht fiir nétig hilt, die Folgerungen
“1hren, ihr als Axiome erscheinenden Hypo-
“;;l an der Erfahrung zu priifen.
auf danck steht im Anfang seiner Laufbahn ganz
- “oelt} Boden der klassischen Theorie, indem
meidetmmsche Betrachtungen geflissentlich ver-
weloh, Aber auch in seinen spiiteren Arbeiten,
“inene %llf der Atomistik’ fuBen, insbesondere in
weist c; n}ersqchungen iiber die Strahlung, er-
Expe er sich in bezug auf sein Verhiltnis zum
Na ehgment als echter Schiiller von  Helmbholiz.
& gkeitem er zuerst die Ansicht von der Notwen-
treten hdes ermchen Strahlungsgesetzes ver-
suchun at, wird er durch die Experimentalunter-
von Kcen von Lummer und Pringsheim und dip
; eh’:"lbaum und Rubens sofort veranlaBt, diese
by  fallen zu-lassen. Er stellt zuniichst ver-
theol-et?l“ sein neues Strahlungsgesetz auf, dessen
s “}.sche Begriindung ihm bald darauf gelingt.
Str 9‘Mm’:mikﬂle Gesetz gilt nur fiir sehr diinne
ratur g, nl.so fiir Strahlung sehr tiefer Tempe-
ankomg, Wobei, da es auf das Produkt A.T
: l'forde't’ lingere Wellen tiefere Temperaturen
von St 0. So kommt es, daB fiir die Berechnung
auf Plrahl‘lnzsversuchen im Ultrarot in der Regel
2ancks Gesetz zuriickgegriffen werden mus;
M sichtbaren Gebiet muB dieses Gesetz an-
Tem werden, wenn es sich um sehr hohe
Peraturen, wie bei gewissen Sternen, handelt.
die o0 noch viel allgemeinerer Bedeutung fiir
2ur :;pem!}en'aalle Forschung ist die von Planck
eoretischen Begriindung seines Strahlungs-
konnty aufgestell.te Quantenhypothese. Zunichst
rechng er aus ijhr die Avogadrosche Zahl be-
Vorlag:’ fiir welche bis dahin nur Schitzungen
ergab 0. Aus dieser Zahl und der Valenzladung
Welehesmﬁz das elektrische Elementarquantum,
inh, bog anck im Jahre 1900 zu 4,69.10—%° e. s.
'cllie;le timmte, .das ist sehr nahe der aus ver-
mitteltnev% experimentellen Daten spiter er-
wis he ert, wihrend die ilteren Angaben noch
¢ °;1 1,33 urzd 6,6.10—1° schwankten.
h auBerdem liefert, die Quantentheorie
v::fz“f'ige theoretische Grundlagen fiir eine Fiille
fische %ten, z. B. fiir die Gebiete der spezi-
emin irme, der Spektroskopie, der Photo-
e. Viele hervorragende Forscher, welche die

v
a:n ?lanck erdffnete Bahn betraten, haben sich’

lesen Untersuchungen beteiligt, in besonders
%’:Bdlegender Weise die Herren Finstein und
wen, d'u Aber im Mittelpunkt all dieser An-
ota ngen steht diﬁ Plancksche universelle Kon-
- wici; t.lereg genaue Bestilmmung zurzeit eine
Fos, tigsten Aufgaben  der experimentellen

echung. bildet rind deren Entdeckung mir..als.
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das bedeutungsvollste Ergebnis .der Planckschen
Forschungen “erscheint.
Charlottenburg, den 12. Februar 1918.

Die Entwicklung von Max Plancks
Strahlungstheorie.
Von Geheimrat Prof. Dr. W. Wien, Wiiraburg.

Die eigentliche Strahlungstheorie baute sich,
da es sich um eine Wirkung der Wirme handelt.
zuniichst auf die mechanische Wirmetheorie auf.
Ihr erster Erfolg war das Kirchhoffsche Gesetz
iiber das Verhiltnis von ausgestrahlter zu absor-
bierter Wiirme. Viel spiiter folgte unter Heran-
zichung der elektromagnetischen Lichttheorie das
Gesetz von Stefan-Boltzmann. Mit dem von mir
aufgefundenen Verschiebungsgesetz, welches aus-
sagt, daB bei der Strahlung eines schwarzen Kor-
pers die Temperaturinderung das Produkt aus
Temperatur und Wellenlinge konstant liB8t, waren
die Folgerungen, die sich aus der Wirmelehre
ziehen lassen, erschopft. Ich konnte schon bald
hernach darauf hinweisen, daB es nicht mdglich
ist, durch rein thermodynamische Betrachtungen
die Energieverteilung im Spektrum der Wirme-
strahlung eines schwarzen Korpers festzustellen,
obwohl sich behaupten lieB, daB.diese Verteilung
dem Maximum der Entropie entsprechen muB. Fiir
die Entropie der Strahlung hatte ich auch bereits
die thermodynamisch ableitbaren Ausdriicke auf-
gestellt und die Folgerungen gezogen, daB einem’
Lichtstrahl im freien Raum eine betimmte an-
gebbare Entropie zukommen muB. = Merkwiir-
digerweise fand diese, jetzt wohl allgemein ange-
nommene Verallgemeinerung des Entropiebegriffs.
Widerspruch und Lord Kelvin hat sich ihr bis zu
seinem Tode nicht anschlieBen konnen und sich
noch im Jahre 1904 mir gegeniiber gesprichsweise
geduBert, daB man die Entropie nicht auf den
leeren Raum anwenden diirfe.

Nach dem AbschluB der thermodynamischen
Strahlungstheorie muBte versucht werden, Wege
zu finden, um zu dem Gesetz der Energievertei-
lung der Strahlung auf die Wellenlinge zu ge-
langen. Es war der gegebene Weg, die kinetische
Theorie der Materie zu Hilfe zu nehmen. In der
Tat zeigt die beobachtete Verteilung der Energie
auf dieWellenlingen so groBe Ahnlichkeit mit dem
Maxwellschen Verteilungsgesetz der Geschwindig-
keiten der Gasmolekiile, daB es nahe lag, dieses
fiir die Strahlungstheorie heranzuziehen. Unter
der Annahme, daB Molekiile, welche dem Max-
wellschen Verteilungsgesetz folgen, die Wirme-
strahlung aussenden kénnen und daB jedes nur eine
der Geschwindigkeit entsprechende Wellenlinge
aussendet, stellte ich unter Heranziehung der
thermodynamischen Ergebnisse der Strahlungs-
theorie das Strahlungsgesetz auf, das sich fiir ge-
ringe Dichten der Energie bestitigt hat.

- Dieses Strahlungsgesetz hatte die Eigentiim-
lichkeit, daB es fiir steigende Temperatur einen
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Grenzwert fiir die Strahlungsenergie ergab, der
nicht iiberschritten werden sollte. Es schien sich
zunichst durchaus zu bestétigen.

Mazx Planck fing bald darauf an, sich mit der
Strahlungstheorie zu beschiftigen. Er wandte
seine aus der Hertzschen Theorie der elektro-
magnetischen Wellen abgeleiteten Betrachtungen
zunidchst darauf an, die Entropie der Strah-
lung abzuleiten und. glaubte zundchst im
Strahlungsvorgang ~ selbst
cinen nicht umkehrbaren ProzeB zu er-
blicken. Ein solcher wiirde tatsdchlich notwen-
digerweise zu einer Entropie der Strahlung und
unter der Bedingung ihres Maximums auch zur
Abhingigkeit der Energie der Strahlung von der
Temperatur, d. h. zum Strahlungsgesetz fiihren
miissen.

Eine genauere Analyse zeigte jedoch, daB diese
Folgerung nicht richtig war und daB alle nach
den Maxwellschen Gleichungen ablaufenden Vor-
ginge streng umkehrbar sein miissen. Es muBte
nun die Folgerung gezogen werden, da8 man von
der Wellentheorie des Lichts zum Entropiebegriff
bei der Strahlung nur gelangen kann, wenn man
ihr cine geniigende Regellosigkeit beilegt, wie sie
dadurch .bedingt wird, daB die Erregung der
Strahlung durch die ungeordneten  Molekularbe-
wegungen erfolgt. Planck gelangte so zu dem Be-
griff der ,,natiirlichen Strahlung®, indem er den
Amplituden und Phasen der einzelnen Wellen, aus
denen sich die Strahlung zusammensetzt, einen
moglichst unregelmiBigen Charakter verlieh. Fiir
unsere Beobachtungen sind dann shnlich wie bei
den Wirmevorgingen nur gewisse Mitte]lwerte.
nicht aber einzelne Wellen, mit bestimmter Ampli-
tude und Phase, zugiinglich.

Die Bedingungen, welche die natiirliche Strah-
hung erfiillen soll, lassen sich'nur bei vielen ein-
zelnen, iibereinander sich lagernden Schwingun-
gen mit unregelmiifiger Amplitude und Phase er-
filllen. Wenn dicse Eigenschaften der natiir-
lichen Strahlung vorausgesetzt werden, so ldBt
sich in der Tat nachweisen, daB sie ein nicht um-
kehrbarer Vorgang ist und ihr daher eine Entropie
zugeschrieben werden muB. In der Tat kann man
eine Funktion angeben, welche die Eigenschaft
der Entropie, immer zuzunehmen, besitzt.

Planck konnte eine solche Funktion finden,
die zu dem von mir abgeleiteten Strahlungsgesetz
fithrt. Aber diese Funktion ist nicht die einzige,
welche die Eigenschaften der Entropie besitzt.
Jedoch schienen alle andern Funktionen zu einem
der Erfahrung widersprechenden Strahlungsge-
setz zu fithren.

Bei diesen Betrachtungen war Planck nur von
ciner einzigen Strahlungsquelle ausgegangen. Da
nun die natiirliche Strahlung immer von einer
grofen Zahl von Atomen ausgesandt wird, schlug
er zur Berechnung der Entropie schwingender
Sender einen, Weg ein, der von:der Betrachtung
einer groBeren Zahl gleichzeitig strahlender Ele-
ente gusgeht. Eine Entropievermehrung aller
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dieser setzt sich additiv aus den Anderungen der
Einzelentropieen zusammen, da alle unabhiingig
voneinander strahlen. Planck hielt nun fiir selbst-
verstindlich, daB eine durch zeitliche Anderung
der (von dem stationdren Zustand, dem Maxi-
mum der Entropie, abweichenden) Schwingungs-
energie hervorgerufene Entropieiinderung dur

die Schwingungsenergie, ihre Abweichung vom
Gleichgewichtszustand und ihre zeitliche Ande-

“rung im Ganzen bestimmt sein miisse, ohne daB

man die entsprechende GroBe fiir die einzelnen
Sender zu kennen brauche.

Es ergab sich dann eine einfache Differential-
gleichung zur Bestimmung der Entropie der
Strahlung als Funktion der Energie, welche dann
unter Benutzung des zweiten Hauptsatzes zu dem
von mir abgeleiteten Strahlungsgesetz fiihrte.
Plantk hielt diese Ableitung fiir zwingend und
betrachtete dies Strahlungsgesctz als das durch
die Thermodynamik geforderte, da die Nebenan-
nahmen kaum zu umgehen seien.

. Die experimentellen Untersuchungen hatten
indessen gezeigt, daB dies Strahlungsgesetz nicht
ganz allgemein giiltig, sondern dal es ein Grenz-
gesetz fiir verhidltnismidBig kurze Wellenlinge sel-

Planck sah sich daher genétigt, seine Theorie
oiner Nachpriifung zu unterzichen und muBte die
erwihnten Nebenannahmen aufgeben, ohne so-
gleich andere an ihre Stelle setzen zu kénnen. Um
zu einem allgemeinen Strahlungsgesetz zu g&e-
langen, #nderte er die Differentialgleichung, die
den Zusammenhang zwischen Energie und Entro-
pie darstelle, zunichst rein formal ab. Die ur-
spriingliche Gleichung sagteraus, daB der zweite
Differentialquotient der Entropie nach der Ener-
gio der letzteren umgekehrt proportional sei. Nun
setzt er diesen Differentialquotienten einem
quadratischen’ Ausdruck der Energie umgekehrt
proportional und gewinnt dann cinen etwas all-
gemeineren Ausdruck fiir das StrahlungsgesetZ
der fiir kleine Energie in den einfacheren iiber-
geht.

Zur Begriindung des neuen Ausdruckes fiiT
dic Entropie bedurfte es neuer Annahmen.
Diese neuen Annahmen bestanden nun in der
Einfithrung der berithmten Hypothese der Ener-
gieelemente oder Quanten. Planck konnte nim-
lich nachweisen, daB, wenn man die Schwingungs-
energie der Strahlungssender in einzelne Elemente
von der GroBe hv zerlegt, wo h eine universelle
Konstante, v die Schwingungszahl ist, man durc
Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung unt
der Boltzmannschen Beziehung zwischen Entropi€
und Wahrscheinlichkeit zu einem Ausdruck filr
die Entropie gelangt, ‘der zu dem erweiterten
Strahlungsgesetz fiihrt. .

Hiermit war die theoretische Grundlage fiir die
Ableitung des Strahlungsgesetzes und gleichzeiti¥
fiir die Quantentheorie gegeben.

Man darf nicht verschweigen, daB, von der
Schwierigkeiten der Quantentheorie selbst gan?
abgesehen, die Theorie noch weit entfernt-ist, a1
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d{e Selbstiit}digkeit Anspruch machen zu kénnen,
Sézzez. B. die kingtische Begriindung der Gasge-
ot und dtis z?velt?n Hauptsatzes erreicht. Hier
Ingt es nimlich, in der Hauptsache alle thermo-
ynamlsc}}en Beziehungen auf Grundlage der
rscheinlichkeitsrechnung abzuleiten. In der
:: “ngsthgorie muB aber immer noch von den
Wur?Odyagmlschen Gesetzen, die oben erwihnt
als Feo’;, ebrauch gemacht werd‘en, Elie eigentlich
as V. gerungen aus der The:one fheBen. sollten.
fagh erscplebungsgesetz bestimmt erst die GroBe
dun nsl'gleelemente,' auf we!che sich die Anwen-
eigd er Wahrschemlichkeltsrechnung bezieht.
Keine ezl Jetzigen S_tande der Wissens(}haf't be§teht
icht ussicht, die Stra.hlungsth.eone in dieser
Welch:':;,g' zZu vervollstiindlgex.l. ) Die Konst.ante.h,
gefuhet isher nur du_rch statlstlscpe Theon.en. ein-
igeny hWer:den k9nnte, l?uB _eine atomlstlgche
angebec i{t ausdriicken, die wir jetzt noch nicht
Rewonn Onnen, Qlese Kenntnis muB aber. erst
wird nen Wgrden, die dann die Grundlage bilden
ek d"]m die Behand!ung so zu gestalten, daB
fOIgert,e thermodynamischen Gesetze aus ihr ge-
werden kénnen.
daB Z‘i':ck hatte aus seiner Theorie geschlossen,
mit g € lger K9nstanten des. Strghlun.gsgesetzes
Welche nE mtrgp:ekonstanten xd(.ent}sch .xst., (_lm:ch
ander v, ﬂtl‘?pxe und VVahrsch.emhchkelt mitein-
em dee'knupf!: werden. Es ist der_F?.ktor: mit
"lllltipl'r _LOgar}thmus der Wahrscheinlichkeit zu
icss II{ZIeren ist, um dx'e Entrople. zu erhalten.
chanik onstante k spielt in der statistischen Me-
eorieelge groBe. Rolle. Nach einem Satz dleso.sr
trahly) en bet:elts Lord Rayleigh friiher §uf Qm
stande ndg‘Stheorx? ange_wandt hatte, fiill!: im 7u-
reiheit, es  Gleichgewichts der. Energie :)e«lem
nerg; sgrade dgs S_ystefns dieselbe mittlere
aug ei zu blmd diese ist die Hailfte des Produkts
Stanten k.a soluten _Temperatur und der Kon-
lig ]:‘I'ln bSt.l.'&h!ungssender ist von zwei Verinder-
S¢ Wina hingig, wenn er nur nach einer Richtung
"Oneinfeg kann, W(ill seine Bewegung durch zwgi
schen Nder una;bhangxgen Grofen, dem elektri-
wird ““‘.1 den} magnetlsche‘n Vektor ausgedriickt
moleimh 1;: Imttl?re le.bex.ldlge Krg,ft eines G.as-
der En at ('lrel Freiheitsgrade, ist also g]glch
Schw; €rgle eines Strahlungssenders von einer
‘ngungsrichtung multipliziert mit dreihalbe.
e € mittlere lel?endige Kraft eines Gases, d. h.
Kille m!;l’maenergle gleich der f&nzahl der Mole-
einzelna dér mittleren lebendigen Kraft eines
y inkil{o]ekiﬂs ist, so.kann man die Anzahl
l'uckoe uﬂle der Raumeinheit bei bestimmtem
atrop; unc  gegebener Temperatur durch die
Stange 1%k0nstante ausdriicken, welche eine Kon-
s es Strahlungsgesetzes ist. Sobald aus
‘mee.n der Wirmestrahlung diese Konstante
D0t ist, kann man sie zur Bestimmung der

w;lﬁ:] der Molekiile benutzen. Wie bereits er-
tistig:i, hatte Lord Rayleigh einen Satz der sta-

en Mechanik auf die Strahlungstheorie
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angewendet. Er gelangte hierdurch zu einem:
Strahlungsgesetz, das mit dem verallgemeinerten
Strahlungsgesetz fiir lange Wellen, beziehentlich
groBen Werten der Energie, iibercinstimmt.
Jeans hat dann die Rayleighsche Theorie strenger
formuliert und spiter bewies Lorentz, daB da-
Rayleighsche Strahlungsgesetz ganz allgemein ge-
folgert werden miisse, wenn man die gewohnliche
Statistik auf die Strahlungstheorie anwendet. Da
nun dies der Erfahrung vollig widerspricht, so
folgte aus diesen Betrachtungen, daB die bis-
herigen Methoden der statistischen Mechanik un-
zureichend sind.

In der Tat bedeutet die Einfiihrung der
Energieelemente, oder besser und allgemeiner der
Konstanten & (des Wirkungselements), eine neue
Grundlage fiir die statistische Mechanik. Wenn
sich behaupten 1i8t, daB die bisherigen Theorien
der Mechanik und Elektrodynamik notwendig auch
zur bisherigen statistischen Mechanik fiihren, so
kann man sich allerdings der Folgerung nicht ent-
ziehen, daB8 die Einfithrung des Wirkungsele-
ments, durch welches abgegrenzte Gebiete gleicher
Wahrscheinlichkeit der elementaren Vorginge be-
stimmt werden, auch besondere in unsern bi~-
herigen Naturgesetzen nicht enthaltene Eigen-
schaften der Atome der Korper zur Voraussetzune
hat. Es ist bisher nicht moglich gewesen, etwas
hestimmtes iiber die hierdurch geforderten Gesetze
der atomistischen Vorgénge auszusagen. Auch .in
der Anwendung der Theorie auf die Spektral-
serien, die zu so iiberraschenden Erfolgen gefiihri
hat, werden dic Elektronenbahnen. die den ecin-
zelnen Spektrallinien entsprechen, durch den
mathematischen Ansatz bestimmt, der die Unter-
lage der statistischen Mechanik bildet.

Das Verdienst Plancks liegt nicht nur in der
Verallgemeinerung des Strahlungsgesetzes, son-
dern wohl in noch hdherem Grade in der Begriin-
dung der Theorie des elementaren Wirkungsquan-
tums. Die Einsicht, daB die bisherigen Unter-
lagen der theoretischen Physik nicht ausreichen.
vielmehr die bisher immer gemachte Voraus-
setzung, daB nur stetige Vorgidnge in der Natur
vorkommen konnten, daB diese ,keinen Sprung
mache®, aufgegeben werden miisse, ist sicherlich
eine der bedeutendsten wissenschaftlichen Leistun-
gen.

Trotzdem scheinen die allgemeinen Gesetze
der Elektrodynamik, wie sie in den Maxwellschen
Gleichungen ausgedriickt sind, ihre Giiltigkeit
auch in den atomigtischen Vorgingen zu be-
wahren. Wenigstens hat sich noch immer, wenn
wirklich zwingende Folgerungen dieser Gesetze
gepriift werden konnten, Ubereinstimmung ge-
zeigt. Da, wo sich noch Widerspriiche zeigen, wie
z. B. beim Bohrschen Atommodell, bei dem, ent-
gegen den Forderungen der Theorie, ein in einer
Kreisbahn laufendes Elektron nicht ausstrahlen
soll, liegt der Fehler jedenfalls noch an der Un-
vollstindigkeit des Modells. Die Konstante i
muB eine zu den allgemeinen Gesetzen hinzn-
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tretende Beschrinkung der moglichen Vorginge
bedeuten.

Bei den grofien Erfolgen der A-Theorie ist es
besonders wichtig, abgesehen von der Aufkliarung
der physikalischen Bedeutung, noch innere Wider-
spriiche zu beseitigen. Planck hat, um einem
solchen zu entgehen, seine urspriingliche Theorie
abgedndert. Die Erfahrung hat nimlich gezeigt,
dab alle Vorginge der Lichtabsorption und Licht-
brechung sich so verhalten, dall sie ohne Anwen-
dung der A-Theorie erklirt werden konnen. Die
Absorption des Lichts findet auch in beliebig
kleinen Betrigen statt und man kann eine Licht-
welle so abschwichen, daB das einzelne Atom
lingere Zeit braucht, um ein Energieelement zu
absorbicren. Es ist nicht - einzusehen, was ge-
schehen soll, wenn die Lichtwelle abbricht, bevor
die Absorption eines Energieelements durch das
Atom beendet ist. ~Hierdurch wurde *Planck ver-
anlallt, seine urspriingliche Theorie auf den Vor-
gang der Aussendung von Strahlung zu be-
schranken. Nach dieser Auffassung soll die
h-Theorie nur auf den Vorgang der Aussendung
des Lichts Anwendung finden, bei der Absorption
soll sie keine Rolle spielen. Das letztere wird
sich kaum buchstiiblich durchfiihren lassen, denn
die h-Theorie stellt die Lage der einfachen Serien-
linien im Spektrum mit groBer Genauigkeit dar
und die Absorption findet z. B. beim Wasserstoff
nur fiir die Wellenlingen dieser Linien statt.
Aber die Moglichkeit, daB die Lichtaussendung
als elementarer ProzeB nicht einfach die Um-
kehrung der Lichtabsorption ist, besteht jeden-
falls. Das Kirchhoffsche Gesetz wiirde dann auch
nur als statistisches Gesetz fiir die Mittelwerte
der ausgesandten und absorbierten Energie gelten.

Uber die Frage, ob die dltere oder die neuere
Form der h-Theoric den Tatachen besser ent-
spricht, sind die Akten noch nicht geschlossen,
wie denn iiberhaupt ein logisch liickenloser Aufbau
der Theorie noch nicht moglich ist. Aber durch
die mannigfachen Anwendungen ist sie anregend
gewesen, wie wenig andere Theorien. So wird
sie auch noch fiir lange Zeit als neugewonnenes
Gebiet die Arbeit der Physiker in Anspruch
nehmen, dafiir aber reiche Ertrige versprechen.

Quantentheorie und neuer Wiarmesatz
Von Geh.-Rat Prof. Dr. W. Nernst, Berlin.

Die kinetische Theorie der Wirme und die
Thermodynamik berithren sich zwar in ihren An:
wendungen gegenseitig sehr hiufig und behan-
deln sogar vielfach gleiche Fragen; trotzdem sind
sie im Grunde von einander ganz unabhingig.

Denn die erstere Disziplin geht von atomisti-
gchen Vorstellungen aus und hat bei ihrer wei-
teren Entwicklung zahlreiche neue Hypothesen
sur Hilfe ziehen miissen, wihrend die Thermo-
dynamik bekanntlich derjenige Zweig der theore-
tischen Physik ist, der iiberhaupt mit einem Mini-
mum von Voraussetzungen operiert..

Nernst: Quantentheorie und neuer Wérmesatz.

Die Natur-
wissenschaften

Die atomistischen Theorien ferner sind 10
fortwihrender Neu- oder gar Umgestaltung be
griffen, wie ein Blick auf die Geschichte der kine-
tischen Theorie der Wirme lehrt. Die Lehrsitze
der Thermodynamik hingegen haben sehr rasch
ihre abschlieBende Gestaltung gewonnen: der be-
rithmten Schrift von Helmholtz ,Erhaltung der
Kraft® hat die spitere Zeit nichts hinzuzufiige?
gehabt; das Prinzip von Carnot wurde von Clau-
sius unverindert {ibernommen, allerdings dureb
die prizise, mathematische Formulierung vertieff
und auf die endgiiltige Form gebracht. Der neu€
Wirmesatz schlieBlich erhielt von mir schon 1P
der ersten Arbeit seine fiir alle praktischen AL
wendungen bisher unverdndert gebliebene Form
woran, wie zu vermuten ist, auch die Zukul'lft
nichts fndern diirfte; ich glaube sogar kiirzllc_h
gezeigt zu haben, daB damit die Thermo‘dynﬂm‘k
im engeren Sinne erschopft ist.r)

Die Lehrsitze der Thermodynamik sind simt-
lich aus Abstraktionen eines mehr oder wenige’
ausgedehnten Beobachtungsmaterials entstanden:
das tibrigens zum Teil mehr negativen Charakter®
war (klassisches Beispiel: Scheitern aller Ver
suche zur Konstruktion eines perpetuum mobile):
kinetische Vorstellungen haben sicherlich Carnol
nicht zur Aufstellung seines Prinzips gefiibrt
und weder Julius Robert Mayer, noch Helmholt?
haben solche als Leitstern ihrer Uberlegungen b€
nutzt. Von meinem Wirmesatze kann man, W€
das Nachfolgende lehren wird, sogar behaupted:
daB er mit den zurzeit seiner Auffindung her’™
schenden kinetischen Vorstellungen in seiner A
gemeinheit nicht einmal vereinbar war.

Es lag aber in der Natur der Sache, daf ma"
nach Auffindung der Lehrsitze der Thermodybd”
mik letztere mit den kinetischen Vorstellunge”
in Einklang zu bringen suchte, indem man sic”
bemiihte, jeme Lehrsitze aus der kinetische?
Theorie der Wirme abzuleiten. Was das Geset?
von der Erhaltung der Energie anlangt, so
hierfiir bereits Helmholtz einen, wie es in €'
Natur der Sache liegt, allerdings nur -liicke™
haften Beweis gegeben; fiir den zweiten WHrm®
satz war es bekanntlich Boltzmann, der die en&®
Bezichung zwischen Entropiefunktion und Wah*’
scheinlichkeit eines Zustandes aufdeckte und ¢
in der Tat ein tieferes Verstindnis der klassische?
Thermodynamik ermdglichte. .

Unsere Aufgabe soll es hier sein, das Verhilt-
nis des neuen Wirmesatzes zur kinetischen Theo
rie der Wirme kurz darzulegen, woriiber ¥V
dank den Planckschen Arbeiten vollstandig®
Klarheit uns zu verschaffen vermogen.

Uberzeugen wir uns zunichst, daB bei 4™
denkbar einfachsten Falle, nimlich dem eines 16
alen Gases, kinetische Theorie und nener WArm®
satz mit einander unvereinbar sind. Die klassische

1) Niiheres hieriiber wie auch besonders iiber die
weiter unten besprochene Theorie der Entartung
Gase findet sich bei Nernst, Grundlagen des D€
Wirmesatzes, 1918 bei Knapp in Halle.




Cy et AN .
k.inetis?heTheorie steht und fallt hier bekannt-
lich .mit der Zustandsgleichung idealer Gase

' PY=RT ........ Qa
(p Druck, v Volumen, B Gaskonstante, T' absolute
T‘emperatur). Betrachten wir die Ausdehnung
Sines Ggses vom Volumen »; auf das Volumen v,,
%0 ist die damit verbundene maximale Arbeit

A=RTh2
1

. Der zweite Wirmesatz liefert bekanntlich fiir
die maximale Arbeit 4 die Bezichung (U Ande-
tung der gesamten Energie)

. d4d
) A-U=T ar - 3
Wihrend der neue Wirmesatz erginzend die
bedingung
.. a4 - .
hm ‘d*T’: 0 (fur T= 0) ...... (4

hmz“-fﬁgt Nach Gleichun-g (1) ist nun aber in
diesem Falle

. dd Vg (e
llmd—f,len;‘-)f(fur T=0) ....06

also l.nit dem neuen Wirmesatze unvereinbar.
ir konnen also konstatieren, daB die klassi-
e kinetische Theorie nicht nur nicht den neuen
armesatz abzuleiten, sondern ihn sogar, wenig-
B8 in geiner allgemeinsten Fassung (Anwen-
dung nicht nur auf kondensierte Systeme, sondern
auf alle Substanzen) zu widerlegen vermag.
Aber die klassische kinetische Theorie ist ja
eben durch Planck’s Quantentheorie wenn nicht
urchbrochen, .so doch eingeschrinkt, und zwar
Jacht sich diese Einschrinkung gerade bei tiefen
emperaturen immer stirker bemerkbar; in der
achbarschaft des absoluten Nullpunkts fiihrt sie
Sogar zu einer vollstindigen Negierung der bis-
Tigen kinetischen Anschauungen.
. Der Grundgedanke der Quantentheorie fiihrt
0 seiner Anwenduhg auf Atomschwingungen in
esten Korpern, die man bekanntlich Einstein
verdankt, und ferner in seiner Anwendung auf
Totierende und iiberhaupt sich freibewegende
bt molekiile, mit der ich mich in mehreren Ar-
iten beschiiftigt habe, zu folgender Auffassung:
Jedes materielle System muB sicy durch Ab-
lung schlieBlich in einen Zustand iiberfiihren
> n, be.i welchem eine weitere Abkiihlung
elnen weiteren EinfluB mphr auszuitben vermag.
18 bedeutet aber nichts anderes, als daB alle
Materiellen Verinderungen bei hinreichend tiefen

-emperaturen dem Einflusse der Temperatur ent-

(liuekt werden, eine Vorstellung, die allerdings mit
er klassischen kinetischen Theorie der Wirme
Unvereinbar ist. Aber diese neue Vorstellung ist
; ;B auch zugleich, die uns die Gleichung (4) in ein-
achster Weise anschaulich macht und somit
duch das kinetische Verstindnis des neuen Wir-
mes‘&tzes ermoglicht, — . :
i Auf keinem anderen Gebiete hat die Anwen-
ung der Quantentheorie unsere kinetischen Auf-
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fassungen eo tiefgreifend verindert, wie gerade
auf dem Gebiete des Verhaltens idealer Gase bei
sehr tiefen Temperaturen. Die Anwendung der
Quantentheorie hat hier im Verfolg einer von mir
aufgestellten Vermutung eine Anzahl hervorragen-
der Theoretiker iibereinstimmend zu der Auffas-
sung gefiihrt, daB ein ideales Gas bei sehr tiefen
Temperaturen, zu denen man es sich unter Ver-
meidung von Kondensation abgekiihlt zu denken
hat, in das Gebiet einer Zustandsgleichung ge-
langt, die von Formel (1) vollig verschieden ist.
Um nur einen Punkt herauszugreifen, so sind sich
simtliche, unter sich allerdings nicht véllig iiber-
einstimmende Theorien der sogenannten Gasent-
artung dariiber einig, daB -bei hinreichend tiefer
Temperatur der Druck eines idealen Gases (bei
konstantem Volum) von der Temperatur unab-
hingig sein muB. Zur gleichen SchluBfolgerung
fithrt aber Gleichung (4) in ihrer Anwendung
auf diesen Fall.

Ich konnte daher wohl mit Recht bereits 1911
in meiner in der Kgl. Akademie d. Wiss. gehal-
tenen Festrede betonen, ,,daB die ganz verschieden-
artigen Erwigungen und scheinbar ginzlich ge-
trennten Gebiete, auf denen Planck arbeitete, als
er die Theorie der Strahlung aufdeckte, und ich.
als ich die Beziehungen zwischen chemischer
Energie und Wirme zu entritseln mich bemiihte.
schlieBlich in das gleiche Endresultat eingemiin-
det sind.“ TUnd die weitere Erfahrung hat ge-
lehrt, daB Quantentheorie und neuer Wirmesatz
dort, wo sie sich beriihren, auch zu identischen
Schliissen fiihren.

Thermodynamik und Kohirenz.
Von Prof. Dr. M. v. Laue, Frankfurt a. M.

, Der besondere Reiz, welchen die Strahlungs-
theorie wohl stets- auf die Physiker ausgeiibt hat,
beruht zum groBen Teil darauf, daB in ihr zwei
Forschungsgebiete, Optik . und Thermodynamik,
mit bestem Erfolge zusammentreffen, von denen
sich jedes fiir sich zu hoher Vollendung ent-
wickelt hat. Es liegt hier - ein geradezu klas-

-sisches Beispiel fiir das schon jetzt erreichte Maf8

an Einheit in unserem physikalischen Weltbild
vor, auf der vor allem, wie Planck besonders in
seinem Leidener Vortrag 1908 betont hat, die
Uberzeugungskraft dieses Weltbildes beruht.
Allerdings reicht die eigentliche Thermodynamik
nicht aus, um im Verein mit der Optik alle Auf-
gaben der Strahlungstheorie zu lésen. Gerade
bei deren letzten und wichtigsten Aufgabe, dem
Strahlungsgesetz, muB sie sich durch die Statistik
erginzen lasgen, die ja auch sonst die Thel_‘mo-
dynamik erst vollendet und gewissermaBen iiber
sich selbst erhebt. Eins von Plancks unvergang-
lichen Verdiensten besteht gerade darin, daB er
den Schritt von der reinen Thermodynamik zur
Statistik in der Strahlungstheorie getan hat.
Kaum weniger deutlich als in Plancks folgen-
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schweren Arbeiten zeigt sich die Notwendigkeit
dieses Schrittes bei einer weit bescheideneren
Untersuchung, welche der Verfasser dieses Auf-
satzes in der schonen Zeit, da er Assistent am In-
stitut fiir theoretische Physik an der Berliner Uni-
versitit war, iiber die Entropie kohirenter Strah-
lenbiindel verdffentlicht hat. Aus der entscheiden-
den Forderung, welche dieser Arbeit aws Plancks
lebhafter Anteilnahme erwuchs, erklirt sich wohl
die Aufforderung der Schriftleitung, diesen bis-
her schrittweis in verschiedenen Versffentlichun-
gen behandelten Gegenstand in diesem Planck-
heft zusammenfassend darzustellen.

Unter einem Strahlenbiindel verstehen wir —
um npns zunichst der Sprechweise der geometri-
schen Optik zu bedienen — die vierfach unend-
liche. Gesamtheit won Strahlen, die von allen
Punkten einer bestimmten Fliche ausgehen, und
deren Richtungen einen kleinen riumlichen Win-
kel erfiillen. Wir wollen in diesen Begriff aber
sogleich noch zwei weitere Beschrinkungen auf-
nehmen, nimlich die auf einen schmalen Spektral-
bereich (das Biindel soll micht in-streng mathe-
matischem, wohl aber in physikalischem Sinn
einfarbig sein) und auf geradlinig polarisierte
Schwingungen. AuBerdem wollen wir ihm eine
bestimmte Linge zuschreiben, die natiirlich aufs
Engste mit der Zeit zusammenhiingt, wihrend
der das Biindel von der Strahlungsquelle entsandt
wurde. Unwesentlich,'aber bequem ist es, hier die
Richtung des Strahlenbiindels stets als senkrecht
zu jener Fliche anzun¢hmen. Die Energie des
Biindels ist proportional zu der genannten Flache,
zu seinem Offnungswinkel und zu seiner zeit-
lichen Dauer; den Faktor, welchen man dann
noch hinzuzufiigen hat, bezeichnet man als die
spezifische Intensitdt; die Temperatur des Biin-
dels hingt allein von ihr ab und.steigt und fillt
zugleich mit ihr.

Ein Strahlenbiindel pflanzt sich ohne weeent-
liche Verinderung beliebig lange Zeiten im
leeren Raum fort, es laBt auch regelmiBige
Spiegelung und Brechung ohne Veriinderung
iiber sich ergehen (sofern man dahei von
Absorption und Abspaltung anderer . Biindel
absehen darf), es ist also, rein optisch be-
trachtet, ein recht stabiles Gebilde und deswegen
auch dem Versuch leicht zugiinglich. ,Thermo-
dynamisch ist es freilich von einem Gleich-
gewicht weit entfernt.. Lasgen wir es in einen
von vollkommen, aber diffus spiegelnden Win-
den umgebenen Hohlraum eintreten und schlieSen
wir hinter ihm die Eintrittséffnung, so zerflieBt
es allmihlich zu einer alle Fortpflanzungsrich-
tungen gleichmiBig enthaltenden Strahlung, und
befindet sich im Raume noch das kleinste Kohle-
stiubchen, so zerflieBt es auch in spektraler Be-
ziehung, indem sich seine Energie auf das ganze
Wiirmespektrum ausbreitet; es ist dann auf
durchaus unumkehrbare Weise in die thermo-
dynamiseh stabile Hohlraumstrablung ver-
wawndelt.

v. Laue:'"Thermodynamik uid Kohiirenz.
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Fiir dies Elementargebilde der 'Strahlungs--
theorie, das einfarbige, geradlinig polarisierte
Strahlenbiindel bestimmter Linge, hat Planck
zuerst die Entropie berechnet; er bedurfte dazu
(hauptsiichlich wegen der Beschrinkung auf
einen Spektralbereug:) des Boltzmannschen Prin-
zips 8 = k.log W. Der Ausdruck fiir diese Entro-
pie (vgl: weiter unten) steht mit dem Strahlungs-
gesetz in so enger Beziehung, daB beide sich’
gegenseitig bedingen.

Bekanntlich kénnen nun mehrere Strahlen-
biindel zu einander vollstindig kohirent, teilweise
kohirent oder inkohirent seim; reine Interferenz-
erscheinungen erhdlt man nur zwischen ganz
kohdrenten Strahlen, wihrend bei Zusammen-
treffen inkoh#renter Strahlen sich die Intensi-
titen einfach addieren. Die Entwicklung der Strah-
lungstheorie hat es mit sich gebracht, daB man in
ihr zuniéchst nur an inkohiirente Strahlenbiindel
dachte. Man berechnete — und das ist durchaus
einwandfrei — die Entropie eines Systems inke-
hirenter Strahlen, nach dem von korperlichen
Systemen her gewohnten Additionstheorem der
Entropie, d. h. als Summe aus den Entropien der
einzelnen Strahlenbiindel und konnte auf dieser
Grundlage den Satz beweisen: Zwei inkohdrente,
in den geometrischen Bestimmungsstiicken (Aus-
gangsfliche, Offnungswinkel, Linge) und im
Spektralbereich iibereinstimmende Strahlenbiin-
del haben bei gegebener Gesamtenergie dann di¢
gropte Entropie, wenn ihre spezifischen Intensi-
tditen einander gleich sind; jeder, auch wunvoll-
stindige Ausgleich anfangs verschiedemer Inten-
sititen bewirkt Entropievermehrung, ist also un-
umkehrbar. Bedenkt man, daB die Temperatur
der Strahlung mit der spezifischen Intensitét
steigt und fillt, so erkennt man in diesem Satz die
Ubertragung des Carnot-Clausiusschen Prinzipe auf
Strahlenbiindel; der schon erwihnte Beweis 1dBt
sich in der Tat genau wie fiir Kérper von unver-
inderlichem Volumen aus dein Additionstheorem
und der Eigenschaft der Entropie fiihren, daf
sie als Funktion der Energie durch eine mit
wachsender Energie ansteigende, aber nach unten
konkave, d. h. immer langsamer ansteigende
Kurve' dargestellt wird?). Daneben ldBt sich
leicht ein Gedankenversuch ersinnen, bei dem in

1) M. Laue, Verh. d.D. Phys. Ges.9, 606, 1907; Anhm:
Fiir einen K8rper nst Py

228 1
( =0 (am)v — 7 < 0
Fnr ein Stmhlenb(lndel ist entsprechend, wenn $
die spezmache Intensitiit bedeutet:
a.s >0 o S _
Wihl i W 2
en wir nun zwen ertepaare §y, R und ', N
somm,daﬂm+ ‘= Ryt @, dab M;a,-— 3|
>| 8 — 8 | ist, und setzen wir dartiber
unwesentlich ist) noch fest: By’ < By < B < B, 80
sieht e a.ua der hilderten Form der Kurve, d‘,s
8 () — (R2') — 8 (1) oder auch B
+s () <s (m)-;-s(a,) ist. Darin liegt der Be-
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O.ffensichtli(:h unumkehrbarer Weise der Inten-
sititsausgleich erfolgt?). ’
- “lic kohiirente Strahlen — wir meinen zu-
Dichst vollstindig kohirente — gilt dies ,,Carnot-
1a}1siussche Prinzip“ nicht. Erzeugen wir z. B.
Zwei kohiirente Strahlen, indem wir ein Strahlen-
bl_fn-del von der spezifischen Intensitit § an der
diinnen planparallelen Platte P in Fig. 1 spiegeln
a8sen; es spaltet sich dabei in ein gespiegeltes
indel von der Intensitit ®; = +& und ein hin-
durchgelassenes von der Intensitit R = (1—r) &,
und diese beiden sind kohirent. Durch die zur
latte P genay symmetrisch stehenden, vollstindig
reflektierenden Spiegel S; und S; werfen wir
lese Strahlen auf eine andere Stelle der Platte
zuriick, wo sie unter anderem Einfallswinkel
ankommen und deswegen auch mit anderem Re-
Xlonsvermogen +° gespiegelt werden. Dabei
entstehen jetzt 4 Strahlen, die aber paarweise zu-

—
Zweites Paar

Fig. 1.

sammeﬂfallen und sich vollstindig decken. Im
:Nt’?n; Paar interferieren zwei Biindel von den In-
*Dsititen » (1—s') ® und # (1—r) &; im zweiten
Sind djege Intensititen ' & und (1—r) (1—»") K.
°r Phasenunterschied fiir das erste Paar ist 0,

‘l;ur das zweite x; das ist unmittelbar einlenchtend,
faeﬁln _bEI beiden Spiegelungen der glei(rhe__Eil.’x-
v SWinkel herrscht, gilt aber auch unabhiingig
o dieser Bedingung und unabhiingig von der
,,iuﬂllﬁllge’)- Im ersten Paar ergibt sich so-

) Im Mittelpunkt einer v«')ll.:,t.!indi;£ und regelmiiBig
:gifg"“.“de" Kugel liegt éine schwarze Kugel; alle
el dieser Jausgehenden Strahlen gelangen nach ein-
mel:ger Spiegelung” an der tuBeren Kugel zu ihr zu-

', Nun Sffnen wir an dieser Hiille zwei Klappen,
zw e"k"-‘n sie aber sogleich it einer Substanz, welche

o .N»ra..hlen des gewiinschten Spektralbereiches voll-
spi: !¢ hindurchliBit, aber alle anderen vollstindig
iehg‘*lt.' Durch diese Offnungen treten die urspriing-
ein-n~ Strahlenbiindel von verschiedener Tntensitiit

lei }?le. werden von der schwarzen Kugel absorbiert.
Eichc zeitig treten aber zwei Strahlenbiindel aus, die
sie ;’qn den ersteren nur dadurch unterscheiden, daB

rgt.elch{" Intensitiiten haben. Wiihlt man die Tem-
sa ur der schwarzen Kugel so. daB die Gesamtenergie
i alten und des neuen Strahlenpaares die gleiche
inﬁoﬁ? irkt der Vorgang nur, daB zwischen zwei
on: t:reme" Strahlenbiindeln die Intensititen bei
siuds nt?" Gesamtenergie vollstindig ausgeglichen
~ Die Umkehrung dieses Vorganges gelingt nicht.
dorg I+ Laue, An. d. Phys. 20, 365, 1906. Nach § 2
a1t Bilt fir die Phasenepriinge 8, und 84 bei der Spie-
Ung und dem Hindurchgehen unabhiingig von Ein-

Nw. 1915,
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mit die Intensitit Sh':(V1'(1—7")+V1"(1~r))25?,
im zweiten §,' = (I/rr'—l/(l—'r)(l—a"))2 ®. Man
iiberzeugt sich- leicht, dal die Differenz
S1"— K" absolut genommen grofer sein kann als
§t1—8.. Wird das Reflexionsvermigen » und 7’ so
gewithlt, daB » ++" =1 ist, so wird sogar R;" = &,
2= 0; die ganze Energie wandert dann in das
eine Strahlenbiindel, das dem urspriinglichen in
jeder Beziehung gleich wire. Die erste Spiegelung
und Brechung ist damit vollstindig riickgingig -
gemacht, d. h. so, daB keinerlei davon herriithrende
Verinderung zuriickgeblieben ist. Die Spiegelung
und Brechung ist somit, sofern sie micht mil
Absorption verkniipft 1ist, ein im Sinne der
Thermodynamik umkehrbarer Vorgang. Sie er-
maoglicht, bei zwei kohdrenten Strahlen von kon-
stanter Glesamlenergie den Intensitatsunterschied
auf umkehrbare Weise mnach Belieben z2u wver-
grofern oder zu werkleinern. Dasselbe beweisen
ibrigens auch viele andere Versuchsanordnun-
gzen; wir wollen hier nur an das Michelsonsche
Interferometer erinnern, wenngleich bei dessen
tatsichlicher Ausfithrung die planparallele Platte,
welche die Spiegelungen hervorruft, meist leicht
versilbert ist, also einen Teil der Strahlung ab-
sorbiert; wesentlich fiir die Wirksamkeit des
Apparates ist das nicht. Zwischen dem Verhalten
kohédrenter und inkohifenter Strahlenbiindel be-
steht also auch thermodynamisch ein schroffer
(iegensatz.

Was folet daraus fiir die Iintropie eines
Systems von zwei kohiirenten Strahlenbiindeln ?
Die Entropie ein®s Strahlenbiindels muB sich nach
wie vor aus den geometrischen Bestimmungs-
stiicken, Lage und GréBe seines Spektralbereichs
und seiner spezifischen Intensitit berechnen
lassen; man kann dabei nicht darauf. Riicksicht
nchmen, ob irgendwo im Weltall noch ein dazu
kohiirentes Strahlenbiindel vorhanden ist. Denn
die Aufgabe, danach zu suchen. ist selbst fiir die
idealen THilfsmittel, welche die theoretische
('herlegung als zur Verfiigung stehend annehmen
darf, in keiner endlichen Zeit zu lésen. Berech-
net man aber die Entropie des Systems als Summe
der Entropieen der beiden Biindel, wie wir es bei
inkohirenten Biin-eln getan haben, so bedeutet
nach dem oben Gesaxten jede Vergriferung des
Intensititsunterschiedes eine Iintropieverminde-
rung. Der in Fig. 1 geschilderte Spiegelungs-
versuch stellt uns tlso vor die Wahl: Fiir kohi-
rente Strahlenbiindel geben wir entweder ‘das Ad-
ditionstheorem der Entropie oder den Satz von
der Zunahme der Entropie auf.

Wir wollen zuniichst versuchen, die Entschei-
dung herbeizufithren, indem wir den auf der Un-
moglichkeit des Perpetuum mobile zweiter A}'t
fuBlenden Beweis des Entropieprinzipes auf die

*fallswinkel und Wellenliinge die Gleichung 8, —8a =147,

Daraus folgt, daB der Phasenunterschied fur das zweite
Paar F£2(8, — 8q) — x ist; und daraus. wiederum
durch Berechnung der Intensitiiten, daB er fiirs erste
Paar 0 betrigt.

36
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fraglichen luterferenzerscheinungen iibertragen.
Der Satz, daf es kein Perpetuum mobile zweiter
Art geben kann, ist identisch mit der Behauptung,
daB in einem System wiigbarer Kérper die Entro-
pie nie abnimmt. Nehmen wir einmal an, wir
konnten in einem System zweier kohdrenter
Strahlenbiindel die Entropie verkleinern, so
konnten wir ein Perpetuum mobile zweiter Art
bauen, sowie es uns gelingt, diese Entropievermin-
derung auf Korper zu iibertragen. Wir wir dies
nun versuchen mogen, jedenfalls miissen wir
dazu einmal die Strahlen, welche hinterher

interferieren sollen, das andere Mal die durch -

Interferenz entstandenen Strahlen geringerér
Entropie mit ihnen in Energieaustausch treten
lassen. Dag erstere ist aber notwendig mit
dem Verlust der Kohiérenz verbunden. An der
Unméglichkeit, nicht kohiirente Strahlen zur In-
terferenz zu bringen, scheitert also der Versuch,
das Entropieprinzip auf rein thermodynamischem
Wege fiir Interferenzerscheinungen zu beweisen
und so die verlangte Entscheidung zu treffen.
Nur die Unmoglichkeit der Interferenz inko-
hirenter Strahlen selbst laBt sich auf die Un-
moglichkeit deg Perpetuum mobile zweiter Art

s %,

Fig. 2.
zuriickfithren. Wir betrachten dazu die Spie-
gelung und Brechung an der ebenen Grenz-

fliche £ zweier durchsichtigen Medien (Fig. 2).

Sy, Sg, Ss und S: sollen Stiicke von Ober-
flichen schwarzer Korper sein; ihre Lage und
GroBe sei derart, daB das von S; mnach

dem Flichenstiick f der Grenzfliiche F entsandte
Strahlenbiindel, soweit es gespiegelt wird, von
Sa, soweit es Brechung erleidet, von S; absor-
biert wird. Ebenso soll das von 8, nach f
gehende Strahlenbiindel von S; und S, absorbiert
werden. Das ganze System sei von vollkommen
spiegelnden Winden umgeben, und anfangs im
Temperaturgleichgewicht. Schon Clausius hat
gezeigt, daB eine bestimmte Beziehung zwischen
den spezifischen Intensititen der von S; und S:
einerseits, von Ss; und S, andererseits entsandten
Strahlen zu den Brechungsindizes der beiden in
E aneinandergrenzenden Korper die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir bildet, daf
jede dieser vier Flichen S aus der Richtung f
her ebensoviel Energie erhilt, wie sie dorthin
entsendet, daB also das anfiangliche Temperatur-
gleichgewicht nicht gestort wird. In verinderter
Form findet sich diese Betrachtung auch bei
Planck in seinen Vorlesungen iiber die Theorie

v. Laue: Thermodynamik und Kohirenz.

Die Natur-
wissenschaften

der Wiirmestrahlung!). Aber dabei spielt die In-
kohiéirenz der von den Flichen S entsandten
Strahlen die Rolle einer durchaus wesentlichen
Voraussetzung. Konnten hingegen die von S
und S. nach f -gehenden Strahlen interferieren.
so erhielte entweder S, aus der Richtung von f
mehr Energie, als es dorthin entsendet, und Ss
dementsprechend weniger, oder umgekehrt; wel-
cher dieser Fille eintrite, und wie grof diese
Unterschiede wiren, hinge von der offenbar rein
zufilligen Phasendifferenz ab, die bei der Inter-
ferenz herrschte, so daB eine bestimmte Aussage
iiberhaupt unmoéglich wire. Auf jeden Fall aber
wiirde das Temperaturgleichgewicht zwischen
den schwarzen Korpern, zu deren Oberflichen
Sz und S; gehoren, ohne sonstige Verdnderung
gestort — und damit wire das Perpetuum mobile
zweiter Art fertig. _

Die eigentliche Thermodynamik liBt uns also
bei der Entscheidung zwischen Additionstheorem
und Entropieprinzip im Stich, und so miissen wir
die Statistik zu Hilfe holen. Fragen wir, in
welcher Form wir sie auf Strahlenbiindel anzu-
wenden haben.

Der erste Schritt zur Beantwortung dieser
Frage besteht in der Abzahlung der Freiheits-
grade eines Strahlenbiindels. Wir haben dies
oben als eine vierfach unendliche Mannigfaltig-
keit von Strahlen definiert, indem wir uns der
Ausdrucksweise der geometrischen Optik be-
dienten. Die Wellenoptik lehrt aber bekannt-
lich, daB benachbarte Strahlen nicht unab-
hingig voneinander bestehen. So bedeutet e
denn auch keinen inneren Widerspruch, wenn
wir dieser unendlichen Mannigfaltigkeit nur
eine endliche Zahl von Freiheitsgraden zu-
schreiben.

Im TUnterschiede zu dem einen schmalen,
aber ‘endlichen Spektralbereich ausfiillenden
Strahlenbiindel wollen wir jetzt fiir den Augep-
blick eine Schwingung betrachten, dic sich ip
jedem Punkte als reine Sinusschwingung voD
der Schwingu‘ngszahl v darstellt; ihre Wellen-

» : C . .
linge ist dann A =5 - Eine derartige Strahlung

denken wir uns etwa von einer kreisformig be
grenzten Linse zur Konvergenz auf dem Flé-
chenstiick f in der Brennebene der Linse g€
bracht. Bekanntlich kann man dabei nicht be:
liebig kleine Strecken in der Brennebene abbil-
den, sondern der kleinste Abstand zweier Bild-
punkte, die wahrnehmbar verschieden beleuchtet
sind, ist, wenn # der Winkel ist, unter welche®
der Durchmesser der Linse von einem Punkt

. A
auf f gesehen yvn-d. von der GréBenordnung 5 -

Die 'kleinste, unabhiingig von ihrer Umgebung
belenchtete Fliche ist somit von der GroBen-

ordnung oder, da Q=n9* der riaamliche

A2
927

1) § 36 und 37.
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. 2
Winkel des Konvergenzkegels ist, gleich ]é:t)

wobei 3 eine von der Wellenlinge unabhingige,
der GroBenordnung nach von 1 jedenfalls nicht
verschiedene, reine Zahl bedeutet. Die im
Ranzen bestrahlte Fliche f setzt sich mithin aus
10 8vifQ
"y T &
Unabhingig von einander bestrahlten ,,Elemen-
tarflichen zusammen. Diese Zahl gibt offen-
lar a0, wieviel Freiheitsgrade man bei der Be-
l?UChtung der Fliche f mit einer aus dem rdaum-
ichen Winkel @ senkrecht auf sie fallenden
Streng einfarbigen Strahlung hat.
Nun kehren wir zu dem endlichen Spektral-
Sl‘elc_h zuriick, dem wir in der Skala der
c.}'lwlﬂgung‘szah]en die Breite dv zuschreiben.
'3re nur eine Elementarfliche beleuchtet, so
d?nnte_man den Schwingungszustand auf ihr fir
le Zelt. T, welche das Strahlenbiindel dauert,
Urch eine Fouriersche Reihe

@ (t)=3Cy, cos (2 :t‘?’, — ﬂn)

(n durchliuft die Reihe der positiven ganzen
8hlen) darstellen, wobei aber nur die Schwin-

om .
8ungszahlen T auftreten diirfen, die den

Ungleichungen r< ; <y+dv genﬁgen.. Deren

Anzah] betrigt Tdy = ,cl_'d,,’ ‘'wenn ! =cT die
k“::tge‘ des Strahlenbiindels bedeutet. Fiir die
di In Rede stehende Schwingung wiire also

€ die Zahl der Freiheitsgrade. ]
ehmen wir schlieBlich eine spektrale Breite
®lne Mehrzahl von ,,Elementarflichen® an, so
"ben wir offenbar die beiden bisher fir Frei-
31tsg-1-ade abgeleiteten Zahlen zu multiplizieren,
M die Zah]l der Freiheitsgrade fiir ein Strah-
blindel von der spektralen Breite dv und der
kgllge .l zu finden, das die Fliche f aus dem
rp,?ﬂlchen Winkel Q senkrecht bestrahlt; sie

o T4gt, wenn wir sogleich das Ergebnis einer
N@ehenderen.

/ und

u

2B mathematischen Untersuchung,
=1 ist1), hinzunehmen
L Rdy
4 g 4P
Der e

Leser wird wohl schon selbst bemerkt haben,

d B . <
g:B lese drei Abziihlungen nicht vollkommen
U8 sind. Sie sind nur dann gute Niherungen,

w S X 5
°hn die hingeschriebenen Zahlen so groB sind,

a g :
- elne Vermehrung oder Verminderung um ein

8 Einheiten nichts ausmacht.
eder

e dieser Freiheitsgrade kann Sinus-
~¥ingungen von der Schwingungszahl v aus-
Bre en; die geringen, von der spektralen

. Ite d‘f herrithrenden Unterschiede spielen fiir
ie S'.Cat.lstik weiterhin keine Rolle. Wie man
3 Statistik auf sie anzuwenden hat, mag noch

—

) M. Laue, Ann. d. Phys. 44, 1197, 1914.
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nicht endgitltigz entschieden sein; jedenfalls ge-
langt man zum Planckschen Strahlungsgesetz,
wenn man voraussetzt, daB jeder Freiheitsgrad
an Energie nur ganz Vielfache des Quantums hv
aufnehmen kannt). Die statistische Betrach-
tung, auf die man dann gefiithrt wird, findet sich
z. B. in der ersten Auflage von Plancks Vor-
lesungen iiber die Theorie der Wirmestrahlung,
§ 148, vorgebildet. Geht man von der so berech-
neten Wahrscheinlichkeit W des Strahlenbiindels
mittels des Boltzmannschen Prinzips S = k.logW
sogleich zu seiner Entropie iiber, so findet man
in Ubereinstimmung mit Planck?) fiir sie:

k2 flQ 2 2R
§= & {(l + I;'V"‘) log (l+ 71}73)
. e2Q QR
—’“",'3 log h—v‘g}dv

wobei &, wie frither, die spezifische Intensitit be-
deutet. .

Doch diese Formel und ihre Ableitung ist
fir uns hier nicht die Hauptsache; es kam uns
nur darauf an, anschaulich zu machen, daB man
statistische Betrachtungen unmittelbar auf Strah-
lenbiindel anwenden kann. Jetzt wenden wir
uns zu der Frage, wie sich fiir diese Statistik
kohirente und inkohérente Strahlenbiindel unter-
scheiden.

Haben wir zwei in den geometrischen Be-
stimmungsstiicken und im Spektralbereich vollig
iibereinstimmende Strahlenbiindel, so -werden,
falls sie inkohiirent sind, in entsprechenden Ele-
mentarstiicken ihrer Brennflichen noch gang
verschiedene, voneinander unabhingige Schwin-
gungen herrschen. Infolgedessen ist die Zahl
von Moglichkeiten, die fiir das erste Biindel ver-
fiighare Energie iiber dessen Freiheitsgrade zu
verteilen, unabhingig von dem im zweiten herr-
schenden Verteilungszustand, ja unabhingig von
dessen Vorhandensein; diese Zahl aber ist die
Wahrscheinlichkeit W;. Ebenso berechnet sich
die Wahrscheinlichkeit W, ohne Riicksicht auf
das erste Biindel. Die Zahl der verschiedenen
moglichen -Energieverteilungen iiber .beide Biin-
del, bei denen aber jedes Biindel im Ganzen gerade
seine vorgegebene Energie erhilt, ist demnach
das Produkt W,.W.. Nach der Bezichung
S =Fk.logW folgt hieraus S = 8;+S,, d. h. das
Additionstheorem der Entropie, das wir schon
oben fiir inkohdrente Strahlenbiindel angenom-
men haben. Und zwar bleibt diese Uberlegung
auch dann noch richtig, wenn die oben angedeu-
tete Form der Statistik, die auf dem Energie-
element hv fuBt, durch eine andere ersetzt wird.

Sind die beiden Strahlenbiindel aber vollstin-
dig kohiirent, so vollfithren entsprechende Frei-
heitsgrade in ihnen genan die gleichen Schwin-
gungen, die sich nur noch durch einen vom In-

1) Eine neuere Untersuchung von Rubinowicz fihrt
diese Annahme auf die Sommerfeld-Epsteinsche Quan-
tenbedingungen zurtick (Phys. Z., S. 18, 96, 1917).

2) Plancks Vorlesungen iiber dlg Theorie der
Wirmestrahlung, Formel 278 der zweiten Auflage.
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tensitifsverhidltnis der beiden Biindel abhiéngigen
Amplitudenfaktor voneinander unterscheiden,
Wie man in diesem Fall statistisch zu rechnen
hat, scheint .mir noch eine offene Frage; jeden-
falls liBt sich die Statistik des Systems aus beiden
nicht so ansetzen, daB man dabei beide als unab-
hiingig betrachtet; hier gilt nicht W = W,.W..
Das Additionstheorem der Entropie gilt also nichi
fiir kohdrente Strahlenbiindel. Damit ist die
oben gestellte Frage zu Ungunsten des Additions-
theorems gelost; nichts hindert mehr, das Prinzip
der Zynahme der Entropie auch flir Interferenz-
erscheinungen gelten zu lassen. Da es sonst sich
als ausnahmslos giiltig erwiesen hat, werden wir
jetzt selbstverstindlich diese Ubertragung unbe-
denklich vollziehen.

Auf Grund dieses Prmzlps aber mussen wir
schlieBen, daB die in Fxg 1 geschilderte
umkehrbare Verwandlung eines Strahlenbiin-
dels in zwei kohdrente wie jeder umkehr-
bare’ Vorgang die Entropie unverindert liBt,
daf also die [Entropie zweier kohiren-
ten Biindel einfach glelch der Entropie des einen
Biindels ist, aus dem sie entstanden sind. Die
Intensitit & des letzteren ‘ist die Summe aus den
Intensititen &; und R der ersteren. Bezeichnet
man daher die Entropie eines Biindels, um die
Abhingigkeit von der spez. Intensitit & zu. kenn-
zmchmm, mit § (&), so st die Entropie von
zwer wvollstindig kohirenten Biindeln gleich
S8+ Rs) und die voa drei, vier, .usw. woll-
stindig kohirenten Biindeln gleich S(8,+ R:+
R+ ...). Das letztere beweist man, indem
man nacheinander je zwei durch Spiegelung und
Brechung wie in Fig. 1 vereimgt, bis nur ein
Biindel iibrig ist, Verlieren zwei Strahlenbiindel
ihre Kohiirenz, so ist das demnach ein unum-
" kehrbarer Vorgang, denn nach der schon auf
Seite 208 erwihnten Eigenschaft der Funktion
S(R), mit wachsendem 8. immer zu wachsen,
aber in immer geringerem MaBe, folgt die Un-
gleichung S(R,) + S(8) > (R, + 8,), auf deren
rechten Seite die Entropie der urspriinglichen
kohdrenten Biindel, auf deren linken Seite aber
die Entropie derselben, nun inkohérent gewor-
denen Biindel auftritt,t)- X
. Zum SchluB seien noch ein paar Andeutungen

iiber te11we1se kohdrente Strahlenbiindel gestattet.
Da sie den Ubergang zwwchen Kohirenz und In-
kohiéirenz stetiz vermjtteln, so kann schon bei
ihnen das Additionstheorem der Entropie, nicht
mehr gelten. Dennoch 1dBt sich auch bei ihnen
die Gesamtentropxe angeben. Man braucht dazu
zuniéichst eine meBbare,, die Kohiirenz bestim-
mende GréBe, die zusammen mit den Intensititen
erst ein System aus zwei solchen Biindeln voll-
stindig bestimmt. Es laBt sich ein solches in
der Tat aus Interferenzversuchen zwischen den
Biindeln ableiten. Die Entropie ist eine Funk-
tion der Intensititen und dieses KohirenzmaBes.

1) Di;le Ungleichung ergibt sich unmittelbar aus
Anm, 1 zu Seite 208, wenn man dort @’y — O setzt, -

v. Lauer }Tbermodynamik und’ Kohéirénz. [

Die Natus~

Wie diese Abhingigkeit ist, das lehrt der. Satz:.

wissenschafte®

Man kann jedes System vom zwei teilweise' kohd- -
renten Strahlen durch Spiegelung und Brechung.

in zwei inkohdrenté.
Die Entropie jenes:

auf wumkehrbare Weise "
Strahlen verwandeln?).

Systems ist also gleich der Summe der Entro-

pieen der beiden letzteren Biindel, und da deren

Intensititen abhiingig sind von den Intensitdten .

und dem KohirenzmaB der en
Strahlen, erhélt man somit die gesuchte Entro';
pie auch als Funktion des KohiirenzmaBes. Die~

urspriinglichen

ser Satz bleibt richtig, wenn die Kohdrenz eine

'vollstandlge ist; nur wird dann die Intens:tat}

des einen der inkohirenten Biindel gleich Null,
und damit kominen wir auf das obige zuriick.
Ein entsprechender Satz gilt fiir drei und ver-

mutlich auch fiir mehr teilweise kohiirente Strah- -

lenbiindel.

Die weitere Ausfithrung dieser Be-

trachtungen ‘witrde aber den Raum dieses Auf-

satzes iiberschreiten. -
Zusammenfassend konnen wir sagen:

Die :

Entropie des einzelnen Strahlenbiindels ist un- '
abhiingig davon, ob ein zu jhm kohirentes vor:

handen ist oder nicht.

Die Entropie eined

Systems von inkohiirenten Strahlenbiindeln setst.

sich additiv aus den Entropieen der einzelnen
Biindel zusammen,

Bei einem System vollstindig. :

kohiirenter ' Strahlenbiindel ist sie hingegen 80 :
zu bereéhnen, daB man die spezifischen- Inten-’
sititen addiert und die Summe in die Entropie-

funktion einsetzt.

In der Thermodynamik der Korper wird ‘das
Additionstheorem allgemein anerkannt und es lSt
dort aufs Engste mit der Definition der Entropié .

verflochten: Fiir verschiedene Kérper wird -es

als besondere- Definition eingefiihrt (Verglelche~

z. B. Planck’s Vorlesungen uber Thermodynarik
§ 131:

»Endlich bezeichnen wir die Summe der

Entropieen mehrerer Kdrper kurz als die - En-;

tropie des Systems aller Korper .
sich der Satz der Summe der Entropleen zum Satg
von der Zunahme der Entropie umformen, Fir.
die Teile eines homogenen Kogpers aber liegt €f

%) ; nar ed 119"‘:

schon- in der Definitionsgleichung der Entrople ’

dS =(dU + pdV)|T, da sich die Energien und di¢
Volumina der Teile additiv zur Gegamténsrgie
U und zum Gesamtvolumen V zusammenfiigen-
Im Sinne der Statistik liegt die Berechtigung des
Additionstheorems einzig und allein darin, d

es bei den Korpern nichts: der Kohirenz et
sprechendes gibt. Es gibt eben. keinen Natury
vorgang, der zwischen den molekylaren - Bewe:
gungen in zwei -nicht zu kleinen Korpern eine®
einigermaBen innigen Zusammenhang herstellte

Aber diese Beschrinkung auf .nicht zu kleine

Korper- ist durchaus notwendig. In zwei "benach=
barten Korperstucken die nur wemge Atome uwm”
fassen, wird im Allgememen ein solcher Zu7
sammenhang herrschen; .in diesem Fall d&%
Additionstheorem anzuwenden, wire sicher ni

zuldiesig. Das ist natiirlich kein Einwand 838"“

1) M. Lawe, Ann. d. Phyl 23, 1, 1917;-
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<11.1e lflﬂ.slsische Thermodynamik, die sich bekannt- .monochromatische  Strahlungsintensitit®  des

ich immer nur auf hinreichend grofle, viele Atome schwarzen Korpers &,1), eine Funktion allein

umfassende, Korper bezieht. von der Temperatur T und der Schwingungs-
zahl v:

Die Quantentheorie.
Thr Ursprung und ihre Entwicklung.
Von Dr. Fritz Reiche, Berlin.

K Der Satz, daf kleine Ursachen groBce Wir-
s.l}l(ngen erzeugen, hat in der Geschichte der Phy-
& mehr als einmal seine Bestitigung gefunden.
énn O_ft ist aus den unscheinbarsten Differen-
“n_zwmchen Theorie und Experiment, die der
f?s:lllssenhafte Beobachter als reell und systema-
erkannte, eine neue und bedeutsame Theorie
ervorgewachsen.

bekao entstanq aus dem negativen Ergebnis des
Versmilten Mlchqlson-Mor]eysghen Iqberferenz—
o t,“c es, de_r mit den schiarfsten Mitteln der
Plischen Feinmessung die Wirkung der Erd-
Wegung auf die Lichtausbreitung aufdecken

:gg’ce, d{ls Gebiude der Einsteinschen Relativi-
theorie mig allen ihren umwilzenden Konse-
qll_enZen_

So hat sich. auch aus geringfiigigen Diskre-
erzten zwischen den gemessenen und berechneten
Yon ;;1 der Strahlung des schwarzen Kiirpfars die
Wickeltax 'Planck begriindet'e Quantentheor-le'ent—
fast 1,1 die berlffen war, im La}lfe der Ze.1t in
grég a en. Gebieten «der Physik Revolutionen
ten Stils zu entfachen.

jung le Quant'entheorie i§t noch verhiltnismaBig
i ’e_‘"ld es ist daher nicht zu verwundern, daB

Iner unabgeschlossenen, im stirksten Ent-

pan

wl . . . o
St“;ilklung‘s;flus;se befindlichen Theorie gegeniiber-
W en, Aber gerade aus diesem Grunde und

8en  ihrer umfassenden und erstaunlichen
istun

tiglioh ien, die sich.—— man méchte fast sagen -—

el‘bliekel:'rgehre?, ist es von grofiem Ro_lz, einen
uant uber die bisherige .Lobonsgesohu'.hfe der
T antenlehre zu versuchen.

DI. Der Ursprung der Quanienhypothese.
thrflig(?e‘b“rtsjah.r der Quantentheorie ist das
(18979 0. Als in den vorangehenden Jahren
legend 9) Lummer und Pringsheim ihre grund-

or en , Strahlungsmessungen am  schwarzen
per durChfﬁhrtEH, da konnten sie nicht ahnen,

AL ihre sorefylt; :
Dunkt rgfiltigen Versuche zum Ausgangs-

o wfelne.r so weittrz.lgenden Umwilzung wur-
Iy avolg sie die Physik wohl selten erlebt hat.
der Wila: ergrunde des Interesses auf dem Gebiete
& 5 }l;mestrah]ur')'g stand damals die Strahlung
Vs ndc warzen Ko.rpers“. d. h. desjenigen Kor-
"Oll;t" er alle auf ihn fallende Strahlungsenergie
.tmdlg verschluckt. Er allein besitat, wie
peﬁlav Kzrchhoff bewiesen hat, unter allen Kor-
dio §t léil fo)gendfe ausgezeichnete Eigenschaft:
Yian s_l‘a lung, die er aussendet, hingt, wenn
Runge leh spektral zerlegt, nur von der Schwin-
deg KZ} 1 v und von der absolyten Temperatur T
Orpers ab. Es ist also, wie man sagt, die

Sitze.

@=fCwH........0A
Diese funktionale Abhiingigkeitl ecincrseits zu be-
rechnen, andererseits zu messen, war ein derzeit
noch ungelostes Problem. Einwandfreie Messun-
gen waren natiirlich erst méglich, nachdem auf
Grund eines Kirchhoffschen Satzes durch Lum-
mer und Willy Wien der schwarze Korper reali-
siert worden war, und zwar als ein gleichmiflig
gzeheizter, innen geschwiirzter Hohlraum mit einer
kleinen Offnung, durch welche die zu messende
Strahlung nach auBen dringt. Der Untersuchung
dieser schwarzen Strahlung in ihrer Abhiingigkeit
von der Schwingungszahl und der Temperatur
des emittierenden Korpers waren die Arbeiten
von Lummer und Pringsheim gewidmet.
Wihrend so die Experimentalforschung ihren
Weg ging, war die Theorie nicht miiBig geblieben.
sondern hatte ihr durch Aufstellung dreier wich-
tiger Gesetze vorgearbeitet. An erster Stelle
hatte Boltzmann mit Hilfe der Elektrodynamik.
und Thermodynamik das von Stefan schop vor-
her ausgesprochene (esetz bewiesen, daB beim
schwarzen Korper die Gesamtstrahlung aller
Schwingungszahlen zusammen, also die Grofie

(-]
f@r d v, proportional der vierten Potenz seiner
0

absoluten Temperatur wachse. In weitere Fein-
heiten drangen die von W. Wien aufgestellten
Indem Wien sich die schwarze Strahlung
in einem Hohlraum mittels eines beweglichen
reflektierenden Stempels, wie ein Gas adiabatisch
reversibel komprimiert dachte, und auf die reflek-
tierten Wellen das Dopplersche Prinzip anwandte,
gelang es ihm, die unbestimmte funktionale Ab-
hingigkeit der Strahlungsintensitit §, von v
und 7 weitgehend einzuschrinken: er  erldelt
cine Bezichung von der Form:
Q, = V3 - (v) [« = Lichtgesehwindig- @
: 2" T keit im Vacuun]
wo die Bestimmung der Funktion » noch offen
blieb. Aus diesem. ,,Wienschen 1erschiebungs-
geselz” ergeben sich 2 Folgerungen:
Diejenige Schwingungszahl vy, fiir

die

_ R, (als Funktion von v aufgetragen) sein Maxi-

mum &, besitzt, verschiebt sich mit wachsen-
der Temperatur, proportional 7' nach hdheren
Werten; Rp.x selbst wiichst der 3. Potenz der
Temperatur proportional, Die endgiiltige Auf-
stellung des Strahlungsgesetzes erforderte also
jetzt nur noch die Ermittlung der unbekannten
Funktion F. Aber dies war eben auch der Kern-
punkt der ganzen Frage und der schwierigste Teil

1) @, ist folgendermaBen definiert: Die Ober-

flicheneinheit des schwarzen Korpers entsendet in
der Zeiteinheit nach einer Seite die I‘znerg.lemengc
2n§, dv unpolarisierter Strahlung vom Schwingungs-

zahleninterwall dv.
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des Problems. Auch hier hat Wien den ersten er-
folgreichen Vorstof unternommen. Auf Grund
nicht ganz einwandfreier Berechnungen gelangte
er, in Anlehnung an das Maxwellsche Geschwin-

digkeitsverteilungsgesetz, zu cinem Strahlungs-
gesetz von folgender Form:
) i

- avd —

o=, e 7 (e und B sind 2 Konstanten]. (3

c*

s

Wie stellte sich nun die Erfahrung zu diesen
theorctischen Ergebnissen? Wihrend das Ste-
fan-Boltzmannsche Gesetz und das Wiensche
Verschiebungsgesetz ‘durch die Beobachtungen
von Lummer und Pringsheim weitgehend be-
stiitigt wurden, fanden die beiden Forscher das
Wiensche Strahlungsgesetz nur fiir hohe Schwin-
gungszahlen (kleine Wellenliingen) erfiillt, kon-
statierten dagegen systematische Abweichungen
fiir kleine Schwingungszahlen (lange Wellen).
An der JRealitiit dieser Abweichungen hielten sie
mit hartnickiger Konsequenz fest, trotzdem von
gewichtiger Seite Einspruch erhoben wurde.
Wiéhrend nimlich Paschen durch seine Arbeiten
die Allgemeingiiltigkeit der Wienschen Formel
bewiesen zu haben glaubte, war auch Planck in
seiner " ausfithrlichen Theorie der irreversiblen
Strahlungsvorgiinge auf strengerem Wege als
Wien zur Wienschen Strahlungsformel gelangt.
Ausgehend von dem XKirchhoffschen Satz, daB
in einem gleichmiBig geheizten Hohlraum bei
Anwesenheit beliebiger emittierender und absor-
bierender Substanz sich der schwarze Strahlungs-
zustand herstellt, wihlte Planck als Modell einer
solchen Substanz ein System linearer, elektro-
magnetischer Oszillatoren und untersuchte das
Strahlungsgleichgewicht, das sich zwischen ihnen
und der Hohlraumstrahlung einstellt. Dabei ging
“er in zwei Schritten vor: Einerseits gewann er
aus der Elektrodynamik eine Beziehung zwischen
der Strahlungsintensitit £, und der mittleren
End#rgie U7 eines Oszillators von der Eigenschwin-
gungszahl v:

V2

Q= 0%
andererseits bestimmte er — in allerdings nicht
eindeutiger Weise — auf Grund des zweiten

Hauptsatzes der Thermodynamik U als Funk-
tion von v und 7. Die Kombination beider
Schritte lieferte das Wiensche Gesetz.

Aber Lummer und Pringsheim gaben nicht
nach! Tn einer erneuten Untersuchung im Jahre
1900 zeigten sie, daff im Gebiet der langen Wel-
len die Wiensche Formel unzweifelhafi die Be-
obachtungen nicht darstellte. Da entschlof sich
Planck, in einer bedeutsamen Arbeit, die man
als die Schopfung der Quantenhypothese ansehen
muB, seine Ableitung des Strahlungsgesetzes zu
modifizieren, und zwar den nicht eindeutigen
Ausdruck fiir die mittlere Oszillatorenergie U
(als Funktion von v und T) abzuiindern. Er ging
dabei in folgender Weise vor: Die ganze, dem
QOszillatorensystem zur Verfiigung stehende Ener-

Reiche: Die Quantentheorie.

* zur Planckschen Theorie gerechtfertigt,

[ Die Natur-
\ wissenschaften
gie wurde in eine ~ didkrete Anzahl endlicher
, Energicelemente (Energiequanten) s geteilt, und
diese nach dem.Zufall auf die einzelnen Oszilla-
toren verteilt. So konnte mittels bekannter kom-
binatorischer Formeln die Wahrscheinlichkeit
einer bestimmten Verteilung; und daraus nach
cinem von Boltzmann aufgestellten Satz die
Entropie des Oszillatorsystems berechnet werden.
Die Heranziéchung des zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik, der ja zwischen Entropie und
Energie eine Beziehung herstellt, ergab fiir die
mittlere Energie eines Oszillators den Wert

“alf = ® [k ist eine Konstante], . . (6

T —1
.Dabei mufite — und das ist ein wesentlicher
Punkt der Theorie — das Energieelement selbst.

wenn man mit dem Wienschen Verschiebungs-
gesetz in Einklang bleiben wollte, der Schwin-
gungszahl proportional gesetzt werden, d. h. es
mufte

e =hv [h ist eine Konstante]. . . . (8
sein. So folgte aus (4), (5) und (6) als End-
resultat die berithmte Plancksch® Strahlungs-
formel:

Rvd 1
ﬁv:_v“'

P
#T—

die noch im selben und im darauffolgenden Jahre
(1900 und 1901) durch Messungen von Rubend
und Kurlbaum einerseits, von Paschen anderer-
seits aufs beste bestitigt wurde. Auch die spé-
teren zur Priifung dieser Formel angestellten
Untersuchungen, besonders die exakten Messun-
gen, die in den letzten Jahren in der Reichs-
anstalt ausgefithrt worden sind, haben die Giil-
tigkeit des Planckschen Gesetzes dargetan.

Doch mit der Aufstellung der Strahlungs-
formel waren die Erfolge der neuen Planckschen
Theorie nicht erschopft, vielmehr offenbarted -
sich sogleich bededtsame Beziehungen dieser
Theorie zu -anderen Gebieten. Es zeigte sieh
nimlich, da8 die in der Strahlungsformel auf-
tretende und meBbare GroBe k gleich ist dem
Quotienten der absoluten Gaskonstanten R duI'('_lh
die Avogadrosche Zahl N (Zahl der Molekiile 12
cinem Grammolekiil)

k=% ........@

Da der Wert von R aus der Zustandsgleichung
idealer Gase bekannt war, konnte aus den Strab*
lungsmessungen somit N, und unter Benutzunf
der Conlombschen Zahl (Ladung, die mit einem®
cinwertigen Gramm-Ton wandert) sogar di€
Ladung des Elektrons e berechnet werden. P“'
bei ergab sich eine bemerkenswerte Ubereinstim*
mung mit den nach anderen Methoden berechne-
ten Werten.

11. Das Versagen der klassischen Statistik.

‘Hatten diese groBen Erfolge das, Vertraues
so er

2=
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kannte man auch bald — worauf Planck"
3"}1011 n seinen ersten Arbeiten mit Nach-
ruck  hinwies —, daB der Kernpunkt der

TheOri.e eben in der Quantenhypothese bestand,

h. in der neuartigen und befremdlichen Vor-
stellung, daf die Energie der Oszillatoren mit der
tgenschwingungszahl v keine stetig verdinderliche
Grife, sondern stets ein ganzzahliges Vielfaches
des Energicelements ¢ — hv ist. Die Erkenntnis
¥on der Notwendigkeit dieser Hypothese hat sich
i Laufe der Jahre immer mehr durchgerungen
gnd l_mfe.!stigt, und zwar wesentlich auf dem Wege
€S Indirekten Beweises; dadurch nimlich, daf
:l;j Versuche, mit der klassischen Theorie durch-
lzl: ommen, folgerichiig zu einem falschen Strah-
ngsgesetz fiihrten. Indem niamlich Planck das
t"ah]llllgsprol;»lem zu einem Wahrscheinlichkeits-
gtr?b em erhoben hatte — es sollte ja eine be-
le:;u]nte Ene.zrgie auf die Oszillatoren nach dem
einal verteilt, und der Mittelwert der Energie
m‘de?' Oszillators U ‘berechnet werden —, war es
wellgl' lch geworden, die Methoden der von Maaf-
e Boltzmann und Gibbs begriindeten statisti-

en Mechanik in Anwendung zu bringen. Was

a . . : i :
ber forderte diese? Einer ihrer Hauptsitze ist

ﬁ?‘:} S'atz von der gleichmiBigen Verteilung der
‘?tlscher.l Energie, nach dem im statistischen
Serchgewicht bei der absoluten Temperatur T

leder Freihez'tsg-rad eines noch so komplizierten
Sustems im Mitter die kinetische Energie %T

b -
OC:zflzt, Danach muBte der lineare Plancksche
zillator (ein Freiheitsgrad) die mittlere kine-

ti . q
18che Energie D) k T, daher die mittlere Gesamt-

ene?gie (kinetische + potentielle)

besit ) U=kT ... .....0

tist‘lfen'- Dieses Ergebnis der klassischen Sta-
X, mit Formel (4) kombiniert, liefert das von

@Wleigh un, .
Zesety d Jeans aufgestellte Strahlungs

V2
R = o kT, . (10

das alq Grenzfall fiir kleine Werte von -;,, d. h.

f::u If’(fhl'_lange Wellen oder sehr hohe Tempe-
i f]l), In dem Planckschen Gesetz mitenthalten
g er andere Grenzfall der Planckschen For-
:;;1 st das fiir grofe Werte von -;; giiltige
leiﬁ}?.s;he Strahlungsgesetz [3].) Dieses Ray-
i Wcj.ansche Strahlungsgesetz steht im grell-
heahy h1derspruch zur Erfahrung. Withrend alle
5 Wacr teten ) Energieverteilungskurven des
unk*t'zen Kérpers (d. h. &, bei festem T als
Weisenlon von ¥ aufgetragen) ein Mazimum auf-
Wacha, steigt die durch (10) gegebene Kurve mit
endem v unbegrenzt an, und liefert daher
=]

a s .
Uch fiir die Gesamtstrahlung /S?,- dv einen un-
endlichen Wert. ’

on verschiedenster Seite und in verschieden-
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ster Weise ist im Laufe der Jahre versucht wor-
den, unter Beibehaltung der klassischen Statistik
dem Rayleighschen Gesctz zu entgehen. Alles
vergeblich! So hat Jeans ohne Heranzichung der
materiellen Oszillatoren nur die Strahlung in
einem Hohlraum betrachtet und die Energie nach
dem Gleichverteilungssatz auf die einzelnen Frei-
heitsgrade der Hohlraumstrahlung (das sind
hier dic einzelnen Eigenschwingungen) ver-
teilt. So hat H. A. Loreniz in einer tief-
gehenden Untersuchung die Wirmestrahlung der
Metalle abgeleitet, ausgehend von der Vorstellung,
daB die freien Leitungselektronen bei ihren Stiéfien
gegen die Metallatome die Strahlung erzeugen,
und unter Anwendung des Gleichverteilungs-
satzes auf die Bewegung der Elektronen. In
ctwas anderer Weise gingen Hinstein und Hopf
vor; sie dachten sich den Planckschen Oszillator
fest mit einem Molekiil verbunden wund dieses
Gebilde der Strahlung und den Stéfen der an-
deren Molekiile ausgesetzt. Dann lieB sich das
Strahlungsgesetz aus der statistischen Gleichge-
wichtsbedingung gewinnen, nach der der Impuls,
den die Molekiilstole dem Gebilde erteilen, im
Durchschnitt ebenso grofi ist, wie der Impuls,
den die Strahlung dem Oszillator erteilt. Alle
die genannten Ableitungen fiithrten immer wie-
der zur Rayleighschen Strahlungsformel. TUnd
endlich hat auf dem Solvay-Kongref 1911
H. A. Lorentz in denkbar allgemeinster Weise
gezeigt, daB man mit Notwendigkeit zu diesem
falschen Gesetz gelangt, wenn man fiir die ge-
samten Erscheinungen (mechanischer und elektro-
magnetischer Natur), die sich in einem mit Strah-
lung, Materie und Elektronen erfiilllten Hohl-
raum abspielen, die Giiltigkeit der Hamilton-
schen Grundgleichungen der Mechanik und des
Gleichverteilungssatzes voraussetzt.

IlI. Die Entwicklung und Verzweigung der
Quantentheorie.

So muBte sich, wie gesagt, die Uberzeugung
befestigen, daB jeder Versuch, das Strahlungsge-
setz auf Grund der klassischen KElektrodynamik
und Statistik abzuleiten, von vornherein zum
Scheitern verurteilt war, und daB man in die
Theorie cine unbekannte Unstetigkeit, wie sie die

~ Quantenhypothese fordert, cinzufithren gezwun-

gen sei.

DaB man dabei mit bestehenden und bis da-
hin gut fundierten Theorien in schirfsten Kon-
flikt geriet, war ohne weiteres klar. Sollte nim-
lich die Energie des Planckschen Oszillators nur
ganze Vielfache von € = Av hetragen (also nur
die Werte 0, ¢, 2¢, 3¢, usw. annchmen konnen), so
muBte, da der Oszillator seinc Energie nur durc'h
Absorption und Emission #ndert, daraus mit
Notwendigkeit geschlossen werden, daf der Oszil-
lator mnicht beliebige Energiemengen, sondern
eben nur ganze Vielfache von & absorbieren und
emittieren kann (Quantenemission und Quanten-
absorption). Diese Folgerung schligt der klassi-
schen Elektrodynamik ins Gesicht; denn nach der
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Elektronentheorie emittiert und absorbiert ein
elektromagnetischer Oszillator (etwa ein schwin-
gendes Elektron) im Strahlungsfelde durchaus
stetig, d. h. in hinreichend kleinen Zeiten be-
liebig kleine Energiebetrige.

Hier klaffte am Eingangstor zu dem neuen
Land bereits ein Spalt; der entweder,.in Hinsicht
auf die Erfolge der klassischen Theorie, durch
einen KompromiB iiberbriickt werden muBte, oder
unter Verzicht auf das Bestehende riicksichtslos

erweitert werden konnte, Zu dem letzteren radi-.

kalen Schritt fithlte sich Einstein gedringt. Auf
Grund sehr origineller Uberlegungen stellte er
die Hypothese auf, daB die Energiequanten nicht
nur, wie Planck meinte, bei der Wechselwirkung
zwischen Strahlung und Materie (Oszillatoren)
eine Rolle spielen, sondern daf die Strahlung
auch bei threr Ausbreitung im Vakuum oder in
irgend einem Medium quantenhafte Struktur be-
sitze (Lichtquantenhypothese). Danach sollte also
- alle Strahlung sich aus unteilbaren ,,Strahlungs-
quanten zusammensetzen; bei der Ausbreitung
vom erregenden Zentrum sollte sich die Energie
nicht gleichmiiBig in Kugelwellen auf immer
groBere Riume verteilen, sondern aus einer end-
lichen Zahl konzentrierter Energiequanten be-
stehen, die sich wie materielle Gebilde bewegen
und nur als Ganzes emittiert und absorbiert wer-
den konnen. Zu dieser merkwiirdigen und mit
allen Erfahrungen der Undulationstheorie bre-
chenden Vorstellung glaubte sich Einstein durch
mehrere, " zum gleichen Ziele fithrende Unter-
suchungen gendtigt. Und zwar durch Berechnung
gewisser Schwankungserschemungen im Strah-
lungsfeld, Erscheinungen, wie sie uns aus der
Statistik, besonders der kinetischen Gastheorie
geldufig sind. Es ist ja bekannt, daB in einem
Gase, das n Molekiile im Volumen v, enthilt, die
riumliche Verteilungsdichte dieser Molekiile
keineswegs gleichmiBig ist, sondern infolge der
Bewegung der Molekiile Schwankungen unter-
liegt. Ja, es konnen unter Umstiinden so extreme
Fille eintreten, daB z. B. alle Molekiile in einem
Augenblick in einem Teilvolumen (< vo) ver-
sammelt sind. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist
v n
Ganz analogen Schwankungen unterliegt nun
auch. die' rdumliche Energiedichte der Strahlung,
die in .einem' Volumen v, eingeschlossen ist. Ist
E die Gesamtenergie der monochromatisch ge-
dachten Strahlung, und ist die Schwingungszahl v
dieser Strahlung so groB (oder ihre Temperatur

"w=

§0 medmg), daB das Wiensche Strahlungsgesetz .

fiir sie gilt, so wird die Wahrscheinlichkeit .dafiir,
daB die gesamte Strahlung sich in dem Teil-
volumen (< vo) befindet, nach Emstem

E

o=(3)"

Daraus ist zu schliefen, daB eich die Strah]nng
im Gultlgke;tsberexcb. des Wienschen Gesetzes
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statlstlsch so verhilt, als bestinde sie aus n =37
von einander unabhiingigen Energiekomplexen von
der GréBe hv. Zu demselben SchluB fithrt auch
eine andere von Einstein herrithrende Betrach-
tung, welche die Impulsschwankungen ins Auge
faBt, die eine freibewegliche reflektierende Platte
im Felde der schwarzen Strahlung infolge der
UnregelmiBigkeiten des Strahlungsdruckes er- °
leidet; ist die Platte auBerdem noch den wun-
regelmiifigen StéBen von Gasmolekiilen ausgesetzt
(vollfiihrt also eine Brownsche Bewegung), so0
muB zwischen den Impulsen, die die Molekiile
einerseits, die Strahlung andererseits auf die
Platte iibertragen, Gleichgewicht bestehen. Legt
man nun das Plancksche Gesetz fiir die Strahlung
zugrunde, so folgt fiir die von der Strahlung her-
rithrenden Impulsschwankungen ein zweigliedriger
Ausdruck, in welchem nur das eine Glied sich vom
Standpunkt der klassischen Undulationstheorie
aus berechnen liBt; das zweite Glied aber, das
bei geringer Strahlungsdichte .(d. h. bei hohen
Schwingungszahlen oder tiefen Temperaturen)
das erste an GrdBe’ weit iibertrifft, wird verstind- -
lich, wenn man sich die Strahlung aus unteil-
baren Quanten zusammengesetzt denkt,’ also dié
Lichtquantenhypothese einfiihrt.

" So seltsam diese Hypothese auch anmutet, 80
war doch nicht zu verkennen, daB sie 1mstande
war, eine groBe Reihe von Erscheinungen ein-
fach und zwanglos zu erkliren, denen,die Undu-
lationstheorie ziemlich ratlos gegemiberstand'
Ein sehr drastisches Beispiel dafiir sind die von
Lenard und seinen Schiilern. erforschten Ge-

_setze der Phosphoreszenz, speziell die Stokessche

Regel. Ist nimlich v, die Schwingungszahl des
emittierten Phosphoreszenzhchtes, v, die Schwin-
gungszahl des phosphoreszenz-erregenden Lichtes,.
so verwandelt sich nach FEinsteins Vorstellung
je ein Quantum hv.. des erregenden Lichtes in je_
ein Quantum kv, des Phosphoreszenzlichtes. 'Da-
her muB nach dem Enetgiepringip hve =hv, oder

Ve Zvp sein. Das aber ist die Stokessche Regel-

Ganz éhnlich lassen sich auch di¢ Fluoreszenz:
erschemungen im Gebiete der Rontgenstrahlen
und im Sichtbaren mit Hilfe der- Lichtquanten
hypothese deuten. Die Méssungen von Barkla, Wag~

- ner und de Broglie zeigtén, daB auch-bei der Er-

regung der sekundiren ,charakteristischen Ropt-
genstrahlung® durch primire Rontgenstrahlen die
Stokessche Regel gilt; so erstreckt sich zum - Bel
spiel das zur ‘Erregung der K-Serie. dienende

biet von Schwingungszahlen (das ,,Erregungsge”
biet der K-Setrie“), von einer scharf-definierten.

" Grenze v (der sogenannten Absorptionshandkant®)

an, nach héheren Schwingungszahlen hin, wobel

-vg etwas groBer ist, als die’ hdrteste bekannfﬁ

Linie () der K-Serie.

Es ist ferner von’ besonderem Inberesse. ,-d"B
nicht unter allen Umstinden Lichtquanten sic
wieder in Lichtquanten verwandeln:- Vielmelr
kann auch .aus kinetischer'. Energie. (etwa Klek-
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ttonénstoB) bei der Umwandlung eines Elemen-
tarprozesses ein Lichtquant entstehen. Soll also
etwa die charakteristische K-Serie eines bestimm-
Elementes darch den . Aufprall von Katho-
ahlen auf die, aus dem betreffenden Ele-
Ment verfertigte Antikathode etzeugt werden, o
die kinetische Energie E eines aufprallen-
den.l.iilektrons einen kritischen. Wert Ey iiber-
ﬂﬁhrelten. Denkt man sich nimlich E in ein
4chtquantum kv, verwandelt, so mu8 v, dem
»Erregungsgebiet der K-Serie“ angehéren, also
Y é"x.sein (wo vk die Schwingungszahl der
poorptionsbandkante ist), dsher E2hvg = Ex
Wm Bezichung hat sich nach Messungen von
ﬂiz;:_' und Webster auch quantitativ gut be-

~ Auch im Sichtbaren und den unmittelbar an-
§'°nz°.ndezi Spektralgebieten. treffen wir auf éhn-
racheinungen. - So zeigten Franck und
eriz, da8 man durch den StoB von Elektronen,
n kinetische Energie einen kritischen Wert Eo
tsteigt, eine bestimmte charakteristische
Roreezenzlinie des Quecksilbers von der Schwin-
g‘nsmh_l vo=1,183.1085 erregen kann. Dabei
. @l ie die Beziehung Eo =hve mit groBer
3"“‘, uigkeit erfiillt. . :
18t nun bemerkenswert, daB auch der ent-
.t ende umgekehrte Vorgang uns in der Natur
L.*"@ntl:itt: Nimlich die Verwandlung eines
d tquantumg in kinetische Energie abgeschleu-
80;?1‘ Elektronen. Zu diesem Tatsachenkomplex
Oten z. B. die photoelektrischen Erscheinun-
E::: d. h. die Loslésung von Elektronen (etwa
De, ~M°tallen) durch die Einwirkung des Lichtes.
" Nkt man gich mit Einstein je ein Lichtquan-

" hv in’ kinetische. Energie eines abgespreng- -

ten Elektrons verwandelt, so muB fiir die An-
flmgsmaschwindiglf._eii; v der emittierten Elektronen
(Masse m) die Beziehung gelten;

-;—-mv’:hv—-P ...... (11

Ei)s tf die Arbeit ist, die das Elektron noch zu
Sy 0 hat, um von der Stelle seiner Loslésung
* 2U8 bis zum Verlassen der Korperoberfliche zu
oo, D.. Es ergibt sich also fiir die Energien der
e;télert’e.n Elektronen ein linearer Anstieg mit
Ges chwingungszahl des auslésenden Lichtes, ein
% etz, das nach jtingsten Messungen Millikans
e exakt erfiillt ist, daB man darauf eine Be-
- mung_von h griinden kann.
d-i'e hﬁ'ch» in einer griBeren Reihe anderer Fille,
Lich ler nur kurz gestreift seien, hat sich die
von tguantephwpot!leae,.beeonders in den Hinden
Keit b:ag‘.k und FEinstein, als Erklirungsmoglich-
dar | W&hrt . So 1iBt sie, z. B., bei dem Phinomen
. ggmon.merung durch ultraviolettes Licht
2a ontgenstrahlen, die relativ #uBerst geringe
. lomisierter Gasmolekiile verstindlich er-
;9‘;!\611, 80" ist sie ferner von Einstein mit Er-
auf die von Warburg eingeliend studierten
chémischen  Redktionen angewandt worden,
«Btdrk hat -auf ihrer Basié die Kanten.der

" Nw. 1918,

t
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Bandenspektren und den Doppler-Effekt bei den
Kanalstrahlen gedeutet. :

Bei allen diesen Erfolgen der Lichtquanten-
hypothese ‘darf man indessen nicht auBer Acht
lassen, daB diese radikale Auffassung — in ihrer
bestehenden Form zum mindesten -— mit der
klassischen Undulationstheorie nur schwer in Ein-
klang zu bringen ist. Da aber andererseits die
Interferenz- und Beugungserscheinungen in allen
ihren beobachtbaren Feinheiten durch die Wellen-
theorie aufs beste ‘wiedergegeben werden, so war

.8 verstindlich, daB nur wenig Forscher sich zu

dem Opfer entschlieBen konnten, eine  Modifika-
tion oder gar ein Aufgeben -der bewiihrten Vor-
stellungen von der Lichtausbreitung gut zu
heiBen. Diesen vorsichtigeren und zuriickhalten-
deren Standpunkt vertrat Planck (und vertritt
ihn noch heute), indem er das Quantenhafte in
die Materie (den Oszillator) verlegt wissen wollte,
dagegen fiir- die Lichtausbreitung -im Raum die
Lehren -der klassischen Wellentheorie zu erhalten
strebte. Jedoch stellten sich der weiteren Durch-
fithrung schon seiner ersten Quantenhypothese
(quantenhafte Emission und ‘quantenhafte Ab-
sorption) ernste Hindernisse in den Weg. H. A.
Lorentz wies nimlich mit Recht darauf hin, daB
die Vorstellung der Quantenabsorption zu Schwie-
rigkeiten fithre, indem er zeigte, daB die Zeit,
die ein Oszillator zur Absorption eines Energie-
quantums benétige, unwahrscheinlich groB aus-’
falle, wenn das duBere Strahlungsfeld hinreichend
schwach sei. Auch konne man ja dann die Strah-
lung willkiirlich abbrechen, bevor der Oszillator
ein volles Quantum verschluckt habe. Durch
diese Einwinde veranlaBt, entschloB sich Planck,
die Quantenhypothese in folgender Weise zu mo-
difizieren: Die Absorption verliuft stetig, nach
den Qesetzen der klassischen Elektrodynamik; die
Energie der Oszillatoren 1st daher stetig ver-
anderlich; quantenhaft und unstetig dagegen ist
die Emassion, und zwar kann der Oszillator nur
dann emittieren, wenn seine Energie gerade ein
ganzes Vielfaches von € =hv ist; ob -er dann
emittiert oder nicht, wird durch ein Wahrschein-
lichkeitsgesetz geregelt, wenn er aber emittiert,
s0 verliert er stets seine ganze momentane Energie, *
emittiert also Quanten. Zwischen zwei Emis-.
sionen fiillt sich sein Energieinhalt durch Ab-
sorption stetig und proportional der Zeit auf.
Nach dieser .zweiten Theorie Plancks, die man
die ,,Theorie der Quantenemission® nennt, ist die

mittlere Energie U des linearen Oszillators um ;

groBer als i‘n. der ersten Theorie. Wiihrénd also
dort die mittlere Energie der Oagillatoren am ab-
soluten Nullpunkt gleich Null war [siehe Gl (6)1,

wird sie hier in der neuen Theorié g'leich'-li ; .die
Ojzillatoren behalten also béim Nullpunkt l’:n
Mittel eine , Nullpunkisenergie® von der GroBe _2v
(indem sie niimlich fir T =0 alle moglichen
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Energien zwischen 0 und kv annehmen). Trotz-
dem fithrt auch diese Theorie, durch eine ent-
sprechende Abdnderung der Beziehung (4), zum
Planckschen Strahlungsgesetz.

Im Laufe der Jahre hat Planck noch mehr-
fach versucht, auch diese 2. Theorie umzugestal-
ten; z. B. hat er voriibergehend auch die Emission
als stetig angenommen und das quantenhafte
Element in die Anregung der Oszillatoren durch
Molekiil- oder Elektronenstife verlegt; er ist aber

“im wesentlichen immer wieder zu der zweiten
Form seiner Theorie (stetige Absorption, Quan-
tenemission) zuriickgekehrt.

In mehr als einer Richtung hat diese Theorie
weitere Kreise gezogen. Das Auftreten der mitt-
Jeren Nullpunktsenergie, das dieser 2. Planckschen
Theorie eigentiimlich ist, wurde zur Anregung fiir
eine Reihe von Arbeiten, in denen man, iiber
Planck hinausgehend, die Existenz einer wahren
(nicht mittleren), fiir alle Oszillatoren gleichen
Nullpunktsenergie forderte. Auf dieser Basis
haben Hinstein und Stern eine Ableitung des
Planckschen' Gesetzes gegeben, die alle, Unstetig-
keiten vermeidet, bis auf die Existenz eben dieser
wahren Nullpunktsenergie von der Grofie hv.
Noch radikaler ging im Jahr 1916 Nernst vor,
indem er diec Existenz einer auch beim Nullpunkt
vorhandenen, von der Wirmestrahlung unabhin-
gigen ,,Nullpunktsstrahlung® postulierte, die den
ganzen Raum erfiillt, und mit der sich die Oszilla-
toren (und alle Elementargebilde) durch Auf-
nahme der Nullpunktsenergic ins Gleichgewicht
setzen. Man mag diesen Anschauungen mehr oder
weniger skeptisch gegeniiberstehen, so sprechen
doch ohne Zweifel eine Reihe von Erscheinungen
fiir die Vorstellung, daB beim absoluten Null-
punkt nicht alle Bewegung erloschen ist. Man
denke nur an die Tatsache, daf nach FEinstein

und de Haas der Para- und Ferro-Magnetismus

von kreisenden Elektironen erzeugt wird, und daB
dieser Magnetismus bis zu tiefsten erreichbaren
Temperaturen bestehen bleibt.

Aber noch in einer anderen Richtung hat die
Plancksche Theorie anregend gewirkt, durch eine
Formulierung, die ihr Planck auf dem Solvay-
KongreB (1911) gab. Iier hat nimlich Planck
zum ersten Mal den Gedanken ausgesprochen,
dafi das Auftreten der Energiequanten nur etwas
sekundires sei, nur die Konsequenz eines tiefer
liegenden wund allgemeineren Gesetzes. Dieses
Gesetz, das man als den Vorliufer der jiingsten
Entwicklungen der Quantenlehre anzusehen hat,
laft sich folgendermaBien formulieren: Man
denke sich den Zustand des Oszillators (etwa
eines linear schwingenden Elektrons) nach, dem
Vorgange von (fibbs durch seine Elongation ¢
aus der Ruhelage und seinen Impuls p definiert
und in einer g, p-Ebenc (der Zustands- oder
Phasenebene) dargestellt. Jeder Punkt der q, p-
Ebene entspricht dann einem bestimmten Zustand
‘des Oszillators. Dann wird gefordert, daB nicht
alle Punkte dieser Zustandsebene einander gleich-
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wertig sind. Vielmehr gibt es gewisse Zustdnde
des Oszillators, die durch eine Besonderheit aus-
gezeichnet sind. Die diesen Zustinden ent-
sprechenden Punkte in der Zustandsebene liegen
auf einer Reihe diskreter, einander umschlieflen-
der Kurven (im Falle des linearen Oszillators
sind es konzentrische Ellipsen), welche die Zu-
standsebene in lauter Ringgebiete von der GrdBe A
teilen. Berechnet man nun die Energie eines
Oszillators, von der Schwingungszahl v in einem
solchen ausgezeichneten Zustand, so findet man
ein ganzes Vielfaches von hv. Diese ausgezeich-
neten Zustinde (in der Phasenebene dargestellt
durch die Punkte der diskreten Ellipsen) sind
also nach Plancks erster Theorie die allein mog-
lichen Zustiinde des Oszillators. Nach seiner
2. Fassung sind es diejenigen Zustinde, in denen
die Emission erfolgt. Von diesem Standpunkt
aus gesehen, sind also die Energiequanten nur
eine Folge der Einteilung der Zustandsebene.
Mathematisch 1ilt sich diese Struktur der Pha-
sencbene durch die Forderung aussprechen, daB
die n?e ausgezeichnete Kurve einen Flidcheninhalt
von der GroBe nh umschlieft.

ﬂlqdp:/}z dg=nh. . . .(12

An diese, fiir Systeme von einem Freiheits-
grad aufgestellte Fassung, die man die Plancksche
Theorie des Wirkungsquantumst!) nennt, hat sich.
wie wir sehen werden, die moderne Erweiterung
der Quantentheorie fiir mehrere Freiheitsgrade
angeschlossen. Auch ein von Sommerfeld be-
schrittener und weiter ausgebauter Weg nimmt
hier seinen Ursprung. Ausgehend von der Tat-
sache, dall die Plancksche Konstante k die Di-
mension einer Wirkung (Energie: Zeit) besitzt,
stellte Sommerfeld die Hypothese auf, daB fiir
jeden reinen MolekularprozeB — etwa die Ab-
losung eines Elektrons beim Photoeffekt, oder die
Bremsung eines Elektrons in der Antikathode bei
der Erzeugung von Rontgenstrahlen — die aus
dem Hamiltonschen Prinzip her bekannte Wir-

. T . h
kungsgrole f(L—V) dt den” Wert ;— annimmt.
O

2n

Dabei sind L und V kinetische und potentielle
Energie des Elektrons, T ist die Dauer des Mole-
kularprozesses, also etwa die Zeit, die bis zuT
Ablésung des Elektrons aus dem Atomverband
beim Photoeffekt verstreicht, oder die Bremszeit
des Elektrons in der Antikathode. Diese Formu-
lierung der -Quantenhypothese ist ein ‘Ausdruck
der Tatsache, dafl grofe Energiemengen in kurzer.
kleine Energicmengen erst in langer Zeit, voD
den Molekiilen aufgenommen oder abgegeben wer-
den, so daB im wesentlichen das Produkt aus der
Energie und der Zeit des Energieaustausches
konstant ist. In der Tat werden zum Beispiel
schnelle Kathodenstrahlen beim Auftreffen auf
Materie in kiirzerer Zeit gebremst, und erzeuged
daher hirtere Rontgenstrahlen, als langsame Ka-

1) kb hat niimlich die Dimension einer ,Wirkung
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thodenstrahlen. Sommerfeld hat seine Theorie
‘mit Erfolg auf den Mechanismus der Erzeugung
von Réntgen- und y-Strahlen angewandt, Som-
merfeld und Debye haben auf derselben Grund-
-la_ge eine Theorie des Photoeffektes ausgearbeitet,
dlf, wie die Lichtquantenhypothese, in Uberein-
Stu.nmung mit der Erfahrung ebenfalls zum Ein-
Steinschen Gesetz (11) fiihrte.

IV, Das Ubergreifen der Quantenlehre auf die
’ Molekulartheorie der festen Kdorper.

Es ist fir die Konsolidierung der Lehre von
d‘_*n Quanten ein besonders gliicklicher Umstand
8ewesen, daB das Versagen der klassischen Sta-
tistik nicht auf die Strahlungstheorie beschriinkt

.‘?b, sondern, wie sich zeigen sollte, auch auf
d“? Molekulartheorie der festen Korper iiber-
8riff. So erwuchs von einem ganz fremden Ge-
bl__et l.\er der Quantenhypothese eine starke Stiitze,
Tmhch vom Gebiete der Atomwdirmen. Die
‘tomW_i.irme (bei mehratomigen Korpern Mole-
“la_r'ivarme) eines Stoffes ist bekanntlich seine
Spezifische Wirme, multipliziert mit seinem
tomgewicht, (bzw. Molekulargewicht), oder an-
me;s ausgedriickt: es ist diejenige Wirme, dis
m;‘ einem Grammatom (bzw. einem Gramm-
olekiil) des Stoffes zufiihren muB, um seine
u::lpel‘atur um einen Grad zu steigern. Nach
inhe;en .hgutlg.en Vox:stellungen ist der Wirme-
o al eines einatomigen festen Korpers, etwa
nes Kristalls, nichts anderes als die Schwin-
Sungsenergie seiner gitterartig angeordnetem
;n;(;me' um  ihre Gleichgewichtslagen. Wendet
tistikauf dlese. Schwingungen die k]as§1sche .Sta-
Vert .;111, speziell _den.Sﬂtz von dcr_glelch'm'aiﬁlgen
manel ung der kinetischen Ene.rgle,. so gelangt
tisch zu folgendem SchluB: Die mittlere kine-

Che Energle eines raumlich (d. h. mit 3 Frei-
.he‘thl'aden) schwingenden Atoms ist &H, eben-
:ZingeroB _ist seine mittlere ) potentielle Energie,
e mlttl_ere -Gesamtenergle also = 3kT. Be-
oin § en wir ein Grammaton} de.:; Korpers, also
Zahl)ystem von N At?men (N ist die Avogadrosche
i » 80 folgt fiir die Energie des Korpers (d. h.

seinen Wirmeinhalt)

Dt E=3kT-N:3RT (siehe GI. 8).
K er wird die Atomwirme des Kérpers (bei
onstantem Volumen)
CvZ;LgJ,:ﬁR‘:594 cal.
Dieg s .
o l;st da§ Gesetz von Dulong und Petit, nach
5 also die Atomwiirme der einatomigen festen
uu(;rti 5,94 cal. bes.itzt. Diesem Gesetz gehorchen
genaun d]gr Tat viele Korper mehr oder weniger
- kannt. d" agegen waren schon lange Korper be-
und l; 1e sich d?r Begel durchaus nicht fiigten,
tisch ezonde.rs bei tiefen 'Femperaturen systema-
im Jeh bwelil}ungen aufwiesen. So hatte schon
h ahre 1875 F. H. Weber gefunden, daB die
“omwirme des Diamants bei —50° ungefihr
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0,76 cal. betragt. Diesen niedrigen Werten der
Atomwirmen stand die klassische Statistik ratlos
gegenitber. FEinstein war es, der zuerst erkannte,
daB auch hier die Plancksche Quantentheorie be-
rufen war, den Knoten zu lésen. Genau ebenso
wie in der Strahlungstheorie muBte auch im Ge-
biet der Atomwirmen der Weg der klassischen
Statistik bei einem falschen Gesetz minden. Da-
her muBte der Satz von der gleichmifigen Ener-
gieverteilung auch hier fallen, und der Ausdruck
3 T fir die mittlere Energie des schwingenden
Atoms durch den entsprechenden quantenthecore-
tischen Wert (siehe (5) und (8))

_}iﬂf’_ (v ist die Schwingungszahl des Atoms)

T —1

ersetzt werden. Der Faktor 3 rithrt daher, daf,
im Gegensatz zum linearen Planckschen Oszilla-
tor mit einem Freiheitsgrade, das schwingende
Atom dre: Freiheitsgrade besitzt. Multipliziert
man diesen Ausdruck mit N und differenziert
nach 7, so folgt fiir die Atomwirme die Ein-

steinsche Formel: .

x? e hv

C’,,:3R(;t:‘1—)§, WO & — _](-'-T
Danach st also die Atomwirme der einatomig-
festen Korper keine von der Temperatur unab-
hingige Konstante — wie es das Dulong-Petitsche

. . v
Gesetz verlangt — sondern eine Funktion von T

also bei einem hestimmten Korper (festes v) eine
Funktion der Temperatur. Ihr Verlauf ist der-
art, daB fiir T = O die Atomwirme sclbst = O
ist, und dann mit wachsender Temperatur all-
mihlich ansteigt, um sich fiir hohe Temperaturen
dem Wert 3 B zu nihern. Das Dulong-Petitsche
Gesetz ist also ein Grenzgesetz, das nur fiir kleine

v .
Werte von Vi (langsame Schwingungen oder hohe

Temperaturen) erfiillt ist, genau wie das Ray-
leigh-Jeanssche - Strahlungsgesetz. Die  Ab-
weichungen vom  Dulong-Petitschen  Gesetz
machen sich daher beim Ubergang nach tieferen
Temperaturen um -so eher geltend, je hoher die
Schwingungszahl der Atome ist. Diese Schwin-
gungszahl v — die einzige unbekannte
GréBe in der Einsteinschen Formel —
1Bt sich auf mehreren unabhiéngigen und
sehr bemerkenswerten Wegen berechnen. Einen
Zusammenhang des v mit den elastischen
Eigenschaften der Korper konstatierte schon
Einstein; eine weitere Beziehung, die v mit
thermischen Daten, nimlich der Schmelztempe-
ratur verkniipft, fand F. A. Lindemann durch
Ausarbeitung der Vorstellung, da die Schwin-
gungsamplitude der Atome beim Schmelzpunkt
die GroBenordnung der Atomabstinde erreicht.
Eine dritte Methode endlich zur Berechnung
von v beruht auf der bedeutsamen von Nernsf
ausgesprochenen Tatsache, daB es el vielen
mehratomigen Salzen die ultraroten Schwingun-
gen der entgegengesetzt geladenen Atome gegen-
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einander sind, die auch in der Theorie der Atom-
wirmen eine Rolle spielen. Diese Schwingungen
machen sich bekanntlich optisch durch ein hohes
Reflektionsvermégen des Kérpers fiir Wellen von
der Schwingungszahl v bemerkbar (Reststrahlen
von Rubens und Mitarbeitern),

Um die Einsteinsche Formel, speziell den Ab-
fall der Atomwiirmen nach tiefen Temperaturen
hin zu priifen, unternahm Nernst in Gerhein-
samkeit mit seinen Schiilern ausgedehnte Unter-
suchungen, die ihm um so niher lagen, als er zu
fghnlichen Betrachtungen auf Grund seines
Wiirmesatzes gefithrt worden war. Die Experi-
mente ergaben eine qualitativ sehr bemerkens-
werte Ubereinstimmung der. gemessenen Werte
mit der Einsteinschen Formel; in quantitativer
Hinsicht jedoch zeigten sich Diskrepanzen, indem
der Abfall der beobachteten Atomwirmen viel
langsamer vor sich ging, als der der berechneten.
Diesen Abweichungen trugen Nernst und Linde-
mann durch Aufstellung einer-empirischen For-
mel Rechnung. Indessen muBte es bald Kklar
werden, woher diese Abweichungen riithrten, und
nach welcher Richtung hin die Einsteinsche For-
mel verbesserungsbediirftig war. Einstein hatte
der Einfachheit halber von vornherein' mit einer
einzigen Schwingungszahl v der Atome gerechnet,
gleichsam als wiren alle Ateme voneinander un-
abhingig. In Wirklichkeit aber "ist der feste
Korper, etwa ein Kristall, aus einem Raum-
gitter regelmiiBig angeordneter Atome aufgebaut.
In einem solchen komplizierten mechanischen
System aber schwingen die Atome nicht vonein-
ander unabhiingig mit bestimmter Schwingungs-
zahl ¥v. Vielmehr haben wir hier ein Gebilde vor
uns, das, im Eindimensionalen, etwa einer schwin-
genden Saite vergleichbar ist, und daher, ent-
sprechend dem Grundton und den Oberténen der
Saite, ein ganzes Spektrum von Eigenschwin-
gungen besitzt. Hat der Kérper N-Atome, so
besitzt er im allgemeinen 3 N-Eigenschwingun-
gen, von denen die langsamsten.Schallschwingun-
gen sind, wihrend die schnellsten ins ultrarote
Gebiet fallen. Berechnet man nun die Zahl der
Eigenschwingungen, deren Schwingungszahlen in
ein schmales Intervall (v ... .v <4 dv) fallen,
erteilt jeder solchen Eigenschwingung den quan-
tentheoretischen Energiewert (5) und summiert
(oder integriert) iiber alle vorkommenden Schwin-
gungszahlen, so erhidlt man den Wirmeinhalt des
Korpers und dfiraus durch Differenzieren nach T
die Atomwirme. In diesem Sinne ist von 2 ver-
schiedenen Seiten die Theorie ausgebaut wor-
den, einerseits von Born und Kdrmdn, die den
endlichen Kristall durch’ einen wunendlichen er-
setzten, andererseits durch “Debye, der den Kor-
per durch ein . elastisches Kontinuum approxi-
mierte. Beide Theorien sind mit den Ergeb-
nissen der Messungen in gutem Einvernehmen.

Im AnschluB an diesen Vorstellungskrexs, vor
allem an die Debyesche Theorie, ist von mehreren
Forschiern, hauptsiichlich von Grineisen, Nernst
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und Debye, eine Theorie des festen Korpers aus-

gearbeitet worden, glexchsam mit. dem’ Ziel, der"

kinetischen Gastheorie eine kinetische Theorie
des festen Zustandes an die Seite zu stellen. Be-
sondere Schwierigkeiten bereiten dabei
Probleme der Wirmeleitung und der Elektrizi-
titsleitung. Was die Wirmeleitung anlangt, so hat
Debye in einem Wolfskehlvortrag in Gdttingen
1918 jedenfalls einen ersten vielversprechenden

die-

VorstoB unternommen, um die von Eucken be- .

obachteten hohen Wirmeleitfahigkeiten der
Kristalle bei tiefen Temperaturen zu erkldren.
Dabei machte er mit Erfolg von der Vorstellung
Gebrauch, daB die Krifte, die die verschobenen
Atome des Korpers in ihre Gleichgewichtslage zu-

riickziehen, nicht nur von den ersten Potenzen -

der Verschiebungen abhingen, sondern auch von
hoheren, d. h.

er erweiterte das allgemieine

Hookesche Gesetz, eine Hypothese, die er als not- ..
wendig erkannt hatte, um  die Wirmeausdehnung -

der Korper zu verstehen,

Auch in die Theorie der- Elektnzltatslextunsl

in Metallen hat die Quantenvorstellung Eingang
gefunden (Nernst, Lindemann, W. Wien, Hers-
feld u. a.).
80
theorien der Elektrizititsleitung von Drude und
Riecke mit.sich bringen,
nach

Die Hauptschmengkelt, welche die
auferordentlich erfolgreichen Elektronen- -

ist die Tatsache, daB_,:
ihnen die freien Leitungselekteonen am :
 Wirmegleichgewicht teilnehmen und daher nach

dem Satz von der gleichmiBigen Energiever- ,

tellung einen betrichtlichén Beitrag zum Wirme-
inhalt des Métalls und eeiner spezifischen Wirme
liefern miiSten.
zifischen Wirme der Metalle durch die Anwesen-
heit der Leitungselektronen — die nie beobachtet
worden ist — zu entgehen, miiBte man die Zahl

Um dieser Erhéhung der spe-

der Leitungselektronen so klein annehmen, daB -
dann die beobachteten Leitfahigkeiten nicht ver-

standlich wiren. Auch den Verlanf des von Ka-

merlingh-Onnes gemessenen Abfalls des Wider-

standes nach tiefen Temperaturen gibt die klassi-,

sche Theorie nicht richtig wieder. Die Einfiih-

rung der Quantenhypothese hat auch hier Ab- -

hilfe geschaffen. Insbesondere sind Lindemann
und Wien in der Weise vorgegangen, daB sie die
Wirkungssphire der schwingenden Atome, die. ja.
fiir die Zahl der ZusammenstoBe zwischen Elek-
tronen und Atomen maBgebend ist, in Zusam-

*menhang brachten mit der Schwingungsamplitude

der Atome und fiir letztere den quantentheore-
tischen’ Wert benutzten.
noch nicht das letzte Worte gesprochen.

V Das Eindringen der Quanten in die Gas-
theorie.

Jedoch ist auch hier

‘Wihrend so die Molekulartheorie des festen.

Zustandes sich auf der Quantengrundlage nuf‘

baute, 'konnte auch die kinetische Gastheone_

nicht lange vor dem Eindringen der neuen Vor-
stellungen 'bewahrt bleiben. Schon f£riih - hatte

Nernst darauf hingewiesen, da8 be1 der Rotation -
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2wel- und mehratomiger Grasmolekiile Quanten-

veffekt.e, zu erwarten séien, ebenso bei den Schwin-
Bungen der Atome in Molekiilen. Nehmen wir
als Beispiel den zwelatomigen Wasserstoff, dessen
olekiil wir uns als starre Hantel denken
e) S0 besitzt bekanntlich dies Molekiil

au!'jer seiner fortschreitenden Bewegung (3 Frei-
Citsgrade) noch die Mbglichkeit, um eine zur
ethindungslinie der Atome senkrechte Achse zu

. fotleren (2 Freiheitsgrade!)). Nach der klassi-
schen Statistik wiire also seine mittlere Rotations-

Cnergie 9. @271: kT,

kTN; RT, der von der Rotation herriithrende
Anteil der Molekularwirme also — R — 1,98 cal.,
Unabhiingig von der Temperatur.
I". krassem Gegensatz dazu fand Eucken
Xperimentell, daB der Rotationsanteil \der Mole-
Warwirme des Wasserstoffs nur bei hohen Tem-
Derat11.1'en den Wert R besitzt, den die klassische
eoric fordert. Beim Ubergang nach tiefen
“Mperaturen nimmt er dagegen ab, um beim
m?ttlpunkt ganz -zu verschwinden, so daB in un-
punlflbarer Nachbarschaft des absoluten Null-
ts der Wasserstoff sich wie ein einatomiges
ears i’erhﬁlt. Dieser Abfall des Rotationsanteils
i '{C_)lekularwiirme ist ein Quanteneffekt, dhn-
s Wie der‘ Abfall der Atomwirme fester Kor-
gel;d nstein und Stern ha'ben ihn zuerst fol-
oit ermaflen berechnet: Sind J und v Trig-
Mols]r(nolment und Umlaufszahl (pro Sekunde) des

llch? uls, so ist seine Rotationsenergie bekannt-

also  pro Grammolekiil

1
. E=oJ@2xv)......313
g‘:}}cht man jetzt die vereinfachende Annahme,
X alle _Molekiile mit derselben mittleren Um-
ufzah] 3 rotieren, so kann_man fiir die ent-

8 . ' :
rpr_echende mittlere Energic E, den quantentheo-
etischen Wert:

wod = Iy
Ern= 5 @av)i= thL’
kT — 1
oder= PV AV pach P
er= =t Y (nach’ Planck

kT 1 2. Theorie) -« (14
dungy .Aus (14) folgt v als Funktion von 7.
Unded Elnsetyjen dah?r E, als Funktion von 7.
Zierenum'h Dxffere.anm.eren nach T und Multipli-
antsi] :inlt N schl.leBllch der gesuchte Rotations-
W er Moleku]arwiirmen.\ Dabei zeigte sich,
H.UI‘ mit dem aus der zweiten Planckschen
corie folgenden Ausdruck fiir E, ein befriedi-

gen .
&‘anchlul} an Euckens Messungen zu ge-

1) Dle ROt&t . = S .
sall, lon um die Verbindungslinie der Atome
tret:;dkommt fi{r den bei den ZusammenstoBen ein-
teilun'en Energlea:ustausch, und daher fiir die Ver-
rage der dl_EnergIl{e auf die Freiheitsgrade, nicht in
5 > d 1ese Rotation durch die %
Dicht, geindert wiry ie ZusammenstiBe

Setzen,
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winnen war, was Hinstein und Stern damals als
ein  Argument fiir die Nullpunktsenergie er-
klarten. Indessen kann diese Theorie nur als
orienticrender Versuch angeschen werden, der
strengeren Anforderungen nicht geniigt. Denn
die benutzte Plancksche Energieformel gilt nur
fiir Gebilde, deren Schwingungszahl eine kon-
stante, von der Temperatur unabhingige Grife
ist; hier dagegen wurde mit einer mittleren, tem-
peraturabhiingigen Umlaufszahl v gearbeitet.
Auf strengerer Grundlage vechnete HEhren-
fest; dabei muBte er sich allerdings auf Gebilde
von einem Freiheitsgrad, d. h. auf Rotation des
Molekiils um eine feste Achse, beschrinken, da
damals eine Erweiterung der Quantenhypothese
fiir mehrere Freiheitsgrade noch nicht vorlag.
Er ging direkt von der ersten Formulierung der
Quantenhypothese aus, nach der die Energie der
linearen Oszillatoren.nur ganze Vielfache von hv
betragen darf, und forderte entsprechend, dal
. . . . hv
die Rotationsenergie nur ganze Vielfache von —;

betrigt!), also
J

. & h . .
Er= 9 2rv)®= -7?.—21 (i =0,1;2%35-.:.) - (I3
daher:
_nh , _ . ;
— 40T (=0,1,2,3,...) . . . .16

Danach Tonnen also die Molekiile nur mit einer
Rethe diskreter Umlaufszahlen rotieren und ent-
sprechend auch nur eine Reihe diskreter Rota-
tionsenergien annehmen, ganz im Sinne der
ersten Planckschen Quantentheorie. Die weitere
Durchrechnung ergab indessen fiir den Rotations-
anteil der Molekularwarme cine Kurve, die zwar
bei tiefen Temperaturen durch geeignete Wahl
der verfiigharen Konstanten J mit den Messun-
gen gut in EKinklang zu bringen war, bei héheren
Temperaturen jedoech, vor Erreichen des Wer-
tes R, ein Maximum und ecin darauffolgendes
Minimum aufwies, -dic den vorliegenden Be-
obachtungen nicht entsprachen.

Ebenfalls auf Grund der ersten Planckschen
Theorie. d. hs der Vorstellung, dall die quanten-
miflig ausgezeichneten Umlaufszahlen v, die ein-

1) Der Faktor ! rihrt daher. daB hier nur kine-
tische Energie. nicht auch potentielle vorhanden ist.

?) Es sei hier noch eine Folgerung von (13) und
(16) erwiihnt, die bei dem weiteren Ausbau der Quan-
tentheorie eine bedeutsame Rolle gespielt hat. Bs ist,
bekanntlich das Drehmoment (auch Drehimpuls oder
Tmpulsmoment genannt) des Molekiils: p=J.2av:

also existieren nach (16) nur die quantenmiilig aus-
gezeichneten Werte des Tmpulsmoments

R .
Pa= 5 B=0128...) . ... 7

Diese Gleichung 1iBt sich auch direkt aus der Formu-
lierung (12) ableiten. Wiihlt man niimlich als I\o?r}!)-
nate den Drehungswinkel ¢, so ist der dazu gehdrige

Tmpuls p nichts anderes als der Drehimpuls. Daraus
folgt, da p von ¢ unabhiingig ist:

2n

[ pde=2np=nh . . . . (17a

0
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zig moglichen sind, hat in jiingster Zeit Epstein
im AnschluB an die moderne Weiterentwicklung
der Quantentheorie die Rechnung fiir Gebilde
von 2 Freiheitsgraden (freie Achsen) durchge-
fiithrt. Dabei bediente er sich eines von Bohr
und Debye vorgeschlagenen Molekiilmodells des
Wasserstoffs, das sich in der neueren Atomtheorie
gut bewdhrt hat, und das den Vorteil besitzt, in
allen seinen Dimensionen genau festgelegt zu
sein, so daB die freie Verfiigbarkeit des Trigheits-
momentes J hier in Fortfall kommt. Jedoch hat
auch diese exakt durchgefiihrte Theorie bei tiefen
Temperaturen keine Ubereinstimmung mit den
Beobachtungen erzielt, -

Weit befriedigendere Resultate ergaben die
Untersuchungen von Holm (feste Achsen) und
Planck (freie Achsen), die sich beide auf den
Boden der zweiten Planckschen Theorie stellten.
Danach sind also die diskreten Werte (16) der
Umlaufszahlen nicht die einzig moglichen; viel-
mehr kann das Molekiil mit allen Umlaufszahlen
zwischen 0 und OO rotieren!). Auch hier kann
man jedoch, wie bei so vielen Problemen der
Quantentheorie, sagen, daB die endgiiltige Losung
noch aussteht.

In sehr interessanter Weise hat Bjerrum die
Gleichung (16) auf die ultrarote Absorption
mechratomiger Gase angewandt. Diese Gase
zeigen — besonders nach den Umtersuchungen
von Langley, Paschen, Rubens und Mitarbeitern,
Burmeister, E. von Bahr — im kurz- und lang-
welligen Ultrarot ausgedehnte Absorptionsgebiete.
Wihrend man die Absorption im langwelligen
Ultrarot durch die Rotation der Molekiile erklért,
die, als elektrische Doppelpole wirkend, bei ihrer
Rotation Strahlung emittieren und absorbieren,
wies zuerst Bjerrum darauf hin, da8 auch im
kurzwelligen Ultrarot sich die Rotation der Mole-
kiille bemerkbar machen miisse. Existiert nam-
lich in diecsem Gebiet eine Schwingung der Ionen
im Molekiil gegeneinander etwa mit der
Schwingungszahl vo — (und daher eine Absorption
an dieser Stelle), und rotiert auBerdem das Mole-
kiil mit der Umlaufszahl v,, so resultieren durch
Zusammensetzung 3 Schwingungen: die urspriing-
liche v und ferner symmetrisch dazu auf beiden
Seiten vo+v, und vo—v, . Die Rotation erzeugt
also durch Zusammensetzung mit der Schwingung
zwei mneue Absorptionsstellen. Wenn nun im
Sinne der ersten Planckschen Theorie das Mole-
kiil nur mit den diskreten Umlaufszahlen v,, [siehe
(18)] rotieren kann, so ergeben sich symmetrisch
zur urspriinglichen Absorptionsstelle v=1v, auf
beiden Seiten eine diskrete Reihe weiterer iqui-
distanter Absorptionsstellen v — v, + v,, und

1) Die Besonderheit der quantenmiBig ausgezeich-
neten Umlaufszahlen besteht hier in folgendem: Denkt
man sich das Kontinuum der Umlaufszahlen von v =0
bis v =00 als Abszissen aufgetragen, und als Ordi-
naten die zu jeder Umlaufszahl gehérende Wahrschein-
lichkeit, so resultiert eine Treppenkurve, deren Stufen
gerade an den Werten v, liegen. Bet diesen Werten
springt also die Wahrscheinlichkeit.

Reiche: Die Quantentheorie.

Die Natur-

wigsenschaften
Diese diskrete Reihe von Absorp-
tionsstellen ist nun in der Tat durch E, v». Bahr
beim Wasserdampf und Chlorwasserstoff gefunden
und spiter von Rubens und Hetiner beim Wasser-
dampf noch eingehender durchgemessen worden.
Eucken, der die Resultate E. ». Bahrs ausfiihr-
lich diskutierte, schlof daraus auf die Ungiiltig-
keit der zweiten Planckschen Theorie, da die Ver-
suche so handgreiflich dafiir zu sprechen schienen,

V:VO‘—V-,.,-

-

daB das Molekiil wirklich nur mit den Umlaufs-

zahlen v, rotieren konne. Indessen hat Planck
in einer Jiingst veroffentlichten griindlichen
Untersuchung gezeigt, da man auch vom Stand-
punkt seiner zweiten Theorie (stetige Absorption,
alle Umlaufszahlen méglich) die Beobachtungen
deuten kann. Die Entscheidung zwischen der
ersten und zweiten Planckschen Theorie — eine
Aufgabe von bedeutender Wichtigkeit — 1dBt sich
daher nach diesen Versuchen nicht erbringen.
Durch die besprochenen Erscheinungen bei
mehratomigen Gasen (Abfall der Molekular-
wirmen, ultrarote Absorption) ist die Berechti-
gung zur Anwendung der Quantentheorie auf
Rotationsbewegungen sichergestellt. Viel hypo-
thetischeren Charakter dagegen tragen bis jetzt
die Versuche, noch einen Schritt weiter zu gehen

und auch die Translationsenergie zu ,,quanteln”.

Von verschiedenen Seiten (Sackur, Tetrode, Kee-
som, Lenz-Sommerfeld, Scherrer, Planck) ist
dieses Problem in Angriff genommen worden.
Z. B. haben Lenz-Sommerfeld, analog wie Born-
Kdrmdn und Debye beim festen Korper, die ther-
mische Bewegung des Gases in ein Spektrum von
Eigenschwingungen zerlegt und die mittlere
Energie gemdB der Formel (5) auf die Eigen-:
schwingungen verteilt, wihrend Scherrer und
Planck sich direkt an die neuere Formulierung
der Quantenhypothese fiir viele Freiheitsgrade
angeschlossen haben?).
stimmende Hauptresultat der Berechnungen be-
steht im wesentlichen aus 2 Teilen: erstens er-
gibt sich eine Modifikation der klassischen Gas-
gesetze bei tiefen Temperaturen (,,Entartung der
Gasge®), fiir die in der Tat Versuche von Sackur
an Wasserstoff und Helium sprechen. Zweitens
offenbart sich eine bemerkenswerte Beziehung
zwischen der Planckschen Konstanten A und der?
sogenannten ,chemischen Xonstanten®, einer
GroBe, die bei Aggregatzustandsinderungen eine

1) Man tibersieht die Quantelung der Translation
vielleicht am besten an folgendem Beispiel: Ein Gas
molekiil fliege mit der Geschwindjgkeit v in einem
wiirfelfsrmigen Raum von der Kantenlinge a senkrecht
zwischen zwet Winden hin und her; dann vollfithrt
es eine Art Schwingung mit der Schwingungszﬂh]

v=;-. Setzt man jetzt — analog (15) — seine kine
tische Energie E:n’f;v (n=0, 1. 2,...), so folgt:
o m ., h_ v _ nh
E= g mT=m 2 9q’ also LES L ¥

am
Die Translationsgeschwindigkeit des Molekiils kanB

also nur diskrete Werte anpehmen.

Das qualitativ iiberein-,
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- Roll_e spielt. In diesem noch etwas unsicheren
eblet miissen weitere Experimentaluntersuchun-
&en abgewartet werden.

V1. Die Quantentheorie der optischen Serien.
er dusbau der Quantenhypothese fiir mehrere
Freiheitsgrade.

do l?ell groften ) Fortschritt nach Laues Ent-
) ! ung der kristallographischen Rontgenspek-
roskopie hat die Atomtheorie im Jahre 1913
g;’:mACht, als der.diinische Physiker Niels Bohr
o tommodelle in den pienst der Quantentheo-
WiedStent'e' Bohrs Arbeiten haben riickwirke{ld
ds 31' die Quanteptheone bf.-fruchtet, und so 1?‘5
und er Wechselwu-kun'g zwischen Atomdynar{uk
e thla?tenhypothese in den letzten Jahren eine
lehe Fiille bedeutsamer Erfolge erwachsen.
i nter ('ien.brauchbaren Atommodellen nahm
Sonieie Zeit eine bevgrzugte Stellung das Th_om-
DositC' e Ato.m'modell ein, nach dem der elektrisch
im ve Teil des Atoms eine Kugel von Atom-
i ensionen (Radius ungefihr — 10— cm) er-
t, in deren Tnnerem die negativen Teile, die
Amﬁg;mﬂen., in stab.ilen Gleichgewichtslagen
Ve _Dieses Modell ‘hatte den grofien Vorzug,
elastireﬁn e].ektrlsche Erklirung fiir die ,,quasi-
nd Sche Bindung“t) von Elektronen zu liefern.
undegemd? auf Grund solcher quasielastisch ge-
und I;er Elektronen war cs Dru.de, Voigt, Planck
dor Dy, 4. .Lore.ntz gelupgen, die Erscheinungen
omigchlspersmn, Absorption unr'i der magneto-
foekt)e"l Effekte (Magl}eto_rotatlon und Zeeman-
ah iIn guter Ubereinstimmung mit der Er-
Ong vorher zu l.)creehnen. Auch war das
jedemSOnsche Modell imstande -— wie man es von
Schuw; Atommode.ll verlangen muB —, durch
tm“in[,’gullgen seiner Elektronen scharfe Spek-
info] len zy emittieren, derezz Lage (ebenfalls
Inteng:'trder quasielastischen Bindung) von der
T Elldlt der Erregung, d. h. von der Energie
n dre'e t_l'onc_enschwmgungen, unabhingig war.
MOdelil WiChElgep Punkten dagegen versagte das
i ‘ausO l.stan'dug.. El:stcns- war es rpcht mog-
abZl;leit S:Emer 'Basls (§1e optlschen.Scr’xenformeln‘
achtet ells, zweitens lieferte es nicht den beob-
Dektf:ll‘ Farkgffekt, d._' h. die Aufspaltung der
tons vy mlen‘ im .elektrlschen‘ Felde?), und drit-
al‘ﬁberrbes nicht imstande, die groBen (90° und
Welchy eStragendqen) Ablepkungen zu erkldren,
finng ]Z-[- trah]’genlchen .belm Durchgang durch
vamity lbetallfol:gn erleiden, wobei sie also in
iegene arer l\.ahe der Metallatome voriiber-
ot vund.;label dErCh das elektrische Feld der
dritte Gon :i irem Weg abgelenkt werden. Dieser
”ODSQhenr%& dv}eraqlaBte Rutherford, dem Thom-
| odell ein anderes gegeniiberzustellen,
Wen,l Q;asxi;elasti,s?h gebunden heiBt das Elektron dann,
Rraft, » AUs seiner Ruhelage verschoben, mit einer

di’ . - . . . 2
Uhelas & der Verschiebung proportional ist, in die
“48€ zurilckgezogen wird.

a3 elektrische Feld verindert di chwi
20 t rindert die Schwingungs-
ha?xlptdes- quasielastisch gebundenen Elektrons aﬁb%?-
vicht, sondern versehiebt nur seine Ruhelage.
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das die groBen Ablenkungen der a-Strahlen zu
erkliren vermochte. Nach diesem Rutherford-
schen Atombild ist der positiv elektrische Teil
des Atoms auf einen duBerst kleinen Raum?), den
sogenannten Kern, zusammengedringt. Seine
Ladung E besteht aus z Elementarladungen e,
wo z die Ordnungszahl des Elements ist, d. h. die-
jenige Zahl, die die Stelle des Elements im perio-
dischen System angibt?). Um diesen Kern be-
schreiben die Elektronen Planetenbahnen (Kreise
oder XKepler-Ellipsen), da sie nach dem Cou-
lombschen Gesetz (umgekehrt proportional dem
Quadrat der Entfernung).angezogen werden. Im
elektrisch-neutralen Atom mit der Ordnungs-
zahl z umkreisen z Elektronen den Kern. So be-
steht z. B. das feutrale Wasserstoffatom aus
einem einfach geladenen Kern, der von einem
Elektron umkreist wird. Dieses Rutherfordsche
Modell bereitet einem nun allerdings bei niherem
Zusehen eine Enttiuschung: Es hingt nimlich
bei ihm die Umlaufszahl v der Elektronen von der
Energie ab; nimmt man daher nach der klassi-
schen Elektronenthcorie an, daB ein mit der Um-,
laufszahl v kreisendes Elcktron eine Welle von
der Schwingungszahl v aussendet, so muB, da bei
der Ausstrahlung das System Energie verliert,
v sich andern, d. h. das Atom vermag keine homo-
gene Spektrallinie zu emittieren. So scheint es,
als miisse man diesecs Modell von vornherein ab-
lehnen. Aber die Geschichte hat anders ent-
schieden. Mit intuitivem Griff hat sich Bohr
des Modells bemichtigt und es durch drei kithne
Hypothesen der Quantenthecorie untergeordnet.
An erster Stelle fordert er, daB das Elektron nicht
auf allen, nach der Mechanik moglichen Bahnen?)
den Kern umkreisen kann, sondern nur auf ge-
wissen diskreten, quantenmiillig festgesetzten.
Und zwar sind nur Bahnen méglich, fir die das
Impulsmoment [siehe (17) und 17a)] ein ganzes

o
Vielfaches von I 1st, genau wie beim rotierenden

Molekiil. Zweitens: Diese erlaubten Bahnen (auch
,.statische® Bahnen genannt) sind stabil, und zwar
dadurch, daf das Elektron — im Gegensatz zu
den Lehren der klassischen Elektronentheorie —
nicht strahlt, wenn es in ithnen lauft?). Drittens:
Springt das Elektron aus einer erlaubten Bahn
mit hoherer Energie W, in eine andere erlaubte
Bahn mit niedrigerer Energie W,, so emittiert
es dabei eine homogene Strahlung von der Schwin-
gungszahl:

v :E‘—I; W (Bohrscher Frequenzansatz) . . (18

1) Unter gewissen spekulativen Annahmen kann
man seine Dimensionen zu etwa 10— cm berechnen.

?) Es ist also 2z =1 fiir Wasserstoff, 2 =2 fiir He-
lium, 2 =3 fiir Lithium usw.

3) Bohr hat sich im wesentlichen auf Kreisbahnen
beschriinkt. .

3) DaB solche strahlungslosen Bahmen im Atom
wahrscheiulich -vorkommen, dafiir spricht die Konstanz
der magnetischen Momente para- und ferromagnet_lscher
Korper, die nach Einstein und de Haas durch kreisende
Elektronen erzeugt werden.




»

2

d..h; die Energiedifferenz zwischen Anfangs- und
Endbahn ist gleich einem Energiequantum der
emittiertéen Strahlung., Da8 besonders diese letz-
tere Hypothese unserem physikalischen Denken
groBe Schwierigleeiten bereitet und wohl nur als
provisorische Formulierung der Energiebilanz
anzusehen ist, ist ohne weiteres klar.

Die Anwendung dieser drei Hypothesen!) auf
das Wasserstoffatom liefert fiir die Schwingungs-
zahlen, die das Elektron beim Sprung von der
nten nach der 8"  erlaubten Bahn emittiert,

die Werte:. ‘
2 .4 ¢, m Ladung und Masse
- %ﬂ_hg_”% ( 3,. _ ;1,) des Elektrons, (19
. %, n ganze Zahlen.

Setzt man hier s = 2, n =.3, 4 ... so erhalt
man formal genau die empirische Darstellung
der Balmerschen Serie des Wasserstoffs:

v=N(2-l,——7%) (R=8,45....)..@0

Dabei hat die in der empirisehen Formel auf-
tretende Konstante N (die sogenannte Rydberg-
®sche Zahl) den Wert 3,29.1015. Berechnet man
andererseits den Wert der in der theoretischen
Formel (19) auftretenden Konstanten unter Be-
nutzung von

e=4774.10""9; m=10,902-10"%7; h = 6,57-10~%
so findet man den Wetrt 3,26.1015, in schlagen-
der Ubercinstimmung mit dem empirischen Wert.
Diese quantitative Zuriickfithrung der Rydberg-

1) Die ganz elementare Rechnung verliuit so: Es
umlaufe ein Elektron von der Ladung e und der
Masse m den Kern von der Ladung F=z2.e in einem
Kreise vom Radius ¢ mit: der Winkelgeschwindig-
keit w; v sei seine Geschwindigkeit. Dann ist die
Gleicligewichtsbedingung zwischen der Anziehung des
Kerns und der Zentrifugalkraft: ’

ek
“—mawn? oder maSwl=¢kE.

az —
Ferner mnach der zweiten Bohrschen Hypothese:

P
mae =n,- .
2r
Aus diesen beiden Gleichungen fiir @ und @ folgen zum
Beispiel die diskreten Radien der erlaubten Bahnen:
a = W n=1,2,3 )
) r=imeEm =128 ...
Die Energie (kinetische - potentielle) ist:
1 ek 1 eE e E
-~ --- —ain —— 2@02 — - —me— %
W '2mv‘3+(l a g Mmate a. 2a’
also die diskreten Energiewerte:
W= 2n2e2 E2m
, W=
Springt nun das Elektron von der n-ten nach der
s-ten Bahn (n > s), so wird nach dem Bohrschen Fre-

quenzansatz dabei eine Linie emitiiert, von. der
Schwingungszahl:
V_WufW. _2nleima?( 1 1
- R TTW & w
_ 1. 1)~
=N2? (;, — —”—’ .

Es sei hier noch bemerkt, da8 sich in dem.sym-
metrischen Aufban )von v 1;.13 Differenz zweier gleich-
gebauter Terme %:— und _ﬁ;_ mit laufenden Zahlen &
und » das Ritzsche ,,Kombinationsprinzip® wider-

spiegelt. .
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schen Zahl auf universelle Konstanten (e, Am‘,? R
bildet die -Hauptleistung der Bohrschen Theorié:
Die Balmerserie wird demnach nach Bohr emit-

tiert, wenn das ‘Elektron vom 3ten, 4ten, . . . .

Kreis in den 2ten springt. Die Formel (19) um- "

faBt aber noch weitere Serien des Wasserstoffs..
Setzt man s—=1,n=2,8,4. ..
die von Lyman gefundene und gemessene ultra-

.» 80 erhilt man .

violette Serie; setzt man s =3, n=4,5,6 , . . »

so erhidlt man die ultrarote Bergmannserie, deren
zwei erste Linien von Paschen beobachtet sind-

Das im periodischen System auf Wasserstoff -

folgende
z=2). Wihrend die Konstitution des neutralen
Heliumatoms noch nicht hinreichend gekliirt ists
scheint es sicher zu sein, daB das positiv geladene

Element ist Helivm (Ordnungszabl .

Heliumatom aus einém zweifach geladenen Kern -

(E =2e) besteht, der von einem' Elektron um- -

kreist wird. Danach’ lassen sich ‘die vom posi-
tiven Helium emittierten Serien zusammenfassen
in der Formel: :

= 1 1

"’"4N(8’ n’) :
wo N wieder die Rydbergsche Zahl bedeutet?)-
Setzt man hier s=8, n—=4,5, 6 .. .., so er

hilt man die ,,sogenannte Hauptserie des Wasser-

stoffs“?), die von Fowler beobachtet und in jiing-

ster Zeit von Paschen eingehend durchgemesser -
. erhilt map -
die ,sogenannte zweite Nebenserie des Wasser-:
stoffs*?) die von Pickering und Evans beobachtet -

wurde. Fiir s=4,n=5,6,7...

wurde.

sucht, im Anschlu8 an das periodische System gé-
eignete Atombilder aufzustellen, in denen sich
z. B. die bekannte Achterperiode des Systems
in eimer nach je 8 Elementen regelmiBig wiedet-
kehrenden Anordnung der #uBeren Elektronen
widerspiegelt, wihrend, die' Zahl der im #@uBersten

Ring kreisenden Elektronen gleich der Valens'

des betrefféenden Elements gesetzt ist. Jedo‘cﬁ_
tragen diese Betrachtungen' einstweilen einen
mehr spekulativen und noch recht . unsicherer
Charakter. . .
" Wihrend so die Quantenhypothese schon iff
ihrer ziemlich primitiven: Form, durch Eingreiferr
in die Atomdynamik, von neuem ihre inner¢
Kraft erwiesen hatte, hatte sie doch dabei filf
ihren eigenen Ausbau nur geringen Nutzen d&-
vongetragen. )
Theorie reiften- schneller als man ahnen konnté:
Schon das Jahr 1915 brachte eine entscheidende
‘Wendung durch zwei Arbeiten von Planck ﬂn‘,l
Sommerfeld, die fiir ein schon lange brennendes
Problem Losungen aufstellien: niimlich fiir die

1) Der Faktor 4 riihrt daher, da8 hier. E =2 ¢ istr
und daher der Energieausdruck W 4-msl eo g 6
wie beim Wagserstoff. Beriickeichtigt man tibrigens dif
Bewegung des Kerns, so nimmt, in Ubereinstimmung
mit der Erfahrung, die Rydbergsche Zahl fiir Heljur®
einen etwas anderen Wert an nf fir Wasserstoff. ..

?) Man schrieb sie vor Bohr dem Waeserstoff sU-

-

Auch fiir die hoheren Elemente hat Bohr ver- .

Aber die Friichte der Bohrschen :
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E"fweiterung der Quantenhypothese auf Systeme
Yon melzr~eren Freiheitsgraden. Sommerfeld ging
_abel in engem AnschluB an die Bohrsche Theo-
rie ver. Die erste Hauptforderung dieser Theo-
nﬁ b?traf die Auswahl der ec¢rlaubten Bahnen.
ur sie mufite, wie wir sahen, das Impulsmoment

: ; h
P gleich einem ganzen Vielfachen von S sein.
Nach (17a) und (12) 1dBt sich das auch so aus-

Sprechen: Das Integra{/p dq (wo fir die allge-

meme' Koordinate ¢ der Drehungswinkel ¢ ge-
setzt ist) ist gleich einem ganzen Vielfachen von

h, das heiBt:
ﬁ;clq:nh N 2 ]

D?S linksstehende Integral nennt®man, infolge
Seines  Zusammenhanges mit der Phasenebene
% p-Ebene) das Phasenintegral: die Glei-
chung (21) heiBt die Quantenbedingung. Im
alle der Bohrschen Theorie, die nur Kreisbahnen
etrachtet, existiert natiirlich nur eine solche
Uantenhedingung (fiir g — @), da ja der Dre-
St‘g‘llgswinkel ¢ die einzige Variable der Bahn dar-
B t. Anders dagegen liegt es, wenn man die
alfs}clhrﬂnkung auf Kreisbahnen fallen 1dB8t, und
. G Keplerellipsen in den Kreis der Betrach-
Ung zieht. Dann ist jeder Punkt einer Bahn
I‘;”;’“’fh 2 Variable bestimmt, nimlich durch die
inI]l Bel’ﬂung r des Elektrons vom Kern (der sich
¢ Bate vl;_nnpunkt der Ellipse befindet) unq durch
de inkel ®, den r mit einer festen Richtung
demefi) (etwa mlt.der Geraden, die den Kern mit
oin Perlhel verbindet). In diesem Falle hat man
e 1‘01.>1em von'zwei Freiheitsgraden vor sich,
ark ZWG} allgemeinen Koordinaten r und ¢ (Po-
TXoordinaten). Die einfache Erweiterung der
nll:::n;eHPYPOthese durch  Sommerfeld besteht
tenbeda'mn’ daB man in diesem Fall zwei Qu?.n-
ity d_lflgungen_ von der FOI‘II:] (21? aufstel!t, eine
in g le Koordinate @ — die mit .der einzigen
sin er BOhlj'Sdlen Theorie iibereinstimmt — und
.2€ neue fiir die Koordinate r. so daB man also
1€ zwei Gleichiingen erhiilt:

27
pfl’d(p:nh_; ﬁ)rd1':7z’71 ganze . (22

0 Zahlen

By un_d Pr sind dabei die Impulse, die zu den

inoczll'dlnaten. ® und r gehoren!), die Integration

N em zweiten Phasenintegral ist iiber den voll-

v:‘ndlgel} Wertbereich von r zu erstrecken, d. h.
W kleinsten” Wert von r (Perihel) bis zum

&réBten (Aphel) und zum kleinsten zuriick.
\—,

f n und n'

nat;) L Impuls p, der zu einer allgemeinen Koordi-
) 4 gehdrt, bestimmt sich bekanntlich in folgender
ro[f]e' Man bilde die Lagrangesche Funktion L des
den }’?fns, die z. B. im Hamiltonschen Prinzip oder in
ewegungsgleichungen auftritt und stelle sie dar

als Funktion der q und der 5:33, danu istp = —ff
, 24

" Nw. (98
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In ganz entsprechender Weise 1d8t sich natiir-
lich auch fiir mehr als zwei Freiheitsgrade die
Erweiterung vornehmen. Hat das System f Frei-
heitsgrade, ist es also durch f allgemeine Koordi-
naten qi, gz . . . ¢ und die entsprechenden Im-
pulse p, . . . ps charakterisiert, so sind die er-
laubten Bewegungen des Systems durch die f
Quantenbedingungen eingeschrankt?):

/}deqf:nl;h ce e (28

Eine Schwierigkeit, die hier von vornherein
auftauchte, war die Beantwortung der Frage,
welche Koordinaten man denn bei dem Quanten-
ansatz (23) wiahlen solle, oder ob die Wahl gar
gleichgiiltig sei. Im allgemeinen namlich kann
man ja ein System von mehreren Freiheitsgraden
durch verschiedene Arten von Koordinaten cha-
rakterisieren?). Epstein und Schwarzschild haben
dies Problem geldst, wobei sich eine interessante
Beziehung der Quantenhypothese zu einem von
Jacobi und Hamilton aufgestellten Theorem der
klassischen Dynamik offenbarte. SchlieBlich hat
in jiingster Zeit Finstein durch Modifikation der
Formulierung (23) einen Ansatz gegeben, der den
Vorzug besitzt, von der Wahl der Koordinaten
unabhiingig zu sein. Indessen wiirde ein néiheres
Eingehen auf diese ahstrakten Untersuchungen
hier zu weit fithren.

Die zweite Formulierung der Quantenhypo-
these, die sich in mancher Hinsicht von der
Sommerfeldschen unterscheidet, rithrt, wie er-
wiahnt, von Planck her. Sie ist in ihrer ganzen

_Anlage gleichsam vorsichtiger gehalten, als der

radikale Ansatz von Sommerfeld. Planck gebt
dabei, in direktem Anschluf an die oben be-
sprochene Einteilung der Phasenebene des line-
aren Oszillators, bei komplizierteren Systemen
vom Gibbschen Phasenraum aus®) und verleiht
ihm, ganz analog wie der Phasenebene, durch ge-
wisse ausgezeichnete Grenzflichen cine zellen-
artige Struktur, Dabei ist die GroBle der Zellen
bei einem System von f Freiheitsgraden propor-
tional 1. Die Schnittpunkte jener Grenzflichen
stellen dann die quantenmiaflig ausgezeichneten
Zustinde des Systems dar (alsc nach der ersten
Planckschen Theorie die einzig mdoglichen, erlaub-
ten Zustinde). Im Gegensatz zu der Sommer-
feldschen Theorie, in der die Bewegung eines
Systems von f Freiheitsgraden stets dureh f
Quantenbedingungen bestimmt ist, kann bei

1) Die Integrale sind dabei iiber den vollstindigen
moglichen Wertbereich der betreffenden Koordinate zu
erstrecken.

?) So kann man z B. die Keplerbewegung dex

" Elektrons entweder durch Polarkoordinaten 7 und @

oder durch Kartesische Koordinaten z und y be-

schreiben. .

3) d. h, von demjenigen 2f-dimensionalen Raum,
dessen Koordinaten die GroBen g1« .- o @p PL. .- P,
sind. Jeder Punkt dieses 2f-dimensionalen Raumes
stellt also einen bestimmten Zustand des Systems dar.

=
B




226

Planck unter Umstanden der Fall eintreten, dal
weniger Quantenbedingungen als Freiheitsgrade
existieren, so daB also mehrere (kohidrente) Frei-
heitsgrade durch eine einzige Quantenbedingung
eingeschrinkt sind. .

DaB diese Theorien den Kern der Sache ge-
troffen hatten, sollte sich bald bei ihrer Anwen-
dung auf das Bohrsche Modell besonders deut-
lich erweisen. Danach muBten unter allen mog-
lichen Bahnen, die das Elektron im neutralen
Wasserstoffatom bzw. im positiven Heliumatom
nm den ein- bzw. zweifach geladenen Kern be-
schreiben kann, die quantenmiBig erlaubten durch
die Bedingungen (22) ausgewihlt werden. Das
ergibt, an Stelle der diskreten gequantelten Kreise
bei Bohr, hier diskrete gequantelte Ellipsen, unter
denen auch die Bohrschen Kreise als Spezialfall
enthalten sind. Und zwar sind die Ellipsen so-
wohl hinsichtlich ihrer GroBe (d. h. ihrer groflen
Achse) als ihrer Form (Achsenverhiltnis) quan-
tenmiBig fetgelegt'), so daB also hier jede Bahn,
im Qegensatz zu Bohr, durch zwei Quantenzahlen
n und n’ charakterisiert ist. An Stelle der For-
-mel (19) fiir die Wasserstoffserien folgt hier?):

- 1 1 o
=Nt )
Dabei ist N wieder die Rydbergsche Zahl; die
beiden Quantenzahlen s und s” charakterisieren
die Endbahn des Elektrons, n und n’ die An-
fangsbahn. Da also hiernach die Zahl der er-
laubten Bahnen gegen Bohr stark vermehrt ist,
so sind damit aueh die [Tbergangsmiglichkeiten
tiir das Elektron, d. h. die Erzeugungsmoglich-
keiten fiir die Spektrallinien, vervielfialtigt. Man
erkennt aber leicht folgende Tatsache: Wihlt
man als Endbahn des Elektrons irgendeine der-
jenigen Bahuen, fiir die die Summe der charak-
teristischen  Quantenzahlen s—+s’  einen  be-
stimmten Wert hat, etwa s+ s =2, und als An-
fangshahn irgendeine derjenigen Bahnen, fiir die
n + n’ einen bestimmten hoheren Wert hat, eotwa
n+n' =3, so liefern alle diese wverschiedenen
Erzeugungsmoglichkeilen dieselbe Linie (fiir die
gewithlten Zahlen die erste Balmerlinic), weil ja
nach (24) die Schwingungszahl v der emittierten
Linie nur von s +s" und von o+ n’ abhingt, da-
gegen nicht von den Einzelwerten s, s’, n, n'.
So will es scheinen, als ob durch diese Kompli-
zierung der Theorie gegeniiber Bohr physikalisch
nichts gewonnen sei. Indessen steckt, wie Bohr
bereits bemerkte, in den Rechnungen eine Ver-
nachlissigung, deren Beriicksichtigung von fun-
damentaler Bedeutung werden sollte und die
[Tauptleistung der Sommerfeldschen Spektral-
linientheorie darstellt. s sind namlich die Ge-

1) Die groBe Halbachse a wird hier

..) r 2 y
— 7&_(11-}-_1{)7’ das Achsenverhiiltnis LS =
4nimell a " nt+n'

2) Die Energie wird niimlich hier:
wo 2meEim
R4
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schwindigkeiten der Elektronen, die bei diesen
Problemen auftreten, nicht mehr als klein gegen
die Lichtgeschwindigkeit anzusehen. In diesem
Falle aber darf man bekanntlich nicht mehr nach
der klassischen Mechanik rechnen, wo die Masse '
der Elektronen eine konstante GroBe ist, sondern
muf sich auf den Boden der Relativitdtstheorie
stellen, und daher die- Abhéngigkeit der Elektro-
nenmasse von der Geschwindigkeit des Elektrons
beriicksichtigen. Wenn man die Rechnung i_ﬂ
diesem Sinne durchfiihrt, so modifiziert sieh die
Serienformel (24) in der Weise, daB nur in erster
Niherung, d. h. bei Vernachlidssigung der Rela-
tivitatskorrektion, die Schwingungzahl allein von
s+ s und n-+n abhidngt; bei Beriicksichtigung
der Relativititskorrektion aber wird v-auch von
den Einzelwerten s, s’, m, n’ abhingig. Daraus
folgt, daf die obengenannten wverschiedenen ET-
zeugungsmiglichkeiten hier nicht mehr dieselbe
Linie liefern, sondern etwas verschiedene Liniet
die allerdings, wegen der Kleinheit der Relativl
tatseffekte, nahe beieinander liegen. Dies ist
die Sommerfeldsche Erklarung fiir die Fei{“
struktur der Spektrallinien. So muB z. B. die
crste Linie der Balmerserie (die rote Wasserstoff-
linie H,) nach Sommerfeld aus 5 Komponente?
bestehen, die in 2 Hauptgruppen (zu 3 und 2)
angeordnet sind. Der mittlere Abstand diesel
beiden Gruppen voneinander betrigt nach der
Theorie!) etwa 0,126 f&E, wihrend die Messunge?
des Wasserstoffdubletts den Wert 0,123 AR lie-
fern (Brotherus, Paschen, Meifiner). Spricht
schon diese Ubereinstimmung stark fiir die
Sommerfeldsche Theorie, so hat die exakte Fein-
strukturmessung der Heliumlinien durch Paschen
cinen noch schlagenderen Beweis fiir ihre Rich-
tigkeit geliefert: Fast liickenlos sind alle von der
Theorie geforderten Linienkomponenten auf der
photographischen Platte erschienen und habe?
dadurch die Existenz der erlaubten Bahnen hand-
greiflich dargetan.

Zwel interessante Folgerungen seien hier noch
erwithnt, die sich auf Sommerfelds Untersuchun”
gen griinden. Frstens ist es durch sie moglic
geworden, die Feinstrukturmessungen direkt zuf
Bestimmung der Fundamentalgréfen e, m, h. 2U
henutzen; zweitens konnte Glifscher zeigen, daB
man die spektroskopischen Beobachtungen nur
dann mit der Theorie in Einklang bringen kanm
wenn man fir die Massenveridnderlichkeit des
Elektrons die relativistische Formel zugrund®
legt. Dagegen lassen sie sich mit den Abraham”
schen Formeln fiir das starre Elektron nicht ver-
einigen.

So sehen wir, daB das Rutherfordsche Atom’
modell in der Weiterbildung durch Bohr un
Sommerfeld die Erwartungen weit iibertraf, die
man an seine Leistungsfihigkeit stellen konnteé

1) In den theoretischen Ausdruck fiir diesen Abstand
gehen nur die universellen Konstanten e, m, h und ¢
(Lichtgeschwindigkeit) ein.
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i‘"‘ die optischen Serien der beiden ersten Ele-
?nte hat es uns, jedenfalls zum Teil, eine Er-
ze:“ullg geliefert.  Auch konnte Sommerfeld
ege]fl, daB man durch Verallgemeinerung des
er(;l) eld.'es (d. h. Abweichen vom Coulombschen
o Aldle.Rydberg.-thzsche'n' Serienformeln fiir
nfa ka{len _gewinnt. Ein vielversprechender
ini ng fiir eine Quantentheorie der Spektral-
len .war somit geschaffen.
raBel diese.lr Sachlage muBte sich von selbst die
Seinge aufdringen, ob denn das Atommodell bei
- ét Jetzigen Vervollkommnung imstande war,
e L.al.‘keff‘ekt zZu erl'(liiren, d. h. die Aufspaltung
bl Inien im elektrlsche_n Felde. Hatte doch,
altereel',i‘nnerhch, gerade in die§em Punkte das
wie o homsonsche quell vollig versagt. Und
e a]nd es ‘ferner mit dem Zeemaneffekt, der
M, pl? tung im Magnetfeld? Konnte das neue
s ?ia diese Ers_cheinung ebe.nso gut.erkléiren
Wortets alte? Beide Fragen sind positiv beant-
St va'ordey, Was™ den Stfirkeffekt anlangt,
nen e Psteu&, unter Heranziehung Qer moder-
" 2eigen ltllantensatze, fiir_ mehrere Freiheitsgrade
tralli} aB. das Mode_ll eine Aufspgltung der Spek-
Beim ;;fn im elektrl.schen Feld liefert, die z. B.
mit be asserstoff die Beobachtuggen von Stark
igkeitwllflderns-werter'Genauigkelt und Vollstin-
i T Wl?derglbt: Nicht ganz so erfolgreich ist
iibey eorie bhis jetzt dem Zeemaneffekt gegen-
fo %‘iewesen. Zwar gelang es Debye und Sommer-
l‘ec};t, zen normalen Ze_emaneffekt (Triplett senk-
auszuhlll dien I_(raftllmen) aus dem Modell her-
eriick0~en)-; Jedoch versag@e.das Modell, trotz
o Erls(ightlguug der Relativititskorrektion, bei
Yor arung der anomalen Zeemaneffekte und
all
atsac

eingt
eld

em der von Paschen und Back entdeckten
he, daB auch bei Linien mit komplizierter
l"lklt.ur‘ sich bei stirker werdendem Magnet-
geleh*‘sll'mﬁ]}llch das_ normale Triplett ausbhildet,

am lnfolge einer Zerstérung der Fein-
I’_Iler miissen weitere Untersuchungen
ringen.

VI .
L Die Quantentheorie der Rintgenspektren.

P:l';l'llel mit der Ausgestaltung dieser Theorie
X reﬁ 1schen Spektren hat sich in den letzten
e auf derselben Grundlage eine Theorie der
Blicks nspektren entwickelt, die schon tiefe Ein-
Stattes 11111 die Lt?hre vom Aufbau der Atome ge-
e %t. Die Forschungen von Barkla, W.
bahn -, . L_. Bragg, Moseley und Darwin, Sieg-
Ay fpra?l Friman u. a. haben erwiesen, daf beim
atho von Ka‘t:.hodenstrahlen auf die Anti-
antge(; t:mes Réntgenrohres zwei Arten von
“tl'ahlunsumh]en entstehen: erstens die , Brems-
Ontinu‘g 3 bestehenq aus einem ausgedehnten
Koy do) le;hchen _Ber'em}.l von Wellenlingen (dhn-
Sbekty : er kogtmulerhche Grund der sichtbaren
\n); zweitens die ,charakteristische Strah-
) Dabei ergab sich allerdings die richti -
ne:st::zﬂhl (3).gzu.r fﬁr_ H_a, wgl?rend x&lc:x t:i.%: 111{5?1!:1?;1
rstofflinien iiberziihlige Komponenten auftraten.

der

Reiche: Die Quantentheorie.

227

lung®, ein typisches Linienspektrum, das aus
scharfen Spektrallinien besteht, deren Lage so
wesentlich und ausschlieflich von dem Material
der Antikathode abhingt, da man durch Be-
trachten dieses Spektrums sofort eindeutig auf
dieses Material schliefen kann. So stellt sich
hier der optischen Spektralanalyse von Bunsen
und Kirchhoff eine Rintgenspektralanalyse der
Elemente an die Seite. Dabei hat sich gezeigt,
daB das charakteristische Rontgenspektrum eine
reine Atomeigenschaft ist, und zwar eine addi-
tive. Untersucht man z. B. das Spektrum, das
eine Antikathode aus Messing (Kupfer und Zink)
erzeugt, so findet man sowohl die Linien des
Kupfers, als auch die des Zinks unverindert an
derselben Stelle, an der sie bei den einzelnen
Elementen Kupfer und Zink liegen; nene Linien
entstehen nicht. Nach alledem wird man ver-
muten, daB das Linienspektrum im Atom der
Antikathode entsteht und dort durch die auf-
treffenden Elektronen des Kathodenstrahls aus-
gelost wird. Es zeigte sich ferner die wichtige
Tatsache, daB sich die Linien des charakteristi-
schen Spektrums, ebenso wie die 'Linien der
optischen Spektren, in Serien einordnen lassen.
So hat man bisher eine kurzwellige K-Serie auf-
gefunden, eine langwelligere L-Serie und jiingst
eine noch langwelligere M-Serie.

Das Merkwiirdigste an diesen Spektren aber
ist ihr gesetzmiiiger Zusammenhang mit der
Ordnungszahl ihres Elementes im periodischen
System. Zeichnet man sich die Lage einer be-
stimmten ILinie (ctwa der ersten ILinie der
K-Serie, K,) fiir die aufeinanderfolgenden Ele-
mente des Systems auf, so offenbart sich ein
durchaus stetig fortschreitender Gang: die Lage
der Linie riickt mit wachsender Ordnungszahl
immer mehr nach kurzen Wellen vor. Dabei ist
die Regelmilligkeit dieses Vorriickens derart, dafl
man Liicken im periodischen System oder falsche
Stellung eines Elements sofort an dem zu grofien
Sprung erkennt. Nun ist aber nach der Annahme
von Rutherford, v. d. Broek wnd Bohr die Ord-
nungszahl eines Elements nichts anderes als seine
Kernladungszahl, d. h. die Zahl der positiven Ele-
mentarladungen seines Atomkernes. Hilt man
damit die eben besprochene Beziehung zusammen,
nach der das stetige Fortschreiten der Kern-
ladungszahl sich in der Lage der Réntgenlinien
widerspiegelt, so wird man zu der Auffassung
gedringt, daf der Ort der Entstehung der Ront-
genspektren die unmittelbare Nachbarschaft des
Kerns sein mufl, also das Innerste des Atoms;
denn in dieser Region wirkt der Kern am stirk-
sten, am wenigsten’ gestort durch die #uBeren

- Elektronen des Atoms, und daher wird sich auch

dort das Anwachsen der Kernladung am reinsten
aufern.

In quantitativer Hinsicht wurde der Zusam-
menhang zwischen der Lage der Riin'tgenhmen
und der Ordnungszahl z zuerst empirisch von
Moseley formuliert. Er fand fiir die Schwin-
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gungszahlen von K, und L,
L-Serie) die Beziehungen:

(erste Linie der

=N(z—1)?: ~!— —2
9 1
VL“=N(Z—7,4)"'[§_2 —

)
wo N die Rydbergsche Zahl bedeutet.

Die Ahnlichkeit dieser Formeln mit der Bohr-
schen Formel fiir die wasserstoffihnlichen Serien
apringt derart in die Augen, dall es nahe lag,
auf Grund des Bohrschen Modells nun auch eine
Erklirung der Rontgenserien zu versuchen. Dies
Problem ist von Sommerfeld in Angriff genom-
men worden, und so ist neben der Theorie der
optischen Spektren, die in den #uBeren Regionen
des Atoms ihren Ursprung nehmen, eine Theorie
der Rontgenspektren entstanden, die uns in das
Innerste des Atoms fithrt. Danach kénnte man
sich z. B. K, entstanden denken durch Ubergang
des strahlenden Elektrons aus einer 2-quantigen
Bahn (d. h. einer Bahn, fiir die die Summe der
Quantenzahlen n+n’ = 2 ist) in eine l-quantige
(s+s =1); ebenso wiirde L, entstehen beim
["bergang des Elektrons aus einer 3-quantigen
in eine 2-quantige Bahn usw. Zugleich ist es
Sommerfeld gelungen, durch Heranziehen der
Relativitiatstheorie auch hier die Feinstrukturen
der Linien zu berechnen und auf das Wasser-
stoffdublett zuriickzufithren. Indessen blieb eine
groBe Schwierigkeit bestehen: Wie sollte man sich
in den Moseleyschen Formeln die von z abzuzie-
henden Gréfen 1 und 7,4 (die sogenannten ,,Kern-
charakteristiken®) erkliren? Die ganzzahlige
Charakteristik 1 lief sich vielleicht noch mit
einer Abschirmung des Kerns durch ein Elektron
begriinden, nicht aber die gebrochene 7,4. Zwar
zeigte Sommerfeld, dal Moseleys Formel nur eine
Niherung sei, und dal z. B. K, besser durch die
Formel

(z—1,6)! (z— 35
vk, =N [—‘fi*)*—' 92 Ll
dargestellt werde. Das aber verschlimmerte die
Sache natiirlich nur, um so mehr, als bei einer
exakten Darstellung von L, selbst die Nenner
nicht mehr ganzzahlig blieben. - Sommerfeld hat
dieses Abweichen von der Wasserstoffihnlichkeit
auf den EinfluB der duBeren Elektronen des Atoms
zuriickgefiihrt, ist jedoch hier zu keinem befrie-
digendén Ergebnis gelangt.

Aus dieser etwas unsicheren Situation ist die
Theorie durch eine 1917 erschienene Arbeit von
Debye befreit worden, in der er nachwies, daB
Sommerfeld im Vertrauen anf die Wasserstoff-
dhnlichkeit der Rontgenspektren doch wohl zu
weit gegangen ist. Nach Debye hat man sich
den Emissionsakt von K, folgendermafBien zu den-
ken: In allen Atomen, zum mindesten von z — 11
an, existiert zundchst dem Kern ein einquantiger
Ring von 8 Elektronen, der K-Ring. Aus diesem
Ring wird als Folge eines ,,Absorptionsakts®, d. h.
einer Energiezufuhr (sei es durch StoB von Ka-
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thodenstrahlen oder durch Absorption von Ront-
genstrahlen) ein Elektron abgesprengt und allein
auf eine weiter auBlen gelegene zweiquantige Bahn
gebracht, wihrend die beiden iibrig gebliebenen
Elektronen des K-Rings dem Kern niher riicken
und, einander diameétral gegeniiber, auf einem
einquantigen Kreis den Kern umlaufen. Bei der
Riickkehr des Systems aus diesem ,gesprengten”
Zustand in den urspriinglichen Normalzustand
wird K, emittiert. Hier sind also wésentlich drei
Elektronen am Emissionsakt beteiligt, wihrend
bei der Emission der wasserstoffihnlichen Spek-
tren nur ein springendes Elektronm die Linie er-
zeugt. Ganz analog wie K, entsteht nach Debye
K; dadurch, daB das aus dem K-Ring abge-
sprengte Elektron auf eine dreiquantige Bahn ge-
bracht wird und das System aus diesem gespreng-
ten Zustand in den Normalzustand zuriickkehrt.

Es sei noch hinzugefiigt, da8 kiirzlich Vegard
die Debyesche Theorie auf die L-Serie angewandt
und dabei die Existenz eines zweiquantigen
L-Ringes von 7 Elektronen gefordert hat. Wenn
somit auch die Theorie der Réntgenspektren noch
in den Kinderschuhen steckt, so ist doch ein ver-
LieiBungsvoller Weg gewiesen, dessen weitere Ver-
folgung hedeutsame Ausblicke zu bieten verspricht.

VIII. Die Erscheinungén an den Molekilmodellen.

Wihrend die Rontgenspektren, und zum Teil
auch die optischen Spektren, den Afomen der
Elemente entstammen, und daher ihre Theorie
an die Atommodelle anzuschliefen hat, gibt es
eine Reihe von Erscheinungen, die wesentlich dem
Molekiilen eigentiimlich sind, und deren Theorie
sich daher auf den Molekiilmodellen aufbaut. Es
sind dies vor allem die Erscheinungen der nor-
malen Dispersion und der Drehung der Polari-
sationsebene im Magnetfeld (Magnetorotation)-
Diese Erscheinungen waren bis vor wenigen
Jahren ausschlieflich vom Standpunkt des Thom-
sonschen Modells, d. h. des quasielastisch ge"
bundenen Elektrons behandelt worden und bil-
deten ihrerseits eine starke Stiitze fiir dieses
Modell. Dennoch zeigten sich auch in dieser
klassischen Theorie Widerspriiche; so ergab gich
z. B. aus den Dispersionsmessungen unter Zu-
grundelegung der  Dispersionstheorien = voP

Drude, Voigt oder Planck fiir % ein zu kleine’

Wert, im Vergleich zu den direkten Messunge?
an Kathoden- oder B-Strahlen. Als aber nun das
Thomsonsche Modell durch das Rutherford-
Bohrsche verdringt wurde, und sich die Erfolg®
der Bohrschen Vorstellungen offenbarten, d2
multe die Frage entstehen, ob sich nicht auc
auf Grund dieser neuen Anschauungen eine
Theorie der Dispersion und Magnetorotation eib
wandfrei durchfithren lasse. Den ersten Schritt
zur Beantwortung dieser Frage — und zwar i®
positiven Sinne — hat Debye getan, indem €f
die normale Dispersion des Wasserstoffs unter-
suchte. Er legte dabei seinen Rechnungen ein
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:ngfn V]On _Bohr eingefiithrtes Modell des Wasser-
tion I‘IJIO ?ku]s zugr_unde,. .das folgende Konstitu-
o esitzt: Zwei p(?SItlYe Kernet), je von der
by DgI+ e stehen sich im Abstand 2 b gegen-
dor K n einer Ebeng, die die_ Verbindungslinie
sich grneﬂ senkrecht in der Mitte teilt, bewegen
eing E'lektronen diametral gegeniiber, auf
m Kreise vom Durchmesser 2a, jedes mit dem

Impillsm01nent 2]L
T

ig:w:ﬁlt, We_nn_a,:'b V3 ‘ist; dann ist das Modell
it en seinen Dm)ensmnen und Geschwindig-
en \{ollstandl'g festgelegt. Infolge seiner
el’;’}:‘;{etlﬁe besitzt es i.m Normalzustande kein
iy erlsc es Moment. Wird es dagegen von einer
Weguen L}chtwelle getroffen, so wird die Be-
Vou :ilg seiner Elektronen gestort, sie weichen
Ellngezr normalen Bahn ajb, ge}'atexl in ‘Schwin-
ok und erzeugen so ein mit der Zeit perio-
i ;V_echselndes el?ktn.sches Moment. Dadurch
Welle ird der ursr.n'l}nghche G:ang der priméren
o8 entsl;l chargkter1§t1scher Weise verindert, d. h.
et eht Dispersion?). Die hier auftretenden
gunge;lglmgen Qer Ele'ktronen sind .nicht Schwin-
lagtiy hum Gleichgewichtslagen, wie beim quasi-
Stabilec];:n Modell, so'n.derr.x Sc-hwingungen um
troney 'ahnen; auch ist die Bindung der Elek-
sionsth m Gegensatz zu den klassischen Disper-
eorien  von Drude, Voigt u. a. anisotrop
tll;lggndis' Elektron.ist nach verschiedenen Rich-
El‘folg dln verschieden starl:: gebunden). Der
g, er Debyeschen Theorie war schlagend:
erspruch in der Drudeschen Theorie (zu

kleine, e\ ..
etner Wert pon E) lost sich auf und es gelingt.

mj e
t dem normalen Wert von " die Beobachtun-

jg:;t S‘evhr befriedigend darzustellen. Dabei ist

Ol‘x;xel 8fsu besonders hervorzuhe'ben ist, in der

zige Ko ur den Brech}lngsqqotxenten keine ein-

mehy iltlSta‘Dte r.nehr 'w111kiirhch verfiigbar. Viel-

Tﬁﬂens' die Dispersionsformel aus universellen
Zusammengesctzt,

ErfO]aChAderse]ben Methode und mit #hnlichem
.0l hat Scherrer die Drehung der Polarisa-

tlonsebene i s
olekij] be};;dgl[:_gnetfeld fir das Wasserstoff-

mgrfnl;ehr"um.fassender Weise hat endlich Som-
T eoe‘ kurzl{ch auf derselben Grundlage die
rie der Dispersion und der Magnetorotation

€rwe] 5 P
-~ tert. Dabei hat er, nach einer nochmaligen
e ——

1

2) VIVasserstoff. ist bekanntlich zweiatomig.
Ge%hw.a'&, hat sich dies so zu denken: es sei ¢ die
& -winm igkeit der primiren Welle im Vakuum. Die
kii] &usgu}l:gen der Elektronen erzeugen eine vom Mole-
Wellen gehende sekundéire Welle. Alle diese sekundiiren
ilden Setzen sich mit der primiren zusammen und
gesnhszod-emq Welle mit verinderter Fortpflanzungs-
zah] y.ndigkeit g, deren Wert von der Schwingungs-
rade d?l‘ Primiren Welle abhéingt. Das aber ist ge-

e Erscheinung der Dispersion. Der Brechungs-

Quotient jst =

q
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Priiffung und Verbesserung der Rechnungen von
Debye und Scherrer, seine Betrachtungen auch
auf das Sauerstoff- und Stickstoffmolekiil aus-
gedehnt. Der Vergleich mit den Beobachtungen
fithrte zu dem merkwiirdigen Ergebnis, daff man
bei diesen komplizierten Modellen nichi mehr mit
dem einfachen Bohrschen Quantenansalz (Im-
pulsmoment jedes Elektrons gleich einem ganzen

Vielfachen von 2-1%) durchkommt; vielmehr zeigte
sich, daB man den Ansatz in charakteristischer
Weise abindern miisse, um mit den Messungen
im Einklang zu bleiben. Im Anschluff an das
empirische Material stellte er dabei fiir Elek-
tronenringe im Molekiil eine Quantenregel auf.
in der auch die Zahl der Elektronen im Ring
eine Rolle spielt. Ob und wie man dieses sonder-
bare Resultat auch theoretisch begriinden kanu.
miissen weitere Untersuchungen lehren.

I1X. Awusblick.

In den vorangehenden Betrachtungen ist es
versucht worden, in groflen Umrissen die wich-
tigsten Ziige der Quantenlehre, ihres Ursprungs
und ihrer Entwicklung herauszuschilen. Uber-
blickt man den jetzt vor uns stehenden Bau von
seinen Grundmauern bis zu seinen  hochsten
Stockwerken, so kann man sich eines Gefiihls der
Bewunderung nicht erwehren, der Bewunderung
fur den Mut der Wenigen; die sich mit klarem
Blick, gegen den Widerstand der Uberlieferung.
fiir die Notwendigkeit der neuen Lehre cinsetzten

“und damit das Fundament fiir die erstaunlichen

Erfolge legten, die der Quantentheorie in so
kurzer Zeit beschieden waren. Dennoch wird
jeden, der die Quantentheorie studiert, eine ge-
wisse Enttiuschung beschleichen; denn wir
miissen uns eingestehen, dafl wir, trotz weitgehen-
der Formulierung ihrer Regeln, dem Kern der
Sache noch kaum um einen Schritt niher gekom-
men sind. DaB es quantenmiBig ausgezeichnete
Zustinde von mechanischen und elektrischen Sy-
stemen gibt, scheint sicher zu sein. Aber wo liegt
die tiefere Ursache verborgen, die dieses Sprung-
hafte in der Natur erzeugt? Ist es etwa die
positive Elektrizitat, die uns des Ratsels Losung
bringen wird? Und selbst wenn wir uns das Ziel

.nicht so weit stecken, bleibt eine Fiille unbeant-

worteter Fragen offen: noch ist nicht einmal die
Entscheidung erbracht, ob wirklich, wie es die
erste Plancksche Theorie verlangt, nur die quan-
tenmiBig erlaubten Zustinde die einzig existie-
renden sind, oder ob nicht, nach Plancks zweiter
Fassung, auch die Zwischenzustinde moglich
sind. Noch wissen wir nicht, wie es mit' der
Strahlung steht. Breitet sie sich so aus, wie eS
die klassische Undulationstheorie verlangt, oder
hat auch sie einen Quantencharakter? _Grl'bt es
iiberhaupt Kugelwellen oder ist nicht vielmehr,
wie Finstein bei einer Ableitung des Planckschen
Gesetzes auf Grund des Bohrschen Modells kiirz-
lich zeigte, die Strahlung einseitig gerichtet, wice
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der Schull aus einer Kanone? MuB man nicht
demnach die Mechanik ebenso wie die Elektro-
dynamik von Grund aus abdndern und sie auf
quantentheoretischer ‘Basis neu aufbauen?

Alle diese Probleme harren noch der Lisung.
Aber wie diese endgiiltige Losung auch ausfallen
mag, so wird sie sich jedenfalls auf das unge-
heure vorliegende empirische und theoretische
Material zu stiitzen haben. Noch fehlt der lei-
tende Gedanke, der das Zerstreute sammelt, das
Disparate: zusammenfallt, Aber wir wollen
hoffen, dal der Tag nicht mehr allzufern ist, an
dem die gewaltige Vorarbeit, die die heutige
Generation geleistet hat, durch die Vollendung
der Theorie gekront wird.

Anwendungen der Quantenlehre in der
Theorie der Serienspektren.
Von Dr. Paul S. Epstein, Miinchen.

1. Abschnitt.
Grundlagen.

§ 1. In’'den Jahren 1896 bis 1902 hatte Max
Planck seine ganze Arbeitskraft in den Dienst der
Theorie der Warmestrahlung gestelit. Mit einer
beispiellosen Folgerichtigkeit und Energie schuf
er zuniachst in einer Reihe von Abhandlungen die
begrifflichen Grundlagen fiir eine solche Theorie,
und gelangte um die Wende des Jahrhunderts zur
U'berzeugung, daf die gewohnliche Mechanik und
Mazwell-Lorentzsche Elektrodynamik zur Begriin-
dung der Strahlungslehre nicht ausreichen.
konsequente Anwendung dieser klassischen Grund-
lagen fiihrte ndamlich unter allen Umstdnden auf
oin Gesetz der Strahlungsverteilung (das soge-
nannte Rayleigh-Jeanssche), welches sich im kurz-

welligen Gebicte in eklatantem Widerspruech mit
" der Erfahrung befindet. Hieraus leitete Planck
die Notwendigkeit ab, in die Strahlungstheorie
einen neuen, der Mechanik und Elektrodynamik
fremden Gedanken einzufiithren. Im Jahre 1901
gelang es ihm auch, mit kithnem Griff das fehlende
Glied in die Kette seiner Deduktionen einzufiigen.
Es war dies die Quantenhypothese, welche nicht
nur alle Ritsel in der Theorie der Wirmestrahlung
aufloste, sondern, wie sich spiter zeigen sollte,
auch alle iibrigen atomistischen Vorgdnge be-
herrscht.

Die Anwendungen der Quantentheorie auf die
Atomistik haben in den letzten Jahren zu einer
Reihe groBer Erfolge gefithrt; und auch an dieser
neuesten Entwicklung ist Planck in hervorragen-
dem MaBe beteiligt. Es ist der Zweck dieses Auf-
satzes, eine Ubersicht iiber die neueren Ergebnisse
zu entwerfen, soweit sie sich auf die Theorie spek-
traler Serien beziehen. Dementsprechend werden
zunichst dic begrifflichen Grundlagen der Planck-
schen Quantenlehre in Kiirze ecrértert (8§ 2—4)
und das ndtige Tatsachenmaterial aus der Ato-
mistik und Spektroskopie zusammengestellt (§§ 5,
6). Der zweite Abschnitt enthidlt die ersten er-
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foigreichen Anwendungen der Quantentheorie auf
das Atom, welche sich an den Namen Niels Bohr
kniipfen und in der Erklirung der einfachsten -
Spektralserien gipfeln (§§ 7—10). Im dritten
Abschnitt findet man die Anwendungen auf
Systeme von mehreren Freiheitsgraden, wie sie
durch von Planck und Sommerfeld neu geschaffene
begriffliche Hilfsmittel ermoglicht wurde: im
wesentlichen * die Theorie der Feinstrukturen
wasserstoffahnlicher Linien und des Starkeffekts
(§§ 11—15). Den Schiul bildet eine Erdrterung
der Anschauungen von Planck iiber die Struktur
des Phasenraumes.

§ 2. Huypothese der Energiequanten. — Um
den Inhalt der Quantenhypothese klarzumachen,
wollen wir das in der Einleitung Gesagte niher
ausfithren und an den Begriff des ,linearen Re-
sonators” ankniipfen. Wir konnen uns darunter
ein Elektron!) vorstellen, welches quasielastisch
(d. h. durch eine der Entfernung z proportionale
Kraft) an eine Ruhelage gebunden ist, und dem-
zufolge sinusartige Schwingungen von einer kon-
stanten, fiir den Resonator charakteristischen
Schwingungszahl v pro Sekunde um dieselbe aus-
fithrt:

x=xpsin2nvet . . . .. .. (1

Hier bedeutet ¢ die Zeit und z, die Amplitude.

Nach den Gesetzen der Elektrodynamik muB
ein solcher linearer Resonator elektromagnetische
Wellen von derselben Schwingungszahl v aus-
senden, und umgekehrt unter der Wirkung ein-
fallender Wellen erzwungene Schwingungen aus-
fithren. Hat man also in einem vollkommen spie-
gelnden Hohlraum eine griofere Menge von Re-
sonatoren mit allen moglichen v, so miifiten sie
sich mit der Strahlung und gegenseitig in ein
bewegliches Gleichgewicht setzen, bei welchem jede
Gruppe von Resonatoren (von einer bestimmten
Schwingungszahl v) genau so viel Energie aus-
strahlt, als sie von der zugestrahlten Energie ab-
sorbiert. Diese Gleichgewichtsstrahlung bezeich-
net man als ,schwarze Strahlung® und das Pro-
blem, welches sich Planck gestellt hatte, bestand
darin, die spektrale Energieverteilung der schwar- .
zen Strahlung abzuleiten. Es zeigte sich nun,
daB man unfehlbar auf ein falsches Gesetz ge-
fithrt wird, wenn man voraussetzt, da ein Reso-

nator bhei der Wechselwirkung alle mdoglichen
Energieinhalte (bzw. Amplituden) annehmen
kann. Die neue, auferordentlick kithne Annahme

von Planck bestand darin, daf die Energie A eines
Resonators ein atomistisches Verhalten besitet

1) Nach den neueren Forschungsergebnissen hat
der Triger der elektrischen Erscheinungen, die 80-
genannte , Elektrizititsmenge“, eine atomistische
Struktur. Die Atome der Elektrizititsmenge bezeich-
net man als Elektronen. Das Elektron hat eine 1844-
mal kleinere Masse , als das Wasserstoffatom, seine
elektrische Ladung (,,Elementareinheit der Elektrizi-
titsmenge”) betriigt e =4,77.10—9 ¢l. st. ‘Einh, Das

Verhiiltnis von Ladung zu Masse im%:5,291.10"
el. st. Einh.
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und ein ganzes Vielfaches einer elementaren
enge € sein muf:
Ad=ne,
Wem} n eine ganze Zahl bedeutet. Aus thermody-
Damischen Griinden (Wiensches Verschiebungs-
gesetz) darf jedoch die elementare Energie € nicht
von der Schwingungszahl unabhingig, sondern
muB derselben proportional sein: € = hv. Als Aus-

ruck der ersten Fassung der Planckschen Hypo-

ese, dig man als , Hypothese der Energiequan-
7" bezeichnet, gewinnt man daher die Formel
A=nhv. .. ... ...(@2

. Hlel: ist h eine universelle Konstante von der
wlinensmn einer Wirkung (Energie X Zeit).
»'t: 0313 dal}er als das ,,Plancksche Wirkungsquan-
sum bezeichnet wird. Aus den Strahlungsmes-
. }l:,gen von Kurlbaum, Lummer und Pringsheim
rhielt Planck den numerischen Wert
h = 6,55 .10—27 erg. sec.
Den Ausdruck fiir die Energie 4 des linearen
inzﬁflnators erhidlt man, wenn man bedenkt, dal
omente des Durchgangs durch den Nullpunkt

t.=. 0) nur kinetische Energie vorhanden ist. Ist
die Masse des Elektrons:

= &(1.3)' :2“(7“’3’0)2-‘)
Bent 2 t=0
€2lehung (2) liefert daher

2alpvael=nh . . . . .. .3

mEls' sind also nur bestimmte ausgewiihlte
Plituden 25, nimlich diejenigen, welche der

te

Ormfl (3) geniigen, mit der Quantenhypothese
vertriglich.

S ..§ 3. Hypothese der Wirkungsquanten., —
d:&te; gab - Planck seiner Hypothese eine an-

die Wflssung, welche. klarex" hervort,x:eten laBt, daf
ander]‘”}l:un'g und mcbt die Energie das Unver-
mechalc' e ist. ngel macht er Gebrauch vom
gy mschfen Begriff des. Impulses oder der Be-
Ooi-g?sgmﬂ& Bekanntlich ist bei kartesischen
riiftematen undkonserva?iven Kriaften (d. h.
artes‘n’ welche ein Poteptla] besitzgn), der einer
unk Ischen Lagenkoordinate z eines Massen-
tes von der Masse u entsprechende Tmpuls
Pr=pno.
SEnAll():r auch unter koxnplizierter'en Verhiltnis-
°0rdinnn man im allgemeinen dxe. den Lagen-
¢ deﬁnflten ¢ eines .Systems zugehorigen Impulse
i lﬁren. Dabei -1st. durch die Kenntnis der
ie B aller p und ¢ in irgend einem Augenblick
alle Ze‘}'eg’ung des Systems vollstindig und fiir
eiten bestimmt.

gra-d: ]l:esonderen Fal'le eines einzigen Freiheits-
gobor ann man p leicht als Funktion von ¢ an-
- Z. B. hat man fiir den linearen Resonator

nach €))

p

z
2:tvu._1°0082’”t' I

e i

1 o :
Ze; ) Durch einen Punkt wird die Ableitung nach der
1t angedeutet: 5= d w/dt.
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oder wenn man die Gleichungen (1) und (4) qua-
driert und addiert

o SR R R
(Eo) +(2-1vw'o) =t

Das ist bekanntlich die Gleichung einer Ellipse
von den Halbachsen a = 2o und b = 2 nvpa,. Wenn
man also p, als Ordinate, z als Abszisse auftrigt
(Fig. 1), erhilt man fiir jeden speziellen Wert von
xo eine Ellipse, fiir alle moglichen o eine Schar
ahnlicher konzentrischer Ellipsen. Im allgemeinen
Fall eines durch eine Koordinate ¢ und den zu-
gehorigen Impuls p bestimmten Systems wird
man durch die analoge Konstruktion eine andere
(nicht elliptische) Schar von. Kurven erhalten,
von denen jede die Bewegung des Systems fiir
einen speziellen Wert der Energie darstellt.

/:—?

Fig. 1.

Der Planckschen Annahme zufolge sind nach
Gleichung (3) nicht alle Kurven der Schar, son-
dern nur gewisse ausgewihlte moglich. Und
zwar besteht die spitere Formulierung von Planck
darin, daB der Inhalt der Fliche zwischen zwei
aufeinanderfolgenden quantentheoretisch zuldssi-
gen Kurven gleich dem Wirkungsquantum h sein
soll. Mathematisch formuliert gibt das

/ dpdg=h . . . . . ..
/Epn—~pn~1)dq=h-

Die Integration ist iiber das zwischen den hei-
den Kurven eingeschlossene, in der Figur fiir
n =2 schraffierte Gebiet zu erstrecken, p, und
Pn—1 beziehen sich auf die Werte des Impulses

oder

“an den Grenzkurven.

Durch Summieren der Ausdriicke

/EPn —Ppo)dg= ":ﬁPQ—Pl)dQ =h,
/(pn—pn—l)er:h

ergibt sich fiir die n-te quantenmilig zulissige
oder, wie wir sagen wollen ,statische Bewegungs-

form*:
ﬁjin—po)dqzolh PP !

wenn po den Impuls an der innersten statischen
Kurve von kleinstem zulissigen Flicheninhalt be-
deutet. Einen von Null verschiedenen Wert von
po darf man dann erwarten, wenn das betrachtetc
System aus mechanischen Griinden einen Grenz-
zustand besitzt, dem eben der Impuls po ent-
spricht. Beim linearen Resonator-ist dies nicht
der Fall, hier sind auch die kleinsten Amplituden
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und Impulse bis zur vollstindigen Ruhe (po=0)
mechanisch méoglich. Fiir solche Systeme, welche
die Mehrzahl bilden, reduziert sich die Quanten-
bedingung (5 a) einfach auf

pdg=nh . . . . . . . (5b

d. h. der von einer statischen Kurve umschlossene
Flicheninhalt ist ein Multiplum des Wirkungs-
quantums h.

Es i1st leicht.zu sehen, daB diese Fassung der
Planckschen Annahme, welche als ,,Hypothese der
Wirkungsquanten™ bezeichnet wird, fiir den Fall
des linearen Resonators mit der Hypothese der
Energiequanten (2) iibereinstimmt. In der Tat
ist der Inhalt der wumschlossenen elliptischen
Fliache hier gleich

nh=nab=2x2vmx
in genauer Ubereinstimmung mit Formel (3).

Einer der Vorteile, welchen diese Formulie-
rung der Quantenhypothese bot, bestand darin,
daB es dabei moglich war, die erforderlichen Ab-
anderungen der Elektrodynamik auf ein Minimum
zu  reduzieren, wenigstens die Absorption der
Energie kontinuierlich zu gestalten und das we-
sentlich Neue der Auffassung in die Berechnung
der statistischen Wahrscheinlichkeiten zu verlegen.
Da es jedoch fiir das Folgende nicht darauf an-
kommt, ob wir die statischen Bewegungsformen
als die einzigen moglichen, oder als nur in sta-
tistischem Sinne ausgezeichnet auffassen, wollen
wir auf diese Fragen erst spiater (in § 16) zuriick-
kommen.

Als weiteren Vorzug der zweiten Fassung er-
kennt man den Umstand, daB sie vom Begriff der
Schwingungszahl keinen Gebrauch macht und
sich daher nicht von vornherein auf periodische
Bewegungen beschrankt. In der Tat ist es in
der Folge gelungen, sie sowohl auf Systeme von
mehreren Freiheitsgraden als auch auf gewisse

Klassen nichtperiodischer Bewegungen anzu-
wenden,
§ 4. Entwicklung des Gedankens der Ener-

giequanten. — Merkwiirdig ist, daB die vom Im-
pulsbegriff ausgehende Auffassung der Wirkungs-
quanten den Gedanken der Energiequanten nicht
itberfliissig gemacht, sondern dessen Anwendung
nur an eine andere Stelle verschoben hat. In
der Tat wurde dieser Begriff mit Erfolg zur
Erklérung mehrerer Erscheinungen herangezo-
gen. Besonders Einstein, dem wir den Ausbau
der Quantentheorie nach den verschiedensten
Richtungen verdanken, vertrat nachhaltig den
Standpunkt, daB sich in den Wirkungen einer
Strahlung von der Schwingungszahl v das Ener-
giequantum hv #ulern miisse. Auf diesem Wege
gab er u. a. eine Darstellung der quantitativen
Verhiltnisse im lichtelektrischen Effekt: das aus
einem Metall unter der Wirkung von einfallendem
ultravioletten Licht (Schwingungszahl v) ausge-
sandte Elektron erwirbt, nach seiner Hypothese,
vom Licht die kinetische Energie Av, von der es
einen Teil P fir die Arbeit aufbraucht, die es zu
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leisten hat, um durch die Oberfliche hindurchzu-
treten und den Verband der Metallatome zu ver-
lassen. Es ergibt sich demnach fiir die Geschwin-
digkeit v eines lichtelektrischen Elektrons die
Einsteinsche Gleichung (1905)
9
B+ P=hy,

welche sich durchaus bestitigt, und neuerdings
von R. Millikan (1916) als eine Methode zur ge-
nauen Bestimmung des Wertes von h angewandf
wurde. : '

Die Umkehrung dieses Gedankens, die Ap-
nahme, daB die bei einem Lichtemissionsvorgang
von unbekanntem Mechanismus ausgesandte
Schwingungszahl durch die zur Verfiigung ste-
hende Energie bestimmt werden konne, finden wir
zam ersten Mal bei W. Wien und J. Stark-
W. Wient) faBt den Vorgang der Entstehung vor
Rontgenstrahlen durch plétzliche Bremsung vop
Kathodenstrahlen?) in der Antikathode einer
Rontgenrchre ins Auge, und stellt die Hypothese
auf, daB die Schwingungszahl v der ausgesandted
Rontgenstrahlen durch die kinetische Energie
des gebremsten Elektrons nach der Beziehung

T=chv?d e o e m e w
bestimmt wird. Beachtenswert ist bei dieser Auf-
fassung, daB die Grofle hvc keineswegs mit der ip
Form von Réntgenstrahlung emittierten Energi®
itbereinstimmt, denn letztere betrigt, wie man be
rechnen kann*) und sich aus Messungen ergebe?
hat®), nur einen geringen Bruchteil (von der Gro-
Benordnung 0,2%) der Kathodenstrahlenenergie
Bedingung (6) bestimmt also lediglich die Schwin
gungszahl der ausgesandten Strahlung, ohne etwds
iiber deren Energiemenge auszusagen, weshalb wir
diese Gleichung als , Frequenzbedingung® be
zeichnen. :

Diese Beziehung ist neuerdings (bis zu eine’
Spannung von 40 000 Volt) gepriift worden®).
bestitigt sich mit voller Schirfe, daB die groft?
Schwingungszahl der Rontgenstrahlen, welche
durch Elektronen von einer bestimmten kinetl”
schen Energie angeregt werden, durch Gleichun8
(6) gegeben ist.

Die erste Anwendung einer #@hnlichen Uber:
legung auf das optische Spektrum geht &aU
J. Stark?) zuriick. Er betrachtet die Emission dé*
Linien des Quecksilberspektrums und geht vOP
der Annahme aus, da8 die Vorbedingung fiir di¢

1) W. Wien, Gott. Nachr, S. 588, 1907.

?) Welche bekanntlich aus schnell bewegten Ele¥’
tronen bestehen.

3) ¢ bedeutet die Lichtgeschwindigkeit. Unter d€f
Schwingungszahl v verstehen wir hier und im Folge?
den, wie dies in der Spektroskopie iiblich ist, die ré?"
proke Wellenlinge v=1/A. Genau genommen ist 4
die Zahl der Schwingungen in 1/c Sekunden. .

%) Sommerfeld (Miinch. Ber. S. 1, 1911) hat in €ine
Arbeit, die auf die spitere Entwicklung der Quante?
theorie von groSem Einflu@ war, die Wiensche Theor’
wodifiziert und quantitativ ausgebaut.

) W. Wien, Ann. d. Phys. 18, S. 991, 1905.

%) Duane und Hunt, Phys. Rev. 6, S. 166, 1

') W. Steubing, Phys. Zt. 10, S. 789, 1909.
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A_HBSendung derselben das Vorhandensein von ioni-
Slerten Atomen (d. h. Atomen, von denen ein
Elektron abgetrennt ist) und freier Elektroner
m Hg-Gas sei. Das Leuchten kommt, seiner
einung nach, durch die Wiederanlagerung eines
ektrons an das ionisierte Atom zustande. Da
€l diesem Vorgang nur eine endliche Energie-
Menge verfiighar ist, nimlich die Energie T,
welche man umgekehrt zur Entfernung des Elek-
trons aus dem Atom ins Unendliche aufwenden
Muf (die sogenannte Tonisierungsspannung), und
welche aus  direkten Messungen bekannt ist,
schloB Stark, daB die Grenze des Quecksilber-
sbektrums, d. h. die groBte Schwingungszahl v,
deren Emission mdglich ist, durch die Beziehung
bestimmt wird. Neuere Messungen der Ioni-
ungsspannung des Quecksilbers') bestitigen
Sle Qquantentheoretische Gleichung (8), die
oCOWingungszahl v, die sich ergibt, bezieht sich
Jedoch nicht auf die Bandengrenze, sondern auf
e Resonanzstrahlung des Quecksilbers (253,6 uw).

sch§ 5. Struktur der Serienformeln. Das Rite-
e Kombinationsprinzip. — Unser Zweck ist.
ne Ubersicht iiber die Erfolge zu geben, die in
R letzten Jahren in der Erklirung der spek-
L en Gesetze durch Anwendung der Quanten-
€orie auf die Atomistik erreicht wurden. Da-
Cr 1st es notig, zuniichst ciniges iiber die Struk-
T der spektralen Formeln und die modernen

Ange auungen vom Bau der Atome zu sagen.
S kelm Studium der Linien, aus denen cin
iI;e tl’UI.n.beste'ht, hat man bei gewissen Folgen
(‘insef_l'hLl‘men, welche man als ,,S.erien“ !)ezeichnef.
aliah’ﬂlches Aussehen und gleichmilliges physi-
; resc es Verhalten festgestellt und daraus auf
e genetlsch? Zusammengehb‘rigkeﬁ, geschlossen.
g ormelmaﬁ}ge. Darstellung spektral'er Se-
tersuwﬁlrde béreits im Jah_re 188'5 durch eine U].l-
Spiitee ung von Balmer eingeleitet, der fir die
thffr nach ihm benannte Serie des Wasser-
8 die folgende Formel aufstellte:

= 1 1
V\N(‘zi‘!';n—z)»"ﬁ m=345.... ....01

Sier

bestN bedeutet, dabei eine Konstante, als deren
de er Wert gegenwiirtig 109.677,69 gilt. Von

r Bal'mel'sel'le, der einzigen Serie, welche der
oq Serstoff im sichtbaren Spektrum besitzt, sind
; Linien bekannt, welche in der Reihenfolge

ene'hmender Wellenlingen mit H , M, Hy, Hy, ...
stozfeflehnet werden. In den Spektren von Wasser-
T

i 6111‘6}11'Wurden allerdings nur die ersten 13
si:}s;er Linien gefunden, die iibrigen entziehen
ch der terrestrischen Beobachtung durch ihre

lchtschwﬁc}le, sind aber aus Sternspektren be-

ﬁ%n'n t. Formel (7) gibt mit nichts zu wiinschen
1€ lassender Schirfe die Schwingungszahlen
Samtlich

s 29 Linien, wenn man fiir m die suk-
. es‘“’en ganzen Zahlen von 3 bis 31 einsetat.

uere Untersuchungen haben iibrigens gezeigt,
\

16, 1%1{' :fz’i";"’” und G. Hertz, Verh. d. D. Phys. Ges.

Nw. 1918.
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daB die Linien der Balmerserie nicht einfach
sind, sondern in mindestens zwei sehr dicht
nebeneinanderliegende Komponenten aufgelost
werden konnen. ‘

Gleichfalls dem Wasserstoff wurde die astro-
nomische Serie zugeschrieben, welche E. C. Puicke-
ring 1896 im Spektrum des Sterns ¢ Puppis ge-
funden hatte.

V= N(Ql"t _;}i‘l’)' m=1,85 265 855 « o v (8

Wir werden sehen (§ 10), daB sie in Wirklichkeit
dem ionisierten Helium angehort.

Charakteristisch fiir die Struktur dieser For-
meln ist, daB die Schwingungszahl v hier als Dif-
ferenz zweier Terme N/22 und N/m? erscheint.
Durch eine eingehende Analyse des damals vor-
handenen experimentellen Materials zeigte nun
der schwedische . Physiker Rydberg im Jahre
1890, daB sich viele Seriengesetze bei verschie-
denen Stoffen durch die verallgemeinerte Formel

v = _1\7 N
v—(nll'f'm)z (m2+l‘-2)2 :
gut darstellen lassen. N ist dabei dieselbe Un-
verinderliche, welche in der Balmerschen For-
mel (7) auftritt, sie gewinnt also die Bedeutung
ciner Universalkonstanten und wird a\ls »Ryd-
bergsche Konstante” bezeichnet. p; und pe sind
zwei weitere fiir das betreffende Element cha-
rakteristische Konstanten, m; und m. ganze
Zahlen (,,Ordnungszahlen®); das Vorzeichen ist
so zu wihlen, daB v positiv wird. Bei festgehal-
tenem my erhdlt man bereits eine Serie, wenn m.
die Reihe der ganzen Zahlen durchliuft. Nimm:
man noch die Variabilitit von my hinzu, so
konnen mehrere Serien durch den einzigen Aus-
druck (9) dargestellt werden.

Mit zunehmender Genaunigkeit der spektralen
Messungen erwies sich indessen die Rydbergsche
Formel als ungeniigend. Die beste der spiter
vorgeschlagenen rithrt von W. Ritz her (1903),
der unter Beibehaltung der Auffassung von v
als Differenz zweier Terme nur jedem der bei-
den Terme eine verinderte Gestalt gab. Noch
groBere Verdienste um die Spektroskopie erwarb
sich dieser leider jung verstorbene schweize-
rische Gelehrte durch die Aufstellung seines so-
genannten ,,Kombinationsprinzips“ (1908), durch
welches er den Beweis erbrachte, da8 die beiden
Terme, als deren Differenz die Schwingungszahl
erscheint, keine zufillige Eigenschaft der mathe- °
matischen Formulierung sind, sondern unab-
héingig von dieser einen wirklichen physikalischen
Sinn, eine objektive Existenz besitzen.

Dieses Kombinationsprinzip besteht darin,
dal man einen der heiden Terme, welche irgend
eine Linie einer Serie ergeben, mit einem der
Terme, die zu einer anderen Linie (derselben
Serie oder gewisser anderer Serien desselben Ele-
mentes) gehoren, kombinieren kann, derart, dal
die Differenz wieder eine Spektrallinie ergibt.
Auf diese Weise ist es Ritz gelungen, sowohl
neue Serien aufzufinden, als auch einige Linien,

(9

38
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welche auBerhalb des Seriensystems zu stehen
schienen, in dasselbe einzuordnen. Z. B. in An-
wendung auf die Balmersche Formel (7) hat Ritz
die Existenz einer Wasserstoffserie von der Form

v:N(;;,T-;nl-;), me=4,56... . . (Ta

vorhergesagt, welche im Ultraroten liegen mu8. -

Dies konnte noch im selben Jahre (1808) durch

Messungen von Paschen bestitigt werden, der fiir -

Wellenlingen in Luft (A) und Schwingungszah-
len (v) der beiden ersten Linien die folgenden
Werte angibt:

m | Aio A-E.| v !
o beob. ber. beob. l ‘ber.

4 187561,3 18751,6 5331,68 5331,49

53 12817,6 12818,7 7799,70 7799,10

Schon etwas frither wurden von Lyman im
[Htravioletten die ersten Glieder der Serie

. 1), m=284.... . . (b

=N (i§_1?
gemessen, aus der nach dem Kombinationsprinzip
sowohl die Balmersche als die Ritz-Paschensche
Serie hervorgehen.

In der Folge hat besonders Paschen viel mit
dem Kombinationsprinzip gearbeitet, ihm haben
wir die experimentelle Begriindung desselben
durch Auffindung und genaue Messung von
Kombinationslinien in allen Serienspekiren zu
verdanken, sowie auch die endgiiltige Zusammen-
fassung der verschiedenen Serien eines chemi-
schen KElementes in ein Seriensystem. Vom
Standpunkt dieser Systematik und nach Analogie
mit anderen Elementen miiBte man zu der Picke-
ringschen Serie (8), die man dem Wasserstoff
zuschrieb, noch eine andere mit der Formel
v=N(i}5—,—1%—,), m=234.... ...(@8a
erwarten, worauf bereits Rydberg hingewiesen hatte.
Die Grundlinie dieser Serie wurde mit der Linie
v — 4687,88 (ber. v — 4687,90) im Spektrum ge-
wisser Fixsterne identifiziert, aber erst im Jahre
1912 gelang es Fowler, diese’ Serie in der ter-
restrischen Emission zu beobachten. Im Lichte
der elektrischen Entladung in einer mit einem
Gemisch von Wasserstoff und Helium gefiillten
GeiBlerrshre erhielt er drei Linien der Serie (8),
vier der Serie (8a) und drei Linien der ultravio-

letten Serie
’ 1 1 -
v=N -1—,5—,-—-,;;), m=25;35; 456; ..... @8b

Die beobachteten Schwingungszahlen waren
um ein Geringes gréBer als die nach den Formeln
(82, b) berechneten. Bemerkenswert ist, da8 es
unméglich war, diese Linien in reinem Wasser-
stoff zu erzeugen, und sich ein Zusatz von Helium
als unbedingt notig erwies.

§ 6. Das Rutherfordsche Atommodell, — Seit
die Physik zu der Erkenntnis gelangt ist, daB
clektirische Ladungen innerhalb des Atoms eine
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wesentliche Rolle spielen, hat es nicht an Ver-.
suchen gefehlt, Atommodelle zu konstruieren. Das
beliebteste Modell war 'lange Zeit die von Lord
Kelvin (1902) stammende sogenannte ,,Aepinus-
kugel“: Die positive Elektrizitit ist kontinuier-
lich mit konstanter Dichte iiber das ganze (kugel-
formige) Atom ausgebreitet; im Innern dieser
Kugel befinden sich Elektronen in solcher An-
zahl, daB ihre Gesamtladung gerade die positive
Ladung der Kugel.neutralisiert. Dies Modell bot
den Vorteil, daB die Elektronen in demselben einé
statische Qleichgewichtslage haben, so da8 man
nicht von vornherein ihren Bewegungszustand in
Betracht zu ziehen'brauchte. Es blieb allerdings
unklar, welche Krifte die positive Elektrizitiit der
Kugel zusammenhalten. Besonders von J.
Thomson wurde dieses Modell weitgehenden ato-
mistischen Betrachtungen zu Grunde gelegt. VoB -
seinen Resultaten ist fiir uns hauptsichlich das
folgende von Wichtigkeit: Die Anzahl x der Elek-
tronen in einem Atom ist ungefihr gleich def,;
Hilfte des Atomgewichts M. Von den verschied®" -
nen physikalischen Erscheinungen, welche Thom- '
son iibereinstimmend zu diesem Resultat gefithrt.
haben, ist die Zerstreuung von Rintgenstrahlen’
an verschiedenen Stoffen hervorzuheben: die sich
hieran kniipfenden Uberlegungen haben namlich.
einzig die Annahme, daB im Atom Elektronen
vorhanden’sind, zur Voraussetzung und sind voP
der Art der Bindung derselben unabhingig. Do
her bleibt das Thomsonsche Ergebnis iiber die.
Elektronenzahl auch fiir beliebige andere Atom-:
modelle giiltig.

Andererseits wurde verschiedentlich mit der
Vorstellung gearbeitet, das Atom sei aus diskretend-
positiven Bestandteilen und .Elektronen aufge”
baut, welche sich gegenseitig mit Coulombsche®
Kriiften beeinflussen und nach Art eines Pl
netensystems umeinander bewegen!); denn et
statisches Gleichgewicht ist bei Kriften, die mit
dem umgekehrten Quadrat der Entfernung wirken,
unmoglich. Erst vor wenigen Jahren (1911) hat
ein scheinbar unbedeutendes experimentelles Er~
gebnis es Rutherford ermoglicht, die Frage #%
Gunsten dieser letzteren Klasse von Atommodelle?
zu entscheiden. Awuf seine Veranlassung hatten
nimlich Geiger wnd Marsden (1909) die ‘Ablen:
kung von a-Strahlen?) von ihrer geradlinige®
Bahn beim Durchgang durch diinne Blittche?
verschiedener Stoffe untersucht und festgestellt:
daB in einem Bruchteil der Fille auch sehr grofe
(groBer als 90°) Ablenkungswinkel als Resultal
des ZusammenstoBes der a-Partikel mit eine®
einzigen Atom vorkommen. Damit eine so €I

1) Schon vor der Entdeckung des Elektrons faBt
F. Richarz (1894) das Molekiil als System von ZWE,
einander umkreisenden Planeten (positives und neg®
tives Ion) auf. :

?) Die o-Strahlen werden von radioaktiven Sub:
stanzen ausgesandt und bestehen aus mit groSer e;
schwindigkeit abgeschlenderten Heliumatomen, welch
1e:iue positive Ladung (von zwei Elementareinheites)
ragen.
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hebliche Abweichung zustande kommt, mull das
¢-Teilchen beim Durchgang durch das Atom cine
entsprechend starke (elektrische) AbstoBung er-
fahren, und die Diskussion der Verhiltnisse im
Kelvinschen Modell zeigt, dal die hier vorhan-
dfinen elektrischen Felder fiir die Erklarung dieses
Effektes viol zu gering sind. Geniigend starke
F“Idst‘drken sind nur dann méglich, wenn die ge-
-"ilm.te positive Ladung des Atoms, die ja nach den
¢rwihnten Arbeiten von Thomson schon ungefiahr
ekannt war, auf einen sehr kleinen Raum, den
S0genannten positiven ,,Kern” konzentriert ist.

Unter dieser Annahme konnte Rutherford be-
rechnen, daB die Anzahl der um einen Winkel ¢
Yon der Geraden abgelenkten a-Teilchen den fol-
genden Griflen proportional ist: 1. sin—*(@/2) (oder
9™ fiir kleine @); 2. der Zahl der Atome pro
\"Oll.uneinheit der zerstreuenden Substanz; 3. der
Schichtdicke d der letateren (solange d klein ist):

dem Quadrat der Kernladung F; 5. dem um-
L'ekehr‘ten Quadrat, der kinetischen Energie der
::})al:tlk(‘.]. Mit Hilfe des 4. I{(*sulfa‘ts war ©s
\1;%11911. aus Vdem vorliegenden experimentellen
l-mdel:lal die }\'ernl.aldung'en‘ ) =xe zu bcﬁrechmn.
- ;s ergab swhﬂ in Uberellnstlmmung mit Th.(nn-
et afl » ungefilr der Hilfte des Atomgewich-
& M aloicl ist: :

# ="_‘,[ . (10
-llarl‘?;mh erneute \'ursuclm. von Geiger und
% en  (1913) wurden die Rutherfordschen
uzdge”ll"g(fn. in allen Einzelheitep _gepriift
hef als mit der Erfahrung iibereinstimmend
ootunden. Die plstzlichen Ablenkungen nach dem

“i::::‘"mc]?stoﬂ .werdc_n bcﬁonckrs angenfﬁl]ig in
, ool s gelingt hier ndmlich nach einer von
. ,R-' Wilson angegebenen Methode, den Weg
L'mpdllli[‘ell(:hcu“smhtbar zu machen und zu photo-
indo greﬂu_(l‘ug. 2).  Man he'!;merk't gegen das
.,‘eilc]mgr .s)'chtb'aren Baim ('RCI.C}]W.elte) elpzelnex'
*"’hwﬁoilt‘ .“\n Bhre (rcsthlndlg\ke'lt bereits ge-
<ni ‘1'- ‘ 1st, einen mehr oder ml.nder scharfen

¢K. welcher echen das Resultat eines besonders

zen b . :
tra!en Zusammentreffens mit einem Gas-
atom ist.

der

der':\‘-;_lffod“:fe \\"eise gelangt man zur ,,K er'ntlf.('orie
Zeichnénm;;'-' die man auch als Sonnentheorxe.a be-
Kom in> t()lnnte:: Das Atom bs.:s?eht aus einem
:z(:) o em die gesamte positive Ladung (&
“’"Z;ntr'l nfihezu die ‘ganze Masse des Afoms
h’Oneh l'Oll'tl 1st: ur}d ciner Wolke von x Elek-
hen na‘c]“ Z(. le'smh in engeren und weiteren Bah-
i daql Vrtl\ oln P]ar}eten um den I‘{ern bewegen,

L'eg(‘llﬁl;e erhalten eines solch(fn Stonnensystems
'ligenschrfemem andern, d.‘ h. .fur die c]lep{sc]1qll
'erteihma f*{ﬂ des.Atoms ist in erster Linie die
chensg wg‘ lug pemph'ercn Elektronen malgebend,
iokion du“-(h las op‘_clsr:]lq Spok.trum im wesent-
von den reh die P‘erlpherw begtlm‘mt. Aber auch
ey l'nnc-ren ]a]nktronex}, dl_e swh.ong um den
ewegen, erhalten wir Kenntnis durch die
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2ontgenspektren der Elemente, worauf wir noch
in § 14 zu sprechen kommen.

Die Differenz der Atomgewichte benachbarter
lilemente im periodischen System betrigt im
Durchschnitt zwei Einheiten, dem entspricht nach
der ungefiihren Bezichung (10) ecine Zunahme der
Kernladung # um cine Elementareinheit beim
U'bergang von einem Element zum nichsten. Es
liegt die Auffassung nahe (van den Broek 1913),
dafi die Stellung im periodischen System nicht
durch das Atomgewicht, sondern durch die Kern-
ladung, oder wie man sich vielfach ausdriickt, die
Ordnungszahl » des Elementes bestimmt wird.
Man braucht dazu nur anzunchmen, daBl durch
die Kernladung bereits die ganze Verteilung der
lllektronen um den Kern und der Charakter ihrer
Bahnen hestimmt ist, was, wie wir gesehen haben,

alle chemischen und physikalischen Eigenschaften
des Atoms festlegt. Das Atomgewicht Jauft nur
ungefihr der Ordnungszahl parallel, und daraus
erklirt es sich, dafl an verschiedenen Stellen des
periodischen Systems (Ar—K, Co—Ni, Te—J)
diec Reihenfolge der Atomgewichte .dem chemi-
schen Verhalten nicht entspricht. Der einwand-
freie Beweis, dall die Kernladung der Atome von
Stelle zu Stelle im periodischen System um eine
Linheit zunimmt, wurde indessen erst spiiter mit
Hilfe der Réntgenspektren (vgl.'§ 14) erbracht.
Nach wunseren heutigen Kenntnissen besteht
Wasserstoff aus einem einwertigen Kern (%= 1_)
und  einem Elektron, Helium aus einem zwel-

wertigen Kern  (x=2) und zwei Elektronen
usw. bis zum Uran, welchem die Ordnungs-
zahl % — 92 entspricht. Im ganzen sind uns
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noch sechs Elemente (Qrdnungszahlen: 43, 61, 72,
75, 85, 87) unbekannt. )

Aus den Messungen iber die Ablenkbarkeit
der «-Strahlen konnte Rutherford auch eine obere
Grenze fiir die Dimensionen des Kernradius an-
geben, der sich (fiir Gold) zu 3 . 10—?* em crgabt).
Das ist im Verhiltnis zur Grollenordnung des
Atoms (10— cm) eine so kleine Grofe, dall man
den Kern fiir die Berechnung der von ihm aus-
gehenden XKraftfelder als punkt{érmig ansehen
kann. Trotzdem zwingen uns die radioaktiven
Erscheinungen, dem Kern der schweren Elemente
eine mehr oder weniger komplexe Struktur zu-
zuschreiben: Bekanntlich entsteht ein neues Ele-
ment aus einer radioaktiven Muttersubstanz, ent-
weder durch Aussendung eines a-Strahls (He-
liumkern) oder eines B-Strahls (Elektron). Der
Chemismus der entstehenden Produkte wird von
der Fajans-Soddyschen Regel (1913) beherrscht,
nach welcher bei allen a-Umwandlungen eine Ver-
schiebung 2u der zweitniedrigeren Gruppe des
periodischen Systems, bei allen B-Umwandlungen
zur nichsthéheren Gruppe stattfindet. Vom eben
dargelegten Standpunkt kann man das auch so
aussprechen: Bei einer a-Umwandlung nimmt die
Kernladung um zwei Einheiten ab, bei ciner 8-
Umwandlung um eine Einbeit zu. Diese Ver-
hiltnisse erkldren sich zwanglos durch die An-
nahme, daB sowohl die.a-Strahlen (die zwei posi-
tive Elementarladungen tragen) wie die B-Strahlen
(mit einer negativen) aus dem Iern' stammen.
Der Kern ist demnach wenigstens in radioaktiven
Atomen ein komplexes Gebilde, zu dessen Bau-
steinen Elektronen und Heliumkerne gehiren.

TI. Abschnitt;
Systeme mit einem Fretheilsgrad.

§ 1. ﬁAnwendung der Wirkungsquanten auf
das Rutherfordsche Atommodell. — Die Anwen-
dung der Quantenlehre-auf die Atomistik ver-
danken wir dem jungen dénischen Physiker Niels
Bohr (1913). Seine Theorie verwertet in einer
duberst geschickten Art die in den §§ 2—6 be-
sprochenen Elemente und trifft in so weitgehen-
der Weise das Richtige, daB man sie als Mark-
stein und Wendepunkt der ganzen Atomlehre be-
zeichnen kann. Der Planckschen Quantentheorie
wurde durch sie ein neues, weites Anwendungs-
gebiet er6ffnet, auf welchem wir trotz der Kiirze
der seither verflossenen Zeit schon iiber einc Reihe
gesicherter theoretischer Kenntnisse verfiigen.

Nach+*§ 6 besteht das Wasserstoffatom aus
einem einwertigen Kern und einem Elektron.
Wir wollen ein etwas allgemeineres Gebilde ins
Auge fassen. niimlich einen Kern von der Ladung
+ e, um welchen ein einziges Elektron kreist
(Fig. 3a). Man nennt ein solches System ,,was-
serstoffahnlich”; wenn % von 1 verschieden ist.
entspricht es nicht dem Normalzustand irgend

1) “Aus weniger sicheren Voraussetzungen berechnet
C. G. Darwin fir Wasserstoif und Helium als obere
Grenze des Radius 1.7.10—" cm.

. wir dies in §§ 2, 3 fiir den linearen Reson

is8ense
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eines Atoms, denn um elektrisch neutral zu s€\:
fehlen ihm » — 1 Elektronen. Es ist also ein Atoﬂ‘.-
von dem » — 1 Elektronen abgetrennt sind, oder-
wie man sagt, ein (x— 1)-fach ionisiertes Ato’f‘l
Wir wollen versuchen, in #hnlicher Weise. av::"
getan haben, aus allen mechanisch moglichen Be—
wegungen des Elektrons nur gewisse qua['.ten‘
theoretisch zulissige herauszufinden. Dabel el'l
gibt sich jedoch gegeniiber dem dort betraChtetfl.
Fall ein wesentlicher Unterschied: In beiden ¥2 .
len geben die von einer elektrischen Ladung 8%
gefithrten Schwingungen zu einer Ausstrahlup€
von Energiée Veranlassung. Wiihrend aber e
quasi-elastischer Bindung die Bewegung des Ele .
trons mit konstanter, vom Energieinhalt uns
hingiger Schwingungszahl erfolgt, ist dies -
Newtonschen Kriften nicht der Fall, der Energ, r
verlust @ndert vielmehr mit den Dimensionen e
Bahn auch alle iibrigen Konstanten der “Bewn'
gung. Um diese Schwierigkeit hinwegzur"uéu o
setzt sich Bolr in bewuBten Gegensatz zuf
trodynamik: er nimmt einfach an, daf ™ %
qrantenmdfiiy  ausgezeichneten (uswtischen t
Bahnen, auf die es uns schlieBlich 'ﬂnkomn‘]1:
Strallung nicht stottfindet. daf aber grotzder®

o+e

Ty, D

- -

den

‘

O +¢

b

Fig. 4.

die wechselseitige Anziechung von Kern und Llel\]
tron nach den Gesetzen der Elektrostatik vOT 2. 4
geht. Dic groBe Kiihnheit dieser Annahme
durch den glinzenden Erfolg gerecht,fel‘tlgt'

Von diesem Standpunkt 'ist die BeW
eines einzelnen Elektrons um einen Kern peBe_
disch, und es ist nicht schwer, die Plancksche an
dingung (56) auf diesen Fall anzuwenden, %"
man ihn dadurch zu einem System mit "e-m_ge
Freiheitsgrad macht, daB man nur er’isforﬂI’;lla-
Bahnen in Betracht ziehtt). Die Lage M des e
neten auf dem Kreise ist dann niimlich d"r_ch “3.
einzige Koordinate bestimmt, als welche WiF Z'hr-
den Winkel ¢ wiihlen kénnen, den der Fang
strahl zum Elektron mit einer- festen BIChtu je
op einschlieBt (Fig. 4). Dabei iiberwieg? ,
i 180

) Bohr hatte bereits einen Vorldnfer in Nicho
(1912).

10
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Masse des Kerns diejenige des Elektrons (u) in
solchem MaBe, daB man mit guter Anniherung
flen Kern als unendlich schwer ansehen und
hn durch ein festes Anziehungszentrum ersetzen
kflnn. Mit dieser Anniaherung wollen wir uns in
‘dl_ESem und dem n#chsten §§ begniigen, und auf
die Mitbewegung des Kerns erst in § 10 eingehen.

Es sei a der Radius der Kreisbahn, welche
dag -Elektron um das feste Zentrum beschreibt und
" die Geschwindigkeit in derselben, es sei ferner
Wie frither —e die (negative) Ladung des Elek-
trons, die positive des Kerns #xe. Bei Kreisbe-

Wegung muf die Zentrifugalkraft der Newton--

'}ehen Anziehung gerade die Wage halten, was zu
olgender Beziehung zwischen Radius und Ge-
schwindigkeit fithrt
2 2 2

‘L;J _ a;; . odor uva___,’%‘? G |
. it Hilfe dieser Gleichung erhilt man fir die
T,eSamtenergie A des Elektrons, die sich aus kine-
ischer und potentieller Energie zusammensetzt

1, =zet el
) . A—Tz—u@—-;“—_’2h. . (12
Wahrend sich fir die Winkelgeschwindigkeit
. v %
e st 9
(p—(lr—el/ua”. T

ergibt,

W Nach der gewohnlichen Mechanik sind 'alle
ielrte des Radius « und daher-npach (12) auch

na € negativen) der Energie moglich. Wir wollen
n die Plancksche Quantenbedingung

ﬁ dg=mnh

;‘nWenden, um unter diesen Bahnen eine Auswahl

‘U treffen. Die Lagenkoordinate (g) ist hier der

istl'nke] ®, und der ihm zugeordnete Impuls p,
~Dach den Regeln der Dynamik das sogenannte

. ’:ke}moment der Bewegungsgrofe p,=mnav,

iiber eéne konstante Qrﬁ{ig.. Die Integration ist

derli hen ganzen Variabilititsbereich der Verin-
-‘lehen @ zu erstrecken, also von 0 bis 2 =
ternach erhilt man

2n
nh:/})(pdq;:2npq,:2nuar, .. (11

0
o {KUS dieser Gleichung und der Beziehung (11)
SeWinnt man durch Eliminieren von v

_ h? f,
"__472;;11,7;? My . w o« . & a (14
Und das liefert in (12) und (18) eingesetzt

An:—-ﬂ‘f‘#‘_l, «_8a8xlpet 1 (
n? n?’ TRE g U8

@n — hs
lich?lr haben also aus allen mechanisch mog-
Zulis:'a und A eine Reihe d'fskreter quantenmaBig
" 1ger Werte ausgewihlt. D. h. das Elektron
O nicht in jeder beliebigen Entfernung vom
A Aem kreisen, sondern nur in einer der durch den
l{sdruck (14) definierten statischen Bahnen.
Ir sehen, daB mit wachsender Quantenzahl =
¢ Abstinde benachbarter statischer Bahnen im-

a

&
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mer grofier werden (die ersten Bahnen sind in
Fig. 4 eingezeichnet). Umgekehrt ist es mit den
statischen Energiestufen (15); diese liegen mit
wachsendem = immer dichter und hidufen sich
wegen den Wert A=0 (d. h. o = 09).

§ 8. Die Bohrsche Frequenzbedingung. — Die
RBewegung des Elektrons in einer statischen Bahn,
welche nach Obigem ohne Energieabgabe vor sich
geht, bildet nach dem Gedanken von Bohr einen
Normal- oder Gleichgewichtszustand des Atoms.
Wird es durch irgend eine Stérung aus einer

solchen Bahn geworfen, so trachtet es, sofort auf

einer andern ins Gleichgewicht zu kommen. Diese
Endbahn muB natiirlich eine kleinere Energie
haben als der Anfangszustand, da ein System
ohne duBere Einfliisse nur Energie (durch Strah-
lung) abgeben, nicht aber gewinnen kann. Bohr
macht die Annahme, daf ein Atom nur wihrend
eines solchen Uberganges des Elektrons von einer
statischen Bahn auf eine andere zu strahlen ver-
mag, und es entsteht die Frage, wodurch dabei die
Wellenlange der ausgesandten Strahlung bestimmt
wird. Stellt man sich auf den in § 4 skizzierten
Wien-Starkschen -Standpunkt, so ist fiir die emit-
tierte Schwingungszahl die verfiighare Energie
maligebend. Wenn man also die Energien der
Anfangs- und Endbahn mit 4,, und 4, bezeich-
net, erhilt man in Analogie mit der Gleichung (6)

chv= Ay, — 4, . . (16

Das ist in der Tat die zweite Hypothese,
welche Bohr neben der Planckschen Quanten-
bedingung in seiner Theorie benutzt!). Wir wol-
len sie im Folgenden als ,,Bohrsche Frequenz-
bedingung® bezeichnen.

Man sieht, dall diese Hypothese auch dem Ritz-
schen Kombinationsprinzip § 5 gerecht wird und
cine zwanglose physikalische Deutung desselben
enthilt. In der Tat stellt sich eine Schwingungs-
zahl nach Formel (16) als Differenz zweier Terme
dar, welche physikalisch die Energien zweier sta-
tischer Bahnen bedeuten. Da der Ubergang eines
Elektrons zwischen zwei beliebigen statischen
Bahnen (in Richtung abnehmender Energie) mog-
lich sein soll, so kann man auch jeden Term mit
jedem anderen kombinieren.

§ 9. Erklirung der einfachsten Seriengesetze.
— Wenden wir uns wieder dem Falle des wasser-
stoffahnlichen Atoms zu, so brauchen wir nur
den bereits gefundenen Ausdruck (15) fiir die
Enecrgie in (16) einzusetzen, um die Darstellung
einer Anzahl der in § 5 erwihnten Serien zu
erhalten: ’

2a%xz2pet (1 1 (1 1

="y, (7;2'—772) = st (ﬁ@‘;n’z) ar

Wenn man n — 2 setzt, stimmt dies der Form
nach mit, der Balmerschen Formel (7) iberein.

1) Es liegt uns fern, zu behaupten, daB Bohr die
Arbeiten von Wien und Sterk wirklich gekannt und
benutzt hat. Wir hielten es jedoch fiir zweckmiBig,
in unserer Darstellung an bereits vorhandene Anschau-
ungen anzukniipfen.
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Aber auch numerisch erweist sich der Faktor N
mit der Rydbergschen Konstanten iibereinstim-
mend, wenn man fiir die Konstanten u, e, h die
genauesten zurzeit aus anderen Erscheinungen be-
kannten Werte einsetzt. Am besten verfihrt man
dabei in der Weise, daB man N so schreibt:

2nfpet _2n p (e
TR __c-‘_c— (IL)' - 48
Die Verhaltm%sc (_ 5,2908 - 1017, Fortrat

h
1912) und "y (= 1.370~10—1",

Miiller 1915) lassen sich nimlich viel genauer
bestimmen, als die Konstanten selbst. Das er-
. gibt fiir N den numerischen Betrag
N = 110100,

der auf etwa 1,6 % genau sein miiBte; wir sehen,
daB er wirklich mit dem experimentellen (§ 5)
109 677,69 innerhalb der angegebenen Genauig-
keitsgrenze iibereinstimmt. Gegenwirtig ver-
fihrt man umgekehrt und benutzt die optischen
Daten zur schirfsten Bestimmung der Universal-
konstanten (vgl. § 13).

Der Kern des Wasserstoffatoms ist einwertig,
daher hat man fiir dieses Gas in (17) * =1 zu
setzen, und diese Formel ergibt fiir n=1,
n=2, n=238 die drei Serien (7b), (7), (7a) des
Wasserstoffs. D. h. die Linien der ultraroten
Ritz-Paschenschen Serie werden beim Ubersprin-
gen des Elektrons aus irgendeiner auBeren Bahn
(m=2,3,4...) in die erste, dem Kern nachste
(n = 1)® emittiert. Die Linien der Balmerserie
. entstehen wihrend des Ubergangs in die zweite
statische Bahn, die der ultravioletten Lymanschen
Serie wihrend des Uberganges in die dritte.

Ein solcher Mechanismus der Entstehung der
Linien macht es verstindlich, warum in GeiB-
lerrohren nur die 12 ersten Linien der Bal-
merserie zu beobachten sind: Fiir das Auftreten
der zur Ordnungszahl m gehdrenden Linie ist es
Vorbedingung, daB in einem Bruchteil der Atome
das Elektron in der m-ten Bahn kreist. Es
konnen sich aber offenbar um go leichter Bahnen
von groBem Radius ausbilden, je weniger dicht
das Gas ist, je seltener also die Sphiire eines
Atoms von benachbarten Atomen und Molekiilen
gestort wird. Es ist daher anzunehmen, da8 der
Gasdruck in den Teilen der Fixsternatmosphire.
welche 29 Linien aussenden, wesentlich kleiner ist
als der in GeiBlerréhren gebriuchliche Druck.

§ 10. Mitbewegung des Kerns. — Wir haben
bereits in § 7 erwdhnt, daB andere Atome als die
des Wasserstoffs nur in ionisiertem Zustande dic
Voraussetzungen der Formeln (15) und (17) er-
filllen. Z. B. wiirde sie fiir einfach ipnisiertes
Helium, -d. h. fiir ein Atom, das aus dem zwei-
wertigen Heliumkern (%*=2) und nur einem
Elektron besteht, wihrend das zweite abgetrennt
ist, gelten. Man erhilt in diesem Falle aus (17)

1 1
V:4N(h2‘—;’n?)

Warburg und . -
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was man auch so schreiben kann:

e )

Wir schen, dall- diese Formel die Serien
(8a, b) des § b in sich cnthilt, welche dem
Wasserstoff zugeschrieben wurden. In der Tat,
fiir n =38 folgt der die Rydbergsche (8a) und
Fowlersche (8b) Serie umfassende Ausdruck:

1 1
v=N 1—’5-3——"?! , m=+44, 5, 6, . . (19
" (5)
- fiir n =4 eine Formel:
. (20

vi= ) V(zl‘ ( 2), m=35, 6, T,
s)

welche auBler den Linien der Pickeringserie (8)
fiir ganzzahlige m eine Reihe anderer ergibt,
welche mit den Wasserstofflinien der Balmer-
serie (7) zusammenfallen und deshalb von Picke-
ring nicht erwihnt wurden.

DaB die beobachteten Serien (8, 8a, b) ihre
Entstehung nicht Wasserstoff, wie man friiher
glaubte, sondern Helium verdanken, wie es die
eben dargelegte Theorie fordert, hat sich vollauf
bestdtigt. Wir haben schon erwihnt, daB Fowler
einen Zusatz von Helium zum Wasserstoff fiir
die Erzeugung desselben unbedingt nétig fand;
im Sommer 1914 konnten dann Paschen und
Bartels diese Linien in reinem Helium beob-
achten. Aber schon Bohr selbst hat auf einen
Umstand hingewiesen, der einen noch schlagen-
deren Beweis fiir die Richtigkeit seiner Auffas-
sung beibringt: Wir wissen bereits, daB die Linier
der Fowlerschen Serie der Formel (8b) nicht gans
streng geniigen, diese Abweichung erklirt sich
vollstindig, wenn man die Rechnung etwas stren-
ger durchfihrt und die Mttbewegung des Kerns
beriicksichiigt. .

In Wirklichkeit ist der Kem kein festes Zen-
trum, sondern hat eine endliche Masse M, weshalb
Elektron und Kern Kreise um ihren gemeinsamen
Schwerpunkt beschreiben. Die Radien der beider
Bahnen verhalten sich bekanntlich umgekehrt
proportional ‘den Massen » und M. In die Quan-
tenbedingung (11") ist nunmehr an Stelle von
pp die Summe der Winkelmomente der Bewe-
gungsgroBen, von Kern und Elektron einzufiihren,
und man erhilt nach einer analogen Zwischen-
rechnung fiir die Energie die gleiche Formel (17),
in der jedoch die GréBe N nicht mehr durch dem
Ausdruck (18) gegeben ist, sondern auch von
abhingt:

2, ot
L
L + n
M

Bezeichnen wir den fritheren Ausdruck, den
wir erhielten, indem wir die Masse M als unend-
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lslicl}; groB gegen p ansahen, mit Ny , so schreibt
ch:

Ne ©
n
14 o
Demnach ist die Rydberggche Zahl streng ge-
lommen keine universelle Konstante, sondern
Wechselt, wenn auch sehr schwach, von Element
;}1 Element. Die griSten Abweichungen von N
d’nd(‘;n ggrade filr Wasserstoff und Helium statt,
2 fiir diese beiden Elemente das Verhiltnis w/M
en _groften numerischen Wert annimmt,
1 neuesten Messungen von Paschen (1916)
rgaben die Rydbergsche Zahl
Ny =109 677,69, Ng.==1091722,14 . . (22
Setzt man e, h, M7 und My, als bekannt vor-
348, 80 kann man mit. Hilfe dieser Zahlen efuc,
WM g und No berechnen. Man erhilt
€lnc=1/76.10", Mp/u=1844, Nw=109737,16.
T beste, direkt experimentell (aus Messun-
igetn am Zeemaneffekt) gefundene Wert fiir efu c
st Vie bereits erwihnt, 1,76.107, die Uberein-
lnm.:ung also eine vollstindige.
Dieser neue Triumph der Bohrschén Theorie
War auf das Urteil der Fachgenossen von ent-
idendem EinfluB. Frither verhielt sich die
mee.llrzahl derselben reserviert; man gab allge-
bem zu, daB es -Bohr gelungen war, die Ryd-
my ;‘LESehe Konstante aus den UniversalgroBen e,
ol 2ufzubaen, glaubte aber, daB sein Atommodell
hielf,l eine me}n: zufillige Rolle gespielt habe, und
ai dessen Leistungsfihigkeit mit diesen Ergeb-
eSSen fiir erschopft. DaB man durch Steigerung
* QGenauigkeit der Rechnungen neue wichtige
ny Itate erzielen kann, zeigte, daB es sich nicht
5 um eine ob?rﬂiichliche Anslogie handelt,
Ato reste.versghxedene Physiker an, es in der
" mtheorie mit noch tiefer gehenden Anwen-
Ngen der Himmelsmechanik zu versuchen.
Meinun erwithnen wollen wir noch, wie nach der
in ung von Bohr das Wasserstoffmolekiil gebaut
enth‘leB' Dassel.be (E,) besteht aus zwei Atomen,
tron: t alsq zwei positive Kerne und zwei Elek-
in F}l- Dle. Anordnung dieser Bestandteile ist
bewe]g. 3b‘ Wle.dﬁerg.egeben: Die beiden Elektronen
’len)g% s.lch In einem (in der Figur ausgezoge-
o reis um die errbindungs]in.ie der beiden
Pt e a};_ Achs.e. Die quantentheoretisch zu-
o segl‘}e: imensionen des Molekiils lassen sich in
nd n Welsg berechnen, wie die des Atoms (§ 7),
Kro man erha:li_; fiir den Radius des innersten
g 8es, den die Elektronen beschreiben kénnen.
. dWelcher dem Normalzustand des nicht leuch-
Nden Gases entspricht:
wih a' = 0,504 -10-8 cm, (23!
- rend Formel (14) fiir das Atom einen nur
€nig verschiedenen humerischen Wert liefert:
a=0528-10%cem. .. .. .(23
Der halbe Abstand zwischen den beiden Ker-
"en verhilt sich zum Radius o’ wie 1:V3.

N=

r' Wert (231) steht in guter Ubereinstim--
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mung mit den Ergebnissen der kinetischen Gas®
theorie. Kine weitere Bestitigung des Bohrschen
Molekelmodells verdanken wir Debye (1815), der
die Dispersion eines aus solchen Gebilden be-
stehenden Gases untersuchte und beim Vergleich
mit den an Wasserstoff gemessenen Dispersions-
werten eine volle Ubereinstimmung fand.

ITI. Abschnitt.
Systeme mit mehreren Freiheitsgraden,

§ 11. Erweiterung der Quantenbedingungen
auf mehrere Freiheitsgrade. — Die Frage, wie die
Plancksche Bedingung (5) auf Systeme mit meh-
reren Freiheitsgraden zu erweitern ist, wurde von
Poincaré auf dem Briisseler QuantenkongreB im
Jahre 1911 aufgeworfen, aber erst vier Jahre
spiiter gleichzeitig von M. Planck und A. Sommer-
feld bis zu einerh gewissen Grade beantwortet.
Wihrend Planck dabei von allgemeinen etatisti-
schen Betrachtungen ausging, hatte Sommerfeld
von vornherein die Anwendung auf das Bohreche
Atommodell im Auge. Da wir in den nichsten
Paragraphen einige Spezialfragen besprechen wol-
len, fiir deren Behandlung sich die Sommerfeld-
schen Ansiitze glinzend bewilhrt haben, schlieBen
wir uns zuniichst dieser Betrachtungsweise an.
Auf Plancks nur formal von derselben verschie-
dene Theorie werden wir spiter (§ 16, 17) zuriick-
kommen.

Sommerfeld ging von der Tatsache aus, dafl
die Linien der Balmerserie nicht einfach sind,
sondern bei Untersuchung mit Spektralapparaten
von sehr starker Auflésung sich als mindestens
doppelt erweisen. Da sich nach der Bohrschen
Theorie (§ 8) eine Spektrallinie aus der Kom-
bination zweier statischer Bahnen ergibt, schloB
Sommerfeld, da mehr statische Bahnen vorhan-
den sein miissen, als die Bohrsche Formel (17)
angibt; und das veranlaBte ihn, auch die Moglich-
keit elliptischer Bahnen in Betracht zu ziehen.

Unter der Wirkung eines Newtonschen An-
ziehungszentrums beschreibt ein Korper im all-
gemeinen eine Ellipsd (Keplerellipse), in deren
Brennpunkt sich das Zentrum befindet. Es han-
delt sich also darum, unter allen moglichen ellip-
tischen Bahnen, welche ein Elektron nach der
Mechanik beschreiben kann, die quantenmiBig zu-
lassigen oder stafischen herauszufinden. Eine
Ellipse wird nun nach GréBe und Gestalt durch
zwei Konstanten (etwa groBe und kleine Halb-
achse) bestimmt, und daher braucht man, um sie
festzulegen, auch zwei Quantenbedingungen. Es
sei die Lage des Elektrons in der Bahnebene durch
die Polarkoordinaten r, @ mit dem Kern (den wir
wieder als festes Zentrum ansehen) als Ursprung
bestimmt.  Sommerfeld iibernimmt nun die
Quantenbedingung

i ﬁwdtp:n'h,, ...... 24

die sich bei Bohr bewihrt hatte, und ergénzt sie
durch die analoge Beziehung



240

- ﬁ,-dr:'n’h. . (24

unter p, den dem Radiusvektor r zugeordneten
Impuls verstanden (,,Was dem @ recht ist, ist
dem r billig!“). Beide Integrale sind iiber simt-
liche Punkte der Bahn, also iiber eine Periode
der Bewegung zu erstrecken.

Allgemeiner, wenn ein System durch f Lagen-
koordinaten q;, g2 . . ., ¢y und f ihnen zugeord-
nete Impulse ps, p2 . . .. p; bestimmt wird, muB
man nach Sommerfeld f Bedingungen von der
Form

ﬁ)idqi:‘llf/l, i=1,9,8,...F (2

ansetzen. Da p; und dg; stets das gleiche Vor-
zeichen haben, so folgt aus dieser Definition, daB
die n; stets positive ganze Zahlen sind.

Das Resultat, welches die Bedingungen (24),
(241) fir die Halbachsen der statischen Kepler-

ellipsen ergeben, besteht in Folgendem:
2

_ _h n
(l_.4x7:rne'2(’n+7l). b_a,'T_—Fn, (26
Bei gegebener Summe der Quantenzahlen
n+n’ ist also a konstant, b verinderlich, und

zwar ist das Verhiiltnis b/a ein echter Bruch mit

men' 4

Fig. 6a, b, ¢

dem Nenner n+2'. Fir die Werte der Quan-
tensumme 7n+tn’=2, 3, 4 sind die moglichen
_Ell%psen in der Fig. 5 dargestellt. Dabei ist die-
Jeuige Bahn, welche in eine doppelt durchlaufene
gerade Linie ausartet (b= o, n =o0), punktiert
angedeutet, denn in einer solchen Bahn miiBte
das Elektron mit dem Kern zusammenstofen, und
man l.muu sie daher als unméglich ansehen, Des-
halb ist die Zahl der wirklich zustandekommen-
Eien Bahnen in jedem Falle gleich n+n’. Es
st zu bemerken, daB die Ellipsen zum Kern in
Wirklichkeit konfokal angeordnet sind (Fig. 6)
und nicht konzentrisch, wie sie der Ubersichtlich-
keit wegen in der Fig. 5 eingezeichnet sind.

Der Zweck von Sommerfeld war also insofern
errcicht, als er eine wesentlich gréBere Zahl von
statischen Bahnen erhielt. Trotzdem war das
Resultat zunichst eine Knttiuschung, denn die
Vermehrung der Bahnen war von keiner Vermeh-
rung der Energiestufen begleitet. Die Enetgie
der Keplerellipse ist nimlich eine Funktion der
groBen Achse allein, also fiir simtliche Bahnen
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einer jeden unserer Figuren (ba, b, ¢) die gleiche.
Sie driickt sich durch die Formel aus:

2a’x?pet
A=—SERE

R (n+n')
welche bei ganzzahligen n» und »” genau dieselben
diskreten Werte ergibt, wie der Bohrsche Aus-
druck A —-—2a2%?y e4[h? n°.

Sommerfeld erhielt also dieselbe einfache
Linienserie, die in Formel (17) enthalten ist,
aber jede Linic entsteht bei ihm auf mehrfache
Weise, aus mehreren verschiedenen Paaren sta-
tischer Bahnen. Sie: enthilt, sozusagen, mehrere
zusammenfallende Freiheitsgrade. Erst durch Be-
ritcksichtigung der Verdnderlichkeit der Masse
des Elektrons als Funktion der Geschwindigkeit,
wie sie die Relativititstheorie fordert, ist es
Sommerfeld gelungen, diese latenten Freiheits-
grade auseinander zu ziehen (§ 13) und eine glin-
zende Ubereinstimmung mit der Erfahrung zu er-
zielen. ' \

§ 12. Bedingt periodische Bewegungen. — In
der Fassung der Quantenansiitze, wie sie im letz-
ten Paragraphen nach Sommerfeld gegeben wurde,
blieben indessen noch einige Fragen offen. Schon
bei periodischen Bewegungen, bei denen die In-
tegration offenbar iiber eine Periode auszudehnen
ist, war es nicht klar, welches von den.vielen ver-
schiedenen Koordinatensystemen, durch die man
die Bewegung beschreiben kann, zu wihlen ist.
Bei nicht periodischen waren selbst die Grenzen
der Integration unbekannt. TEs bedeutete daher
einen Fortschritt, als unabhingig Schwarzschild
und der Verfasser (1916) den Begriff der ,be-
dingt periodischen Bewegungen® aus der Him-
melsmechanik in die Atomistik iibernahmen und
tir diese erweiterte Klasse von mechanischen
Systemen die Sommerfeldschen Quantenansitze
nach Wahl der Koordinaten und Integrations-
yrenzen prizisierten.

Als  ,bedingt periodisch” bezeichnet man
mechanische Systeme, zu deren Bestimmung man
die Koordinaten so auswiihlen kann, daB dieselben
zwischen zwei festen (irenzen monoton hin- und
herschwanken, oder, wie man sagt, Librationen
ausfithren. Das einfachste Beispiel einer solchen
Bewegung ist die Uberlagerung von zueinander
senkrechten Sinusschwingungen:

x=a8in (wx £+ 082), ¥ =ypsin(oy t+ dy),
wo o, Yo, @ und 9 Konstanten bedeuten. Man
sieht sofort, daB z im Laufe der Zeit ¢ immer
die Werte von — zo bis + o (Librationsgrenzen)
vorwiarts und riickwirts durchliuft, ebenso ¥
diejenigen zwischen — 3o und . Sind die
Frequenzen o, und o, inkommensurabel, s0
kommt die Bahnkurve (Fig. 7) jedem Punkte des
zwischen den Librationsgrenzen eingeschlossenen
Rechtecks beliebig nahe, oder, nm einen mathe-
matischen Ausdruck zu gebrauchen, sie erfullt
das Rechteck iiberall dicht.

Ein anderes Beispiel bietet der fiir die Som-
merfeldsche Theorie wichtige Fall der relativisti-
schen Keplerellipse. Wir haben hereits erwihnt,

(@7
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(lll?fh die Masse.des Elektrons streng genommen
keitt kqpstant ist, sonden} von der Geschwindig-
don ttibhfing;t. D_1e‘ Form dw:ser Abhingigkeit wird
ey lf die Rela:clvltiitstheone festgelegt. Beriick-
din tigt man diesen Umstand, so ergibt sich fiir
’i’g’en Kra.ftzentrur‘ns'eine.Anderung: Die Bahn
nic]f:’afr wieder elhppsch, jedoch steht die Ellipse
cine kles't’ sondt.arn ihre gr?Be'Achso rotiert mit
. nr einen Winkelgeschwindigkeit in der Bahn-
Um]e um den Brennpunkt mit demselben
sehra.ltfssmn. den‘ .das Elektron beim Be-
Welc(}? en der Ellipse hat, Die  Kurve,
iche das Elektron dabei beschreibt, ist in
8. 8 dargestellt. Hier variiert wiederum die
ze‘;Ol‘dmate r zwi:.-xchen den festen Librationsgren-
¥ 21‘1 und r,, die ,,zyklische® Variable @ von 0
"S -J'l. Das Ringgebiet 1 < 7” < re wird im all-
S€meinen von der Bahn iiherall dicht erfiillt.

Fig. 8

\

Ch A .

g’u:mkterls.tlkum der bedingt periodischen Bewe-
lor gen darin, daB, wenn man die Koordinaten in

ode eben angegebenen Weise wiihlt!), der einer
Yon lld Koordmate q; zugeordnete Impuls p; nur
itbes er Variablen g; allein, nicht aber von den
‘PTigen ¢ abhiingt:

. Pi=vilq, . . . . . . .28

w . . !

b 3be‘ P; an’den Librationsgrenzen (¢; = a;, ¢; =
1 verschwindet.

Syst er Quantenansatz fiir bedingt periodische
e eml? in der vom Verfasser ausgesprochenen

iesteh’c nun dar;n, daf man die Quanten-

1 .
eind)eugl;se vWa.hI der Koordinaten ist im allgemeinen

Nw. 1918,

Bewegung unter dem EinfluB eines Newton-

Om mathematischen Standpunkt besteht das:
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integrale (25) wber einen Abschnitt der Bahn
2wischen zwei aufeinanderfolgenden Berihrungen
derselben Librationsgrenze erstreckt, oder, was das-
selbe ist, zweimal von einer Librationsgrenze zur
andern:

bi

'_'/]‘, dgi = nih.

a;

Ist die Koordinate zyklisch, wie der Winkel @
im Falle der relativistischen Keplerellipse, so mul}
man von 0 bis 2 & integrieren:

/;;:-r’ = iz i,
0

Es liBt sich allgemein beweisen, daB diese
Bedingungen, sofern ihnen sidmtliche Freiheits-
erade unterworfen werden, die Energie als Funk-
tion der Quantenzahlen n vollstindig festlegen.

§ 130 Feinstruktur der Wasserstofflinien. —
Als erste Anwendung der fiir bedingt perio-
dische Systeme aufgestellten Regeln wollen wir
das bereits im letzten § erwithnte Beispiel der re-
lativistischen Keplerellipse besprechen?). Die
Quantenbedingungen lauten hier gemif den in
Fig. S versinnlichten Verhiltnissen

r ]
2 //n,_ dr=mn"h, /;'., do=mnh. .(30

Durch Beriicksichtigung der Relativitdat sind
die Verhiltnisse gegen diejenigen der in § 11 er-
irterten gewdhnlichen Keplerellipse nur wenig
verschoben. Die Quantenbedingungen wihlen
also wieder aus allen mechanisch moglichen Bah-
iien eine Reihe ,,statischer aus, welche mit guter
Anndherung durch die Ellipsen der Fig. 5 darge-
stellt werden. Zum Unterschied von jenem Fall
sind jedoch die Energiestufen, welche zu den sta-
tischen Ellipsen derselben Figur gehoren, nicht
streng gleich, sondern um kleine Betriige vonein-
ander verschieden. Der Niherungsausdruck fiiv
die Energie lautet nimlich?): .
Nhex Nhezta?[1 n'
m+n)2 (n+n') l 4 + n ] (31

Mit « ist hier eine Konstante bezeichnet, welche
sich aus den Universalkonstanten e, 2 und ¢ auf
folgende Weise zusammensetzt

2 el .
o h:""""'(SZ

Der physikalische Sinn dieser Zahl ist die (im
Verhiiltnis zur Lichtgeschwindigkeit gemessene)
teschwindigkeit, welche ein Elektron in der ersten
(n—=1) statischen Kreishahn des W asserstoff-

. (29

. (291

A=

1) In Wirklichkeit wurde dieser Fall von Sommer-
feld schon vor. der Aufstellung der allgemeinen Quan-
tenregeln (29), (29) fiir bedingt periodische Systeme
behandelt. : S

?) Es liBt sich auch der exakte Ausdruck fiir die
Energie angeben, jedoch ist die Formel (31) fiir unsere
Zwecke iibersichtlicher. .

34
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atowms (2= 1) besitzt. Der numerische Wert des
uns interessierenden Quadrats ist
a? = HB16-10

und daher ist das relativistische Korrektionsglicd

stets klein gegen den ersten Term des Ausdrucks
(31).
Die Wirkung dieses Korvrektionsgliedes st

offenbar cine doppelte. denn erstens ergibt sich
cine allgemeine Erhohung des absoluten Betrages
der Energie fiir alle -Ellipsen mit derselben wro-
Achse um den Wert

Nhezsta?

b+ n'y
zweitens erhiht sich die Energie der verschiede-
nen Ellipsen um verschicdene dem Aehsenverhiilt-

nis = proportionale Betrige
w Nhex'al
nw (-1 n')

Ben

Unter Heranzichung der Bohesehen Frequenz-
bedingung
hev= .‘l| — xl...
crhalten wir demnach fiir die beim  Ubergang

eines Elektrons aus einer statischen Bahn (m.m’)
in eine andere (n. 2') ausgesandte Schwingungs-

zahl
e 2[(u +n')? (m+m)’]+
in 1 ., dm .
[(u + n’)‘ 1+ n )— (m~+m'p (l o )] e

Werten der Kernladung % unter-
dieser Ausdruck nur wenig vom
ersten Glied, welches nach § 9 die Formel der
Balmerschen oder einer ihnlichen Serie liefert.
Die Schwingungszahlen (33) gruppieren sich des-
halb bei vorgegebenen Werten der (Quantenzahlen
eng um eine in der Formel (17} enthaltenc
Zahl und bilden die Feinstrultur einer wasser-
stoffahnlichen Linie.

Da e¢s nach Fig 5 fiir ein vorgegebenes System
von Zahlenwerten (n. n°, m. m’) m+m’ mog-
liche Anfangsbahnen und n+ n° Endbahnen gibt,
<0 konnte eine wasserstoffilinliche  Linie aus
(m+m’) ..(n+ n’) Komponenten bestehen.  Dic
Zahl der beobachteten Komponenten schien je-
doch kleiner zu sein. Um eine Einschrinkung
herbeizufithren, liel sich Sommerfeld dureh den
Giesichtspunkt leiten, dal die Quantenzahlen w-
sentlich positive GriBlen sind; es liegt daher nahe
anzunchmen, dall bei Bohirschen ("hergingen nicat
nur ihre Summe abnehmen mull, sondern dall sie
auch einzeln nieht wachsen diefen. D, L. es soll
nicht nur die Ungleichung m—m" > o2+ 0" he-

\a-x'

Bei kleinen
scheidet sich

<tohen. sondern aueh
L T I V1 L) R - ¥ |

P
Fassen wir zuom Beispiel die Grandlinie der

Balmerserie ( Heo
I |
Vot ‘V(2._, ZZ')

m+ m .

n+tn -2 ks

ins Auge. <o st
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issenschaften

wiren daher a priori 2.3 — 6 Ubergiinge moglich.
die jedoch dureh die Ungleichungen (34) auf die

1 im folgenden Schema  enthaltenen  reduziert
werden
wm=2=. ' =0 L
20 =2 0 =0
/
w =2 m'=1<
N,
g =1 =
m=1, w =2/

In der Folge hat sich indessen gezeigt, dab
Jdie Sommerfeldschen Ungleichungen keine strenge.
sondern nur eine angeniherte Giiltigkeit haben:
Auch die ihnen widersprechenden Linien treten
unter Umstdnden (je nach der Erregungsart der
Geillerrohre) auf. jedoch immer mit nur schwa-
chen Intensititen.

Auch fiir die Intensitit der Komponenten gibt
die Theorie gewisse Anhaltspunkte. Statistische
Betrachtungen machen es plausibel, da8 die Wahr-
<cheinlichkeit einer elliptischen Bahn ihrem Ach-

’

n
wnverhiltnis ' . ist. Die Wahr-
enverhiltnis (”_'_“) proportional ist. Die Wah

<cheinlichkeit eines Bohrschen Uberganges wiire
dann proportional dem Produkt der entsprechen-
den Zahlen fiir die Anfangs- und Endbahn, alse

n' m'
n—+n' m—+ w'
AL 1 N
Ay, [
-_J' !
o Oy, |
|V, i
HE T =
A >V
H
a H‘G
Fig. 9
In der Tat folgt die Intensitit der Kompo-

neuten ungefihr dieser Regel, wenn das betref-
fende Gas durch Funkenentladung zum Leuchter
gebracht wird, withrend die Verhiltnisse be!
(ileichstrom etwas anders zu liegen scheinen.

In Fig. 9 sind die Komponenten der beide!
ersten Linien (#, und Hp) der Balmerserit
(n + " = 2) nach Lage (in der Skala der Schwin-
sungszahlen v) und Intensitiit eingezeichnet. Dit
irrealen Linien, d. h. diejenigen, welche den
Quantenungleichungen (34) widersprechen, sin¢
dabei punktiert oder durch e¢inen kurzen Pfeil an
eedeutet, die theoretisch zu erwartende Intensitit
ist durch die Linge des betreffenden Striches ver
anschaulicht. Charakteristisch fiir die Anordnun#
«der Linien ist das Auftreten konstanter Abstiand¢
zwischen verschiedenen Linienpaaren. Dies rithr!
daher. dal fiir die eine migliche Endbahn (I‘ ig. d)
otwa =2, ' = 0, die Formel (33) m + m’ mo¥
liche Werte von v. je nach Wahl der Anfangsbah?
(Fig. 3) ergibt,  Fiir die /\u-m- Endbahn (n =1
a1y erhiilt man om 4+ o’ weitere v, welche =ich
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¥ ;
0.111. denen der ersten Gruppe bezw. nur um die
ifferenz des von n, n’ abhingigen Korrektions-

tefms in beiden Fillen. also um die konstante
iffereny

. N a?
Avyg = F P s 1+
. BT 0
Uterscheiden. Die GroBe o vy bezeichnet Som-

Zzz;fsld als difa Schwingungsdifferenz des Wasser-
nac}f ubletts, ihr numerischer Wert ist theoretisch
. 1 den in §§ 5 und 13 angegebenen Werten von
<Y und g2
) Avg= 0,364 cmm—1 . . (35!
Beim Vergleich mit der Beobachtung ist in-
€ssen zu beriicksichtigen, daB die in Fig. 9 dar-
g:f_sfe]lten Strukturen auch bei Benutzung der
a_l:ksten optischen Mittel nicht vollstiandig aunf-
gﬁ:::t werdex.l konnen, sondern als einfache Du-
lick Zverschemen. Beim Wasserstoff sind ném-
find dl'e Komgonenten etwas breit und verwas'('lfen
eicht le Abstinde so eng, daf benachbarte Linien
oy ineinanderfliefen. #Was man also als Du-
i ’:ene unmittelbar miBt, ist der Abstand #v'y
ini‘; en den Sch‘t‘uerpunkten der beiden engen
ot Ugruppen. Mit Benutzung der theoretischen
ensititen erhdlt man fir H, (A= 65628)
S AV = 0,842 Avg= 0,307 cm—1 ,
€T In Wellenlingen umgerechnet:
B ANg=0,132 A.-E.
Xperimentell wurden die folgenden Werte ge-

funden:
\» - Smnn i
AN " AV'H
M
M. - = et
.‘ghehon ......... 014 A-E | 033 em—1
Moigy. BUisson 0182 , | 0807 .
mer. . . .., ..... 0124 , | 0289 ,
|

\VeDl? Ul.)ereinstimmung mit dem theoretischen
l't'_lst eine glinzende.
.gen dlfnstiger"fiir. eine ‘Priifung der Theorie lie-
el le Verhiiltnisse bei den wasserstoffihnlichen
(x\n (vergl. §§ 5, 10) des ionisierten Heliums
SChErf De!}n er.st,en.s sind die Heliumlinien
o toer’ fw_eltens ist 1‘nfo]ge' des Auftretens des
die F? x' im Korrektxontsghe_d der Formel (33)
S Instruktur d.er. Heliumlinien im Vergleich
Sechznhanalollen Lm'_len des Wasserstoffs um fia‘\'
Yon Pe nfache vergroﬁ.ert. Diese Messungen sind
reichb%‘cken (1916). mit aller in der Gegenwart er-
> I%TEI{ Genaulgkelt‘ ausgefithrt  worden.
l'iln;ant llglbt das theorei.;xsche.Bi]d und den expe-
Pegune en Befund .bel zwei verschiedenen Er-
P gsart.en fiir die Grundlinie der Fowler-
en Serie (A — 4686)

v::42\7(31‘2 —_ i‘-")
enBﬁtracht.en _wir die in der Figur versinniich-
oo I‘_g'ebmsse,‘ so sehen wi_r, daB dieselben den
S etischen Erwartungen in allen Einzelheiten
“ichlzl‘ec}len. Unvorhergesehene Komponenten sind
ungl Vvorhanden; es fehlen nur die den Quanten-
€leichungen widersprechenden Linien IITa, b
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bei Gleichstrom, und Id bei Funkenentladung; die
Linie Ilc ist nicht gemessen worden, weil sich
cine schwache Linie zwischen zwei starken auf
der photographichen Platte nicht feststellen
148t; einzelne eng benachbarte Linienpaare fliefen
in der Beobachtung zusammen. Die Ulbereinstim-
mung zwischen Theorie und Erfahrung in dieser
Figur ist geradezu das Glanzkapitel, der grofite
Triumph der Quantentheoric.

‘Nicht weniger gut ist die U'bereinstimmung
fiir die zweite Linie der Pickeringserie, wir wollen
jedoch dieselbe iibergehen und in Fig. 11 die Fein-
struktur der dritten geben. Entsprechend den
drei moglichen Endbahnen zerfallen hier, wie in
Fig. 10, die Komponenten in drei Gruppen I, I1.
[11, wihrend jedoch dort die Gruppen I und Il
iibereinandergreifen, sind sie hier vollstindig ge-

L:;?ﬁ S
f | :

' ..I
o

d ac

ac ba

Gleichstom &

Funken v
— N
co |‘ | M . l“

£k
Fig. 11.

trennt und so eng, dall jede Gruppe in der Beob-
achtung als eine einzige breite Linie erscheint.
Die f-Komponenten (welche iibrigens teilweise
den Ungleichungen (34) widersprechen), scheinen
zu schwach fiir die Beobachtung zu sein.

Die Ausmessung aller dieser Feinstrukturen
liefert als besten experimentellen Wert der
Schwingungsdifferenz # vir

A v = 0,3645 1 0,0045.

Die Spektroskopie liefert uns somit drei Gri-
Ben, welche nach der Theorie aus den Universal-
konstanten e, w, & aufgebaut sind: nimlich die
Rydbergsche Zahl N (§ 8), die Anderung dev
Rydbergschen Zahl von Element zu Element in-
folge der Mitbewegung des Kerns (§ 10) und di.




244

Schwingungsdifferenz  des  Wasserstoffdubletts
Avyg Aus den drei Gleichungen lassen sich die
drei Unbekannten e, u, h zahlenmiig bestimmen,
und zwar diirfte diese Art der Bestimmung bei

der groBlen Genauigkeit der spektroskopischen
Messungen schon gegenwirtig allen anderen
Methoden ebenbiirtig sein.

§ 14. Spektra der Rintgenstrahlen. — Uber

die Emission und Absorption der Rontgenstrahlen
ist in den Naturwissenschaften (Bd. 5, S. 513,
332) ein ausfiithrlicher Bericht aus der Feder des
nm die experimentelle Erforschung dieses Ge-
hiets hochverdienten M. Siegbahn erschienen, so
daly ich diesen Gegenstand nur kurz zu streifen
hruuche.

Nachdem durch die Entdeckung von v. Laue,
riedrich und Knipping die Moglichkeit einer
Spektralanalyse im Gebiete der Rontgenstrahlen
zegeben war, verdanken wir Moseley die ersten
ausfithrlichen Untersuchungen iiber die Réntgen-
wellenlingen einer Reihe von Elementarstoffen.
Die gemessenen Schwingungszahlen lassen sich in
mehrere Serien einordnen, die man in der Reihen-
folge abnehmender Schwingungszahlen (Hirten)
als W-Serie (Linden: K, K4, . ..), L-Serie usw.
_hezeichnet hat. In Fig. 12 ist eine von Moseley
cemachte Aufnahme der Linien K, und Ky auf-
~inanderfolgender Elemente wiedergegeben. Das
nnterste Bild der Reihe bezieht sich auf Messing
(Brass), eine Legicrung von Zink und Kupfer.
DaB sich hier die zwei Zn-Linien einfach den
heiden Cwu-Linien der ndchsthéheren Aufnahme
itherlagern, beweist, daB die Rontgenspektren eine
rein additive Eigenschaft des Atoms sind.

.gen.
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Die Lage der analogen Linien in dieser Figur
zeigt einen parabalischen Verlauf. In der Tat
konnte Moseley die Schwingungszahlen der K« -
Linie durch die Formel

VK = N(x—---])"’[~1]:_, — ;2].
diejenigen der Lg-Linie-durch
e N " AN2 __1 _ 1]
vi=N(—14) l22 -
darstellen, wobei # die Wertigkeit des Kerns des
cntsprechenden Elementes bedeutet.

Dieses Ergebnis lehrt zweierlei: Erstens be
stiitigt sich die in § 6 dargelegte Auffassung, daf
die Kernladung (im periodischen System) auf-
einanderfolgender Elemente um eine Einheit zu-
nimmt. Zweitens sind die Rontgenlinien K, u
Lo wasserstoffihnlich mit der kleinen Modifika-
tion, daB nicht, wie in der Balmerserie (7) bezw-
(17), die ganze Kernladung » wirksam, sonder?
ein Teil derselben, wie man sagt, ,abge
<chirmt® ist. .

Bei genauerer Betrachtung ergibt sich, dab
diese Linien nicht einfach sind, sondern eine
Feinstruktur besitzen. Theoretisch miilte man
bei vollstindiger Wasserstoffihnlichkeit bei der
Linie L« genau dieselbe Struktur wie in de}l‘
durch Fig. 9 versinnlichten Fall der H<-Linie
des Wasserstoffs erwarten, mit dem Unterschied:
daB die Dimensionen derselben im Verhiltnis
(x—1,4)* vergrofert sind. In Wirklichkeit er”
hilt man nur ein einfaches Dublett, dessen
Schwingungsdifferenz allerdings zu demjenige?
dos Wasserstoffs im theorctisch richtigen Ver-
hiltnis

Av=u—T4" 4vH

steht. Die Wasserstoffahnlichkeit ist also, wobl
in Folge der komplizierteren Emissionsverhﬁlvf‘
nisse, eine beschriinkte. Dagegen entspricht K«
den Erwartungen der Theorie vollkommen un

gibt, da hier die Endbahn einfach (n+n' =1
oder n =1, n’ = 0), die Anfangsbahn doppelt ist:
ein einfaches gegen Avgim Verhdltnis (x—1

verbreitertes Dublett.

Die Messungen wurden von Siegbahn und
seinen Mitarbeitern fiir alle Elementarstoffe, 80
weit dies technisch miglich war, durchgefiihrt;
und haben die Forderungen der Theorie be
stitigt. Zur Illustration geben wir die nach-
stehende Fig. 13 wieder, welche das gesamte
Beobachtungsmaterial der K-Serie zwischend
Natrium (» = 11) und Neodym (x = 60) enthilt-
Als Ordinate ist [/y.10—", als Abzisse » aufgetrs
Der Verlauf der Quadratwurzel aus dep
Schwingungszahlen ist in Ubereinstimmung mit
der Theorie ein linearer. @, und ¢, bedeuten di€
beiden Komponenten der K, -Linie, B, und P
sind die Siegbahnschen Bezeichnungen fiir Kp
und K,. Auch die Schwingungsdifferenzen habe?
nach genauen Messungen den von Sommef‘f_el
vorausgesehenen Verlauf, und das bedeutet e1n€
scharfe Probe der Theorie, wenn man bedenkt,




et 1)
da8 Av z. B. fiir x— 92 (Uran, in der L-Serie
gemessen) (84,4)%, also rund 150 Millionen mal
8roler ist als fiir Wasserstoff. Es diirfte nicht
Viele Theorien geben, die eine derartige Extra-
Polation auszuhalten vermogen.

3 .aB die Rontgenspektren teilweise wasserstoff-
lchn.hch sind, erklirt man sich auf die folgende
Veise. Kreist ein Elektron in der Nihe des Kerns,
So iiben die iibrigen, welche sich in groBerer Ent-
],‘?H}‘mg bewegen, eine sehr geringe, zu vernach-
assigende Riickwirkung auf dasselbe aus, und

die Verhiltnisse liegen im wesentlichen so. als
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Nach einer Arbeit von Debye und noch un-

- veroffentlichten Untersuchungen von K7roo und

Sommerfeld scheinen die Verhiltnisse so zu
liegen: Das Atom besteht, wie es schon Bohr an-
genommen hatte, aus dem Kern und einer Reihe
konzentrischer mit Elektronen Desetzter Ringc
(Fig. 14). Den innersten bezeichnet man als A
Ring, den zweiten als L-Ring usw. Im Normal-
zustand haben diese Ringe eine ganz bestimmt.
Besetzung, z. B. haben wir in der Figur drei
Elektronen im K-Ring und acht im L-Ring ein-
gezeichnet. Die Vorbedingungen fiir Rintgen

[
(\‘

A-Rewte

e T8 202229 B 30 3%
777 C

K Se Vo Mrio
Ol K Sc Va M "

¥ J6 .
N ZnGe Se hr

Fig. 13.

(l)?:l;el?tur ein x-wertiger Kern an ein einzig?s
d% §§°n vorhanden wiren, wie in der _T'l'_xeone
abor 7, 8 und 13 vorausgesetzt ist. Wie ist es
gesch?u deuten, dafl ein Teil der Kernladung ab-
icss lll;mt ergchemt? Eu.le mogliche Antwort auf
Wix rage ist berelt.§ bei Bohr gegeben: Stellen
St uns vor, daf mcht. ein einz.eh}es Elektron,
neteellcilll mehrere auf einem Kre{snng angeord-
witks dektronex} um den Kern rotieren. Alsdann
Einck er Anziehung des Kerns cine Abstan{ng
gerad en d(-::n "Elektronen entgegen, welche su_th
leine darl‘n dufert, daB an Stelle von ** ein
iinnfrer I‘Rk_‘oor fx—.—o)’-auftritt‘). Daneben
dag ¢ man die Miglichkeit in Betracht ziehen,

elmg? etwa p Elektrogen sich naher am
wiim bef‘-mden als dasjenige, dessen Bewegung
il :Fu-dleren wollen; der Komplex aus einem
Wirk: lgen posmve"n Kern und p Elektronen
Wie s ann auf grobere Entfernungen ungefihr

€ ein Kern mit, »—p positiven Ladungen.

-—

1 .
elli )t_D&bex kann jedes einzelne Elektron ev. auch eine
; Ptische Bahn beschreiben, aber die Elektronen eines
einnges miissen in jedem Augenblick die Feckpunkte
® reguliiren Vielecks bilden. _

- Elektron

Fig. 14

emission sind gegeben, wenn durch die Wirkung
eines duBeren Einflusses (Kathodenstrahls) ein
aus einem inneren Ring in einen
duBeren versetzt wird, z. B. aus dem K-
Ring in den L-Ring. Dann hiitte der erstere ein
Elektron zu wenig, der letztere ein iiberzihliges
Elektron. Bei der Riickkehr des Elektrons in
die Normallage auf-dem innern Ring, welche
unter Abgabe von Energie erfolgt, wird einc
Réntgenwelle nach der Bohrschen Frequenzbe-
dingung’ (18) ausgesandt.
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Die Durchfithrung dieser Vorstellungen ist
noch nicht abgeschlossen und deshalb 1dBt sich
noch nicht sigen, welches die definitiven Zahlen
der Ringbesetzungen im Normalzustand sein wer-
den. Vorliufig scheinen die Resultate fiir die
Zahlen der Fig. 14, drei und acht Elektronen in
den heiden innersten Ringen, zu sprechen; jedoch
ist es keineswegs ausgeschlossen, dal sich die
durch die Chemie (periodisches System) nahege-
legten Werte 2, S. 8, 18, 18 usw.!) bestitigen
werden.

§ 15. Theorie des Starkeffekts. — Bringt man
cin strahlendes Atom in ein elektrisches Feld, so
wird der Charakter der Emission durch das letz-
1ere verindert: Spektrallinien, die ohne Feld ein-
fach erscheinen. werden in vielen Fillen durch
die elektrische Kraft in° mehrere Komponenten
aufgespalten.  Diese iiberraschende Entdeckung
verdanken wir Johannes Stark {(1913), weshalb

der neue Effek¢ seinen Namen erhielt. Obwohl
dic Wirkung mittlerer Feldstirken keineswegs

<chwach ist, und zu ihrer Beobachtung keine
exteem feinen optischen Tlilfsmittel benutzt zu
werden brauchen, lagen die Verhiltnisse fiir eine
sufillige Fntdeckung der Erscheinung insofern
~ehr ungiinstig, als ¢s iufBerst schwer ist, in einem
leuchtenden Medium auch ein mittelstarkes elek-
triches Spannungsgefille aufrecht zu erhalten.
Irst Stark. der nach diesem Effeckt systematisch
<uchte, gelang es, die erwihnte Schwierigkeit
durch eine sinnreiche Anordnung zu iiberwinden:
Tr brachte die verdiinnte Gasschicht zwischen den
Belegungen eines in einer Vakuumrdhre befind-
lichen Kondensators durch hineintretende Kanal-
~trahlen zum Leuchten,

Auf diese Weise konnte er eine ganze Reihe
von Substanzen untersuchen, fiir unsere Zwecke
sind aber die sehr sorgfiltigen Messungen, die
cr itber die ,elektrische Feinzerlegung® der vier
ersten Linien der Balmerserie des Wasserstoffs
(He, Hg, Hy., Hs) ausfithrte, von besonderer
Wichtigkeit. Is zeigte sich, daB die Komponen-
fen, in welche diese Linien aufgespalten werden.
symmetrisch um die Normallage angeordnet sind,
und dall die Aufspaltung proportional zur elek-
Irischen Feldstirke mit derselben anwichst. Es
wurde senkrecht zur Feldrichtung beobachtet,
und bei dieser Anordnung erwiesen sich die Kom-
ponenten als linear polarisiert.

In den Tabellen I bis IV sind weiter unten
die Starkschen Resultate unter der Uberschrift
.gemessen® zusammengestellt. Mit p sind die
Komponenten bezeichnet, deren elektrischer Vek-
tor parallel zur Feldrichtung schwingt, mit s die-
jenigen, bei welchen er senkrecht zur Feldrich-
tung orientiert ist. Unter A ist der Abstand
der betreffenden Komponente (und der zu ihr
symmetrischen) in Angstromschen Einheiten ein-

1) Vel. J. J. Thomson, Korpuskulartheorie der Ma-
terie, 6. Kap. Brannschweig 1908; N, Bohr, Phil. Mag.
26, S. 83T, 1913 W. Nosscl. Anu. . Phys, 49, S. 229,
1916.
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getragen, unter ,Int.“ ihre relative Intensitdts
(fr. bedeutet ,,fraglich“), und zwar sind die In-
tensititen nur innerhalb einer Spalte vergleich-
bar, und nicht von Spalte zu Spalte oder von Ta-
belle zu Tabelle. Die elektrische Feldstiirke E, 2zt
welcher die tabellierten Werte von AL gehoren:
ist mit einiger Unsicherheit behaftet und wir

von Stark auf 104 000 Volt/em geschiitzt. Eine
]l e
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654 32 101 23 456+
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s 2 l 2
SRR A ¥
-87 654 321123 45678+
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Fig. 15.

graphische Veransc#aulichung des Aufspaltung®
bildes bietet Fig. 15, in der die Intensitiit de’
Komponenten durch die Linge der entsprechende?
Striche angedeutet ist, und diesc, von der NO
mallage (0) ausgehend, der Reihenfolge nach num”
meriert sind.

Die Theorie des Starkcffekts der Balmerseri¢
reduziert sich auf die Betrachtung der Bewegun#
eincs wasserstoffihnlichen Atoms (§ 7) in cinel
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}‘;mgg.en%n elektrﬁisc.hen Felde. Diese Bewegung
tion 1 ema.chlassxggng der Relativititskorrek-
pambellr_lehbedmgt periodische, und zwar sind es
o Io 18che Koordmaten, welche die Darstellung
e ;?npu]se in .der durch (g‘r]eic]mng (28) gegebe-
entat hOrm bew1rken’)... Die Koordinatenflichen

ehen durch Rotation der Fig. 16 um die

erade §=0, n=0 als Achse. E 1
! , M= Achse. Es sind also
Zwel Scharen von konfokalen

oiden o Rotationsparabo-
den (8 — const. und n = const) und die Meri-
p=oo
£ g
g $=%
£ / ] \\\r/
T - 7~2?
I~
_4\ / 'a =6
T
g LA
7 e \)K( =3
s e VAV
\ X
[\ X7\ 7
" X~ &b
X
I/a#’ p1 U
§=too

Fig. 17.

dl,a.nebencll (¢ = const, wenn man durch @ den
m;‘_’ml{t oder Winkel, welchen dic roticrende Ebene
1t einer festen Lage einschlielit, hezeichnet).
0 Punkt des Raumes ist demmach dureh dic
KOOI‘dinaton g. m, € festgeleer.

1) P.g. Epstein, Aun. d. Phys, 50, S, 484, 1916,
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Wir wollen von der Mitbewegung des Kerns
absehen und ihn als festes Zentrum auffassen.
Dann ist das Koordinatensystem® so zu orientie-
ven. daB der Kern mit dem Nullpunkt zusammen-
fiillt und die Gerade € = 0 die Richtung des elek-
irischen Feldes hat. Die Auflésung des Problems
zvigt, daB die Bewegung des Llektrons in einem
ringformigen Raum eingeschlossen ist, welcher
durch Drehung  des  krummlinigen  Vierecks
A BCD (Fig. 17) um die Achse E=0. n=0
entsteht.  Und zwar muB man sich das so vor-
stellen, dal das Elektron die ins Viereck einge-
zeichnete Kurve durchliuft, wihrend gleichzeitic
die Figur (mit variabler Winkelgeschwindigkeit)
um die erwihnte Achse rotiert.

Die Lage der Librationsgrenzen (vgl. § 12)
£ =&, E=E&, m=mny, n=ns hingt natiirlich von
der Anfangslage ung Anfangsgeschwindigkeit des
I:lcktrons ab und ist fiir jeden individuellen Fall
der Bewegung eine andere, so daB durch geeignete
Wahl der Anfangshedingungen den Griofen &, Es.
v,. Me jeder beliebige Wert erteilt werden kanmn.
Im Tnteresse des § 17 wollen wir drei Grenzfalle
ins Auge fassen. Zunichst lassen wir my mit n»
mied & mit & zusammenfallen; dann zieht sich
das Viereck auf einen ecinzigen Punkt zusammen.
und das Elektron bewegt sich in einer zur Feld-
.tirke senkrecht stchenden Kreisbahn. Anderer-
~vits konnen wir & =0 und n, =0 setzen, dic
Bahnkurve erfiilllt dann das durch Rotation des
Dreiccks B €' D’ entstehende Gebiet. Lassen wir
nun auch noch € immer kleiner und schlieBlich
oleich Null werden, so wird das Elektroun auf die
Bewegung in  ciner geradlinigen Strecke be-
<ehriinkt:  Es pendelt im Halbstrahl § =0 zwi-
schen den Punkten 0 und B’ hin und her, was-
lalb ich diese Bahn als Pendelbahn bezeichnet
habe. Den dritten ausgearteten Fall erhalten
wir. wenn wir nicht S, sondern my zu Null ab-
nehmen lassen; es ist die ganz analoge Pendel-
bahn im Halbstrahl nm = 0 zwischen den Punkten
0 und D’. Im Falle der Keplerellipse (ohne
cloktrisches Feld, § 11) haben wir den Fall der
voradlinigen Bahn als unwahrscheinlich verwor-
fen und dies Vorgehen durch den experimentellen
Befund der Feinstrukturen gerechtfertigt gefun-
den.  Die Pendelbahnen scheinen a priori eben-
<o unwahrscheinlich: merkwiirdigerweise treten
aber die zu ihnen gehorigen Komponenten im
Starkeffekt auf, wenun auch durchweg mit duflerst
ceringer Intensitit.

Im allgemeinen. nicht ausgearteten Fall der
Bewegung haben wir nach (29), (29%) die Quan-
tenbedingungen in folgender Form zu schreiben

,‘//'7‘:'\:/:'://‘/».
/;:‘ ’/‘l ’/.I"

U

-_’/‘p,‘vnul n=nyh, (36
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und aus diesen drei Beziehungen ergibt sich die
Energie mit guter Niaherung zu

A=— . Nxlhe
T (ny+ng+ny)?
D ’2 E
+ Si;{c u,l' (g + mg =+ ng) (ny — ).

Wie die Relativititskorrcktion, hat also auch
ein elektrisches Feld die Wirkung, daB es die
Zahl der Energiestufen vermehrt und daher, so-
zusagen, die in einer Spektrallinie vorhandenen,
aber zusammenfallenden Freiheitsgrade (Ent-
stehungsmoglichkeiten) auseinanderzieht und
sichtbar macht.

Nach der Bohrschen ¥requenzbedingung (16)
erhilt man fiir die Schwingungszahl gegeniiber
der Normallage (17) eine Verschiebung vom Be-
trag

Sh 5
Smixpec kL. I
Z = (my -+ m, + my) (m; — m.)

—(ny+ 1y 4+ ng) (0 —n,)

Av=--

Wie frither beziehen sich die Quantenzahlen
m und n auf Anfangs- und Endbahn, fiir welche
hei Komponenten einer und derselben Linic resp.
my + me + my —= const. und n; + ne + ny = const.
ailt.

Aus der Struktur dieses Ausdrucks ersehen
wir sofort zwei wichtige Eigenschaften des Stark-
cffekts wasserstoffiahnlicher Linien: Erstens
geht die Aufspaltung proportional mit der Feld-
stirke E, zweitens ist sie symmetrisch. In der Tat,
vertauschen wir die numerischen Werte von m,
und me und gleichzeitig die von n; und =, so
wechselt Z das Vorzeichen; d. h. zu jedem posi-
tiven A v gibt es ein gleich groBes negatives. Wir
haben bereits erwihnt, daB Stark wirklich ein
solches Verhalten der Wasserstofflinien fest-
gestellt hatte.

Der numerische Wert des Koeffizienten ist
fiir Wasserstoff (x=1) 6,43.10—°, wenn E in
volt/em angegeben wird, und deshalb kann man
fiir die Verschiebung einer Komponente in der
Skala der Wellenlingen A schreiben

A=V Av=643-105 2 E - Z cm. . (38
Die Auswahl der méglichen Werte von Z wird

durch, die Sommerfeldschen Ungleichungen (34)

eingeschrinkt, welche in diesem Falle lauten

m;)’”v n1?>112. m3>723.. .. . (389

Die Werte von AL, welche die Rechnung er-
gab, sind in den nachstehenden Tabellen zusam-
mengestellt. Dabei wurde als ‘Feldstirke fiir die
Linien H, und Hy 106000, fir H;, 109 000 und
fiir Hs 110 000 volt/cm angenommen.

. (37
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Tabelle I (He - Linie).
my+meg+mg=38 A =656628 A

Berechnet Gemessen
. my n3=2lmy—mn3=21l+1{ p-Komp. | s-Komp-
1 4h  Qm | ar | Qm | g Int | 4} |Tnt
X | - ' - A T _'— = L ool
5 1471 ¥ - |
4,17 1! 1,6 ' 12 ’
3 88 1 88 | 1,1 |
R 59" 1 , 59 . * 62' 1 —_
129 0f 029 (1) | — zsl 1
0 — 0 (1) 0 |26
E |
Tabelle 11 (H - Linie).
my+my+myg=4 A=4861,3A
Berechnet T Gemeasex; B
mg—ng=21 /m3—ng=21+1| p-Komp. | s-Komp-
Z : i
4% | Qm | 42 | Qm | 4r| Int.| 4} |Int -
12| 194 | ¢ [D94) | 3 [194] 1 | 193] 1
10f 161 | =2 [6,1] =+ s 16,3 | 11,5 | 16.4| 1.1
3! 129 2 ! 12,9 i * 13,2} 9,1 132, 1.3
6. 97| 2 ' 97 1 |100] asl 97| o7
4| 65 * 0 66 1 67| 1 7| 66126
2| 32| @ | 32' 1 |88) 12| 3488
0p 0 (2) 0 1 0! 14| 0 | "4
Tabelle III (Hy - Linie).
My 4 my-- mg=5 A= 43405 A
Berechnet Gemessen
7 mg—ng =21 lmg—ng=21+1| p-Komp. | 5-Komp-
7] i ' [l
- ._’_A-_; Qm ! 4\ Qm dlLInt. 4\ | Int.
S X :—— T Amtvas e S e ——
21| 280 *  — 204 | 1(fr)
W — P [266] | 4 : 263 1
18| 289 3 i — ] 23,9108
17| — |[22.7} 4 ' 228 | 1.1
16| — | 218 | * -
15( 20,0 g e 199| 7.2
13| — g | o 17,8 | 6,1
12| 160 | 3 | — 169| 20
11| 144 * — —
10| — 133 | 2 13,3 | 43
91 120 * — -—
106 | 2 . — 106 1
7 — | 9,3 2 97 | 1.2
6| — | 80 * —
3| 6,7 2 | - 6,6' 1,5
4| — b3 . ' —_
3| — 40 | (3 3,9 | 36
2| 27 2 — 26 1.8
1 13 * | — —
ol — S ) | o |72

Man sieht, daB die Ubereinstimmung zwische™
Rechnung und Erfahrung eine vorziigliche ist-
Die stiirkeren Komponenten liegen genau an den
berechneten Stellen, nur bei sehr schwachen Li”
nien, deren Lage schwer zu messen ist, sind di€
Abweichungen mitunter etwas groBer. Mit einem®
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Tabelle IV (Hs - Linie).

my+ my+ mg = 6, A=4101,7 A
i —B_e,rechnet Gemea.sen
z | Ma—ng=2l ms.—n,=2l+1 p-Komp. | s-Komp.
42 | Qm | 4% | Qm | 4r|Int [ 42 |Int.
32 81| » 37,5 | 1(fr)
';g 85.8]| 5 34,8 |1 (fr.)
o 334 4 834 7,2
58 30,9 * -1 30,4] 1,8
; 286 | 4 : 28,6| 2.8
2 26,2 8 258 2,4
?g 288 | 4 242| 1,1
" 21,3 3 5 21,2 2,0
1: 191 3 , 196 1.2
. 67 s | | |172{1
13 43| 3 144| 1,5
] 11,9 (8) 11,9] 21
8 9:5 2 9,6 1‘2
2 73| (8) 74| 3,2
- 48 | (a) 52| 1
o 24 (3) 24| 1,8 .
0 (4) —

. git:rpchen (*) sind die Komponenten bezeichnet,
e ihre Entstehung Pendelbahnen (als Anfangs-
v"m:'nEndbahn) verdanken. Wir haben schon er-
oo t, dalt das Auftreten solcher Bahnen sehr
- ah‘rSChemhch ist; man sieht, daB sie durch-

©¢ die schwichsten Komponenten ergeben, und

1 den .Lmien H, und Hy zum gréBten Teil iiber-
die‘?;t nicht aufgenommen werden konnten. Von
einz‘n Kommqenten abgesehen, gibt es nur eine
don 186 theoretisch vorausgesehene, welche sich in
0 Starkschen Aufnahmen nicht findet (H;, 2
au agegen treten drei Linien auf, welche den
aieuftenslelchungen (89) widersprechen, das sind
nt:mgeklal.nmerten AL der Tabellen III und IV.
dor Tessant ist, daB die zwei ersten Ungleichun-
streng gelten und in keinem Falle durch-
nach en werden, wihrend die dritte, welche sich
athat (36) auf den Azimut ¢ bezieht, wie ‘vs

Son;nt’ nur im groben richtig ist. Eine dhnliche
onnerstellu.ng der azimutalen Quantenzahl
i It'e Sommerfeld am Bilde der Feinstrukturen

¥ unkgnen-egung des Leuchtens feststellen.
ir die Polarisationen ergibt sich eine sehr

Ky }'dlge empirische Regel: Fine geradzah-

thferenz der azimutalen Quantenzahlen

g ;d fuha-.t auf parallele (p-) Polarisation, eine
Dicer Rzahlwe .auf senkrechte (s-) Polarisation.
jeder A egel gilt ausnahmslos, wenn uns auch
¥y mi nhaltspunkt zu jhrem Verstindnis fehlt.

en P emi.; sogar, daB es nicht ;nﬁglich sein wird,
dor A:lansatlonszustand aus den Orientierungen
%1 {angs- und Endbshn zum elektrichen Feld

erkliren; denn beim Ubergang des Elektrons

a chen zwei der vorhin erwihnten Kreisbhah-
en, dj ]

:"ﬁeben nach dieser Regel die Linien H. und H,

Ompdnenten, Hy und H¢ p-Komponenten.
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Fiir das Zustandekommen einer groBen In-
tensitdt einzelner Komponenten glaube ich eine
notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung
darin zu erblicken, daB eine der Quantendiffe-
renzen my—mng, Ma—na, Mms—ns moglichst groS
sein muB. Aus diesem Grunde ist.die groBte dieser
drei Differenzen unter Q,, in den Tabellen an-
gegeben. :

Jedenfalls bilden die besprochenen Ergebnisse
der Theorie des Starkeffekts, neben der Sommer-
feldschen Theorie der Feinstrukturen, einen der
schlagendsten Beweise fiir die Richtigkeit der
Planckschen Quantenlehre und der von Bohr ge-
machten Anwenduﬁg derselben auf die Atomistik.

IV. Abschnitt.

Struktur des Phasenraumes.

§ 16. Bedeutung der Planckschen Hypothese
fur die, Statisttk. — In der Darstellung
der Anwendungen haben wir an die von
Sommerfeld aufgestellte (§ 11), von Schwarz-
schild und dem Verfasser prizisierte (§ 12)
Fassung der Quantenbedingungen angekniipft.
Wir wollen jetzt auf die Form eingehen,
in welcher Planck selbst diese Bedingungen fiir
den Fall mehrerer Freiheitsgrade ausgesprochen
hat, und zu diesem Zwecke zunichst die in § 8
gemachten Angaben iiber die ,Hypothese der
Wirkungsquanten® durch einige Betrachtungen
iiber ihre statistische Bedeutung erginzen.

Der Grund, welcher Planck bewog, von der
Auffassung der Energiequanten (§ 2) abzugdhen,
war ein Mifverhéltnis zwischen dem elektrodyna-
mischen und statistischen Teil der ersten Fassung
seiner Theorie der schwarzen Strahlung. Wih-
rend die Wechselwirkung zwischen Resonatoren
und Strahlungsfeld nach den Gesetzen der Elek-'
trodynamik vor sich gehen sollte, und daher ein
Resonator jeden beliehigen Energiewert anneh-
men konnte, wurde bei den Betrachtungen iiber
die Verteilung der zur Verfiigung stehenden
Energie auf die einzélnen Resonatoren die ‘An-
nahme gemacht, daB hur diskrete Energiestufen,
némlich Multipla von hv, mdglich seien.

An Hand der Fig. 1 kénnen wir uns diesen
Sachverhalt graphisch veranschaulichen: Wir
wissen (§ 3), daB durch Angabe der Lage des
Elektrons = (bzw. ¢) und des Impulses p der
Zustand des linearen Resonators vollkommen be-
stimmt ist. Daher entspricht einem jeden sol-
chen Augenblickszustand, den man nach Gibbs
eine ,Phase” des Systems néhnt, ein Punkt des
(p, g)-Diagramms oder, wie man sagt, der ,,Pha-
senebene”. Mit der Zeit durchléuft der den Zu-
stand eines Resonators reprisentierende Punkt
eine Kurve, die , Phasenbahn”, welche, falls keine
Energiezufuhr stattfindet, eine Ellipse ist (§ 3)-
Haben wir eing groSe Anzahl von Resonatoren, 8o
entspricht einem jeden in jedem Augenblick ein
Punkt des Diagramms und die Verteilung dieser
Phasenpunkte gibt uns die Energieverteilung,
wenn wir bedenken, daB die Energie in einem

9
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Punkt durch die Bestimmungsstiicke (nach §§ 2, 3
A =10%2u) der durch ihn -hindurchgehenden
Ellipse der konzentrischen Schar gegeben ist.

Das Ziel der statistischen Betrachtungen ist es,
die Dichte, mit welcher die Punkte im Diagramm
verteilt sind, oder die ,.Phasendichte®, zu ermit-
teln, und zwar fiir den wahrscheinlichsten Zu-
stand des aus allen Resonatoren bestehenden Ge-
samtsystems, bei wclchem sich die Resonatoren
untereinander und mit der Strahlung im Gleich-
gewicht befinden.

Nach dem ersten elektrodynamischen Teil der
Untersuchung kann nun jeder Energiewert vor-
kommen und deshalb miilte die Phasendichte
kontinuterlich sein, d. h., es miiiten in jeder Ent-
fernung vom Nullpunkt Phascnpunkte liegen kon-
nen. Auf der Mechanik und Elektrodynamik
aufgebaute Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen sa-
gen ung indessen noch mehr aus: es ist aus
ihnen a priori gewiB, da die Phasendichte eine
stetige Funktion des Ortes sein mufl, welche auf
den elliptischen Kurven konstante Werte anneh-
mend, sich stetig vom Nullpunkt nach auBen hin
indert. Der genauere Verlauf dieser Funktion soll
werade im zweiten statistischen Teil aufgefunden
werden. Aber in diesem war Planck gezwungen,
anzunehmen, daB die Punkte in der Phasenebene
diskontinuierlich verteilt sind und nur auf den
diskreten, der Beziehung A — h v geniigenden (in
Fig. 1 eingezeichneten) Kurven liegen' konnen.
Denr' nur so war es moglich, zom richtigen Strah-
Tungsgesetz zu gelangen.

Um diese Hirten zu beseitigen und gleich-
zeitig die notig gewordene Abinderung der Elek-
trodynamik anf ein Minimum zu beschrinken,
inderte Planck seine Hypothese insofern ab, als
er annahm, daB zwar die Absorption des linearen
Resonators nach den uns bekannten Gesetzen er-
folgt, derselbe jedoch im allgemecinen nicht
strahlen kann, d. h. da8 er keine , Diampfung®
besitzt.

Auf dem Gebiete der Emission 1dBt sich unser
Vorstellungsvermégen einen quantenhaften Pro-
zeBl viel eher gefallen; es wird daher angenom-
men, daB Ausstrahlung nur in den Momenten
stattfinden kann (aber nicht stattfinden muB),
wenn die Energie' des Resonators ein ganzes
Vielfaches von hv betrigt. Ur? zwar soll er
dann auf einmal seinen gesamten Energicinhalt
ahgeben. Da jetzt die Elektrodynamik von vorn-
herein aufgegeben wird, so ist auch die SchluB-
folgerung auf stetige Anderung der Phasendichte
nicht mehr zwingend, aber mit Riicksicht auf die
Absorptionsverhiltnisse muB sie nach wie vor
kontinuierlich sein. Statt der Annahme der dis-
kontinuierlichen Verteilung der Wahrscheinlich-
keit fithrt Planck deshalb die neue ein, daB sie
zwar kontinuierlich, aber unstetig verteilt ist:
Tnnerhalb der ringférmigen Gebiete vom Flichen-
inhalt A g = h, welche durch die ausgezeichneten
Kurven der Fig. 1 begrenzt werden, soll die Wahr-
scheinlichkeit oder, was dusselbe ist, die Phasen-
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dichte konstant sein und nur an den Grenz
kurven selbst zum nichsten Gebiet treppenartig
abfallen (bzw. ansteigen). Fiir die schwarze
Strahlung ergibt sich unter diesen Voraussetzun-
gen dieselbe spektrale Verteilung wie unter den
fritheren.

Das Wirkungsquantum % erhilt somit die Be-
deutung des numerischen Betrages eines Elemen-
tarbereiches der Wahrscheinlichkeit, insofern als
die Statisttk zwischen verschiedenen Punkten
cines solchen Bereiches Ag nicht unterscheidet-

Dic ,statischen® Phasenbahnen repriisentieren -
nach der neuen Auffassung nicht mehr die einzif
moglichen Bewcgungen, sondern sind nur inso-

_fern ausgezeichnet, als sie die Begrenzungen der

Elementarberciche darstellen. Eine interessante
Folgerung aus diesen Hypothesen besteht darins
daB man den Resonatoren ihre Energie niclf"'
vollstindig entzichen kann, indem man sie mit
Strahlung von sehr geringer Intensitit (d. b
sehr tiefer Temperatur) ins Gleichgewicht setzt.
Denn wenn sich alle Phasenpunkte, von welchen
jeder einen Resonator darstellt, im innersten Ele-
mentarbereich befinden, so ist weitere Lnergie-
verminderung nicht méglich, da nach obigem
Ausstrahlung nur fiir Energiewerte A4 — nh¥
(d. h. von den statischen Kurven aus) stattfindet.
Daher besitzt das System auch im absoluten Null-
punkt der Temperatur eine sogenannte Null-
punkitsenergie vom durchschnittlichen Betrage
I v/2 pro Resonator. _

Geht man von dem linearen Resonator zur
Betrachtung anderer Systeme iiber, so -liegen d_le
Verhiltnisse ganz analog: immer kann man die
statischen Bahnen entweder als die einzigen mog-
lichen auffassen oder aber die Existenz aller mit
der Mechanik vertriiglichen Bahnen zulassen und
die statischen nur als wahrscheinlichkeitstheore-
tisch ausgezeichnete betrachten. Die letztere
Auffassung, deren Vertreter Planck ist, hat in
keinem Falle zu Widerspriichen. mit der Er-
fahrung gefiihrt, vielmehr kann man vielleicht
von ihr die Aufklirung einzelner, bis jetzt
dunkler Probleme erwarten (spezifische Wirme
zweiatomiger Gase). Eine scheinbare Schwierig-
keit, die sich in einem Spezialfall (Theorie des
Rotationspektrums) ergab, hat Planck neuerdings?
in iiberraschender Weise hinweggerdumt. Auck
die Bohrsche Theorie (§§ 7, 8) 1a8t sich mit die-
sem Standpunkt ohne weiteres vereinbaren, wenn
man die Bedeutung der Bohrschen Frequenzbe- °
dingung ctwas verschiebt: Man braucht nur an-
zunchmen, dall Strahlung (bzw. Energieéinde-
rung) normalerweise nicht stattfindet, wend
aber das Elektron gestort wird. dasselbe in eine
neue Bahn iiberspringt, wobei die ausgesandte
Schwingungszahl nach der Frequenzbedingung
(16) durch die Energien der Grenzen des alten
und neuen Elementarbereiches bestimmt wird.

§ 17.  Struktur des Phasenraumes. — Im
Lichte der Ausfiihrungen des letzten Paragraphen
lagsen sich die Standpunkte, welche den beiden
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Fassungen (6) und (5a) bezw. (5b) der Planck-
schen Quantenbedingung zugrunde liegen, wie
folgt priizisieren: Im ersten Falle wird das Dop-
pelintegral iiber Phasenpunkte, welche verschie-
denen Energieinhalten eines Resonators ent-
sprechen, ausgedehnt, d. h. die statischen Kur-
-ven, werden aus einer Betrachtung aller Zusténde,
welche der Resonator unter ganz verschiedenen

dingungen annehmen kann, erschlossen. Im
Zweiten erstreckt sich die Integration iiber eine
individuelle, ohne #uBere Storung-bei konstanter
Energio verlaufende Bewegung des Resonators.

. Dementéprechend kann man auch bei der Behand-
h’_lns mehrdimensionaler Systeme an die eine oder
die andere Auffassung ankniipfen. Den zweiten
Weg hat Sommerfeld beschritten (§ 11), der erste
wurde gleichzeitig von Planck eingeschlagen.

- Im allgemeinen Fall von f Freiheitsgraden
mit den Variablen g¢; und Impuleen :{p;
(i=1,2...f) entspricht einem Augenblickszu-
stand oder einer , Phase“ des Systems ein spe-
Zielles Wertesystem der 2f Bestimmungsstiicke
P4, 9. Die Gesamtheit aller Phasen bildet nicht
;me Ebene, sondern eine Manmigfaltigkeit von
fDlmensionen; einen idealen 2 f-dimensionalen

'”?hﬂeuraum“, wenn man die p;, ¢; als recht-

Winkelige Koondinaten auffaBt. Auch hier fragt

W, k nach den Elementargebieten A G der

rscheinlichkeit oder nach der ,Struktur des
nraumes“. Da jedes einzelne Produkt p;- g;
on die Dimension einer Wirkung hat, eo muB
A Rﬂ?minhaltdes Elementargebietes (von 2 f-

ensionen)

A G = ht

8esetzt werden. Wie findet man nun die Begren-
;i“;@'!} der Elementarbereiche A G? Planck tut
, indem er f Ausartungen der allgemeinen
ovegung des Sytems aussucht, von denen jede

eindimensional verliuft, und die daher nach § 8
®dandelt werden konnen. Aus den Ldsungen
'eeer Spezialfille wird dann die ' allgemeine

ng aufgebaut.

Be Ob es in jedem Falle moglich, f ausgeartete
Wegungen von der geforderten Beschaffenheit

anzugeben, ist noch nicht untersucht. Jedoch 1aBt

“ ®ich diese Forderung jedenfalls in einer um-
‘m?nﬂemp Gruppe von Systemen erfiillen, als
%8 die bedingt periodischen (§ 12) eind; und fir
dlafeue letztere Klasse von Bewegungen lassen sich
o Planckechen Vorschriften vollstindig durch-
.g‘ﬂlren. Z. B. wiren bei der Keplerbewegung des

11-(f=2) die Kreisbahn. (r = const) und die
:‘;‘emer.Gmdan ausartende Ellipse vom Achsen-

.‘S hiltnis Nul (¢ = const) zu betrachten; beim

tarkeffekt (f—3) die drei auf S. 247. be-

;P;;OOhenen Ausartungen (Kreishahn und die bei-
den Pendelbahnen). Man kann nun allgemein
f’:men, daB fir ein bedingt periodisches -System

* Auedruck fiir den Rauminhalt des Elemen-

tarbereichs it allgemeinen in 7 Faktoren zerfall
* ) 4G={91°Jgﬁ-o--dgf’ ’
:Von deneni jeder (Ag”) den Flicheninhalt eines Be-

.welche ein System erfihrt,

- seits die Quantenbedingungen
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reiches der entsprechenden- Koordinatenebene .
(p; g;) vom Betrage h darstellt; ferner, -da8 die
quantentheoretisch ausgezeichneten (statischen)
Bewegungen des Systems genau mit den durch die
Bedingungen (28), (29") des § 12 festgelegten zu-
sammenfallent). Demmnach waren in der Planck-
schen Theorie die Quantenbedingungen (29). fir
bedingt periodische Systeme, nebst den aus thnen
n den §§ 13 und 15 fir Spezialfdlle gezogenen
Schliissen bereits implizite (obwohl, wie es scheint,
bis jetzt nur teilweise erkannt) enthalten.

Auf eine von Einstein®) gegebene interessante
Fassung derselben Bedingungen konnen wir im
Rehmen dieses’ Aufsatzes nicht eingehen, wir
wollen jedoch an dieser Stelle einen wichtigen
Gesichtspunkt, der an die Auffassung, daB die
statischen Bahnen die einzigen méglichen sind,
ankniipft und von FEhrenfest (1916) herriihrt,
kurz erwihnen. Man betrachte die Anderung,
wenn man einen
duBeren Parameter desselben (d. h. nicht eime der
Variablen p, ¢) langsam beeinfluBt, z. B. wenn
man im Starkeffekt das- &uBere elektrische Feld
allméhlich anwachsen lift. Einen solchen Pro-
zeB nennt man eine ,adiabatische Zustandsinde-
rung®, weil dabei die Energie des Systems nur
durch Vermittlung des duBeren Parameters; nicht
aber durch direkte Zufithrung lebendiger Kraft
verindert wird; genau wie bei der adiabatischen
Kompression eines Gases eine Anderung des
Energieinhalts nur durch die aufgewandte Arbeit
und nicht durch direkten Wirmeaustausch er-
folgt. Im Anfangszustand fiithrt das System
nach der Quantentheorie irgend eine statische

. Bewegung aus; geht man von einer eolchen aus,

und unterwirft dasselbe einem unendlich lang-
samen adiabatischen ProzeB, so kann man einer-
voriibergehend -
auBer Acht lassen und nach der Bewegungsform
fragen, welche aus der urspriinglichen rein
mechanisch hervorgeht. Demn die Anfangsbe-
wegung erfihrt bei diesem ProzeB nach den Ge-

. getzen der Mechanik eine stetige Verdanderung,

so daB ihr ganz eindeutig in jedem Augenblick
eine neue entspricht. Andererseits kénnte man fiir
jeden Wert des Parameters die Quantenbedingun-
gen aufstellen und die mit ihnen vertriglichen
statischen Bahnen ermitteln. Es entsteht nun die
Frage, ob Mechanik und Quantentheorie sich un-
unterbrochen gegenseitig stérem und durch-
kreuzen, oder ob sie iibereinstimmend suf die-
selben Bewegungsformen fithren? Der Inhalt der
Ehrenfestschen Adiabatenhypothess beteht darin,
daB das Letztere angenommen wird: Quanten+
theoretisch zulissige Bewegumgen gehen durch
einen unendlich langsamen adiabatischen Prozef

1) Nach unverdffentlichten Untersuchungen des Ver-
fassers. In gewissen fillen mu8 man von bei-

den Standpunkten aus an Stelle von p in (29) p—po
’ (781’) 543) schreiben. .

e Binstein, Verh. d: D. phys. Ges. 19, S. 82,
1917, .
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(rein mechanisch) wieder in quantentheoretisch
zulissige iiber. Hieraus folgt, dal diejenigen
Konstanten der Bewegung, welche nach den
Quantenbedingungen (25) der Universalkonstan-
ten n.h gleich gesetzt werden, sich wihrend
einer adiabatischen Zustandsinderung nicht
indern konnen oder, wie man sich ausdriickt.
adiabatisch invariant” sind. Die Priifung dicser
Hypothese fiir periodische (Ehrenfest) und be-
dingt periodische (Burgers) Systeme ergab, dal
die Quantenintegrale der §§ 11 und 12 in der Tat
adiabatische Invariant_en darstcllen.

Die Adiabatenhypothese hat bereits zur Auf-
klirung gewisser begrifflich schwieriger Fille
beigetragen; ihre Wichtigkeit liegt auf der Hand,
wenn man bedenki, daB man durch adiabatische
Prozesse von einfachen Systemen zu komplizier-
teren iibergehen kann. Natiirlich kann man diese
Hypothese auch auf den andern Standpunkt, daf
die statischen Bewegungen nicht die einzig mog-
lichen, sondern nur wahrscheinlichkeitstheoretsich
ausgezeichnet sind. iibertragen, indem man in
ihrer yFormulierung das Wort ,,zulissige durch
,ausgezeichnete® ersetzt. '

§ 18. Schluf. — Durch die vorangehcnden
Ausfithrungen, besonders des II. und III. Ab-
schnittes, wird der Leser den Eindruck gewonnen
haben, daB die Plancksche Theorie auf dem noch
jungen Gebiet ihrer Anwendungen auf die Ato-
mistik und Spektroskopie bercits eine Reihe ge-
sicherter Ergebnisse aufzuweisen hat, welche man
ohne Ubertreibung als groBe Erfolge bezeichnen
kann, und welche den Versuch rechtfertigen,
diesen Gegenstand einem grofleren Leserkreise zu-
ginglich zu machen. Jeder, der auf diesem Ge-
biete arbeitet, ist sich indessen bewufBit, daf wir
noch weit davon entfernt sind, iberall klar zu
sehen: Noch viele begriffliche und rechnerische
Schwierigkeiten miissen iiberwunden, viele pro-
visorische Vorstellungen verschoben oder ersetzt
werden. '

Zunidchst wird man die Frage stellen, wie man
bei allgemeineren mechanischen Systemen als die
bedingt periodischen die quantentheoretisch zulis-
sigen Bewegungen auffinden kann. Ansitze zu
ihrer Beantwortung sind bereits vorhanden: Wir
haben bereits erwithnt, daB die Plancksche Be-
handlungsweise iiber den Bereich des bedingt Pe-
riodischen hinausgreift, wenn es auch nicht leicht
sein diirfte, zu den eindeutigen Vorschriften fiir
ihre allgemeine Durchfiihrung zu gelangen. An-
dererscits hat Burgers') auf eine von Delaunay
(1860) in die Himmelsmechanik eingefiihrte Me-
thode hingewiesen, deren begrifflicher Inhalt da-
rin besteht, ein System durch eine Reihe nach
einem bestimmten Verfahren sukzessive auszu-
wihlender bedingt Dderiodischer Systeme beliebig
weit zu approximieren. Der Verfasser war be-
reits ohne Kenntnis der Delaunayschen Unter-

1) J. M. Burgers, Amsterdam Proceedings, 8. 170,
1017, ‘
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suchung bei der Behandlung spezieller Beispiele
auf die Moglichkeit einer solchen Approxi-
mation aufmerksam geworden. Die von ihm
nach diesem Verfahren ausgefiihrten Berech-
nungen iiber das Spektrum des neutralen
Heliums (Dreikorperproblem) scheinen aber lei-
der zu keinen groBen Hoffnungen auf die Me-
thode zu berechtigen. SchlieBlich diirfte es mog-
lich sein, die im letzten § besprochene Adiabaten-
hypothese von Ehrenfest als heuristisches Mittel
z11 verwenden.

Dies sind indessen recin praktische Fragen,
deren Losung 1ins vielleicht schon die allernichste
Zukunft bringen wird. Ernster jedoch scheinen
die Schwierigkeiten zu sein, welche mit der prin-
zipiellen Seite der von Bohr gemachten Annah-
men (§§ 7, 8) zusammenhingen. Wir haben an
verschiedenen Stellen erwihnt, daB sich die
Quantentheorie in bewuBten Gegensatz zur Elek-
trodynamik setzt und der letzteren im Atom-
innern nur eine beschrinkte Giiltigkeit zugesteht.
Wie muf man aber die Elektrodynamik abindern.
um diese Gegensitze auszugleichen? Daf es
cine Synthese der beiden Lehren ist, welche
uns fehlt, sicht man u. a. aus dem folgen-
den Umstand: Der Starkeffekt wird durch die
Quantentheorie vollstindig erklirt, wihrend, die
Elektrodynamik fiir ihn versagt; umgekehrt ist
es bis jetzt bei der scheinbar verwandten Erschei-
nung des Zeemaneffekts (Aufspaltung von Spek-
trallinien im Magnetfelde), hier kommt man vor-
ldufig mit der Elektrodynamik weiter als mit der
Quantentheorie (wenn auch zu keiner vollstindigen
Erklirung). Warum findet wihrend der Bewegung
in einer statischen Bahn keine Strahlung statt, und
wio liegen die Verhiltnisse, wiahrend das Elektron
von einer statischen Bahn zu einer andern springt?
Die einzigen Tatsachen, welche uns iiber den letz-
teren Vorgang bekannt sind, sind die Bohrsche
Frequenzbedingung (§ 8) und die Polarisations-
regel beim Starkeffekt (§ 15). Und diese beiden
Gesetze tragen in ihrer heutigen Fassung einen
gewissermafBlen teleologischen, den Naturforscher
geradezu verletzenden Charakter, so daB viele
Fachgenossen sich an diesen ,Bauernregeln® mit
Recht stoBen. Es wire in der Tat sehr erwiinscht-
den Emissionsvorgang in allen Einzelheiten 'zU
iiberblicken und die Erklirung der erwihnten Ge-
setze einzusehen. Wenn diese Forderungen fiif
den Augenblick auch zu hoch gespannt erscheinen;
so kénnte man vielleicht schon jetzt mit mehr
Aussicht auf Erfolg versuchen, durch Einbezie-
hen der Freiheitsgrade des Athers die Frequenz-
bedingung anf dieselbe Form (25) zu bringen, wi€
die fiir die Materie giiltigen Quantenbedin-
gungen.l)

Wenn demnach die Quantentheorie noch viele

1) Wie A. Rubinowicz (Phys. Zs. 18, S. 96, 1917)
gezeigt hat, 148t sich dies fiir die Theorie der schwarl°
zen Strahlung durchfihren; auch die im letzten Sat?
dos Textes enthaltene Bemerkung verdanke ich Herr?
Rubinowicz.
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Liicken auszufiillen hat, vielleicht sogar erst in
den Anfingen steckt, konnen wir immerhin mit

m Tempo des Anwachsens der Kenntnisse vom
Atom, welche wir ihr verdanken, zufrieden sein.
Wer den Gang der Entwicklung in der letsten
Zeit und die erreichten Erfolge ohne Voreinge-
Nommenheit iiberblickt, muB zugeben, daB das
leerlr von Maxz Planck uns auf dem Wege zum

tzten Ziel der exakten Naturwissenschaften, der

!‘kel.mtnis der Struktur von Materie und Ather,
um eine Strecke weitergebracht hat, welche noch
YOr wenigen pJahren auch den kithnsten Hoff-

Bungen in weite, unbestimmte Ferne zu fithren
schien.

Uber den Begriff des Zufalls
‘and den Ursprung der Wahrscheinlich-
keitsgesetze in der Physik.
* Von Prof. M. ». Smoluchowski ¥, Krakau.

I

I?le Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche seit
fﬂmz}. ihrer Entwicklung mit gréBtem Erfolg
8uptsiichlich in dem sonst der mathematischen
h!m.dlung wenig zuginglichen Bereich sozialer
und biologischer Vorgiinge angewendet wurde, hat
In den letzten Zeiten ein iiberaus wichtiges
Wel.:dungsgebiet erobert: die Physik. Und
zv"81'.181; damit nicht etwa die seit Gaup’ Zeiten
8 eigene Hilfsdisziplin ausgebildete Theorie der
°h10_rausgleichung bei physikalischen Messungen
ﬁ?mmnt,.sondern gerade das eigentliche Geriist
135:;‘1{ Wissenschaft, das System der theoretischen
o Z0m ersten Male in den Jshren 1857—1860
°ll_C'lauams und Mazwell als eigenartiges mathe-
nm'il!l.t‘.hes_ Hilfsmittel in die kinetische Gas-
Tie eingefiihrt, hat die Wahrscheinlichkeits-
) nung, n.ach einer voriibergehenden Periode
er Stagl.aatmn, infolge des schlieBlichen Sieges
er atomistischen Anschauungsweise eine fiir die
o d“k_ ganz grundlegende Bedeutung gewonnen
-bildet heute das wichtigste Werkzeug bei
orschungen auf dem Gebiete der modernen
e Tien der. Materie, der Elektronik, Radioakti-
4t und Strahlungstheorie. Entspricht doch ihr
tenem durchaus der heute zur Herrschaft gelang-
na("h'l'endenz, simtliche Gesetze der Physik!) —
R Sdel_n Vorbild der kinetischen Gastheorie —
iy tatistik verborgener Elementarereignisse zu-
ckzufithren, wobei die »Einfachheit* derselben
sekundire Folge des Wahrscheinlichkeitage-
Setzes .,der.groBen Zghlen“ aufgefaBt wird.
- Trotz dieser enormen Ausdehnung' des An-
endungshereiches der Wahrscheinlichkestsrech-
%) Vo dieser Teniens sind
on dieser Tendenz sind bi ntz-
Schen Gleichungen der Elektrontﬂlhe:ol::,r cﬁi: msﬁ
'-bex-' und Relativititsprinzip unberithrt geblieben,
hicy s .ist wohl moglich, da8 im Laufe der Zeit euch

mBBigkeit ersetzt werden dfirften. ‘

Gesetzesformen durch statistische Regel-
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nung hat die exakie Analyse der ihr zugrunde
liegenden Begriffe nur geringe Fortschritte ge-
macht; es gilt wohl noch heute der Satz, da8
keine zweite mathematische Disziplin auf so un-
klaren und schwankenden Grundlagen aufgebaut
ist. So werden die Grundfragen nach der Sub-
jektivitat oder Objektivitit des Wahrscheinlich-
keitsbegriffes, nach der Definition der Zufillig-
keit usw. von verschiedenen Autoren in diametral
entgegengesetzter Weise beantwortet. Insbeson-
dere ist auch eine allgemeine und mathematisch
exakte Prizisierung der fiir die Anwendbarkeit
dieser Rechnungsmethode charakteristischen Be-
dingungen noch immer ausstindig, ufid man
pflegt sich in dieser Hinsicht meist auf ein intui-
tives Wahrscheinlichkeitsgefiihl zu verlassen.

Als kleiner Beitrag zu derartigen Unter-
suchungen mdgen die nachfolgenden Bemerkun-
gen aufgefaBt sein, welche von der Anwendung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Physik
ausgehen, in der gewisse grundsitzliche Schwie-
rigkeiten in besonders krasser Form auftreten.
Ich will eingestehen, daB gerade das Unbefriedi-
gende der diesbeziiglichen Ausfiihrungen in ge-
wissen, sonst hochst beachtenswerten neueren
Werken die Entstehurg dieser Studie veranlaBt
hat. Im iibrigen bezweckt dieselbe selbstverstind-
lich keineswegs eine allseitige und endgiiltige
Aufklirung des ganzen damit zusammenhingen-
den Komplexes philosophischer Fragen, sondern
will nur eine Anregung zu weiteren. Untersuchun-
gen in einer bestimmten Richtung geben, indem
einige Leitgedanken hervorgehoben werden,
welche die bisher allzusehr vernachlissigte objek-
tive Seite des Wahrscheinlichkeitsbegriffes ims
rechte Licht setzen sollen.

II.

Die Frage, welche Ereignisse in den Geltungs-
bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung fallen,
wird wohl allgemein dahin beantwortét: die-
jenigen, deren Eintritt vom Zufall abhingt. Die
Untersuchung dieses letzteren Begriffes ist also
jedenfalls das Primire, und wir werden uns vor
allem klar zu machen suchen, wodurch das Wesen
des Zufalls gekennzeichnet ist. Damit ‘hingen
zwei vielumstrittene Probleme zusammen, deren
Schwierigkeit angesichts der exakten mathemati-
schen Spekulationen der theoretischen Physik
sich besonders fiihlbar macht, niamlich: :

1. Wie ist es moglich, daB sich der Effekt:

des Zufalls berechnen lasse, daB also zu-
fillige Ursachen gesetzmipige Wirkungen
haben ¢ ;

2. Wie kann der Zufall entstehen, wenn all

Geschehen nur auf ' regelmiBige Natur-
gesetze zuriickzufiihren ist! oder mit an-
deren Worten: Wie konnen gesefzmifige
Ursachen eine sufillige Wirkung haben?

Betrachtet man in populdrer Weise «den Zu-
fall als die Negation des GesetzmiBigen, so sind
"diese Widerspriiche gewiB vollstindig uniiber-
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briickbar. Ein solcher Zufallsbegriff ist jedoch
mit dem in der heutigen Wissenschaft herrschen-
den Determinismus unvereinbar. Meist pflegt
man sich also die Sache durch die Annahme zu
erkldren, daB zwar zwischen der betreffenden Ur-
sache und Wirkung ein gesetzmiBiger, kausaler
Zusammenhang besteht, daB aber die Art des Zu-
sammenhanges fiir uns wegen der Komplikation
der Erscheinung nicht erkennbar ist, wodurch der
Schein der Gesetzlosigkeit entsteht. In diesem
Sinne wire der Zufall als eine uns ,,unbekannte
. Teilursache” zu bezeichnen. Damit diirfte wohl
auch Meinongst) Auffassungsweise nidher ver-

wandt scin, als es den  Anschein hat,
welcher zufolge Zufilligkeit die ,,Tatsich-
lichkeit® von etwas ,Nichtnotwendigem® be-

deuten wiirde; dabei soll nimlich die negierte
Notwendigkeit entweder eine innere oder dufere
(relativ zu einem gewissen Komplex von Objek-
tiven) sein. Wenn man nun vom deterministischen
Standpunkt aus Ursache und Wirkung als stets
durch die inneren Notwendigkeitsbeziehungen
der Teilereignisse verkettet ansieht, kann von
Nichtnotwendigkeit nur in relativem Sinne die
Rede sein: insofern die Notwendigkeit duBerlich
nicht erkennbar ist, also insofern ein Teil der
wirkenden Ursachen unbestimmt ist.

Diese herkommliche Darstellungsweise, welche
(das Wesen des Zufalls auf unsere Unkenntnis der
wirkenden Gesetze oder Ursachen zuriickfiihrt,
konnte man allenfalls noch als Beantwortung der
zweiten der oben angefithrten Fragen gelten
lassen, aber es bleibt die erste Frage ungelost,
wieso eine Berechnung der Wirkung unerkenn-
barer Teilursachen moglich ist.

Die mannigfaltigen philosophischen Analysen
des Wahrscheinlichkeitsbegriffes geben hieriiber
keinen AufschluB. Uberhaupt handelt es sich
dem Philosophen dabei meist um etwas ganz an-
deres als dem Physiker. Er richtet seine Auf-
merksamkeit vor allem auf die subjektiven,
psychologischen Momente des Wahrscheinlich-
keitsgedankens, analysiert die erkenntnistheore-
tische Bedeutung desselben, untersucht, in wel-
cher Weise sich wahrscheinliche Aussagen, neben
wahren und falschen Aussagen, in das System
der formalen Logik einordnen lassen, pflegt aber
dic Frage nach der Art der denselben zugrunde
liegenden objektiven Tatsachen nicht niher zu be-
riithren.

Im Gegensatz hierzu interessiert sich die
cxakie Naturwissenschaft nicht fiir Aussagen und
nicht fiir subjektive —— berechtigte oder unbe-
rechtigte — Vermutungen?), sondern fiir die ob-
jektive oder ,mathematische Wahrscheinlichkeit,
d. i. fiir dic relative Haufigkeit des Eintretens
bestimmter zufdlliger Ereignisse. Sie gebraucht

1) A. Meinong, Uber Moglichkeit und Wahrschein-
lichkeit, Teipzig 1915. *

7 Meinong (loc cit.) filhrt den Wahrscheinlich-
keitsgrad auf die Stérke ,berechtigter Vermutungen“
zuriick,
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also den — wie Meinong treffend bemerkt — 8o
vieldeutigen Begriff der Wahrscheinlichkeit in
einem sehr eingeschrinkten Sinne, welchem jener
Autor und andere Philosophen allerdings lieber
die Bezeichnung Moglichkeitsgrad beilegen diirf-
ten, welcher aber eben erst in diesem engeren
Sinne einer exakt mathematischen Behandlung
zuginglich wird. " Es verhilt sich damit #hnlich
wie mit vielen anderen Ausdriicken, wie z. B.
Kraft, Arbeit, Energie, Wirme, welche der Phy-
siker in wesentlich anderem Sinne versteht, als
dies im gewohnlichen Leben iiblich ist.

Offenbar sind also, soweit die Anwendung in
der theoretischen Physik in Betracht kommt, alle
Wahrscheinlichkeitstheorien von vornherein als
ungeniigend zu betrachten, welche den Zufall als
.unbekannte Teilursache” auffassen. Die physi-
kalische Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
kann nur von den Bedingungen abhingen, welche
sein Zustandekommen beeinflussen, aber mnicht
von dem Grade unseres Wissens!

Ich bin mir wohl bewult, daB dies im Gegen-
satz zu der allgemein iiblichen Auffassung steht,
welche eine teilweise Unkenntnis der Ursachen als
das wesentliche hier in Betracht kommende Mo-
ment ansieht, darum sei als Beleg fiir unsere Be-
hauptung bemerkt: Die Wahrscheinlichkeits-
rechnungen der kinetischen Gastheorie wiirden
ihre Berechtigung auch dann behalten, wenn wir
die Beschaffenheit der Molekiile, deren Anfangs-
lagen usw. absolut genau kennen wiirden und im-
stande wiren, deren Bewegungen mathematisch
exakt fiir alle Zeiten zu verfolgen. Sie wire
dann noch immer zum wenigstén ein ebenso ratio-
nelles mathematisches Hilfsmittel wie die abge-
kiirzte Multiplikation oder die Benutzung der
Logarithmentafeln (oder des Rechenschiebers)
neben .der iiblichen exakten Multiplikation.

Wie pflegen nun die Vertreter der herkomm-
lichen Auffassung die Tatsache zu erkliren, daB
eine Berechnung der Wirkung unbekannter Teil-
ursachen moglich ist? Sie berufen sich auf das
.Gesetz der groBen Zahlen“ als ein zwar nicht
beweisbares, aber empirisch unumstoBlich er-
wiesenes Prinzip. So sagt z. B. Timerding?):

die unverbriichliche Kausalitit in allenr
Naturgeschehen mag wohl aufrecht erhalten wer-
den, sie reicht aber nicht hin, um die RegelmaBig-
keit des Weltgeschehens vollstindig zu erkldren.
Ts gehort vielmehr die Tatsache hinzu, die wir
als Gesetz der groBen Zahlen bezeichnen, und die
bewirkt, daB die UnregelmiBigkeiten, die sonst
durch die zufilligen Ereignisse in die Welt hin-
cingetragen werden, in dem Gesamtergebnis wie-'
der verschwinden . . . ... Unser Verstand straubt
sich allerdings dagegen, ein solches Prinzip nur
deshalb anzunchmen, weil hier und dort eine
Richtigkeit ‘bezeugt wird, vielmehr dringt er da-
hin, auch einen inneren Grund fiir einen solchen

1) H. B. Timerding, Die Analyse des Zufalls, S. 162
(Vieweg 1915).
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A‘USEleich zu finden. IEin solcher innerer Grund
liBt sich aber nicht ermitteln . . . . . i

Das ist wohl eine wenig erfreuliche Losung,
und man wird trachten, einen anderen Ausweg
aus (!em Dilemma .zu finden. Ubrigens bemerkt
eispielsweise Poincaré, daB auch in der abstrakten
Mathematjk von Wahrscheinlichkeitsgesetzen ge-
redet werden kann, daB z. B. die Hiufigkeit der
Zahlen 1, 2, 8,.... an der letzten Stelle der
Zﬁhlenko]onnen einer Logarithmentafel dem ge-
Wohnlichen Wahrscheinlichkeitsgesetz gleichmog-
licher Fille folgt. Wird sich der Mathematiker
dan.nt begniigen, hierin das Walten eines unbe-
greiflichen, rein empirischen Gesetzes der groBen
ghlen anzuerkennen ?

III.

. Ein Fingerzeig zur Losung der Frage scheint
1‘311: darin zu liegen, daB die oben erwihnten De-
Initionen des Zufalls als unbekannter Teil-
Ursachet) und dergl. zweifellos viclp zu wert sind.
US Leverrier bemerkte, daB die Bewegung des
~Tanus nicht genau mit der Vorausberechnung
u ereinstimme, sagte er nicht: das ist Zufall! —
1r haben keine Ahnung, wann eine magnetische
trte(;rllng stattfinden wird, halten aber das Ein-
S en derselben doch durchaus nicht fiir eine
ache deg Zufalls.
Nk s fehlt in diese‘n Beispielen ein ganz wesent-
b heS Merkmal desjenigen, was man im gewohn-
ehen Leben oder in unserer Wissenschaft als
inufél‘ll bezeichmet, und zwar liBt sich dieses kurz
,41¢ Worte fassen: Kleine Ursache — grofe
ga::kungl Ein minimaler Unterschied im In-
eineis%zen der Roulette — GeWiI}n oder Verl.usl
ant nsur.r}me' Geldfss. 1_’omcare, welcher hier-
", hnachflruckhch hingewiesen hat, gibt zwar
¢ zwei Alternativmerkmale des Zufalls an?):
o (;mphzlertheit vieler mitwirkender Ursachen
. T gegenseitige Einwirkung zweier fiir gewohn-

1 2> :
gl;h Zu unabhiingigen Gebieten gehoriger Vor-
6239’ doch gliube ich, daB simtliche dazu ge-

gen Fille sich bei genauer Analyse ebenfalls
€T Jenen Gesichtspunkt einordnen lassen.
axd esonders charakteristisch tritt jenes Merk-
Zustamd allep Fa]lex} auf,.wo es sich um einen
wir un 1_ab11en.Glelchzevzlchts handelt. Denken
Mok, ng exnep ,,1de:a1en“ }\' iirfel Auf eine Ecke ge-
chw, so ist die klemste' Verschiebung des
entscﬁl‘p;nktes aus der Vertikalen schon dafiir
mensteé end, auf "welche der drei unten zusam-
Ommo endt?n Flichen der Wiirfel zu liegen
S €0 wird. Welche Zahl also obenauf er-
. \IPEE wird, das, so sagt man, hingt vom Zu-
”ungekngzzgr (Wahrecheinlichkeits‘.“echn‘}mg, S. 8) sagt
Dicht oo ll(llr;d wechselnde Umstiinde . Es ist wohl
] T, was mit ,wechselnd“ gemeint ist
Stan d“’;glbiel' Wechsel zu erkennen ist, wenn der Um-
; £ T unbekannt ist. Vielleicht ist das aber ein

In o P A A "
o Nsives Herausfiihlen der.Krlterlen, die wir spiter
I’)rechen werden.

H. Poincaré, Calcul des probabilités, Paris 1912,
on, .

unt
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fall ab. Mathematisch ausgedriickt: die Wir-
kung y (obenauf erscheinende Zahl) hingt von
der Ursache z (Lage des Schwerpunktes) derart
ab, daB die Funktion y =f (#) in dem betreffen-
den (leichgewichtswerte zo eine Unstetigkeit auf-
weist.

Nebstbei bemerkt, sctzt sich die Ursache in
diesem Falle eigentlich aus zwei Variabeln zu-
sammen : wenn man sich den Schwerpunkt O und
die drei in der untcren Ecke E zusammenstoBen-
den Kanten auf die Horizontalebene projiziert,
sieht man, daf dic Entfernung r — OF in der
so erhaltenen Projektion fiir die Geschwindigkeit
maBgebend ist, mit welcher das Umfallen erfolgt;
die durch einen Winkel O definierbare Richtung
des Vektors OF in bezug auf die drei Kanten-
linien fiir die Zahl, welche obenauf erscheinen
wird.

Nun entzieht sich aber ein derartiger Zufall
Jeder apriorischen Berechnung und kann auch
niemals die Grundlage zur Anwendung der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung bilden. Denn solange
man die bestimmenden Ursachen (Richtung und
Grofe des Vektors OF) nicht mit geniigender
(fenauigkeit kennt, 18t sich beztiglich des Effek-
tes iiberhaupt gar nichts voraussagen. Kennt man
sie aber, so ist die Wirkung mit GewiBheit vor-
auszusehen, und es bleibt kein Raum fiir Wahr-
scheinlichkeit iibrig.

Als Beispiel eines unberechenbaren Zufalls sei
noch ein anderer Fall angefiihrt: wenn ein Ar-
tillerist mit einem mathematisch exakt schieBen-
den Geschiitz nach einem Ziel schieft, dessen Ent-
fernung ihm unbekannt ‘ist. Es fehlt ihm die
Kenntnis einer der Variabeln, von denen die rich-
tige Elevation abhingt, und es wire ein blinder
Zufall, wenn er einen Treffer erzielen wiirde.
Von irgend einer Vorausberechnung, von einer
Wahrscheinlichkeit in unserem Sinne, kann da
gar nicht die Rede sein, solange uns die Psycho-
logie jenes Artilleristen nicht niher bekannt ist.

Sobald wir aber wissen, daBl derselbe eine ge-
wisse Methode systematischen Einschiefens an-
wendet, oder sobald gewisse mechanische Hilfs-
mittel von sp#ter zu besprechender Art (z. B. Ro-
tation des Geschiitzrohres um die Lagerachse) mit-
spielen, wird die Aufgabe eine ganz definierte,
und ldBt sich (mit Riicksicht auf die GroBe des
Zieles und seine Entfernung usw.) eine bestimmte
Treffwahrscheinlichkeit angeben.

Der einer Wahrscheinlichkeitsherechnung ent-
sprechende — vielleicht darf man sagen: der ,ge-
regelte® Zufall zeichnet sich also vor dem Zufall
in weiterem Sinne durch ein wesentliches Cha-
rakteristikum aus: eine gewisse Regelmifigkeit
der Wirkung bei oftmaliger Wiederholung des
Vorganges, unabhingig von der speziellen Art der
Ursache. ~

LaBt man den vorher besprochenen Wiirfel
aus der Hohe eines Meters auf eine ideal ebene
(unvollsommen elastische) Unterlage fallen, so
indert sich jener Vorgang in wesentlicher Weise.
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Der Wiirfel prallt ab, steigt empor und wiederholt
diese Bewegungen mehrmals mit abnehmender
Amplitude und unter Annahme scheinbar un-
regelmiliiger Rotationsbewegungen, bis er auf
irgend einer sciner sechs Seiten liegen bleibt.
Auf welche er schlieflich zu liegen kommt, mufl
natiirlich von der Art der anfinglichen Ab-
weichung aus der axial-lotrechten Stellung ab-
hingen, aber die Funktion y = f(r.9), welche
diese Abhiangigkeit ausdriickt, wird so beschaffen
sein, dafl bei kontinuierlicher Variation der zwei
die Anfangslage dcefinicrenden Variabeln », O in
duBerst raschem Wechsel Gebiete durchschritten
werden, welche allen moglichen Endlagen ent-
sprechen, derart, dali bereits innerhalb eines
auBerst kleinen Variabilititsbereiches V der
Achsenstellung (in bezug auf die Lotrechte) die
den Zahlen 1—6 zugehorigen Bereiche ungeféhr
flichengleich werden. Die Griofe V kinnte man
vielleicht mit dem Namen Ausgleichsgebiet be-
legen. )

Wiirde man nun versuchen, den Wiirfel vor
dem Fallenlassen durch menschliche Hilfsmittel
in irgend einer Weise zu orientieren, so ist klar,
dafl dabei gewisse Einstellungsfehler trotz griofter
Sorgfalt unvermeidlich sind. Den Bereich dieser
unvermeidlichen Fehler wollen wir als Schwan-
kungsbereich Q bezeichnen, und man darf wohl
annehmen, daB die Verteilungsfunktion @(r, '),
welche die relative Hiufigkeit jener Fehler bei
unzihliger Wiederholung der Versuche darstellt,
einen regelmifligen ,,analytischen® Charakter be-
sitze. Ist daher das durch die Art der zwangs-
liufigen Funktion f(r, O) bestimmte Ausgleichs-
gebiet V klein im Vergleich zum individuellen
Schwankungsbereich Q, so ist leicht einzusehen,
daB schlieBlich fiir alle Zahlen 1—6 eine gleiche
Wahrscheinlichkeit resultieren muB, wnabhdngig
von der speziellen Art der beabsichiigten FEin-
stellung und wvon der individuellen Variations-
funktion o(r, ©). Das Einzelereignis ist also
nicht vorauszusehen, wohl aber die Gesamivertei-
lung der FEreignisse bei fortgesetzter Wieder-
holung. In einem solchen Falle waltet der Zufall
n gesetzmdfiger Weise.

Einfacher als der obige Fall ist das Beispiel
der Roulette, an welchem Poincarél) analoge Be-
trachtungen anstellt, oder das Beispiel der einem
Schiitzen als Ziel dienenden rotierenden Sek-
torenscheibe. Ob derselbe einen schwarzen oder
weillen Sektor treffen wird, hingt vom Zeitpunkt
ab, wann das (feststehende) Gewehr abgedriickt
wird. Man kann aber immer die Scheibe in so
rasche Rotation versetzen, daB die Treffsicher-
heit des Schiitzen ausgeschaltet wird. Mag er
sich in einem beliebizen Moment entschlieBen,
loszudriicken, jedenfalls vergeht vom Entschlu8
bis zur Tat noch eine unbestimmte, in gewissen
(3renzen variable Zeit, so dal die Wahrscheinlich-
keit, daB der Schull gerade zur Zeit t losgeht,

1) Poincaré, loc, cit.
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wissenschaften
durch eine (im Schwankungsbereich von ¢ bis
t -+t von Null merklich verschiedene) Funktion
@(¢) dargestellt wird, von der anzunehmen ist, da8
sie keine singuliren Eigenschaften, wie Unstetig-
keiten, auBerordentlich viele Maxima und Minima
und dergl.,, aufweist, deren Form aber sonst
gleichgiiltig ist.

Entfallen also auf den Schwankungsbereich 7
der Zeit geniigend viele Rotationen der Scheibe,
so wverschwindet der Einfluf der individuellen
Form der Verteilungsfunktion «o(t), die Wahr-
scheinlichkeit, einen weilen oder schwarzen Sek-
tor zu treffen, hingt dann nur vom relativen
Flicheninhalt derselben ab. Man pflegt dann von
jener Wahrscheinlichkeit
ohne Riicksicht auf die Funktion @, aber still-
schweigend macht man doch betreffs ¢ die vorher
erwihnten Annahmen. Jene Wahrscheinlich-
keitsiiberlegung wiirde beispielsweise ganz gegen-
standslos werglen, falls das Gewehr mit der Sek-
torengcheibe mittels eines elektrischen Kontaktes
in passender Weise verbunden wire.

In letzter Linie basiert die ganze Argumenta-
tion offenbar auf der Tatsache, daB jede (diffe-
renzierbare) Funktion sich im Bereich geniigen
kleiner Verinderungen der unabhingigen Vari-
abeln angenihert proportional mit denselben
dndert, und sie ldBt sich durch eine einfache geo-
metrische Analogie illustrieren: wenn man a
Papier, das in schmale, gleichbreite, alternierend
weifle und schwarze Flichenstreifen zerlegt ist,
aus freier Hand eine beliebige (aber nicht zu
kleine'und nicht zu unregelmiBige!) geschlossene
Kurve zieht, so wird der von derselben ausge-
schnittene ,,weiBe“ und ,,schwarze® Flicheninhalt
sehr nahe gleich groB sein, ohne Riicksicht auf
die Art jener Kurve. Letztere entspricht dem,
was wir individuellen Schwankungsbereich ge-
nannt haben, wihrend die Zerlegung des Papiers
in Flichenstreifen durch die Art der zwangs-
laufigen Kausalrelation y — f(z) bestimmt ist.

Somit sehen wir, wie fiir die Wirkung des
Zufalls ein bestimmtes Gesetz resultieren kann,
ohne Riicksicht auf die spezielle Form jener un-
bekannten, primiren Verteilungsfunktion ¢, wo-
mit der erste der im II. Abschnitte hervorge-
hobenen Widerspriiche seine Aufklirung findet.
Allerdings muB man zugestehen, daB unsere Uber-
legungen das eigentliche Wesen des Zufalls nm:h
nicht erschopfend darstellen, denn sie beruhen j&
auf der Annahme einer Verteilungsfunktion @
fiir die zufilligen Schwankungen der Ursaches
von der iiberdies eine gewisse Eigenschaft (ein
,,regelmiBiger Verlauf“) vorausgesetzt wird. Die-
ser Umstand findet seinen Ausdruck in einer —
iibrigens ganz zutreffenden Aussage, mit welcher
sich Mathematiker?) iiber diese Fragen hinwegzu-
setzen lieben: Aufgabe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ist nicht EWklirung der Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses, sondern die Ermitte

a l-)7 ESiehe z. B. E. Borel, T.e Hasard, Paris, Alcam
1914, S. 15,

schlechthin zu reden, .
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dung derselben auf Grundlage einer anderen Wahr-
scheinlichkeit, nimlich der als bekannt ange-
Qommenen Wahrscheinlichkeit eines einfacheren,
dasselbe verursachenden (oder dadurch bewirk-
ten) Vorganges. :

Iv.

.Fassen wir das bisher Gesagte in verallge-
einerter Form zusammen:

Man nennt Zufall eine spezielle Art von Kau-
salrelationen. Man, sagt namlich gewdhnlich,

a8 ein Ereignis y vom Zufall abhingt, wenn es
€1ne golche Funktion einer verinderlichen (eventl.
auch jhrem Werte nach unbekannten oder ab-
sichtlich ignorierten) Ursache oder Teilbedin-
8ung z ist, daB sein Eintreten oder Nichteintreten
- Yon einer sehr kleinen Anderung des z abhingt
((l»klei)n“ im Verhiltnis zum Schwankungsbereich
es z),

Dieser populire Zufallsbegriff eignet sich je-
doch nicht als Grundlage eines exakt definier-
}"}1'911 Wahrscheinlichkeitsbegriffes. Von einem
die GréBe y betreffenden -mathematischen Wahr-
scheinlichkeitsgesetz W (y) kann man erst dann
Sprechen, wenn die Kausalrelation y — f (z) auBer

°r erwihnten FEigenschaft noch eine spe-
Zielle besitzt: nimlich wenn die Verteilung
er y, wenigstens innerhalb gewisser Grenzen,
-Unabhingig ist von der Art der Verteilungsfunk-
{‘;"_ @ (z), welche die relative Hiufigkeit der «
estimmt (vorausgesetzt, daB die Funktion @(z)
®lnen ,regelmiBigen® Verlauf habe).

1ne hierzu hinreichende mathematische Be-

Bung 1484 sich fiir den Fall einer einzigen un-
a‘ﬁlmsigen Variabeln leicht aufstellen, wenn man
E‘Q frither dargelegten Beispiele ins Auge faBt.

‘8 geniigt nimlich, daB die Funktion y = f(z)
3‘:331! derartigen ,,0szillierenden* Charakter habe,

1. fiir jeden zo-Wert in dem Schwan-
kungsbereich R ein solches, .im Ver-
hiltnis zu Q #uBerst kleines Az angeb-
bar ist, daB die Funktion y—=7f(z) =
f(zo + €A z) simtliche y-Werte (innerhalb
gewisser Grenzen) durchliuft, sobald die
;Va?‘abla e die Werte von O bis 1 durch-
auft; '

2. daB der Bruchieil des e-Gebistes, welcher

einem gewissen Gebiet von y-Werten ent-
spricht, fiir alle innerhalb Q gelegenen zo-
Punkte (annihernd) gleich grof ist.

. Fiir jedes 2 gibt es also einen kleinsten Be-
%‘ch Az, welchem eine Variation iber alle
. g erte y entspricht, und die GroBe desselben de-

flnler.t gewissermaBen die Struktur der Kausal-

unktion f(z); je ,feinkbrniger® dieselbe ist,

& h. je kleiner jene A z sind, desto geringer sind
le Anforderungen, welche man betreffs der ,,Re-
gelmaBigkeit® der priméren Verteilungsfunk-
tion ¢(z) stellen mus, um ein von der Art der-
felben unabhiingiges Resultat fiir die Vertei-
ung W(y) zu erhalten. .

Nw. 1918.
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Natiirlich ist dabei umgekehrt ein jeder
y-Wert durch eine Menge verschiedener z reali-
gierbar, d. h. die inverse Funktion ist in hohem
Grade vieldeutig: die gleicheWirkung kann durch
sehr verschiedene ursidchliche Xonstellationen
hervorgebracht werden — ebenfalls ein sehr cha-
rakteristischer Zug jener Xausalrelationen,
welche die Entstehung von Wahrscheinlichkeits-
gesetzey veranlassen. .

Spezielle Beispiele derartiger funktionaler Zu-
sammenhinge sind leicht zu geben, z. B.:

y =sin (%) Setzen wir voraus, daB & duBerst
klein ist im Vergleich zum Schwankungsbereich
der ,,Ursache” z, so 'wird auch A:c::?(%t sehr

klein, und es resultiert fiir die ,,Wirkupg” y eine
von der Wahrscheinlichkeit der =z weitgehend un-
abhiingige Hiufigkeitsverteilung:

—dy.

V y

1 1
Wdy=-- =

Noch einfacher ist der frither betrachtete Fall
der rotierenden Scheibe. Hierbei nehmen wir
als z die Zeit ¢ an,,zu welcher der SchuB losgeht,
als y die Winkeldistanz © des Treffpunktes in der
Scheibenebene (von einem bestimmten Radius
derselben ab gerechnet). Es ist also: © = ¢t —2nx,
wobei die Winkelgeschwindigkeit ¢ eine sehr
groBe Zahl . sein soll und » immer so gewihlt
wird, daB © zwischen 0 und 2 x gelegen sei. Der
Bereich Az ist offenbar auch in diesem Falle

gleich Az = 2?“, und es werden ‘alle Winkel ©

gleich wahrscheinlich sein, wenn diese GréBe klein
ist im Vergleich mit dem Schwankungsbereich
der Ursache.

Es gibt jedoch auBerdem noch zahlreiche der
mathematischen Analyse nicht so leicht zugiing-
liche Fille, in denen rein physikalische Vorrich-
tungen die Unabhiingigkeit des resultierenden
Wabrscheinlichkeitsgesetzes von der Art und
Ursache der primiren Schwankungen mit belie-
biger Anndherung hervorbringen. Als typische
derartige Fille seien nachstehende Beispiele etwas
eingehender besprochen:

I. Das Galtonsche Brett. Es besteht aus
einem geneigt aufgestellten Brett, in welches eine
groBe Anzahl von Stiften, in regelmiBigen Hori-
zontalreihen angeordnet, eingeschlagen wurden,
und zwar ist die Anordnung derselben eine alter-
nierende, so daB die Stifte jeder Reihe den Off-
nungen der beiden benachbarten Reihen ent-
sprechen, Werden nun von einem nen
Punkt aus Kugeln von passender GriSe (so daB
ihr Durchmesser wenig kleiner sei als der freie
Abstand zwischen zwei benachbarten Stiften) dber
das Brett rollen gelassen, so werden sie infolge

"der ZusammenstsBe mit.jenen Stiften aus ihrer

Bahn in unregelmiBiger Weise abgelenkt und
sammeln sich schlieBlich nach Passierung simt-
licher Stiftreihen in den am unteren: Brettrande

41
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. angebrachten Behiltern an, so dall die Hohe, zu
der sie in denselben reichen, direkt als MaB der
Wahrscheinlichkeit der betreffenden Lage dienen
kann.

Es zeigt sich, daBl sic sich daselbst gemifl dem
GauBlschen Fehlergesetz: y — .4 ¢~ “** anordnen,
so daB dic meisten sich in der Fallinie des Aus-
gangspunktes ansammeln, wihrend jhre Zahl nach
beiden Sciten zu nach Mallgabe der bekannten
Glockenkurve abnimmt. Dieses Resultat ist
mathematisch leicht erklirlich, sobald man an-
nimmt, dal eine jede Kugel nach dem Austritt
aus der Offnung zwischen zwei Stiften gleiche
Wahrscheinlichkeit dafiir bietet, dafi sie die
niachste Stiftreihe zur Rechten oder zur Linken
des darunterstehenden Stiftes passieren werde.

Erfolgt nimlich dieser Vorgang ganz zu-
fillig, mit gleicher Wahrscheinlichkeit fiir .rechts
und links, so liBt sich die Wahrscheinlichkeit,
daB die Kugel beim Passieren der mten Stift-
reihe eine demn n-fachen Nagelabstand gleiche
seitliche Entfernung aus der Mittellinie besitze,
nach dem bekannten Bernoullischen Satze zu

m!

1 !
Wiy = (?) m m '
(‘) ~~u’)!(9+n)!
bestimmen, was fiir grofie Werte der Zahl m an-
gendhert in die vorerwiahnte Formel {ibergeht.
Es wird also die komplizierte Gesamterscheinung
auf einfache Elementarvorginge zuriickgefiihrt,
aber es bleibt noch aufzuklaren, wieso letztere als
ganz zufillizg angesehen werden konnen, obwohl
cigentlich die Anfangslage und Anfangsgeschwin-
digkeit der Kugel die weitere Bewegung derselben
eindeutig bestimmen sollte. '

Um unkontrollierbare Nebenumstinde mog-
lichst auszuschalten, idealisieren wir das Beispiel
durch Voraussetzung vollstandiger (lattheit der
schiefen Ebene, exakter Anordnung der Stifte,
exakter Kugelgestalt der Kiigelchen und nehmen
wir ferner an, der Kugeldurchmesser sei fast ge-
nau gleich dem freien Abstand der Stifte, und
die StoBe der Kugeln an letzteren mégen un-
elastisch verlaufen. Offenbar ist dann die nach
Austritt der Kugel zwischen zwei Stiften spuven-
weise iibrig bleibende Horizontalkomponente der
Geschwindigkeit allein maBgebend dafiir, ob der

nichste Stift auf der rechten oder linken Seite °

getroffen wird, ob also die Kugel denselben auf
der einen oder anderen Seite passicren wird.
Jene Horizontalkomponente ist aber das Resultat
vielfacher Reflexionen der Kugel zwischen jenen
zwel Stiften und ist durch die Lage der Zentri-
linie beim crsten StoB zu der betreffenden Stift-
reihe eindeutig bestimmt. XEine ganz minimale
Lageniinderung dieser Zentrilinie geniigt, um zn
bewirken, daB die Richtung jener Horizontalkom-
ponente umgekehrt wird; bei weiterer duBerst ge-
ringer Lageniinderung wird dieselbe wieder um-
gekehrt usw.

Wir erkennen

im Obigen die wesentlichen

.da die seitlichen Verschiebungen,

issenschaften

Zige des ,geregelten Zufalls: 1. ,Kleine Ur-
sache — groBe Wirkung*; 2. den oszillierenden
Charakter der Kausalrelation, welcher sich unge-
nau, aber bezeichnend auch durch die Worte
ausdriicken 1aBt ,,Verschiedene Ursachen —
gleiche Wirkungen“; 3. die anndhernd gleich-
maBige Verteilung der Chancen der Elementar-
ereignisse. Im Grenzfalle, wenn der Kugeldurch-
messer genau gleich dem freien Abstand der Stifte
ist, verliert die Funktion, welche den Zusam-
menhang zwischen Anfangskonstellation und
Endlage der Kugel darstellt, den analytischen
Charakter. Die Chancen fiir eine positive und
negative Verschiebung werden bei jedem Sto8
genau gleich groB, und es wird sich die GauBische
Glockenkurve herstellen, ganz unabhingig davon,
wie klein auch die Schwankung der Anfangskon-
stellation der Kugeln sei (vorausgesetzt, sie ist
nicht genau gleich Null). Wir erhalten ein Mo-
dell eines sozusagen ideal zufilligen Vorganges.

Dieser Vorgang bildet, nebstbei bemerkt, eine
treffliche Illustration einer ganzen Klasse physi-
kalischer Erscheinungen, welche wir im allge-
meinen als Diffusiop und Warmeleitung zu be-
zeichnen pflegen. Ohne an dieser Stelle in Ein-
zelheiten einzugehen, erwihnen wir beispielsweise,
welche die
Kugel beim Hindurchrollen durch die aufein-
anderfolgenden Stiftreihen erfihrt, genau mit
den der sogen. Brownschen Molekularbewegung
entsprechenden Verschiebungen iibereinstimmen.
Und wiirden wir diese Versuche dadurch modi-
fizieren, daB wir ein ,begrenztes Galtonsches
Brett“ verwenden, dessen Seitenausdehnung durch
zwei in der Fallinie verlaufende Leisten begrenzt
ist, und daB wir aus allen Offnungen der obersten
Stiftreihe auf der rechten Hilfte des Brettes
schwarze, auf der linken Hilfte weiBe Kugeln
austreten lassen, so wiirde deren allmihliche Ver-
mischung beim Passieren der Stiftreihen genau
der Diffusion zweier Gase in den bekannten Ver-
suchen Loschmidts entsprechen. Besitzt das ,,be-
grenzte Galtonsche Brett“ eine hinreichende
Lénge, so muB eine homogene Endverteilung re-
sultieren.

II. Ein in mathematischer Hinsicht kompli-
zierteres, aber physikalisch noch einfacheres Bei-
spiel ist das folgende: Denken wir uns ein un-
regelmiBig, aber im fibrigen beliebig geformtes
Gefdf mait vollkommen reflektierenden Winden,
in welches wir durch ein sehr kleines, in einer
Wand angebrachtes Loch ein elastisches Kiigel-
chen (am besten ein Gasmolekiil) hineinschleu-
dern, und iiberlegen wir, wann das Kiigelchen
wieder durch jenes Loch aus dem GefiB austreten
diirfte. Sofern die Offnung im Verhiltnis zur
ganzen Wandfliche geniigend klein ist, wird die
Kugel im allgemeinen infolge der vielfachen Re-
flexionen einen duBerst komplizierten Zickzackweg
zuriicklegen miissen, bis sie die Austrittsstelle
erreicht, und es ist klar, daB eine ganz minimale
Anderung der Anfangsrichtung noch lingere Zeit
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€ine sehr erhebliche Anderung der Bahn und da-
Mt auch eine bedeutende Anderung der Austritts-
Zelt hervorrufen muB. Ebenso begreift man, daB
leselbe Austrittszeit mittels sehr verschiedener
nfangskonstellationen zu erreichen ist — man
braUCh“t hierzu nur verschiedene Austrittsbahnen
;,ﬁCkalrts zu verfolgen. Es scheint also dic Mog-
ichkeit einer Wahrscheinlichkeitsberechnung ge-
86ben zu gein, .
1 lerdings ist eine exakte mathematische Ana-
8¢ wohl noch- nicht durchgefiihrt worden, aber
pl}YSl}ralische Uberlegungen aus dem Gebiete der
'netischen Gastheorie, wie auch der Strahlungs-
Sorie, wo dasselbe Problem in anderer Form zur
Prache kommt, machen es plausibel, daB bei
ganz beliebiger Verteilung der Anfangsrichtungen
:n;l ]Eaaqfe der Zeit eine Ausgleichung der Wahr-
Cheinlichkeit stattfindet, so zwar, daB dann jedes
ei°1umelem_ent jenes Hohlraumes fiir die Kugel
billlden gleich wahrscheinlichen AufenthaltsPrt
Wahit’ daB sie sich in irgend einer Richtung gleich
o Scheml.lch bewegt und daB sie durchschnitt-
= auf jedes Flichenelement der GefiBwand
Selch. hiufig auftrifft. : .
dag \;l‘d die Geschwindigkeit der Kugel mit e,
bl olumen des GefiBes mit V, und der Quer-
iB:ntt- der freien Offnung mit © bezeichnet, so
Roch, sich nach Analogie mit gastheoretischen
4ol .oungen leicht nachweisen, daB die Wahr-
Wii flnhchkelt dafiir, da8 der Austritt der Kugel
fend des Zeitraumes t erfolge, betrigt:
®wcT
also st die A W.‘%V,. :
st die durchschnittlich bis zum Austritt der
Ugel aus dem GefiB verflieBende Zeit:
4V
T=- .
w ¢ *
die i1 noch w_eit hoherem Grad kommen iibrigens
fal Charakteristischen Ziige des (geregelten) Zu-
eine zur Geltung, wenn es sich um die Bewegung
Eescll;l Schar von Kugeln handelt, welche in ein
i Osseneg .Gefii,B elngesetzt werden, da dann
alle Eeg.ensm!;lgen Zusammensto8e derselben vor
han?il die Wirkung haben, den urspriinglich vor-
Wei enen Bewegungszustand in unregelmiBiger
18e Zu storen.
18t das ein Spezialfall der von Bolizmann
gemeine Eigenschaft molekularer Systeme
nten Tendenz zur molekularen Unordnung,

.

als g])
erkan

;‘:f welcher die kinetische Erklirung des
tropiesatzes berult.

V.
BchD'IG Uberlegungen, durch die wir im Ab-
chamtt IIT und IV das Wesen des Zufalls zu

i:akteri\sieren und die GesetzmaBigkeit seiner
ir ungen zu erkliren suchten, scheint?n
zWeif Wie bet:e1t§ vor]:'ler angedeutet v&:urde, in
in.acher Hinsicht nichtr ganz befriedigend zu
L Es wurde angenommen, da8 die ,,Ursache®
ein Wahrscheinlichkeitsgesetz o(z) befolgt,
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also wurde dieser Begriff als etwas Pri-
mires vorausgesetzt. Gegenstand der Er-
klairung war. nur die Unverdnderlichkest
des Wahrscheinlichkeitsgesetzes fiir die
resultierende Wirkung.

2. Es wurden gewisse Kigenschaften der
Funktion @(z) vorausgesetzt, welche wir
als ,,RegelmiiBigkeit® bezeichnet haben.

Diese zwei Bemerkungen machen uns vor allem
auf einen mehr formalen Mangel unserer Dar-
stellung aufmerksam. Was bedeutet es namlich,
wenn wir sagen, daB dic Wahrseheinlichkeit des
Eintretens des # (Handbewegung beim Ingang-
setzen der Roulette, Orientierung des fallengc-
lassenen Wiirfels, der Kugel auf dem Galtonschen
Brett) durch eine regelmiiflige Verteilungsfunk-
tion @(xr) bestimmt ist? Handelt es sich um
ein z, welches wir nicht auf noch frithere Ur-
sachen zuriickfithren konnen, so wire das Gesetz
¢(x) nur empirisch erkennbar. Unmittelbar ge-
geben sind aber nur diskrete Einzelfalle, und orst
durch Abstraktion auf Grund unzihlig vieler Spe-
zialfille kommt man dazu, auf deren Grund di-
Hiufigkeitsfunktion @(z) zu formulieren, von
welcher die Eigenschaft (2) vorausgesetzt wird.

Es wire also weit rationeller, den Umweg iiber
die abstrakte Verteilungsfunktion @ (z) zu ver-
meiden und direkt nur cine gewisse Menge von
Einzelfdllen in Betracht zu ziehen. Versuchen wir
also anstatt der hervorgehobenen Stelle des TV. Ah-
schnittes folgenden Satz zu setzen: Von einer
mathematischen Wahrscheinlichkeit kann nur
dann die Rede sein, falls die den kausalen Zu-
sammenhang zwischen zufidlligert) Ursache x und
Wirkung y darstellende Funktion y = f(z) der-
art beschaffen ist, dafl ciner beliebig verteillen
Menge von z-Werten immer anndhernd eine und
dieselbe Verteilung der zugehorigen y-Werte enl-
spricht. Dabei soll das Wortechen ,,anndhernd™
ausdriicken, daB cxakte Identitit der y-Vertei-
lungen nur bei unendlich zahlreichen Einzelfillen
(Mengen) zu erwarten ist.

Am Kklarsten iibersieht man diese Verhiltnisse
bei der rotierenden Scheibe: im allgemeinen wird
dieselbe von den Treffpunkten ungefihr gleich-
férmig iiberdeckt sein, falls eine geniigende An-
zahl von Schiissen in beliebigen Zeilintervallen
abgegeben wird, und die Verteilung der Treffer-
dichte auf der Scheibe wird verhiltnismiBig desto
oleichformiger sein, je grofer die Anzahl dor
Schiisse. Nun sind aher offenbar auch ganz ab-
weichende Ergebnisse moglich. Wiren z. B. alle
Zeitintervalle gleich und mit der Umlaufszeit der
Scheibe kommensurabel, so wiirden sich allc
Treffpunkte auf gewisse Stellen konzentrieren.
withrend der Rest der Scheibe leer bleiben wiirde.
Das wiire ein entscheidender Einwand gegen die
Anwendbarkeit der in Rede stehenden Formulie-
rung unseres Satzes, wenn uns nicht die Er-
wigung zu Hilfe kime, daB derlei abweichende

‘)- »Zufillig® in dem vorher definierten Sinne.
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Apordnungen nur gewisse ,singulire® ~Aus-
nahmefille bilden, deren H#ufigkeit im Verhilt-
nis zu allen moglichen Anordnungen offenbar
verschwindend klein ist. In der Meugenlehre be-
weist man bekanntlich, dall es — populdr aus-
gedriickt — unendlichmal so' viele irrationale
Zahlen gibt als ganze Zahlen, und in analoger
Weise sieht man ein, daB unter allen moglichen
Intervallingen diejenigen, welche mit der vor-
gegebenen Umlaufszeit kommensurabel sind, nur
einen unendlich kleinen Bruchteil bilden. Wer-
den also aufs Geratewohl verschiedene Interval-
lingen gewihlt, so ist es unendlich wenig wahr-
scheinlich, dafl man gerade solche treffon werde.
welche mit der vorgegebenen exakt kommensurabel
sind. Somit wird ,im allgemecinen“ cine an-
nihernd gleichformige Uberdeckung der Scheibe
resultieren.

Analoges gilt auch in anderen Fillen. Hat
z. B. das im Abschnitt IV (2) erwihnte GefiB
die Gestalt eines ,,mathematischen Wiirfels¥, so
ist leicht einzusehen, daB die hineingeschleuderte
Kugel sich trotz beliebig vieler Reflexionen nur
in ciner von acht bestiinmten Richtungen be-
wegen kann., Es geniigt aber eine beliebig kleine
Abweichung der Neigungswinkel der Winde, um
diese Anordnung nach entsprechend langer Zeit
zum Verschwinden zu bringen und sidmtliche
Richtungen des Raumes fiir die Bewegung der
Kugel glcich wahrscheinlich zu machen. TFalls
also nicht ein speziell ,,ad hoc“ mathematisch ge-
nau konstruiertes GefiB ausgesucht wird, so
miissen innerhalb einer Schar derartiger Kugeln
die Reflexionen derselben an den GefdBwinden

(auBerdem auch die gegenseitigen Zusammen- °

stoBe!) eine Gleichverteiluing der Bewegungs-
richtungen im Raume hervorbringen.

Bis in alle Einzelheiten lassen sich diese Ver-
hiltnisse in einem ahnlichen,. aber zweidimensio-
nalen Beispiele iibersehen, in welchem die mit
den Reflexionen an den Winden verbundenen
Diskontinuititen vermieden werden sollen. Stellen
wir uns einen Punkt vor, welchen wir unter Ein-
fluB willkiirlich gewihlter, voneinander unab-
hingiger elastischer Krifte .Y, ¥ eine zusammen-
gesetzte Schwingungsbewegung: =z —asinat,
¥y =bsinB ¢, ausfithren lassen, wic dies beispiels-
weise bei der Darstellung der Lissajouschen Fi-
guren in der Akustik geschieht.

Wiirde es uns gelingen, die betreffenden elasti-
schen Systeme (Stimmgabeln) derart abzugleichen,
daB die beiden Schwingungszahlen miteinander
kommensurabel werden, so wiirde der betreffende
Punkt nur eine geschlossene Xurve in periodi-
scher Weise zuriicklegen, ohne die iibrigen Teile
der Fliche des Rechteckes ab zu durchstreichen.
Kommt aber hierbei mathematische Genaujgkeit
in Betracht, so wiirde dies offenbar einen ganz
ausnahmsweisen Spezialfall bilden, welchen wir
mit menschlichen Hilfsmitteln nie zu erreichen
hoffen konnen, da es unendlich wahrscheinlicher
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ist, daB sich ein irrationales Verhiltnis der
Schwingungszahlen einstellt. Im allgemeine®
entsteht also eine ungeschlossene Kurve, welche
jedem innerhalb des Rechteckes a b gelegened
Punkte beliebig nahe kommt, und zwar findet man
leicht, daB die relative Hiufigkeit (gleich der
relativen Zeitdauer), mit welcher der schwingende
Punkt in einem gewissen, an der Stelle z, y &¢
legenen Fliclhenelement angetroffen wird, gegebe?
ist durch:

1 1
W (x, y)dx dy_.n2 Vot — 2 |/b"3—_z/2dm dy

und zwar ist dieses Wahrsgheinlichkeitsgeset?
wie wir sehen, von der Art der Festsetzung df“
Schwingungszahlen (bzw. der Krifte X, ¥) 1
allgemeinen ganz unabhingig. '— Bemerkt sé!
dazu noch, daB durch die obigen Schwingung®
gleichungen zu jedem Punkt der durchlaufenc?
Fliche eine (bzw. zwei) Fortschreitungsrichtung'
und eine gewisse Bewegungsgeschwindigkeit 21
geordnet ist. Falls nun anstatt cines einzige™
vom Nullpunkt ausgehenden Punktes eine ganZ
Schar derartiger, aber anfangs willkiirlich iber
jene Fliche verteilter Punkte gemiB jenen For-
weln in Bewegung gesetzt wird, so ergeben gan?
analoge Uberlegungen wie vorher, daB im allge
meinen nach entsprechend langer Zeit die Spure?
der urspriinglichen Anordnung der Punkte ver"
schwinden, und eine von der Art derselben unab
hingige Verteilung nach.MaBgabe des eben angé”
fithrten Wahrscheinlichkeitsgesctzes resultiert.

In @hnlicher Weise ist leicht einzusehen, d‘}B
andauerndes Durchrithren zweier in einem Gef
anfinglich gesonderter Farbstofflosungen im all-
gemeinen eine homogene Mischung bewirkt, d@
eine Schar von Gasmolekiilen, welche in eine®
geschlossenen Raume urspriinglich beliebig ang®
ordnet wurden, sich im allgemeinen im Laufe def
Zeit iiber denselben ohne, Riicksicht auf die an”
fingliche Anordnung so verteilt, als ob ihre
Lagen ganz zufillig (mit gleicher Wahrscheinlich”
keit fiir alle Volumelemente) wiren. Dies recht’
fertigt eben die Beniitzung der iiblichen Methode?
der kinetischen Gastheorie zur Berechnung solchef
GroBen, in denen die Durchschnittswirkung ein€®
aroBen Molekiilzahl zum Vorschein kommt.

In allen derartigen Fillen sind singulire Aus
nahmefille theoretisch mdglich, kommen aber
wegen ihrer verschwindend geringen Wahraschel?”
lichkeit praktisch nicht in Betracht. Wenn WY
aber, um diesbeziiglichen Einwinden zu begegne®
deren Moglichkeit in der Formulierung unseres
vorherigen Satzes (8. 259) beriicksichtigen, - 53
miissen wir in demselben das Wortchen ,,immer
durch den Ausdruck ,,im allgemeinen® — d h
mit Ausnahme prozertuell verschwindend weni8
zahlreicher Ausnahmefille — ersetzen.

Vielleicht ist aber folgende, etwas priziser®
Form vorzuziehen: Fiir eine Wirkung v, welcbe
von der unvollstindig bestimmten Ursache z 8P
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hingt, bestcht ein Wahrscheinlichkeitsgesetz,
Wwenn die den betreffenden kausalen Zusammen-
ang darstellende Funktion »=f(z) gewisse
lgenpﬁmlichkeiten besitzt, nidmlich wenn:
. kleine Anderungen von x im allgemeinen grofe
nderungen von y hervorrufen; 2. die Menge
30101‘}81' Gruppierungen von z-Werten, welchen
annihernd eine und dieselbe Gruppierung von
?!'We"t_en' entspricht. wunermeflich zahlreicher
st als’ die Menge der z-Gruppierungen, welchen

‘ merklich abweichende y-Verteilungen entsprechen.

. Vom mathematischen Standpunkt aus wire
d_esﬁ!r.Satz gewiB noch schiirfer zu fassen, aber
1e obige Formulierung diirfte den Grundgedan-
v:“’ auf welchen cs hier ankommt, in geniigend
all?ta_ndhcher Weise hervorheben. Wir machen
" einen Umstand noch ausdriicklich aufmerk-
2m, welcher in dem chen Gesagten wie auch in
vasl} allen unseren Beispielen klar zutage tritt:
0.sta1%dige Zufilligkeit und dementsprechendc
Offlnhelt der Wahrscheinlichkeitsrelation bildet
mi:’nbﬁr einen Idealfall. welcher in Wirklich}celt
wirdgl‘()Berer oder geringerer Anniherung crreicht
- In den praktischen Anwendungen der
ei:hrscheinlichkeitsrec]mung ist man meist durch
€ sehr rohe Anniherung vollkommen befriedigt.

VI.

dieNOCh Wichtiger als die mehr formale Frage,
sChﬁFI‘ls Im vorigen Abschnitt hauptsichlich be-
ich tigte, scheint mir die Frage nach der eigent-
enen Genese des Zufalls zu sein, welche durch
Wiin dP-I‘Sten der beic!en daSelbgt erwiihr}ten Ein-
Scho © nahegelegt wird, teilweise allm:dmgs auch
Wortn n d_en betreff.enden Be:ispielen_lhre Beant-
rsau}?g findet. Die zufillige Variabilitit der
rkl'? en, auf welche sich unsere urspriingliche
it 0‘““113‘ des Gesetzes der groSen Zahlen stiitzte,
Ne weitcres verstindlich. wenn es sich um
szal‘lmente“handelt, welche von menschlicher
in let a‘lsgef.ul}rt werden; es wird da der Z}]fall
Drim"Zter Linie auf psychologisch-physiologische
- ali:e Ursacher.l zuriickgefithrt. Wenn aber der
Einfs"cu’ samt seinen unberechenbaren launischen
nim I:t €D, ganz ausgeschaltet wird, wenn man an-
Stimm’ daB die einen physikalischen Vorgang be-
o enden Umstinde ganz exakt definiert sind,
0 da der Begriff der Wahrscheinlichkeit keine
Owendung finden ?

Bei:[[?wt wird d‘ies behauptet, wihrend uns die
einem%le der heiden vorhergehenden Abschnitte
in S esseren belehren. Wird eine einzige Kugel
Galf:nz bestimmter Weise auf ein ,,begrenz_tes“
ooy nsches 'Brett ggsetzt, dessen Stiftreihen
cine !'grd?.ntl.lch zahlreich sind, und entwirft man
ande ftatlstlk der Stellen, wo! sie die nachein-
on Tfolgenden Reihen passiert, so wird man fin-
Q‘lei;}, da.? i_ille Werte der {\hszissen a:nn('ihernd
schet ].hauﬁg vorkommen; sie sind gleich wahr-
oy inlich, und diese Behauptung bezeichnet hier

e objektive, vom Menschen unabhingige Tat-
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sache. Im Beispiele (2) laBt sich der Ort, wel-
chen die in bestimmter Richtung hineingeschleu-
derte Kugel in cinem bestimmten Zeitpunkt ein-
nchmen wird, theoretisch voraus berechnen, falls
dic Gestalt des Gefilles mathematisch exakt ge-
geben ist, aber ohne weiteres ist ersichtlich, dal
alle Bewegungsrichtungen im Laufe der Zeit
gleich hiufig vorkommen, und da8 dic Kugel alic
Teile des GefiBes annihernd gleich hiufig passic-
ren wird.

Ebenso ist im Beispiele der zusammengesetzten
Schwingung (V. Abschnitt) die Wahrscheinlich-
keit ganz klar definiert als relatire Hdufigkeil.
mit welcher der bewegliche Punkt (innerhalb
langer Zeitrdume) in einem gewissen Flichenge-
biete anzutreffen ist, obwohl dabei von einer Va-
riation der die Bewegifhg bestimmenden Anfangs-
bedingungen gar nicht die Rede ist.

Es 1iBt sich niimlich der Begriff der objektiven
Wahrscheinlichkeit in ganz analoger Weise auf
alle solche unvollstindig determinierten (,.zufilli-
gen® im frither dargclegten Sinne) Krscheinun-
gen anwenden, bei welchen dieselbe Art Elemen-
tarvorgang sich (eventuell mit variablem ,,Para-
meter’) im Laufe der Zeiwt immer wieder wieder-
holt. Bekanntlich beweist die statistische Me-
chanik, daB derlei Bewegungsvorginge durchaus
nicht selten sind; im Gegenteil, es gehdren dazu,
laut einem Satze von Poincaré, diec Bewegungen
aller ,,endlichen® mechanischen Systeme konser-
vativer Art. Sie sind simtlich ,,quasiperiodischi*
(in speziellen Fallen exakt periodisch), d. h. dali
sich der (beliebige) Anfangszustand im Laufe der
Zeit mit beliebiger Annéherung wiederholt. Han-
delt es sich iibrigens um Bewegungen moleku-
larer Systeme, so wird die Hiaufigkeit gleich-
artiger Fille noch durch den Umstand ganz auBer-
ordentlich vermehrt, daB dic Individualitdt che-
misch identischer Molekiile fiir physikalische Er-
scheinungen gleichgiiltig ist.

. Um die Gesetze des physikalischen Zufalls unil
den Begriff der objektiven, vom Menschen voll-
stindig unabhingigen Wahrscheinlichkeit noch
klarer zu verstehen, wollen wir schlieBlich noch
cinen Vorgang niher betrachten, den' mane® ge-
radezu als den vollkommensten Typus dessen be-
trachten kann, was ,zufallig® genannt wird, d. i.
den radioaktiven Atomzerfall. Bekanntlich er-
leiden die Atome des Radiums im Laufe der Zeit
eine Umwandlung, indem sie sich durch explosive
Abscheidung je eines a-Teilchens in Atome der
Fmanation transformieren. Dabei 1iB8t sich aber
an den Radiumatomen keinerlei progressive Evo-
lution (nach Art des Alterns der Organismen)
wahrnehmen.. Wann ein beliebiges, gerade ins
Auge gefabtes Atom eine Umwandlung crleidet,
das ist absolut zufillig, und es léaft sich das in
keiner Weise weder beeinflussen mnoch voraus-
sehen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein
solcher ProzeB gerade im Zeitraum d ¢ stattfindet,
ist ebenso groB fiir ,,junge” wie fiir ,,alic” Atome
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und 1iBt sich somit mathematisch durch die ein-
fache Beziehung: W dt=»Ad{¢ ausdriicken, wo
A eine absolute Konstante ist, welche durch keine
uns bekannten Agentien verindert werden kann.

Auf Grund des vorher Gesagten kann man
nun ohne weiteres ein Modell des in dieser Er-
scheinung zum Vorschein  kommenden Zufalls
geben: das Ofters erwihnte GefdB des IV. Ab-
schnittes mit der hineingeschleuderten Kugel. Wir
bemerkten schon a. a. Q., daB fiir die Kugel eine
unverinderliche Austrittswahrscheinlichkeit be-
steht, und man braucht nur diec Grife derselben
gleich der radioaktiven Umwandlungskonstante zu
setzen: A:f:;, Iitien wir ecine groBfe Anzahl
derartiger Gefille von gleichem Volumen und
wiirde in jedem derselben eine solche Kugel in
anderer Richtung in Bewegung gesetzt, so wiir-
den die beiden in Rede stechenden Ereignisse —
Heraustritt einer Kugel aus einem der GefidBe
und Abschleuderung eines a-Teilchens aus einem
der Radiumatome (von gleicher Anzahl) — in voll-
stindig analoger Weise vor sich gehen.

Selbstverstindlich glaube ich nicht, daB die
Radiumatome wirklich cinen derartigen Bau be-
sitzen, aber es kommt uns nur auf die prinzipielle
Moglichkeit der Konstruktion eines rein physi-
kalischen Modells™ des ,geregelten Zufalls an.
Sie beweist jedenfalls, daB der scheinbare Wider-
spruch, welchen die im II. Abschnitt aufgewor-
fene Frage (2) betonte, in Wirklichkeit nicht be-
steht, und daB der Zufall — in dem in der Physik
gebrduchlichen Sinne des Wortes — sehr wohl
durch exakt definierte, gesetzmiBige Ursachen
hervorgebracht werden kann.

NaturgemiB spielt diese Art Zufall die maB-
gebende Rolle in der Welt der Molekiile, und es
gibt manche hierher gehorige Erscheinungen, wie
z. B. die Brownsche Molekularbewegung, welche
das Wesen desselben in #uBlerst anschaulicher
Weise erkennen lassen. Man konnte vielleicht,
um solche Fille den durch willkiirliches Ein-
greifen eines Organismus verursachten gegeniiber
zu stellen, von ,molekularem® und ,.physiologi-
schem® Zufall sprechen; diese beiden Arten wer-
den sich auch oft zu komplizierteren Zufalls-
erscheinungen verketten.

Wenn beispielsweise ein Draht durch wachsende
Spannung, eine Hohlkugel durch inneren Uber-
druck beansprucht wird, so sagt man, der Ort,
wo ein Bruch stattfindet, die Form der Bruch-
stiicke, hinge vom Zufall ab. Den wirklichen
Grund kinnen kleine Ungleichformigkeiten der
Dicke und dergl. bilden, welche indirekt auf den
physiologischen Zufall bei Herstellung des be-
treffenden Objektes zuriickzufithren sind. Aber
auch wenn diese durch geniigend groBe Sorgfalt,
entsprechende maschinelle Vorrichtungen beliebig
klein gemacht sind, bleiben zufillige Ungleich-
férmigkeiten iin Gefiige des Materials, welche vom
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molekularen Zufall herrithren. Wird beim GuB
der Hohlkugel auch noch so vorsichtig verfahren,
es miissen derartige Ungleichformigkeiten ein-
treten. Das Erstarren beruht n#mlich auf der
Bildung von Kristallisationskernen in der unter-
kithlten Schmelze; die Zahl und Anordnung der-
selben werden aber auBer von gesetzmiBigen Ein-

-fliissen (Geschwindigkeit der Abkiihlung und

dergl.) in auschlaggebender Weise vom moleku-
laren Zufall bestimmt; der letztere ist somit fir
die faktisch entstehende mikrokristallinische
Struktur des Stiickes verantwortlich, von welcher
die Festigkeitseigenschaften abhéingen. DaB hier
zufillige Molekularkonstellationen so merkbare

‘Folgen nach sich ziehen, beruht, nebstbei bemerkt,

wieder darauf, daB es sich ‘dabei in letzter Linie
um Uberschreitungen labiler Gleichgewichtszu-
stinde handelt. .

Auf die weiter sich aufdringenden Fragen, Ob
sich alle Zufallserscheinungen auf die obigep zwel
Typen zuriickfithren lassen, und inwiefern viel:-
leicht im Grunde genommen auch der ,,physio-
logische* im ,molekularen® wurzelt, wollen wir
nicht weiter eingehen. Uberhaupt sei nochmals
wiederholt, daB unsere Studie durchaus nicht eine
erschopfende Analyse aller mit dem Wahrsehein-
lichkeitsbegriff zusammenhingenden Probleme
geben sollte. Es scheint uns aber ein auch fir
den Philosophen duferst wichtiges Ergebnis zu
sein, wenn sich auch nur auf einem beschriinkten
Gebiet — dem der mathematischen Physik —
zeigen 1iBt, daB der Regriff der Wahrscheinlich-
keit, in der iiblichen Bedeutung eines geselz-
mdpigen Hdiufigkettswertes zufilliger Ereignissé
eine streng objektive Bedeutung besitzt, daB man
den Begriff und die Genese des Zufalls genai
priizisieren kann, auch wenn man am Determinis-
mus festhdlt, und daB sich dabei das Gesetz dgf
grofen Zahlen nicht als ein mystisches Prinzip
und nicht als rein empirischer Erfahrungssatz
sondern als ganz einfache mathematische Folge:
der speziellen Form ergibt, welche in derlet
Fillen den kausalen Zusammenhang darstelll.

Vielleicht ist es nicht iiberfliissig, schlieBlich
noch zu bemerken, daB der Wahrscheinlichkeits
rechnung im Sinne dieser Auffassungsweise
natiirlich nicht der Wert eines von den sonstiged
Naturerkenntnissen unabhiingigen, neuen For-
schungsprinzipes zukommt, da "sie ja nur eine
vereinfachende statistische Schematisiernng gé-
wisser in der Natur sehr h#ufig auftretender
funktionaler Zusammenhsnge bildet, deren exakte
Untersuchung infolge greBer Kompliziertheit sehr
erschwert ist. Bei der charakteristischen Ent-
wicklung der heutigen Physik im Sinne einerf
Awuflosung der physikalischen Erscheinungen 18
,verborgene® Teilereignisse spielen Zufilligkeit
und Wahrscheinlichkeit eine wichtige Rolle 8l
anschauliche, abklirende Hilfsbegriffe, konnten
aber zur Not auch vollstindig entbehrt werdens
indem sich jene schematisierenden Methoden
durch exakt statistische Berechnungen vertreten
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l*“39£111;e111). Die hier skizzierte Theorie macht uns allerdings auch den Grund begreiflich, warum

i j Begriffe unter Verschleie-

") Darin besteht wohl der wesentliche Unterschied £ A sencvre i : :
2wischen der kinetischen Gastheorie (Mawwell, Bolt. "W0E der Details der funktionellen Zusammen-
™Mann u. a.) und der statistischen Mgchanik '(Gi:b:)!, hinge doch hinreichend genaue Enderg_ebmsse zu
nich:ich erstere auf gewisse, zwar recht plausible, aber liefern pflegt. und wir verstehen, dal} sie nament-
ideen e:tﬁttbe“'iesene Zufalls- und Wahrscheinlichkeits- = Jich im Gebiet solcher empirischen Wissenschaf-
zt, wihrend letztere (wemigstens im Pro- - .., . cine exakte mathematische Untersuchung

8ramm, wenn auch nicht ganz in der Durchfithrun
unter Vermeidung derselben auf exakt statistische Mi)- der Teilereignisse ausgeschlossen ist. ein unschitz-

thoden aufgebaut ist. - bares Hilfsmittel bildet.

Rewt Die Naturwissenschaftliche Fakultit der Uniuérsitc’it'Frankfur/ a. Main hat .dem Geheimen
‘°glerungsrat Professor Dr. phil. Max Planck, dem Begriinder der Quantentheoric und Entdecker
€3 Gesetzes der Energieverteilung im Spektrum der Hohlraumspiegelung zu scinem 60. Geburtstage
e. Tenhalber Titel und Wiirde eines Doktors der Naturwissenschaften (Dr. phil. nat. h. e.)% ver-
;fhen und hat ihm durch Professor von Laue eine Adresse iiberreichen Jlassen. die den folgenden
ortlaut hat: '
' Hochverehrter Herr Kollege!

Die siegende Kraft, durch welche Sie zu einem Fiithrer im Reiche der physikalischen
‘Weltanschauung geworden sind. wurzelt uunseres Erachtens in dem Bediirfnis Thres Forscher-
geistes nach unbedingter Klarheit iiber die Grundlagen, auf denen sich dies Welthild aufbaut.
Anschaulichkeit verbunden mit begrifflicher Schirfe sind immer die beiden Forderungen.
welche Sie an diese Grundlagen stellen.

In diecsem Bestreben haben Sie uns zunidchst das Meisterwerk lhrer Thermnodynamik -
gegeben und ein Lehrgebiude der theoretischen Physik von unnachsichtlicher Strenge daran
angeschlossen. Die sich auf solche Art ergebende Einheitlichkeit, welche auch die chemischen
Erscheinungen weitgehend umfaBt, haben Sie mit Recht als die beste Stiitze seiner Zuver-
lissigkeit angesehen. Von der statischen Wirmelehre ausgehend haben- Sie. als Ludwig
Boltzmanns ebenbiirtiger Nachfolger, in Ihrer Strahlungstheorie ein vollkommen neues Gebiet
der naturwissenschaftlichen Forschung erschlossen; denn hier. wo sich dic Einheitlichkeit
des physikalischen Weltbildes als voreiliz geschaffen erwies, waren es wicderum Sie. der sie,
den Zeitgenossen weit vorauseilend, durch die Schopfung der seither so erfolgreichen Quan-
tentheorie zerstorte in der festen Zuversicht anf cine bessere und schinere Wiederherstellung.
Die Krénung Thres Werkes, das Strahlungsgesetz, wird, solinge cs Physiker eibt. Thren Namen
“nvergeBI.lch machen. .

i In diesem groBen Wurf riicksichtslosester Forscherehrlichkeit, verbunden mit der Kraft
sleghaften Konnens, erblicken wir die vorbildliche Tat eines deutschen Meisters.

Der jungen Frankfurter Universitit naturwissenschafiliche Fakultit, hervorgegangen
aus zwei groBen, auf ein Jahrhundert zuriickblickenden naturwissenschaftlichen Gesellschaft-
ten, ist eine der wenigen im Deutschen Reiche. welche Titel und Wiirde eines Doktors der
Naturwissengchaften (Dr. phil. nat.) zu vergeben hat. Sie benutzt mit Freuden die Gelegen-
hejt Thres 60. Geburtstages, und verleiht Thnen, um der Bewunderung fiir lhre Leistungen
Ausdruck zu geben, hiermit diesen Titel ehrenhalber.

Im Auftrage der naturwissenschaftlichen Fakultit der Universitit Frankfurt

3 . . der derzeitige Dckan
Mobius.

ikl Die Deutsche Physikalische Gesellschaft versammelt sich Freitag, den 26. April, im I.’hy-
1?chen Institut der Universitit zur Feier des 60. Geburtstages von llerrn M. Planck zu einer
oStsitzung. Nach einer BegriiBungsansprache durch den Prisidenten der Physikalisch-Technischen
Ichsanstalt Herrn Warburg spricht Herr v. Laue iiber Plancks thermodynamische Arbeiten, Herr
iol’:‘Merfezd iiber die Strahlungs- und Quantentheorie, Herr Finstein iiber Planck als wissenschaft-
¢e Personlichkeit.
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