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Die neueren Ergebnisse der theoreti-
én Physik und ihre Beziehungen
zur Mathematik.
] ) Von Dr. P. Riebesell, Hamburyg.

. D’f Physik als vierdimensionale Geometrie.
in o dhrend von altersher Mathematik und Physik
it ngeter .Bezmhung zueinander gestanden haben,
.. oeuerdings durch die Ergebnisse der Relativi-

igefe‘fr}:le geradezu eine Vereinigung beider her-
spezial] rt. Bere.m.s nach dem ersten Ausbau der

Ow:k'en Relativitatstheorie behauptete Min-

'ste', da Raum und Zeit keine selbstindige
Sel "Mz mehr besiBen und nur eine Union beider
ndigkeit bewahre, und jetzt ist Einstein zu
it chluf gekommen, daB dem Raum und der

Jede physikalische Gegenstiindlichkeit zu

Zen s_ei‘).
thii elner widerspruchslosen Darstellung der
ung gelangt man nach den neueren Anschau-
die W, -
keit a::? als eine vierdimensionale Mannigfaltig-

nen le.ht. Von jedem Ereignis werden unsern
titatgy vier Z.ahlen iibermittelt durch die quan-
organe Vel]';t.:hled?nen Eindriicke unserer Sinnes-
durch dx le.Vxerza.hl erklirt sich vermutlich
iche, ie Drexza}}l der Bogengiinge, die die rdum-
dimens.mht“ns iibermitteln, und durch die ein-
vieueicllt:nalen Ex_npfind-ungen der Schnecke, die
au';; als Zeitorgan anzusprechen ist. Wie

or ac sei, JEdegfalh ist die Verschiedenheit
die Sinnum. und Zeitkoordinaten lediglich durch
Meintesw.ahmel.rmung veranlaBt; in der Physik
Wird, o) die Zeit, wenn sie richtig aufgefaBt
horains véllig gleichberechtigt neben den Raum-
dr?“jn- DaB der Raum selbst dann wieder
Wipg cidimensional und euklidisch aufgefaBt

ung 1:: °§§ﬁ:§;hl‘aﬁ.igﬁch Sache der Gewdhnung

Bibt o - Einen absoluten Raum
Ei&ensehm(:ht’ cbensowenig eine absolute Zeit.
ein g3 aft?n besitzt der Raum auch nicht,
1 Dinge in ihm verleihen ihm eine Struk-

'bm’chtell‘:lrst die Befreiung von den altherge-

: Einschrink . ; :
wlde“m‘ulzhsfrei, nkungen -macht die Physik
tivitiutfthdles-e Weise erscheint die spezielle Rela-
tit joq éorie ?18 der Ausdruck fiir die Relativi-
met:.r zeitlichen Richtung. Ebenso wie ein
ich

t‘lnge:nv:n den verschiedensten raumlichen Rich-
——_ U8 betrachte, so wird ein physikalisches

) .

1 .
W,
am g, egen der niheren Begriindung muB auf das
aut di:hil: gegebene Literaturverzeichnis, insbesondere

beiten, ““gie‘;':: égifés:]l:.rift bereits erschienemen Ar-

Nw. 10918,

Ur, wenn man im AnschluB an Riemann -

1sches Gebilde unveriindert bleibt, wenn:

Gebilde, d. h. ein Naturvorgang, dadurch nicht be-
einfluBt, daB der Beobachter eine beliebige gerad-
linige Translation ausfithrt. In der vierdimen-
sionalen Geometrie, d. h. in der Physik, ist der
Ubergang von einer. Geschwindigkeit auf eine an-
dere dem Ubergang von einer rdumlichen Rich-
tung auf eine andere vollkommen #quivalent.

Wie aber die geometrische Welt nicht nur ver-
schiedenen Richtungen gegeniiber invariant ist,
sondern auch bei abwickelbaren Deformationen
ihre Eigenschaften bewahrt, vorausgesetzt, daB
ich fiir die Betrachtung die jeder Deformation an-
gepaBten GauBschen Xoordinaten fiir die Be-
schreibung der Eigenschaften benutze, so bleibt
auch die physikalische Welt beliebigen Deforma-
tionen in zeitlicher Richtung gegeniiber invariant,
d. h. bei ganz beliebigen Bewegungen #ndern sich
die Naturgesetze nicht, vorausgesetzt, daB ich
vierdimensionale GauBsche Koordinaten benutze
und fiir das Linienelement die allgemeine Rie-
mannsche Gleichung anwende. Dabei #indert sich
der Abstand zweier Ereignisse, wie in der Raum-
geometrie der Abstand zweier Punkte, je nach
dem RaumzeitkriimmungsmaB des betreffenden
Weltelementes, ebenso wie in der dreidimensio-
nalen Geometrie nach dem KriimmungsmaB des
Raumes. Das RaumzeitkriimmungsmaB ist von
Ort zu Ort und von Zeit zu Zeit, d. h. von Welt-
punkt zu Weltpunkt, verdnderlich und wird durch
die Massen oder besser Energien bestimmt, die
die Welt erfiillen.

Dabei wird die Welt als kontinuierliche Man-
nigfaltigkeit aufgefaBt. Bereits Riemann hat
hervorgehoben, daB bei einer solchen das Prinzip
der MaBverhiltnisse nicht durch den Raum selbst,
sondern von auBen her gegeben sein miisse. Ein-
stein hat diese duBere Beeinflussung durch seine
Vereinigung von Mathematik und Physik ge-
klirt. Allerdings verliBt seine Physik den
bisher als real angesehenen Boden der eukli-
dischen Geometrie und der absoluten Zeit,
aber, wer der Sache auf den Grund geht, er-
kennt, daB die bisherigen Grundlagen mit einer
voraussetzungslosen Naturerkenntnis wenig zu
tun haben. Starre Bezugskérper gibt es jetzt
nicht mehr, ebensowenig feste MaBverhiltnisse
oder bestimmte Uhrenregulierung. Die durch die
GauBschen Koordinaten gebildeten nichtstarren
Bezugskorper andern sich mit Ort und Zeit, sie
werden von Einstein jetst als ,,Bezugsmollusken®
bezeichnet. Alle sind fiir die Darstellung der
Naturgesetze gleichwertig.

Als einzige Konstante bleibt die Lichtge-
schwindigkeit, die aber auch wieder von den Gra-
vitationsfeldern abhéingig ist. Inwiefern diese
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universelle Konstante mit den Grundlagen unserer
Zeit- und Raummessung zusammenhingt. ist noch
ungeklirt. Wahrscheinlich ist, daB sie in einer
Beziehung steht zu dem GesamtkriimmungsmaB
des Raumes, der nach einer neueren Untersuchung
Einsteins, abgesehen von den zeitlichen und ort-
lichen Verinderungen, die die Verteilung der
Massen hervorrufen, sich als sphirischer Raum
darstellen ldéBt. Von den Astronomen ist bereits
vor lingerer Zeit Harzer fiir diesc Auffassung
eingetreten, und die Beziehungen, die frither von
Variéak und von dem Verfasser dieser Arbeit
zwischen der speziellen Relativitdtstheorie und
der nichteuklidischen Geometrie aufgestellt sind,
lassen cince derartige Auslegung zu. Ist aller-
dings, wie die Quantentheorie glauben machen
will, der Raum diskontinuierlich, so verlieren die
Einsteinschen Untersuchungen ihre Giiltigkeit.
Dann miiBte das Wesen der MaSbestimmung aus
der Lichtgeschwindigkeit und der Planckschen
Konstanten hergelecitet werden konnen.

2. Vererbungserscheinungen.

Zu ciner weiteren Verallgemeinerung kommt
man, wenn man die Zeitkoordinate niaher be-
trachtet.

Wirken auf einen Korper im Laufe der Zeit
mehrere Krifte ein, 0 nimmt man im allgemeinen
an, daB fiir den Endzustand nur der vorhergehende
Zustand und die zuletzt wirkende Ursache ma8-
gebend ist. Eine Wirkung der Ursachen in zeit-
licher Ferne hilt man wie die kérperliche Fern-
wirkung fiir ausgeschlossen. Laplace hat ja be-
kanntlich diese Auffassung dahin definiert, daB
ein (eist, dem alle Krifte in der Welt bekannt
wiren, aus einem gegebenen Zustand die gegen-
wirtigen und vergangenen Zustinde der Welt ab-
leiten konnte. Diesem Ideal entspricht denn auch
die klassische Mechanik. Mathematisch ausge-
driickt heiBt das: alle Naturgesetze miissen durch
Differentialgleichungen ausdrickbar sein, und
zwar zuniéchst durch Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, da die Krifte durch die ersten
und zweiten Differentialquotienten dargestellt
werden.

Diesen Anschauungen scheint auch die Funk-
tionentheorie angepaBt zu sein. Ist y = f(z) als
eine Funktion einer unabhiéngigen Verinderlichen
gegeben, so ist nach dem Taylorschen Satz:

L@+ =T@ A+ @Rt 1" @) gy

Das heibt, die Funktion an der Stelle z+ h ist,
abgesehen von den Stetigkeits- und Konvergenz-
verhiiltnissen, bestimmt durch die Funktion an
der Stelle z und die séimtlichen Differentialquo-
tienten an chen dieser Stelle. Wenn wir bedenken,
daB f(z) cinc ganz beliebige Funktion darstellt,
so ergibt sich das scheinbar widerspruchsvolle Re-
sultat, daB der fernerc Verlauf bis zur endlichen
Entfernung 7 durch die gewissermalen mikro-
slfopische Struktur der Differentialquotienten an
einer andern Stelle hestimmt ist. Wir werden im

issenschaften

letzten Teil dieser Arbeit auf diese Eigentimlich
keit zuriickkommen.

Ein Zweifel daran, daB diese Betrachtungen
zutreffend sind, ist in der klassischen Mechanik
niemals aufgetreten. Alle Naturgesetze galten
als Differentialgleichungen, und zwar traten
meist die Raumkdordinaten als abhiingig von der
Zeitkoordinate auf. Ist nun aber der Zustand
eines Systems nicht nur von den #uBeren Kriften
und dem gegenwiirtigen Zustand abhingig, son-
dern auch von fritheren Lagen des Systems, 80
habe ich die Zeit selbst wieder als ein Kontinuum
aufzufassen, und wir erhalten Funktionen, die von
unendlich vielen Unbekannten abhéingen. Ans-
Iytisch ldBt sich eine solche Funktion folgender-
maBen definieren:

Bei einem einfachen Integral ﬁ @ de¢

a
ist dieses eine Funktion der Grenze z. Die
Grenze selbst wird durch Punkte dargestellt. Bel

x
dem Doppelintegral f/;‘ @, tHdede’
a b

ist die Grenze cine Linie, beim dreifachen Inte-
gral wiire sie durch eine Fliche dargestellt usw-
Bei mehrfachen Integralen treten also mehrdimen-
sionale Riume als Grenzen auf. Das Integral er
scheint somit als eine Funktion, die von allen
Werten einer andern Funktion abhingt. Im
speziellen Fall der zweiten Dimension ergeben sich
auf diese Weise die Funktionen einer Linie, di®
Volterra in die Mathematik eingefiihrt hat, Als
geometrisches Beispiel sei die GroBe einer Fliche
genannt, die von der sie umgebenden Kurve ab-
hiingt. Physikalisch wiire beispielsweise die Kraft
zu nennen, die eine vom Strom durchflossene
Drahtkurve auf einen Magneten ausiibt. Aber
auch bei allen Nachwirkungs- oder Vererbungs-
problemen (elastische Nachwirkung, Hysteresis)
spielen diese Funktionen eine Rolle. .
Betrachten wir z. B. die elastischen Erschel”
nungen, so gilt fiir sie das Hookesche Gesetz, na:
dem die Deformationen 8 den Spannungen s pro-
portional sind, nicht exakt. Entlaste ich bel”
spielsweise einen gespannten Draht, so kehrt €f
erst langsam in die Ruhelage zuriick. Ebens0
liBt das Gewicht, welches erforderlich ist, eineB
Faden bie zu einer bestimmten Liénge zu dehnen;
mit der Zeit an GroBe nach, und drittens ist be!
wiederholten Dehnungen die anzuwendende Kr
von den bereits vorher dem System aufgeprigt
gewesenen Zustinden abhingig. Wir haben €8
hier mit den sogenannten Vererbungserscheinut”
gen zu tun, die durchaus im Widerstreit mit def
Laplaceschen Auffassung stehen. Der zukiinftig®
Zustand des Systems hingt bei ihnen nicht nu®
von dem gegenwiirtigen Zustand und den duBere?
Kriften ab, sondern die gesamte Vorgeschicht®
des Systems ist fiir den Verlauf maBgebend.
ist klar, daB diese Naturerscheinungen nicht dur
Differentialgleichungen darstellbar sind. Es 1a8%
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:liil: anf sie auch nicht der Taylorsche Satz mit
Wens endlichen Anzahl von Verinderlichen an-
wshn*l{ﬂo ]%s versagen alle Methqden_, die ge-
bothe ich fiir die Ermittlung physikalischer Ge-
wie d_angeWandt we'rden; denn wenn ich etwa,
iy lslfe sonst geschleh.t, die Deformation als Po-
Ote:l mit unbestimmten Koeffizienten de}‘
menteze; der Spannung ansetze und durch Experi-
isge 3 hle K_0n§tanten zu bostlmr.nen suche, so
Acht ch dabei die Vererbungserscheinungen auBer

WirEme analytische Formu]ierun'g dieser Gesetze
3 dio IB"} aber auf fo]gem?e Weise erhalten: Ist
e e ormation und s die Spannung, so miiBtc
_ T  Beriicksichtigung der  Nachwirkung
on .8+ 9 sein, wo v von allen fritheren Werten
8 abhiingt. Fasse ich s als Funktion der Zeit
bh"so 18t » von allen Werten dieser Funktion

abhinos
erh:lrtlglg' I.J'm dann eine Darstellung von v zu
il e?’ teile ich die Wirkungszeit ¢ in die =
© U, &y, ... t,. Ich kann dann die Funk-

ti
S::lzen t".s" ta. 83, ... nach dem Taylorschen
entwickeln und erhalte so den Ausdruck

” 1
Zit"tDi+'2—thi3i2tk8kDik+"", .
wo k

. *
der m,i't D die betreffenden Differentialausdriicke
ieh‘zu:YIOrentw19klung_ bezeichnet sind. Gehe
unenqy; hrenz.e iiber, indem ich die Intervalle {
unendlich klein und die Anzahl der Intervalle
ntegrafe gro nehme, so liefern die Summen

Wirg schlizgilic]ilmmer lliihereli Ordnungszahl. So

v 80) v(t,a) d o +
t

¢ ¢
1
+'2‘!/;1u1 doy s(ay) s(ag) v(t, @) a9) + < -
ie g]g e b ty .
Wicklun ll)l;e _verallgemeinerte Taylorsche Ent-
dely sief zeichnet werden kann. Damit verwan-
gleichy, das Hgokegche Gesetz in eine Integral-
erste Ng. Beriicksichtige ich nur die Glieder
* Ordnung, so wird
¢

dt)=a- 3@ + [ 8(a) ©(¢, 0) d .

Dig ; to
ereg‘ﬁf,f,h dlgse G]eiqhung wiedergegebene Art der
Dﬂbei istg wird als lineare Vererbung bezeichnet.
Achg iy die V'ererbung von — OO bis & auller
lent, o, szs?ln" o(t, a) ist der Vererbungskoeffi-
reh d; ellt die Deformation dar, die zur Zeit ¢
eit der Spannung wihrend des Zeit-

intepy, ]‘e Einh
Integ:atlga verursacht wird. Die Losung der

len,
* 18t von Volterra auf die Losung eines Systems
mit Unendljc

; h vielen Gleichungen ersten Grades
Ee;gihcl_l v1elex} Unbekannten zuriickgefithrt.
Teiney, Tn nzip scl}emen nun, wie man sieht, die
Eesetze ke'fegralglemhunge‘n der Form der Natur-

iffere 106 neue Art hinzuzufiigen, da auch die

Dtialgleichungen in der Form von In-
Kw. 1016,

chungen, um s(£) oder v(t) zu bestim-
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tegralgleichungen geschrieben werden konnen.
Anders wird dies aber in unserem Beispiel der
Elastizitdtslehre, wenn man ven statischen I'ra-
gen zu dynamischen iibergeht. Ich muf dann die
22 5(t)
ot
halte die Integraldifferentialgleichung

dt)=a [s(t) — 9%9—]4- / [s(o.) — a;i(;‘)] o(t, @) da.
to

Bei den meisten dieser Integraldifferential-
gleichungen lassen sich die Ableitungen nichr
mehr durch Integration wegschaffen, wir haben
also einen neuen Typus von Naturgesetzen vor
uns. Auch ihre Losung vollzieht sich, wie die
der reinen Integralgleichungen, durch den Uber-
gang von einer endlichen Anzahl diskreter Ver-
inderlicher zum Kontinuum und stellt somit eine
neue Art dieses bereits den Anfangsgriinden der
Infinitesimalrechnung eigentiimlichen Ubergangs
dar. Die Bedeutung der Gleichungen fir die
Naturwissenschaft liegt darin, daf sie bei allen
Vorgingen Anwendung finden miissen, wo neben
den dufleren Kriften innere am Werke sind. Be-
trachte ich z. B. die organische Natur als er-
zwungene Entwicklung, etwa nach der An-
schauung Lamarcks, indem die Entwicklung ledig-
lich durch #@uBere Krifte bedingt ist, so wiirde
der Laplacesche Geist die Entwicklung mit Hilfe
seiner Differentialgleichungen iibersehen konnen.
Sind aber noch andere Kriafte ausschlaggebend —
und das biogenetische Grundgesetz sowie die Ver-
erbungsgesetze lassen diese Vermutung als sicher
erscheinen —, so sind Integraldifferential-
gleichungen nétig und mit ihnen der Ubergang
zu einer unendlichen Anzahl von Veranderlichen
oder zum Kontinuum, iiber dessen Berechtigung
der letzte Abschnitt handeln soll.

Spannung s ersetzen durch s— und er-

8. Das Kontinuum.

Ein eigenartiger  Zwiespalt besteht zwischen
den Physikern und Mathematikern, wenn man auf
das Wesen der Mannigfaltigkeit, die beide als
Welt bezeichnen, eingeht. Irstere nehmen eine
diskrete Mannigfaltigkeit, letztere cine konti-
nuierliche an. Schon lange hatte die theoretische
Physik mit Molekiilen, Atomen, Elektronen ge-
arbeitet, bis neuerdings auch die experimentelle
Physik die Existenz dieser Gebilde zweifelsfrei
nachwies. Die zahlreichen Bestimmungen der
Loschmidtschen Zahl aus den verschiedensten Ge-
bieten der Physik (Gastheorie, Brownsche Be-
wegung, Strahlungsgesetze, Rontgenstrahlen, Ra-
dioaktivitdt) und ihr iibereinstimmendes Ergeb-
nis haben die Lehre von den Atomen aus dem
Stadium der Theorie in das der Tatsachen hin-
iibergeleitet. Und die Beziehungen, die zwischen
Masse und Energie gefunden sind, haben dazu ge-
fithrt, die Korpuskulartheorle auch auf die Ener-
gie zu iibertragen und so zur Quantentheorie Ver-
anlassung  gegeben.

Untersuchen wir nun einmal, welche Folge-

12



64 Riebesell: Die neueren Ergebnisse der theoretischen Physik usw.

rungen diese physikalischen Theorien fiir den
Mathematiker mit sich bringen, der bisher ge-
wohnt war, die Stetigkeit und Differenzierbar-
keit seiner Funktionen und Kurven vorauszu-
setzen, ja der den Ubergang vom Diskontinuier-
lichen zum Kontinuierlichen der ganzen héheren
Mathematik zugrunde legte.

Sei es, da man den Begriff des Differential-
quotienten arithmetisch oder geometrisch oder
physikalisch einfiihrt, immer nimmt man an, daB
der Ubergang zur Grenze von einem kleinen, aber
endlichen Stiick zum unendlich kleinen méglich
ist. DaB sich hier schon bei der geometrischen
Methode Schwierigkeiten bieten, sehen wir sofort,
wenn wir mit Kreide eine Kurve zeichnen und
nun mit immer stiarkeren VergroBerungen an sie
herangehen, um in jedem Punkt die Tangente zu
bestimmen. DafB die Stetigkeit nicht immer die
Differenzierbarkeit der Kurven zur Folge hat,
wissen die Mathematiker seit langem, und daB
auch die Stetigkeit der Kurven ecine unzulissige
Beschrankung ist, zeigen die Kurven, die in der
Praxis vorkommen. Im allgemeinen kann man
sagen: Die Kurven, die keine Tangente besitzen,
bilden die Regel, die bisher als normal betrach-
teten die Ausnahme.

Die mathematischen Betrachtungen, die sich
an diese Frage anschlossen, schienen zunichst rein
theoretische Bedeutung zu haben, wihrend ihnen
nach der Korpuskulartheorie ein eminent prak-
tischer Wert beizumessen ist. Betrachten wir
z. B. die Kurven, die bei der Brownschen Be-
wegung von den kleinen Teilchen beschrieben
werden. Sobald die gleichmiBige Energievertei-
lumg hergestellt ist, mull die kinetische Energie
cines Teilchens gleich der eines Molekiils sein, es
ist also

M.V?_ _m-ov*
2 - 2
d. h. die Geschwindigkeit eines Teilchens

—p.]/m
v=v VM'

Ist das Verhiltnis der Massen nun ctwa 1019,

80 wire
V=10"%.9,

beim Wasserstoff als v etwa 2 cm in der Sekunde.
Diese groBe Geschwindigkeit ist unter dem
kleinen Gesichtsfeld des Mikroskops natiirlich
nicht zu beobachten, in Wirklichkeit finden ja
auch in der Sekunde etwa 10° ZusammenstoBe
der Molekiile untereinander statt, und, da das
Teilchen bedeutend groBer ist als ein Molekiil,
werden zwischen diesem und den Molekiilen noch
viel mehr StoBe vorkommen. Es ist also unmog-
lich, die wahre Bahn des Teilchens aufzuzeichnen,
sie ist eine Zickzacklinie, deren geradlinige Teil-
strecken viel kleiner sind als der Durchmesser
des Teilchens. Es sind dies Kurven ohne Tan-
genten und Differentialquotienten. Gehe ich zu
unendlich vielen StoBen iiber, so erhalte ich Kur-
ven, bei denen gleichsam die Diskontinuitdt kon-

[ Die Natur-
wissenschaften

tinuierlich wird: Natiirlich héort die Anwend-
barkeit des Taylorschen Satzes auf, aber solange
die Anzshl der Unstetigkeitspunkte eine abzihl-
bare Menge darstellt, sind sie nach Borel als
,quasianalytische® Funktionen einer analyti-
schen Darstellung fihig.

Dieselben Betrachtungen lassen sich auch

auf solche Eigenschaften der Korper iiber-
tragen, von denen man im allgemeinen
annimmt, daB sie einen stetigen Verlauf

haben. Betrachten wir z. B. die Dichte der Luft
in einem bestimmten Punkte. Nehmen wir eine
Kugel von der Masse m und dem Volumen v, 80
ist die Dichte als m : v definiert. Diese Dichte
kann ich nur als die mittlere Dichte bezeichnen;
denn wenn sich unsere Kugel zwischen zwei Mole-
kiilen befindet, so ist die Dichte Null, und in den
Fillen, in denen die Kugel ganz oder teilweise
mit einem Molekiil zusammenfillt, nimmt die
Dichte Werte an, die von dem Radius der ge-
dachten Kugel abhiéngen. Lasse ich die Kugel
immer kleiner und kleiner werden, so ist im all-
gemeinen die Dichte Null, und nur in den seltenen
Fillen, in denen der Punkt mit dem Kern eines

-Molekiiles zusammenfillt, nimmt die Dichte den

Wert Unendlich an. Von einer Stetigkeit kann
also keine Rede sein, im Gegenteil, es sind un-
endlich viele singulire Punkte bei der Funktion
vorhanden, sie schwankt zwischen den Werten
Null und Unendlich. Somit wiirde das Universum
als eine diskontinuierliche Mannigfaltigkeit er-
scheinen, ob von unendlicher oder endlicher
GroBe, sei dahingestellt, Die MaBverhiltnisse
miiBten durch die GroBe der Energieatome be~
stimmt sein, und die universellen Konstanten:
Plancksche Konstante, Loschmidtsche Zabl
Lichtgeschwindigkeit, KriimmungsmaB des Rau-
mes miiBten auf eine zuriickgefithrt werden
konnen. Bis dahin ist aber noch ein weiter Wes
nicht nur in der Physik, sondern auch in der
Mathematik, da letztere erst anfingt, ihre Me-
thoden den diskontinuierlichen Vorgingen anzu-
passen. Mit der iiblichen Infinitesimalrechnung
kommt man nicht aus, Vorldufig miissen wir un®
daher begniigen, die Naturgesetze als Gesetze des
durchschnittlichen Verhaltens, als statistische G-
setze, anzusehen, wofiir die statistische Mechanik
mit der Heranziehung der Wahrscheinlichkeite
rechnung das Vorbild gegeben hat.

LiBt man die Diskontinuitit gelten, so wird
man es in der Mathematik mit einer groBen Za
von Funktionen einer Verdnderlichen zu tu?
haben, die der Zahl der Molekiile entspricht. Der
Ubergang zu einer unendlichen Anzahl solcher
und damit zu den Funktionen von Funktioned:
wie wir ihn im 2. Abschnitt bei den Integraldiffe-
rentialgleichungen ausgefithrt haben, ist ni
mehr zulidssig. Die Zahl der Molekiile darf nicht
als unendlich groB betrachtet werden, und somib
wie das bisher geschah, die Molekulartheorie nich?
vollstindig aus der Mathematik ausgeschaltet
werden.
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o Eine andere Frage ist die, ob es tuberhaupt
¢ nen Zweck fir den Menschen hat, die statisti-
chen Qesetze in exakte zu wverwandeln. Die
B:°bleme, um die es sich hierbei handelt, hat
i rel an einem Beispiel erliutert: Der Begriff
er; En.‘PBOIds sqll auf mehrdimensionale Raume
solc‘}?tert und eine analytische Gleichung eines
7 hl'en Ellipsoids hingeschrieben werden. Die
811 der Achsen soll durch die Loschmidtsche
M:hl gegeben sein. Natiirlich ist es fiir einen
in:schen ‘unméglich, die Gleichung iiberhaupt
uch'-hseln-ml:»en, geschweige denn sie zu unter-
von e;:. Der Mensch wird sich eine Vorstellu.ng
gelt, en Gesetzen, die iiber derartige Ellipsoide
% €D, nur machen kénnen, wenn von den Achsen
wer;t wu.a.der bestimmte Bedingungep ausgesagt
ich en k.onnen, etwa daB sie sich nicht wesent-
n '°n§.m_ander unterscheiden oder in bestimmter

SetzmiBigkeit aufeinanderfolgen. D. h. der

an‘;nsc}.; wird bemiiht sein, die zahlreichen Ver-
zufl;;hrecll:en auf eine geringere Anzahl zuriick-

wah . o@er eine Formel abzuleiten, die den
ss‘ln:ls_("hem]1chst,en Zustand oder Mittelzustand
icher Ellipsoide wiedergibt.

d nEéne derartige Betrachtung liBt sich z. B. bei
men‘t,f‘;mtzen anstellen. Die Zahl der Zusam-
e G° “¢ eines Molekiils in der Sekunde ist von
Moleki’i'i’Be}lordnung 10°, die der Gesamtzahl der
ordny e Im Kubikzentimeter von der GroBen-
sehwingi 10%. Die Funktion, welche die Ge-
aumn .g‘kelteyerteilung in dem betreffenden
tion Wiedergibt, wird also eine unstetige Funk-
Sein, die, wenn sie als Funktion der Zeit auf-
4gen ',"ird, eine Treppenkurve ist, bei der in
aufej Abszissenraum von 1 Sekunde 10 Stufen
Bander folgen. Die Physiker untersuchen
von dzbe" nur den Gesamtverlauf dieser Kurve,
Gelch\:l'l d'}s G.esetz -gilt, daB der Logarithmus der
iona] i‘;;dlskextsverteilung der Entropie propor-

Diese F . . .
Ueron Unragen hingen unmittelbar mit den

e . tersuchungen der Psychophysik zusam-
iibe,.;m ermag der Mensch mit seinen Sinnen
w&hrzuupt ewme kontinuierliche Mannigfaltigkeit
“ngsr:_;hmen oder sind auch unsere Empfin-
""hEintlf en sprunghaft! Das Webersche Gesetz
Eunp findiir letztert?_ Auffassung zu sprechen. Zwei
onn gy ‘lllng?n kénnen als gleich erscheinen,
Kany § ‘l’l die Reize voneinander verschieden sind.
ung eie eine Belas:oung meiner Hand mit 10 g
Unterg 1‘:9. solche mit 11 g nicht voneinander

Cheiden, ebenso nicht 11 g und 12 g, so
Sch} qubel der Anwendung der gewdhnlichen

Werde ;1:;: der Analysis die Folgerung gezogen

eina ¥ X .
ist, nder gleich sind, was ja offenbar widersinnig
“ﬁigexie einfachste Erklirung ist die, daB einer

eihe von Reizen eine unstetige Reihe

ne

Von 2
die Em{:fmdungen entspricht. Dabei sind aber
festen sen, an denen Spriinge stattfinden, nicht

tellen der Reizskala zugeordnet, sondern

sen, daB iiberhaupt alle Empfindungen °
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Funktionen des Ausgangspunkts und der iibrigen
Teile der Vorgeschichte. Wir haben es also hier
mit Funktionen zu tun, die die Eigenschaften der
im 2. und in diesem Kapitel besprochenen ver-
einigen. Einem Einzelreiz entspricht nieht jedes-
mal dieselbe Einzelempfindung, die Empfindungs-
kurve darf nicht als gewdhnliche Treppenkurve
mit aufeinanderfolgenden Stufen gelten, sondern
sie besteht aus lauter geradlinigen Stufen; die
aber iibereinandergreifen, so daB gleichen Reizen
mehrere Empfindungen entsprechen und umgekehrt
gleichen Empfindungen verschiedene Reize ent-
sprechen kénnen, je nach dem Ausgangspunkt der
Kurve. Es kdnnen daher auch diskontinuierliche
Reizreihen kontinuierlich wirken, wie ja das
kinematographische Sehen zur Geniige zeigt. Die
Spriinge in der Kurve sind dabei nicht nur von
den absoluten Werten der vorhergehenden Reize
abhiingig, sondern auch von der Richtung und
der Geschwindigkeit, mit der die Anderung vor
sich geht, wir werden also zu recht komplizierten
Integraldifferentialgleichungen gefiihrt. Hierbei
gilt wie in der Physik der Satz, daB ein System
nur einer endlichen Anzahl von untereinander
verschiedenen Zustinden fahig ist. Es geht
sprungweise aus dem einen dieser Zusténde in
einen anderen iiber, ohne durch eine stetige Reihe
von Zwischenzustinden hindurchzugehen.

Das alte Wort ,,natura non facit saltus® scheint
in der organischen wie in der anorganischen Natur
griindlich widerlegt. Aufgabe der Mathematik
ist es, ihr Riistzeug den neuen Forderungen der
Naturwissenschaft in praktischer Form zur Ver-
fiigung zu stellen.

»
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