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Dle Fiktion in der Mathematik und
der Physik.

Von Dr. Aloys Miiller, Rittgen ber Bonn.

Vaihinger hat in seinem bekannten Buche?)
dem Begriff der Fiktion einen solchen Geltungs-
bereich gegeben, daB man sich unwillkiirlich fragt,
ob denn nicht dieser Bereich selber eine Fiktion sei,
die . Vathinger macht, um bei Problemen, die er
nicht l6sen kann, so zu tun, als ob er sie geldst
habe.. Wie manche einfache kithne Ideen (man
denke an Mach), ist seine Auffassung auch in
naturwissenschaftliche Kreise weiter vorgedrun-
gen, als es der logische Sinn und Instinkt der
Mathematiker und Naturwissenschaftler hitte zu-
lassen diirfen. Die Griinde fiir diese Erscheinung
wallen wir nicht weiter untersuchen., Aber eine
eingehende sachliche Priifung der Auffassung
Vaihingers scheint endlich einmal gerade hier am
Platze zu sein. Ich will deshalb im folgenden
einige und wohl die hauptsichlichsten Gesichts-
punkte angeben, die fiir .die Priifung der Geltung
des Fiktionsbegriffs in der Mathematik und der
Physik in Frage kommen.

Die breitere Grundlegung des Vaihingerschen
Fiktionsbegriffes und seine Einstellung in die
philosophischen Stromungen der Jetztzeit kann
ich mir nach den sorgfiltigen Ausfithrungen
Kronenbergs in dieser Zeitschrift?) ersparen.
Einige Bemerkungen iiber den Begriff selbst
scheinen mir aber nicht nur der Vollstindigkeit
wegen notig, sondern auch um zu zeigen, wie die
Unklarheit bei Vaihinger schon in seinem Zen-
tralgedanken wohnt; das wichtigste dieser Be-
denken hat auch Kronenberg energisch betont®).
Aber.bei unserem eigentlichen Problem, das er
iibrigens am Schlusse nur streift, ist Kronenberg
zu. sehr vonVaihinger abhingig. Die Mathematik
siebt er ganz mit dessen Augen an. Ich werde
zeigen, wie falsch das ist, und werde in ein-
gehender Darlegung die kurze Ablehnung Studys
— Vaithinger miisse aus sehr trilbben Quellen ge-
schopft haben, ganze Kapitel seines Buches seien
mit MiBverstindnissen angefiillt') — begriinden.
Vaihingers Anwendung des Fiktionsbegriffes
anf die Physik hidlt auch Kronenberg nicht
fiir einwandfrei. Aber er kommt zu keiner
klaren Scheidung. Die folgenden Uberlegungen

2 Vaihinger, Die Philosophie des Als Ob 2. Ber-
lin 1913. Einige Unterstreichungen im Text der be-
autzten Zitate rithren von mir her.

" ®) Diese Zeitschrift 1916 8. 285 ff.

%) A.a O, 8. 3051

%) E. Study, Die realistische Weltansicht und die
Lehre vom Raume, Braunschweig 1914, 8. 53.

Nw. 1917,

bieten eine solche an. Ob sie eines weiteren Aus-
baues wert ist, muB die Erfahrung lehgen..

1. Der Begriff der Fiktion bes Vaihinger.

Nach Vaihinger ist die Fiktion ein bewuBt fal-
sches Gebilde, das, ohne theoretischen Wert zu ha-
ben, seine Rechtfertigung ausschlieBlich seiner Un-
entbehrlichkeit fiir die praktische Berechnung der
Wirklichkeit verdankt. Er sagt zwar ausdriick:
licht), daB die Fiktionen ,,logische Gebilde® seien.
Das hindert ihn nicht, anderswo zu erkliren?), sie
seien ,,psychische Gebilde®; in der Tat rechnet er
auch ,die ganze Vorstellungswelt zu den Fik-
tionen3), und Vorstellungen sind bekanntlich
psychische Gebilde. Man konnte nun begriindete
Bedenken dagegen erheben, da8 psychische Gebildé
wahr oder falsch genannt werden. Doch wiirde
das nur eine rein definitorische Anderung notig
machen. Wir miissen diese und andere Unbe-
stimmtheiten der Vaihingerschen Auffassung, die
durch dieses Zusammenfassen heterogener Dinge
unter einen Begriff entstehen, vorliufig als eine
Tatsache hinnehmen. Wir werden spiter sehen,
daB die Auffassung in Wirklichkeit selber eine
»Fiktion® ist, d. h. ein Mittel, um so zu tun, als
ob so ziemlich alles Fiktion sei.

Noch zwei Begriffe der Definition bediirfen
der Aufklirung.

Zunichst der Begriff ,falsch®. Was
Vaihinger damit meint, ist nicht gerade klar. Im
ganzen treten drei verschiedene Ansichten auf.
Selten?®) klingt der alte Wahrheitsbegriff des Ab-
bildens der Wirklichkeit an (,,dieses Urteil gibt
nicht eine Wirklichkeit wieder). An anderem
und zwar den meisten Stellen®) wird diejenige
Vorstellung als wahr bezeichnet, die uns erlaubt,
,am besten die Objektivitit zu berechnen und
in ihr zu handeln®. Fiirs dritte ist ihm Falschheit
identisch mit ,,Undenkbarkeit®, ,,Widerspruch®e).
Im Sinne des zweiten Wahrheitsbegriffes kann
nun das Wort ,falsch® der Definition nicht ge-
meint sein; denn die Fiktionen sind ja charak-
terisiert durch ihre praktische Unentbehrlichkeit.
Es kann sich also nur um die beiden anderen Be-
deutungen handeln. Auf Grund dieser Bedeu-
tungen unterscheidet nun Vaihinger zwei Haupt-
klassen von Fiktionen: 1. die Semifiktionen, die
,nur der gegebenen Wirklichkeit widersprechen,

1) A, a O, S. 94,
?) A.a. O 8. 174,
3) A. a O. 8. 2186.
4) A. a. O. 8. 608
5) Z.B. 8. 193.

¢) A. a. O. S. 607.
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resp. von ihr abweichen, ohne schon in sich selbst
widerspruchsvoll zu sein“, 2. die eigentlichen,
echten Fiktionen, die ,nicht nur der Wirklichkeit
widersprechen, sondern auch in sich selbst wider-
spruchsvoll sind“!). Danach und nach gelegent-
lichen AuBerungen?) kennt Vaihinger eine doppelte
Art, von Wahrheit, die theoretische und die prak-
tische Wahrheit, und sieht in ihnen voneinander
unabhingipe Eigenschaften: die Fiktionen sind
theoretisch falsch und praktisch wahr. Wie er
diesé eigenartige Behandlung des Wortes und Be-
griffes ,,Wahrheit® mit seinem logischen Gewissen
vereinigen kann, ist ein Riitsel, geht uns aber
weiter nichts an.

Fiirs zweite muB der Begriff , Wirklichkeit“
erliutert werden. Auch hier sucht man vergebens
nach einer klaren und eindeutigen Formulierung.
Als ,,unmittelbare Wirklichkeit“ wird?) das ,,Ge-
gebene® bezeichnet, d. h. das der Psyche ,,dargebo-
tene Material der Empfindungen®. Aber durch
unsere Empfindungen werden ,,reale Verhiltnisse”
serfaBt®. Was diese realen Verhiltnisse sind,
geht aus den Bemerkungen hervor: ,,Wirklich ist
und bleibt nur die beobachtbare Unab#nderlichkeit
der Phiénomene, ihrer Verhiltnisse usw.“%); ,real
ist nur das beobachtete Unabinderliche*®). Gele
gentlich wird die Wirklichkeit auch mit der
,AuBenwelt® gleichgesetzt®). Wir werden also
meistens nicht sehr fehlgreifen, wenn wir nach
Vashinger das als wirklich bezeichnen, was man
nach dem mehr populiren Sprachgebrauch reale
Dinge und Verhiltnisse nennt, Wollen wir die
psychischen Vorginge einbeziehen, so wiirde das
Wirkliche in Vaihingerschem Sinne das Erfahr-
bare sein. Tatsichlich nennt er an verschiedenen
Stellen?) als Charakteristikum der Semifiktion
den ,,Widerspruch mit der Erfahrung®. Aller-
dings sagt er an einer anderen Stelle?) wieder, das
,wahre, nackte Sein®, die ,reine Erfahrung®, sei
jene Unabiinderlichkeit der Phiinomene, die ,frei-
lich die ganze Erfahrung in sich schlieBt“. Im
letzten Grunde konnte man also als das Wirkliche
in seinem Sinne das Objektive ansprechen, das
den Naturgesetzen zugrunde liegt, unter Natur
den ganzen Bereich des Erfahrbaren verstanden.
Wieder an einer anderen Stelle?) bringt er eine
Art von genetischem oder relativem Gesichtspunkt
hinein: ,,In bezug auf eine fiir Wirklichkeit an-
genommene Vorstellungsweise ist eine andere Vor-
stellungsweise fiktiv, wihrend jene selbst dann in
bezug auf eine andere auch wiederum fiir fiktiv
erklirt werden muB. Es ist eben eine stetig und
allmdhlich ansteigende Verfilschung der Wirk-
lichkeit durch das Denken zu konstatieren, so, daB

1) A a. O. 8. 24

?) A.a. O. 8. XI, 327.
%) A a O. S. 287.

%) A. a. 0. 8. 216.

%) A.a O. S. 192

%) A. a. 0. 8. 296.

7) Z. B. 8. 152, 172.
%) A. a. 0. 8. 216.

%) A a O. B 175f.
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auf einem Punkte das Vorhergehende als Wirk-
lichkeit gilt, wiihrend es doch selbst schon schlieB-
lich in Fiktionen wurzelt.”

Man kann es nicht verstehen, daB Vai\hin‘qer
einen fiir seine Fiktionstheorie so _grund-
legenden Begriff wie den der Wirklichkeit
nicht schirfer umrissen hat. Gliicklicherweise
sind unsere folgenden Ausfithrungen davon
unabhiingig. Denn aus den fiir uns in Be-
tracht kommenden Stellen 1d8t sich deutlich er-
schen, was Vaithinger dort unter Wirklichkeit ver-
steht.

2. Die mathematischen Begriffe und die ,Wirk-
lichkeit”,

Die Mathematik ist nach Vaihinger ein Ideal-
gebiet der Fiktionen, vor allem der echten F%r-
tionen. Wir fassen zuniichst ihr Verhdltnis zur
,» Wirklichkeit ins Auge. Stereometrische  und
geometrische Gebilde, wie Kugel, Zylinder.
Prisma, Fliche, Linie, Punkt usw., sollen mit ; togr
»Wirklichkeit“ in Widerspruch stehen. Das wird
z. B. beziiglich der Fliiche so ausgefiihrt!): ,,Ge-
schichtlich und psychogenetisch kommen natiirlich
nur wirkliche ,,Flichen%, d. h. flache Umgren-
zungen, in Betracht: Der Begriff der krummen
Fliche entsteht erst spiter. Flache, also wirklich
cbene Gebilde gibt es in der Natur, sowie schon
durch primitives Eingreifen des Menschen sghr
viele: Aber hier wird nun abstrahiert von dem-
jenigen Material, das die Fliche bildet, die for-
male Beschaffenheit wird allein fiir sich genom-
men und von der Imagination verselbstidndigt.
Auch hier ist es an sich ein Widerspruch, von einer
Fliche als solcher zu sprechen.“ Oder auf fol-
gende Weise®?): ,In Wirklichkeit kennen wir nur
materielle kdrperliche Dinge, aus deren ausge-
dehnter Eigenart wir die drei Dimensionen ab-
strahiert haben. Das zwei-dimensionale Gebilde
der Fldche und das ein-dimensionale Gebilde der
Linie, das wir an diesen Korpern gelegentlich zu
beobachten glauben, sind nur Abstraktionen, durch
die Imagination verselbstindigt, also Fiktionen,
mit denen wir -rechnen, als ob ihnen Wirklich-
keiten entspriichen, notwendige Verstellungshilfen
und Hilfsvorstellungen, die uns wohl im Denken
unterstiitzen, die uns aber keinen realen Auf-
schluB gewithren konnen. Wir rechnen hier mit
Undingen, statt mit Dingen, aber es sind niitz-
liche und unentbehrliche Undinge. Wir aber hal-
ten diese Undinge fiir Dinge.*

Der Geometer wird diese Auffassung seiner
Wissenschaft fiir sehr primitiv halten. Er wei$
zwar, daB die geometrischen Gebilde an der beob-
achteten Wirklichkeit, der sinnlichen Anschauung
entstanden sind; sicherlich hiitten sie ohne diese
iiberhaupt nicht entstehen kénnen, wenn sie auch
vermutlich nicht ganz einer Art Abstraktion fhr
Dasein verdanken. Aber das ist ein psychologisch-
gengtisches‘ Problem, das den Mathematiker zwar

1) A.a O. S.507.
3 A. a O 8. 508,
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interessiert, das aber nicht sein Problem ist. Vom
logiseh-mathematischen Standpunkte aus sind die
g¢éometrischen Gebilde von der Wirklichkeit im
Vaihingerschen Sinne gdnzlich unabhingig. Die
Gtundgebilde unter ihnen — Punkt, Gerade,
Tibene — sind gegeben, und zwar dem Mathema-
tiker in genau demselben Sinne gegeben, wie dem
Physiker die Korper gegeben sind, mit denen er
arbeitet. Hzilbert hitte sein grundlegendes Buch?)
uicht so zu beginnen brauchen: ,,Wir denken drei
verschiedene Systeme von Dingen: Die Dinge des
ersten Systems nennen wir Punkte... ; die Dinge
des zweiten Systems nennen wir Gerade..., die
Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenen.“ Er
konnte einfach sagen: Es gibt Punkte, Gerade.
Jbenen. Die geometrischen Gebilde sind eindeu-
tige, originelle Gebilde, die eine Kigenwirklichkeit
hesitzen. Man kann sie (und die Zahlen) mit
Kiilpe*) zu der Klasse der idealen Gegenstinde
rechnen. Vom logisch-mathematischen Stand-
punkte aus haben sie gar keine Bezichung zur
Wirklichkeit im populidren Sinne. Sie konnen
also auch dieser Wirklichkeit nicht widersprechen.
Ob es eine Fliche in dieser Wirklichkeit gibt oder
nicht, ist dem Mathematiker hochst gleichgiiltig;
denn er befaBt sich mit ¢hr itberhaupt nicht, son-
dern er arbeitet in dem eigenartigen, selbstindigen
Wirklichkeitsbereich der mathematischen Objekte.
Wie unabhingig die Geometric von der sinnlichen
Anschauung, von der Vaihingerschen Wirklich-
keit ist, ergibt sich indirekt daraus, daB sie sich
aus beliebigen Gebilden als Grundgebilden auf-
bauen lidBt, die nur dieselben gegenseitigen Be-
ziehungen haben miissen wie Punkt, Gerade und
Ebene der gewohnlichen Geometrie. Nun ist die
Zahl das einzige Gebilde, das am radikalsten von
allen sinnlichen Eigenschaften abstrahiert. Fiir
den Arithmetiker bin ich eine 1, so gut wic Vai-
hinger eine 1 und sein Buch eine 1 ist. So weist
die erwihnte Tatsache auf die moderne analytische
Grundlegung der Geometrie, die Arithmetisierung
der Geometrie hin. Fiir sie ist der Punkt ein
System von % geordneten Zahlen ay, &g, @3...., .
Die Ebene st der Inbegriff aller Punkte, die der
(Yleichung

gyt ay 2+ azxytanentay+1=0
geniigen, wo die @, @y ...., @, 4+, numerische
Koeffizienten sind, die nicht alle gleichzeitig Null
werden diirfen. Der Raum ist ein n-dimensionales
Zahlenkontinuum usw. In der Moglichkeit einer
solchen Geometrie liegt die griindlichste Abwehr
der Vaihingerschen Auffassung.

Auch die Zahlen enthalten nach Vaihinger
cinen Widerspruch gegen die ,,Wirklichkeit®.
«Wenn ich einen Haufen Steine zusammenfasse
und zihle und diese Summe als Einheit betrachte
und ihr etwa den Namen zehn gebe, so habe ich
dazu im AuBeren ecigentlich keine dirckte Veran-

.. 3 D, Hilbert, Grundlagen der Geometrie 2, Leipzig
1903, 8. 2.
?) 0. Kiilpe,

Die Realisierung, 1. Bd.,
1912, S, 13,

Teipzig
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lassung. Und es ist eine Willkiir, diese getrennte
Steinmenge so zu betrachten, als ob sie Eines
wiire, und diese Einheit sogar noch durch einen
Namen zu hypostasieren. Auch das Zihlen beruht
also, wie wir sehen, auf einer Fiktion, wenn
auch auf einer sehr unschuldigen: auf der Fik-
tion, das Qetrennte so zu betrachten, als ob es
Eins wire. Darum sind auch alle Zahlen als Pro-
dukt dieses fiktiven Prozesses etwas rein Fik-
tives 1), ]

Dazu ist vielerlei zu bemerken. Erstens kann
man es mit Recht bestreiten, daB der Steinhaufen
keine Einheit?) sei. Sogar wenn die Steine nicht
in einem Haufen, sondern regellos unter anderen
zerstreut ligen, wiirde der Zweck, weshalb man
cie zihlt, sie zu ciner Einheit machen. Wie sie
physikalisch als eine Einheit wirken konnen,
wenn sie z. B. zusammen in ein Gefal getan und
abgewogen werden, so kann auch mit ihnen als
mit einer Einheit gerechnet werden. Die Einheit
braucht nichts zu sein. was in der sinnlichen An-
schauung gegeben ist. Ist denn die Einheit @ber-
haupt etwas, was man mit den Augen sehen und
mit den Hinden greifen kann? Wenn zweitens
die Zahlen Produkte des von Vathinger genannten
Prozesses sind, dann folgt daraus nicht, daB sie
rein fiktiv sind, d. h. einen Widerspruch gegen
die Wirklichkeit und einen Sclbstwiderspruch ein-
schliefen; denn der ProzeB spricht nur von einem
Widerspruch gegen die Wirklichkeit. = Man
konnte drittens mit dem gleichen Rechte bemer-
ken, daB der ProzeB die Zahlen schon voraus-
setzt. Viertens und hauptsichlich hilt die Vai-
hingersche Darstellung die Zahlen noch fiir
Symbole -wirklicher Dinge. Hier wie vorhin
vermag Vaihinger zwischen der psychologischen
und der logischen Frage nicht zu scheiden. An
der Wirklichkeit in seinem Sinne wird sich der
Zahlbegriff mitgebildet haben, aber logisch ist
er davon unabhingig. Die Zahlen bilden ein
Reich fiir sich, mit ecigenem Wirklichkeits-
charakter und eigenen Gesetzen.

Wir sprachen bis jetzt nur von den echten
Fiktionen. Vaihinger kennt auch Semifiktionen
in der Mathematik. Einiges davon wollen wir
noch zur Erlduterung heranziehen.

Eine Semifiktion liegt nach ihm z. B. vor bei
der Losung der Gleichungen 2. Grades. Die Glei-

chung
‘ 2?+px+q=0

2
wird dadurch gelost, daB auf beiden Seiten (g)

addiert wird, dadurch wird die linke Seite das
vollstindige Quadrat einer Summe. Hier haben
wir nach Vathinger ,ein deutliches Bild der
Semifiktion: hier wird die Wirklichkeit wver-
andert“s),

Wir fragen: Was fiir eine ,,Wirklichkeit* ist

1) A, a. 0. S. 569f.

?) Einheit ist hier offensichtlich nicht im mathe-
matischen Sinne verstanden.

3) A.a. 0. S. 203.
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es, die hier verdndert wird? Offenbar dia Form
der Gleichung. Wir bemerken nun zunichst, daB
Vaihinger, vermutlich auf Grund der frither ange-
filhrten Skala relativer Wirklichkeiten, den Be-
griff der Wirklichkeit hier in einem anderen
Sinne nimmt als im allgemeinen sonst bei der
Betrachtung der Mathematik. Trotzdem hilft
ihm das mnicht. Der Begriff der Semifiktion
driickt, wie er an anderen Stellen deutlicher sagt,
ein Abweichen von der ,,Wirklichkeit“ aus. Liegt
der Fall hier vor? Sicherlich nicht. Denn eine
Gleichung als Identitdtsurteil hat keine bestimmte
Form als ihre wirkliche Form; sie kann unend-
lich viele verschiedene Formen annehmen, die
gleichwirklich sind. Es liegt also gar keine Wirk-
lichkeit vor, von der ein Abweichen moglich wire,
— mit Ausnahme natiirlich der Wirklichkeit, die
durch den Sinn der Gleichung gegeben ist. Wiirde

2
man z. B. die GroBe (Z) nur auf einer Seite ad-

dieren, dann wiirde man von der mathematischen
Wirklichkeit abweichen und ihr widersprechen.
Transformiert man aber richtig — und das setzt
Vaihinger gewiB auch voraus —, dann geschieht
nichts, was man als ein Abweichen von einer
Wirklichkeit ansprechen konnte.

Alle Hilfslinien sind in Vaihingers Augen
Fiktionen'). Besonders das ,,Cartesianische Ko-
ordinatensystem® hat es ihm angetan, das er eine
,Hinzudichtung® nennt?) und von dem er sagt:
,»,Und doch ist die Cartesianische Neuerung nur
eine neue, auf der Ziehung von Hilfslinien be-
ruhende Methode, um Inhalt, Umfang usw. der
gesetzmiBigen, krummlinigen Figuren zu finden.
Es zeigt sich das darin, daB am Schlusse beim
wirklichen Resultat jene HilfsgroBen heraus-
fallen. Der Mathematiker wird sich einiger-
maBen iiber den Zweck der Koordinaten verwun-
dern, iiber den Vaihinger ihn belehrt. Doch lassen
wir das hier beiseite. Was man vielleicht in der
Aussage Vaihingers iiber den Charakter der Ko-
ordinaten an Zutreffendem finden konnte, ist
nach einem Ausdruck Salmons?) dies, daB die Ko-
ordinaten ,,dem Wesen der geometrischen Unter-
suchung ganz fremd“ sind. Im iibrigen sind, wie
Vaihinger von Mathematikern hitte horen kon-
nen?), die Hilfslinien keine Abweichung von der
Wirklichkeit, in der der Mathematiker arbeitet.
Nur in der sinnlich wahrnehmbaren Zeichnung
bedeutet eine Hilfslinie ein Hinzufiigen zu der
Figur. In der mathematischen Wirklichkeit aber
existieren die Hilfslinien in unendlicher Anzahl
und besagt dieses Hinzufiigen nur eine Auswahl
der fiir den augenblicklichen Zweck passenden
Linie.

Das Mrssen beruht nach Vaihinger auf einer

1) A.a. 0. S. 203, 568.

?) A.a. O. 8. 567.

3) Balmon-Fiedler, Analytische Geometrie der
Kegelschnitte 7. 1. Bd., Leipzig 1907, S. 33.

%) Zum Beispiel von O. Hilder, Anschauung und
Denken in der Geometrie. Leipzig 1900, 8. 10.
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Die Natur-*
wissenschaften
Semifiktion: ,,Das Stetige wird ganz willkiirlich
so betrachtet, als ob es aus Teilen zusammen-
gesetzt wire'). Hier rithrt Vathinger an ein
tiefes Problem der Mathematik, das aber schon vor
mehr als 50 Jahren einen Ansatz zur Losung ge
funden hat. Dedekind entdeckte damals die ste-
tige Zahlenmannigfaltigkeit. Von hier aus kann
man nun auf zweifache Weise zu den stetigen
Griofen der Geometrie gelangen. Entweder zeigt .
die Dedekindsche Entdeckung, dafl Stetiges und
Diskretes keine Gegensiitze sein miissen. Dann
wird die stetige GroBe beim Messen nicht geteilt,
sondern sie st stets auf unendlich vielfache Weise
geteilt, und das Messen bedeutet lediglich das von
der MaBeinheit bestimmte Aufsuchen von Teilen.
Diese Auffassung scheint innerhalb des analy-
tischen Aufbaues der Geometrie notwendig zu sein.
Oder man legt der stetigen Zahlenmannigfaltig-
keit ausschlieBlich einen arithmetischen Sinn bei
und muB dann die eineindeutige Zuordnung der
reellen Zahlen zu den Punkten der stetigen Grafe
aufstellen, wobei man annimmt, daB jeder irratio-
nalen Zahl eine bestimmte Strecke entspricht., In
keiner dieser beiden Auffassungen liegt etwas von
der Vaihingerschen Konstruktion. Man kann sich
nicht genug dariiber wundern, da Vaihinger diesc
Resultate der Mathematik gar nicht beriick-
sichtigt hat.

Derjenige Fall, der duBerlich am deutlichsten
eine Fiktion einzuschliefen scheint, ist die oft
benutzte Uberlegung: Angenommen, der Satz
sei unrichtig; dann ist dieses oder jenes der
Fall, was der Voraussetzung widerspricht; also
ist der Satz richtig. Aber wie so oft triigt
auch hier der Schein. Bei dem Forscher, der dic
Richtigkeit des Satzes moch nicht weif und auf
diese Weise dariiber zu entscheiden sucht, liegt
keine Fiktion vor, sondern eine Art von mathe-
matischem Gegenstiick zur Verifikation einer
Hypothese, wobei die Widerspruchslosigkeit die
Rolle des Kriteriums iibernimmt. Aber auch in
der Mitteilung einer solchen Uberlegung liegt
keine Fiktion, sondern die Mitteilung (oder Dar
stellung in einem Lehrbuche) ist als Wiedergabe
eines historischen Verlaufs anzusehen, als ein
Nacherlebenlassen dessen, was der Forscher zu-
erst erlebt hat.

Aus unseren Darlegungen ergibt sich, daB der
Grundfehler Vaihingers, der ihn zu seiner fal-
schen Ansicht iiber die Beziehung der mathema
tischen Begriffe zur ,,Wirklichkeit® verleitet hat,
in seiner primitiven und einseitigen Auffassung
der Mathematik liegt. Fiir ihn ist die Mathe-
matik nur ein Mittel zur Berechnung der ,,Wirk-
lichkeit®. , Die Mathematik ist die eigentlich ge
nialste Methode selbst, um das Wirkliche zu be-
rechnen“?), Nun ist gewiB die Mathematik aus
dem praktischen Leben geboren. Sie bleibt fiir
immer eines der gewaltigen Mittel, durch die der

1) A a 0. S. 570,
% A a O 8. 107,
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Naturwissenschaft die Erkenntnis, der Technik
die Beherrschung des Wirklichen moglich wird.
Sie erhilt auch, wie Antéius von der Mutter Erde,
immer wieder neues Leben, neue Anregungen und
Relze von der Praxis. Aber iiber die Stufe der
Entwicklung, wo sie nur ein Rechenmittel war,
ist sie eigentlich schon im Altertum hinaus-
gewachsen. Jedenfalls hat sie in der neueren Zeit
die Eigenwirklichkeit ihrer Gegenstinde erkannt
und dadurch die bewuBte Selbstindigkeit und Un-
abhiingigkeit als Wissenschaft gewonnen. Vai-
hinger kennt nur thren Wirkungswert und iiber-
sieht 1hren Eigenwert. DaB iibrigens dieser
Fehler Vaihingers nur ein Ausldufer, ein
Produkt, ein spezieller Fall einer allgemeineren
Anschauung ist, hat schon Study an der
frither zitierten Stelle bemerkt. Vaihinger
ist, Vertreter des kritischen Positivismus, der
nichts als das Sinnlich-Wahrnehmbare kennt;
ofiir  ihn existieren nur die beobachteten
Successionen und Koexistenzen der Phinomene‘?).
Alles ubrige ist Fiktion. Der Positivist bemerkt
nicht, wie er sich mit jedem Satze, den er auf-
stellt, sozusagen ins Gesicht schligt. Denn es
.existiert“ doch wohl auch ein Sinn des Satzes
(oder ist das vielleicht bei den Sitzen der Positi-
visten nicht der Fall?). Indes hat es keinen
Zwecek, tiefer auf das Philosophische einzugchen.
Es geht uns ja nicht um die Philosophie und
Metaphysik, sondern um die Wissenschaftstheorie
der Mathematik und Physik.

" Noch eine letzte Bemerkung. Auf dem Boden
der richtigen Auffassung der Mathematik erhebt
gich naturgemiB die Frage: Wie treten denn nun
die mathematischen Begriffe zur beobachteten
Wirklichkeit in Bezichung? wie ist ihre Anwen-
dung auf diese Wirklichkeit moglich? Fiir Vai-
hinger folgt die Losung dieses Problems aus dem
Begriff der Fiktion; die logische Theorie, so
meint er?), fordere, daB die Fiktion nur provx-
gorisch sei, daB im Verlaufe des Denkens eine
Korrektur eintreten miisse. Fiir den Mathema-
tiker bedarf das Problem einer selbstindigen Lo-
sung, die hier nur des Abschlusses wegen fiir
einige elementare Begriffe angedeutet sein mag.
Gewisse mathematische Begriffe konnen auf die
beobachtete Wirklichkeit Anwendung finden, weil
ihre Gegenstinde darin mit mehr oder weniger
groBer Anniéherung realisiert sind oder realisiert
werden kénnen und weil die Mathematik die Mog-
lichkeit bietet, den Grad dieser Annjherung zu be-
stimmen. Das damit das ganze Problem nicht
einmal aufgerollt, noch weniger geldst ist, ist dem
Einsichtigen klar. Darauf tiefer einzugehen, ge-
_hort aber nicht mehr zu unserer Avyfgabe.

3. Die ,,Selbstwidgrspriiche” in dcn mathema-
tischen Begriffen.

Die Widexspruchslosigkeit der benutaten Be-
griffe. festzustelen, ist die crste und notwendigste

1) A.a 0. 8. 115.
7 A.a O. 8 173.

Nw. 1917

Die Fiktion in der Mathematik und der Physik. .

348

Aufgabe jeder wissenschaftlichen  Betitigung.
Gerade die Mathematik hat darauf besonders ge-.
achtet, weil sie es bei dem eigenartigen formalen
Charakter ihrer Gegenstinde am besten tun konnte
und am meisten nétig hatte. Und daB sie dadurch
in der Schiirfe ihrer Begriffsbildungen vorbildlich’
geworden ist, hat noch kein Verstindiger geleug-
net. Vaihinge'r ist anderer Ansicht. Die Mathe-
matik besteht nach ihm hauptséichlich in echten
Fiktionen, also nicht nur in Abweichungen von
der Erfahrung, sondern auch (worauf es uns jetzt
ankommt) in Selbstwiderspriichen.

Sehen wir zu, wie er diese Behauptung beweist.

Von den mathematischen Korpern sagt er?):
,»S0lche Formen ohne Inhalte sind an sich nichts,
ja schlimmer als nichts, denn sie sind wider-
spruchsvolle Gebilde, ein Nichts, das doch noch
als ein Etwas vorgestellt wird, ein Etwas, das
schon in ein Nichts iibergeht. Wir wollen nicht
fragen, wie etwas ,an sich nichts“ sein kann,
auch nicht, wie etwas ,,schlimmer als nichts® sein
kann (als ob ,nichts® schlimm sei!). Wir achten
blo8 auf die Art, wie Vaihinger psychologische
Metaphysik treibt, wo es sich um logische Inhalte
handelt.

Ahnlich ist der Punkt ,eine in sich haltlose
und widerspruchsvolle Idee, ein trotz seines Mini-
mums monstroser Begriff eines Etwas, das schon
ein Nichts ist, eines Nichts, das doch noch ein
Etwas sein soll“?). Es ist unverstindlich, wie die
,Monstrositit“ eines Begriffes von der GroBe
eines Vorstellungsgegenstandes abhingen kann.
Wir notieren nur dieselbe Verwechselung wic
vorhin.

Ich bin nicht ganz klar, ob Vaihinger in dem
Begriffe des n-dimensionalen Raumes®) auch
einen logischen Widerspruch oder nur einen
Widerspruch mit dem 8-dimensionalen Rauim,
»den man vor sich hat“, finden will. Dagegen
scheint er!) den Determinantenbegriff als echte
Fiktion anzusehen. Worin die ev. logischen
Widerspriiche liegen sollen, wird in beiden Fillen
verschwiegen.

Die Begriffe der negativen Zahlen, der Briiche,
der irrationalen und der imagindiren Zahlen sollen
klaffende Widerspriiche* enthalten®). ,»Das
Grundprinzip ist eben auch hier eine unberech-
tigte Anwendnng und Ubertragung einer logischen
Methode auf Fille, die streng gemommen nicht
darunter zu subsummieren sind, oder die Betrach-
tung solcher Gebilde als Zahlen, welche gar keine
rechten Zahlen sind. Negative Zahlen sind ein
Selbstwiderspruch, wie alle Mathematiker zugeben;
es is eing Ausdghgung der Subtraktion tiber das
MaB der lagischen Anwendungsmoglichkeit der-
qeiben hingug: die Bruchzahlen sind dag Prodnkt
derselben Methode bei der Division und die irra-
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tionalen Zahlen bei der Radizierung; das mon-
stroseste Zahlgebilde dagegen sind die imagindren
Zshlen, denen die Konstruktion durch Gauf, Dro-
isch u. a. nichts von ihrer fiktiven und wider-
spruchsvollen Natur genommen hat.*

Das Geheimnis dieser Kritik Vaihingers liegt
in dem Ausdruck ,,Zahlen, welche gar keine
rechten Zahlen sind“. ,Rechte Zahlen“ sind ihm
nur die positiven Zahlen als Symbole fiir Dinge
seiner ,,Wirklichkeit®. Er sieht nicht, daB diese
Auffassung innerhalb des Bereiches der positiven
Zahlen schon undurchfiithrbar ist. Wie kann er
z. B. 2X 3 =6 oder 2— 2 — 0 rechnen, wenn die
Zahlen immer Dinge symbolisieren? Ist also das
Prinzip der Dingsymbolisierung schon tatsichlich
durchbrochen, so wird es in sich hinfillig, wenn
man sich iiberlegt, daB es doch nur auf einer Ver-
wechselung der empirisch-psychologischen Ent-
stehung mit dem logischen Inhalt des Zahl-
begriffes beruht. Sieht man das ein, so ist damit
die Moglichkeit einer beliebigen rechtmiBigen Er-
weiterung des Zahlbegriffes gegeben. Wie die
moderne Mathematik den Zahlbegriff grundgelegt,
wie sie die Erweiterung mit Hilfe des Permanenz-
prinzips, der Schnitte, des Grenzwertes usw. vor-
genommen hat, kiimmert Vaihinger gar nicht. Er
beniitzt den primitiven Zahlbegriff der Volks-
schule, findet dann selbstverstindlich Wider-
spriiche und scheut sich auch nicht, gelegentlich
die Fiktion zu machen, ,,wie alle Mathematiker
zugeben®. Man kann immer wieder dasselbe
wiederholen: Es ist unbegreiflich, wie jemand
heute iiber den Zahlbegriff etwas versffentlichen
kann, ohne die Riesenarbeit zu kennen oder zu
wiirdigen, die die Mathematik ihm gewidmet hat.

Die meisten Schmerzen macht Vathinger das
Problem des Unendlichen, vor allem das des Un-
endlich-Kleinen. Den Sinn des Differentialquoti-
enten glaubt er durch die folgende Uberlegung?)
darzustellen. LBt man in
2Q—pr+nAm-+
Az und Ay verschwinden, so erhilt man ,,eigent-

lich% den Wert 8 =p. ,,Allein% ist ein vollstindig

sinnloser Ausdruck; 0 kann jede beliebige Zahl

gein, jeder Wert ist g d. h. kann unter Umsténden

herauskommen. Streng genommen miiBte einfach
gesagt werden, wenn Az und Ay zu 0 abnehmen,
8o bleibt eben auch nichts. Zuniichst gelten Az
und A y als wirkliche Werte. Sobald gesagt wird,
sie sind gleich Null, so hat die ganze Rechnung
absolut keinen Smn mehr, da 0 ja eben kein
Wert ist.“ .

»Auf der nnderen Seite: LdBt man Azund Ay
nicht bis zu 0 abnehmen, so hat man kein Recht,
die anderen Glieder verschwinden zu lassen.

) A. a O. 8. 550 f.

Miiller: Die-Fiktion in der Mathematik und der Physik.

Die Natur-
wissenschaften
Haben A z und A y also noch einen endlichen Wert,
so bleiben diese Glieder.”

»Aus dicsemm schlimmen Dilemma hilft nun
die noch verzweifeltere Annahme heraus, A z und
A y seien — Grenzen oder unendlich kleine Werte.
In diesem Fall haben wir einerseits das Recht, den
Wert p beizubehalten, und andererseits die iibrigen
Glieder wegfallen zu lassen.

Was soll der Mathematiker dazu sagen?

Wenn Az und Ay verschwinden, so darf man
Ay _o

A= 0 setzen.
delt sich nicht um das Verhiltnis des Grenz-
wertes von A y zu dem Grenzwert von A z, sondern

Ag und der
ist ganz bestimmt, nimlich = p. Die Rechnune

durchaus nicht lim Denn es han-

um den Grenzwert des Verhiltnisses

hat also einen guten Sinn, denn lim Ag: ist die

Richtung der Kurve. Aber selbst wenn wir die

Bxldung - zulieBen, dann wire ihr Wert eben in

diesem Falle bestimmt. Eine kaum glaubliche
Verwirrung steckt in der Aussage, ,Axz und Ay
seien Grenzen oder unendlich kleine Werte®.
Etwas verniinftiger wird sie, wenn man annimmt.
daB sie sich nicht auf Az und Ay, sondern auf

lim 2gbezieht. Aber die groBte Unvernunft des

,yoder” bleibt bestehen. Es ist nun unmoglich,
hier in ihrem ganzen Umfang die strenge Ablei-
tung zu wiederholen, die die Mathematik heute
dem Differentialquotienten geben kann. DaB der
Grenzbegriff dazu gehort, weiB Vaihinger auch?).
Was er damit meint, kann man vielleicht nach dem
Vorstehenden ahnen. Er lehnt seine Benutzung
ab, weil ,,die Vorstellung der Grenze genau die-
selben Widerspriiche in sich birgt, wie die Vor-
stellung des Unendlich-Kleinen, nur versteckter
und weniger konkret. Der abstrakte, reine Be-
griff des Unendlich-Kleinen zeigt jene Wider-
spriiche offen und unmittelbar, welche auch schon
im Begriff der Grenze enthalten sind, wie unsere
oben S. 5068 ff. gegebene Analyse zeigt“?). Schon
diese Ausfithrung weist die Verwechselung von
Vorstellung und Begriff auf. Schligt man die
vermerkte Analyse nach, so findet man nichts als
die immer sich wiederholende Behauptung, die
Grenzgebilde seien ,,ein Nichts, das doch noch als
ein Etwas vorgestellt wird, ein Etwas, das schon
in ein Nichts iibergeht®, — also dieselbe Ver-
wechselung. Vaihinger kennt in seinem Buche den
Grenzbegriff der Mathematik iiberhaupt nicht.
ebensowenig den heutigen Stand der Einsicht in das
Problem des Unendlich-Kleinen. So kehren denn
in sciner Kritik alle die alten irrtiimlichen Auf-
fassungen und Einwinde wieder, die man bei
fritheren Generationen verstehen und entschul
digen kann, heute aber nicht mehr.

An einer anderen Stelle ringt er nuBerho\

1) A. a. O.
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