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SOBRE LA DEFINICION DEL PRIMER GRUPO

DE HOMOLOGIA EN LOS ABIERTOS DEL PLANO.

por

David MOND

§0. Introduccidén. En el prefacio de su "Com-

plex Analysis", [1] L.V. Ahlfors menciona la idea
de Emil Artin de basar la teoria elemental de 1la
homologia en el plano en el indice de curvas cerca
das con respecto a puntos de su complemento. En el
conjunto C(Q) de ias curvas cerradas contenidas
en @ (para QcC conexo por arcos), la relacibn
de equivalencia definida por la identidad de indi

ces con respecto a los puntos de € - 1 puede usar

*
Este trabajo forma parte de la tesis de grado

del autor en el programa de Magister Scientiae de
1a Universidad Nacional de Colombia, y fué reali-
zado bajo la direccidn del Profesor Jairo Charris.
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se de una manera obvia para definir un "grupo de
homologia"™ de 2 . En este articulo daremos los
detalles de esta definicidn y demostraremos que

el grupo asi definido coincide con el primer gru-
po de homologia singular (con coeficientes ente-
ros) cuando Q¢ C es abierto. Como corolario na
tural de esta demostracidn obtendremos una demos-
tracidn sencilla del teorema homoldgico de Cauchy,

a partir de la versidn homotdpica.

§1. Definicidon. Sea 2 € C conexo por arcos,
y ¢c(Q) = {y: [0,1] > Q| Y continua, vy(0) = y(1)}.

Para Y€ C(R) diferenciable, el indice de Y con

respecto a un punto 1z, del complemento de

estd definido por

dz

(1) Ind (v, 2z,) =

e |
2ﬂi Y z-zo

No hay ninguna dificultad en extender esta no-
cidn a los demés miembros de C(f2) mediante aproxi
maciones diferenciables de las curvas cerradas me-

ramente continuas (Ahlfors, p.117).

Se define una relacidn de equivalencia en C(Q):

Yy ~ Y, en @ (v, es homéLoga a Y, en Q) si

Ind (Yi,z) = Ind (72,z) para todo z€C - Q.
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Finalmente,en el conjunto cociente de C(Q) por
esta relacidn de equivalencia, se define una suma
de la siguiente manera: para Yy Y2€ c(), y [Yl],
[Y2] sus clases de equivalencia, se toma una cur
va continua 6 : [0,1] + Q tal que §(0) = yi(o)

y 6(1) = Y2(0), y se define

(2) [Yl] + [Yg] = [Yl § Yo 6-1]'

-1 - 3 .
Aqui, 6§ es § recorrida en sentido inverso,

y Y18726_1 es la juxtaposicidn usual de curvas.

Un momento de reflexidn muestra que

Ind(y, 6 y25‘1,z) = Ind(y,»2z)+ Ind(y,,z) ,

siempre que estos indices estén definidos de modo
que la definicidn (2) no depende de la curva ecscogi
da. Lalltima relacidn puede reescribirse en la

forma

(3) 1na([y,]+[v,]s 2) = 1nd([y,],2)+ Ind([y,],2),

y a partir de esto es rutinario comprobar que
c(R)/~ provisto de la suma definida en (2) es un
grupo abeliano cuyo elemento neutro es la clase
de las curvas cerradas de indice 0 con respecto
a lospuntos de € - Q . Ademds es claro que

-[y] = [7_1] . Denotaremos a este grupo por
H ().
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§2, Isomorfismo con el primer grupo de Homolo-

gfa. Para demostrar que ﬁl(ﬂ) g H,(Q) cuando Q

es abierto y conexo, nos valdremos del siguiente

resultado (Greenberg [2], p.48), donde ﬂi(ﬂ) es
]

el grupo fundamental y ﬂi(ﬂ) es el subgrupo de

sus conmutadores:

H,(Q) 3 7_(Q)

cuando { es conexo por arcos. E1 homomorfismo
ﬂl(ﬂ) * Hl(Q) es natural, cada curva cerrada es

un 1l-ciclo.

Existe un homomorfismo ¢: "1(9) -> ﬁl(ﬂ),
igualmente natural, cuya definicidn depende de 1la
versidn homotépica del Teorema de Cauchy; ¢ manda
<y>a[y] donde <y > denota la clase de
homotopia de la aplicacidn Y: [0,1] + 2 . La
aplicacidn ¢ estd bien definida ya que dos curvas
homStopas en Q tienen el mismo indice con respec-
to a los puntos de ¢ - Q; y por la relacidén (3),
¢ es un homomorfismo. Para Q conexo por arcos,
¢ es claramente sobreyectiva (dado Y€ C(R), sea
6 una curva continua en Q que une Y(0) con Zgs €1
punto de base, entonces y~6"1y5 en Q, luego [y] =
¢(<6-1Y 6>‘) : Como ﬁl(ﬂ) es abeliano, es
automatico.que‘ Kertbgﬂi(ﬂ). Para mostrar que

ﬁi(ﬂ) z Hl(ﬂ) » hay que mostrar que la inclusidn
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opuesta es también v&lida. Primero necesitamos al
gunos resultados topoldgicosy B(z,c) denota el dis

co abierto de radio € con centro z.

n
Lemma 1. S&4 A = B(zi,e), donde cada z;€ €,
i=1

entonces € - A tiene un ndmenro finifo de componen-
Les conexas.

Demostracidn. Es obvio que la interseccidn de

dos circulos distintos en el plano consta de un ni
mero finito de puntos. Por lo tanto, el grafo pla
no cuyos nodos son los puntos de interseccidn de
las fronteras de los discos B(zi,e) y cuyas aris
tas son los arcos de estas circunferencias que unen
los puntos de intersesccidn, consta de un nimero fi-
nito de nodos y de un niimero finito de aristas. De
ahi que el nlimero de caras es finito (por‘ejehplo,
por la formula de Euler). Las componentes conexas
de € - A se encuéntran entre las posibles~unio-

nes de estas caras con las aristas, y, por lo tan-

) : ,
to, son finitas en numero. 3

Lemma 2. Sea ye C(2) donde Q@¢e es abiernto
Entonces existe Q' abiernto, conexo y acotado, tal
que 2'cf, yec(R), y € - Q' tiene un ndmeno fini
to de componentes conexas. Si ademds y ~ O en
Q , se puede escoger Q' de tal manera que y ~ O
en Q'.
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Demostracidon. Como € - Q es cerrado, vy

Y* ( = Y([O,i]) ) es compacto, existe € > 0 tal

% *
que € < d(y , € - Q).Evidentemente Yy C LJ*B(z,e)

zey
c N, vy extrayendo un subrecubrimiento fi
nito C} B(zi,e), obtenemos Q' . Si ademis
i=1
Y ~ 0 en §, podemos definir
n
Qr =y B(zi,E)U{z€c|Ind(Y,z) # 0} .
i=1

El conjunto {ze€C|Ind(y,z) # 0} esta contenido

en Q, y {zee|Ind(y,z) # 0} - Cb B(zi,s) es
i=1

simplemente una reunidn de algunas de las compo-

nentes conexas del complemento de CD B(zi,e). a
i1

Lemma 3. Sea Qce¢ abierto y acotado. Su-
pongamos ademds que € - Q@ tiene un nidmero findito
de componentes, Bl”"’Bn . Entonces dado cual-
quien punto z, de R, exdiste una familia
{Q.}. de abientos tal que

i"1=1,...,n
n
(a) Q=Uﬂi .
izl
(b) Cada @, y cada Qif\nj s0n conexos .
(c) z,€ Qi para cada i.
(da) B, es La Gnica componente conexa y acotada

de c - Qi .
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Demostracidn: Usaremos repetidas veces el si-

guiente resultado (Newman [3] p.112):

(1) si F1 y F, son subconjuntos cerrados de C,
con uno al menos de ellos acotado, y si @—Fi,c-l’2

y Flr\Fz son conexos, entonces € - (FlL)Fz)

es conexo.

Construiremos los abiertos Qi demostrando 1la
existencia de aplicaciones Y; ¢ [0,1] + C tales

que

(2) Yi(O)e B; , Yi(l)c U (la componente no acotada

de € -Q), ¥y Yi((O,l))gSI para cada i ,
(3) Y, es 1 - 1 para cada i ,
% % . .
(4) Yian = ¢ para i # j ,
*
(5) z, & Y; para cada i .

El proceso de construir las Y; es inductivo. Su-
pongamos que se han construido Yys-++sY), con la:
propiedades (2) a (5), 0 € k < n . Sea Dj= BjUYj’
como Yj es 1 -1, ¢ - Y? es conexo (Newman

p.115). ¢ - Bj es obviamente conexo , luego por

(1) y (2), ¢ - Dj es conexo, 1 £ j € k. Por
(4), DiﬁDj =¢ para i # j, y por (2), Di(\Bj= ()

para 1 £ i £ k, k < j € n. De (5), del hecho
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de que z,eQ, y de lo anterior, concluimos con
la ayuda de (1) que si

n

k
E, ( Eﬁ Dj)L)( U Bj)Lj{zo}

j j=k+2

entonces € - Ek es conexo (y evidentemente abier
to).

Sean ghora b, ,€B, . ¥ U, €U - {71(1),.
oy yk(i)},Como bk*ftEk y uk+1c¢-5k, existe una

aplicacidn continua

Ty [0,1] ~ ¢ - E,

tal que v, ,0(0) = by ¥ V(1) =y, .

Podemos suponer que es 1 - 1 (en efecto, co

Ti+1
mo € - Ek es ab1erto,.Yk+1

nal y es fdcil comprobar que un camino poligonal

puede tomarse poligo

siempre admite un subcamino simple con los mismos

extremos). Sean t, = sup {tlYk+1(t)c B4} ¥

1

son cerrados,

t. = inf {te€ [t;,1]] ?kﬂl('t‘)cg} . Como B, , yU

Definamos:
Yypy | [0s1] > €

‘ Yk#i(t) = Yk+1(t°+(t1-t°)t)

Entonces, es fdcil comprobar que tiene las
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propiedades (2) a (5). Esto completa la induccidn

2 %*
Definamos: Qi = 0 - U Yjﬁ
j=1
j#i
_ n
Es clarc que zoc.Qi, 1, es abierto y 2 = U Qi.
i=1
si F, = U U(y D; ), es evidente que F, es
j#L
sonexo. Se ve que ¢ - Qi = BiLJFi s Yy como
Bi(\fi = ¢ se tiene (d) para i # j ,
n % n
Q.Ne, =2 - Yy v, =¢ - (UUJCYyDob),
A k1 K W K
y es fdcil ver aplicando n veces (1) que
n
vt Y Dk ) no separa a ¢, de modo que Q.MNQ,
k=1 ]

es conexo. Un razonamiento parecido muestra que

Qi es conexo. 8

Antes de continuar es necesaric establecer unas

pautas de notacidn:

c(Q, 2zo) = {y: [0,1] = @] Y continua y

y(0) = y(1) = z,}

Para Y, , Y,< C(R, z45) Yy B Y, quiere decir
"y, es homdtopa a Y, en @, rel.{0,1} ", Deno-
taremos con 2z, la aplicacidn constante de C(Q,2,).

El siguiente lema determina Ker ¢ en un caso espe-

cial.
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Lema 4. Sea Q<cC conexo abiento y acotado, y
tal que ¢ - Q tiene una sola componente conexa
acotada. Si vyec(Q,z,) satisface y ~ 0 en Q,
entonces y % z

Demostracidén: Q es homeomorfo a D' = {zec¢|
0 < |z|] <1} . Luego T, (R,2,) = T, (D') = 2

(Greenberg [2], p.14). Sea b un punto cualquie
ra de la componente acotada de € - . Existe

wg C(Q, z,) tal que Ind(w, b) # 0 ; tal curva se
puede construir utilizando una red cuadrada en el

plano, aunque su existencia es intuitivamente obvia.

Ahora, si <0 > genera a ﬂi(Q,zo) entonces-

para algin meZ, <W> = <g>™, y por lo tanto
Ind(w, b) = m Ind(o, b).

Esto muestra que 1Ind(o, b) # 0. Finalmente, si

YyeC(R,z,) satisface 1Ind(Y, b) = 0, podemos

concluir que <y> = <g>° s Y por lo tanto que

Y=2, . 8

Lemma 5. Sea Q ¢ C conexo y abiernto, enton-
]
ces Ker ¢ = w, (R,2,)

Demostracién. Esto se reduce a mostrar que si

YyeC(R, z,) satisface Y ~ 0 en R, entonces

<y>ewj (8, z,). Por el Lema 2, existe R'CQ
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abierto conexo y acotado, tal que € - Q' tiene
un nfimerc finito de componentes conexas, ¥y tal que

. ~ 0 en fN'. Ev.dentemente podemos tomar 2z,

en °. Sea {Q!}._ un recubrimiento abier
171i=1,...,0 -

to com. el del Lema 3 Si B m,Bn son las com

R
ponentes acotadas de ¢c- N, Bi es la (finica)
componente acotada de € - Qi‘ Sea ahora g > U un
nfimero de Lebesgue del recubrimiento abierto de
[0,1] formado por los y-l(Qi). Fntonces si meg N

| k-1 k Qo ,
es mayor que = , Yl == » m] )C i, para a
gin ik (k = 1,
cen ambos a Q! NQ! y este conjunto es Conexo
1k lki'l

y abierto, existe una aplicacidn continua:

...,m). Como =z, v Y(k/w) pertcne

6k : [0,1] > Qikr\nikfl
tal que Gk(O) = 2y Y Gk(I) = ytk/wm:, para

Kk = 1, . ,m-1.

Det inimos ademds &8, y 6m como aplicaciones cons-

tantes de valor z,. Para k = 1,...,m, definimos

< |
Fk C(Qik’ z,) por

) <1
Fe = 80 Yi S

1) "

donde e es el arco de la curva Yy entre Y(Fﬁ~

yYy(k/m) recorrido en sentido positivo-

Afirmamos que Y = Fl...r n en Q' . La hoﬁotopia



consiste esencialmente en "recoger" las curvas 6k’

como se muestra en la siguiente figura:

Yx ,/!:

///,7'““*lfk/flx/ k+1 .

/ /
7
; .

Gk s

PO

—

Zo Z,

La importancia de la factorizacidén y = T r

10 . o m
radica en el hecho de que ch C(Qik,zo). Conside
remos la aplicacidn al caciente:

T (Rz,) » 7w, (Rz,)
! ° 1 ° /ni(ﬂzzo)

<y> = <y wi(ﬂ;zo) .

Escribimos {<y>} en lugar de <y> ni(Q:zo). Como

esta aplicacidn es un homomorfismo, tenemos que
{<y>} = {<r1>} 2 {<rm>} 3

y como nilui es abeliano, podemos reordenar es-
ta factorizacidn de {<y>} agrupando los términos

{<r, '
Para mayor sencillez de la notacidn, supondremos

>} que corresponden a un mismo c(@i, zo).
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que el producto {<F1>} T {<Pm>} ya estd ordena
do de esta manera,o sea que . existen enteros i, =

1
€ 1, €ios% 1 i i. € 1 ¢
1 £ i, 1n+1 tales que si 1]‘< k € 1]+1 en

tonces ch C(Q%,zo). Por lo tanto

{<y>} = {<P1...Pi2-1>}...{<rin...Pm>}

con TI. ...T

' = -
iy ij+1‘1( C(Qj,zo). Puede haber warias

maneras de hacer esta agrupacidn, puesto que

C(Qi,zo)f\C(Qg,zo) # #, pero ésto no kféne*impor-

tancia, como veremos.

Ahora, por la definicidn de 1los Qi, todo miem-
bro de C(Qi,zo) tiene indice 0 con respecto a
los puntos de Bj' para j # i, ya que en tal caso
Bj estd contenida 2n la componente no acotada de
Qi. Por larelacidn de homotopia y = Fi...Pm 5
tenemos que para bjc Bj

. m

k=1Ind(I’k,bj) = Ind(Pl...Fm,bj) = Ind(Y,bj) = 0

y, por lo que acabamos de observar, esto implica
que
ij+1-1 o s
] Ind(T bj ) =0

k=1,
]

k!

o lo que es lo mismo, que
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Ind(r- . oF. [} b.) - 0
lj 1j+1 1 j
Como Bj es la Gnica componente acotada de € - Q!,
. ¥ '
concluimos que Fi'...Fi_ 4 - 0 en Qj. Por el
3 J+1
Lema 4, Pi ...Ti = 2, en R! , y por lo tan-
. j+1, 3

to en I, ya que Q%C . Concluimos que

{<y>}

= {<r1 r, ~1>}. .{<r1 ...T >}
2 n
= {<z,>}...{<z,>}
= {<zo>}
o sea, que <Yy>¢ ni(ﬂ,zo). Esto establece que

ker ¢ C ﬂi(ﬂ, P

Combinando esta inclusidn con la opuesta, que es

obvia, terminamos la demostracidn. ®

Teorema 1. S{ V¢ € es abiento y conexo entonces
H () = Q) .
H, (%) = H )

Demostracidn. Inmediata, del Lema 5 y del he-
cho de que H, (Q) = ﬂ1(9)/1i(9) »

Es obvio por la construccidn que el isomorfis
mo H (R) + H (R) es natural.
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Teorema de Cauchy. S&4 f :Q + € es holomonrfa,
donde Q ¢ ¢ es abiernto y conexo, entonces

[ £(z)dz = 0
Y

para toda y<C(Q) con Yy ~ 0 en Q.

Demostracidon: Si z, = Y(0), entonces el hecho

que Y ~ 0 en Q implica que Y es hombtopa a un
producto de conmutadores en C(2,z,). Por la ver
sidn homotdpica del teorema de Cauchy, la integral
de f a lo largo de Y es igual a la integral de
f a lo largo de este producto de conmutadores, y

esta Gltima es evidentemente 0 R

Teorema 2. Sean Q, y Q, abientos conexos de €

y sea f: Q, + Q, continua. S4L vy, .y, en Q4
o en R
entonces f o Yl f o Y2 2°

- Demostracién. Podemos suponer sin pérdida de

generalidad que 71(0) = Y2(O). Si Yy~ Y, en

-1

1Y) entonces Yl Yo - 0 en 01, y por el Lema 5

1°
<Yy Y;1>c W;(Qi,zl), donde 1z, = Yi(O). Luego,
si f, es el homomorfismo ﬂ1(91,21)¢w1(ﬂz,f(zi))
inducido por f, se tiene que f*<yly;1> € w;(nz .
f(zi)), Pero como f*<yly;1>= <(f°yi)(f°y2)'1> .

es inmediato que f o vy, ~ f o Y, en ﬂz.l
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Lema 6. Sea Q ¢ € abierto, B una componente
conex® y acotada de € - Q , y supongamos que
d(B,(C - Q)-B) > 0. Entonces existe una curva
Yg€ C(Q) <tal que

1 ze€ B
Ind (YB,z)
0 ze€ (C-Q)-B

Demostracidon. Nuestra demostracidn es una mo

dificacidn obvia de los resultados expuestos en
13.4 y 13.5, Rudin [4] p.287, y por brevedad la

omitimos. ®

Teorema 3. Sea Q ¢ C abiernto, conexo y tal que
d(B,(C - Q)-B) > 0 para toda componente conexa y
acotada B de ¢ - @ . Entonces H, () esta genera-
do Libremente pon cunrvas Yg
nente conexo acotada de € - Q ) tales que

(una para cada compo

Ind (YB,z) = 5 % B

0 z€ (€C-Q)-B

Demostracidn. E1 Lema 6 asegura la existencia

de las Yg- Si Ye€C(Q), entonces todas las com-
ponentes de C€- Q, salvo un nlmero finito de ellas,
estdn contenidas en la componente no acotada de
c - Y* s Si nd, se acumularan en las componentes
acotadas de ¢ - Y*, contradiciendo la hipdtesis.

Dada ye€C(Q), sean B »B_las componentes

‘ 1,ov~
acotadas de € - 2 que est8n contenidas en compo-
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nentes acotadas de € - Y*, y sea m, = Ind(y,z)

para z€ Bi' Entonces es trivial comprobar que

[v] ‘-g

‘ mi[YB.] en 2 ,
i 1

1

lo cual muestra que las [YB] generan a Hl(Q)o
Como las Yy son obviamente independientes, con
cluimos que §1(Q), y por lo tanto Hl(Q)’ estén

zenerados libremente por las [YB] B

* %k
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