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SOBRE UM TEOREMA DE LAGRANGE PARA

QUASE GRUPOS DE WARD

por

Cl16vis Pereira da SILVA

0O objetivo desta nota & mostrar que vale para
quase grupos de Ward finitos um teorema equivalen
te ao teorema de Lagrange para grupos finitos,
mas que tal teorema nao & vilido para quase gru-

pos de Cardoso finitos.

Definicao 1. Chama-se quase grupo de Cardoso a

He

todo quase grupo (G,°*) que contém um elemento

tal que:

(C1) a.x = bex (i.b).(i.a), para todos
a, begG, ' - s

b.(i.a), para todos a,b€G.

(C2) y.a = besy
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Exemplo: Seja G = {i,a,b,c;d,e} com a composi-
¢do definida pela tabela de Cayley:

S i a b c d e
i b c b a d e
a a i e c b d
b b e i d a c
c c a d i e b
d d b c e i a
e e d a c i

Os axiomas da Definicdao 1 s3ao independentes.
0 conjunto dos nfimeros inteiros com a composigao
definida por : a.b = b-a verifica (C2), mas nio
verifica (C1). Ao passo que o quase grupo defi-

nido pela tabela:

. i a b c
i a i c

a b a i c
b c b a i
c i c b a

verifica (C1), mas n3ao verifica (C2).

Definigao 2. Chama-se quase grupo de Ward a qual

quer quase grupo (G,*) que satisfaz os seguintes

axiomas:

(W1) Existe um elemento i€ G tal que a.a = i,
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para todo ac€G@G,

(W2) Para todos a,b,c em G tem-se:

(a.b).c = a.(i.b) ).

Exemplo: Seja G = {i,a,b} com a composigio defi

nida pela tabela:

° I i a b
i i b a
i b
a i

Um quase grupo de Ward & um quase grupo de Cardo-

so. Em consequéncia, i & uma unidade & direita.

Os axiomas de Definigdao 2 s3ao independentes.
De fato, o conjunto dos nfimeros inteiros com a
composigao definida por: a.b = b-a verifica (W1)
mas nao verifica (W2). Enquanto que o conjunto
dos nilmeros inteiros com a adigao usual verifica

(W2), mas nao verifica (W1).

Lema 1. Em um quase grupo de Ward (G,°) , para to
dos a,h,h'€ G, tem-se: a.h = (a.h').(h.h'").

Demostragdo: Com efeito, (a.h').(h.h') = a.((h.h').
(i.h')) = a.(h.((i.h').(i.h"))) = a.(h.i) = a., ha

Lema 2. Se (H,*) & um subquase grupo de um quase
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grupo de Ward finito (G,-) entdo toda classe late
ral 3 esquerda de H tem o mesmo nimero de elemen=-
tos que H

Demostragao: De fato, a aplicagao que leva um eig

mento h€H ao elemento a.h€a.H & injectiva.
Logo, cada elemento j = a.h€a.H & a imagem de

um inico elemento h = a.j€H., =

Teorema 3. Seja (H,.)um subquase grupo de um qua-
se grupo de Ward (G,*), entao duas classes late-
rais a esquerda de H em relagdo a G ou sdo distin
tas ou coincidem.

Demostragao: Suponha que as classes laterais a.H

e b.H tém um elemento comun: d = a.h' = b.h" s
”" -~

onde h'.h €H. Ent3io b.H contém todos os ele-

mentos da forma:

a.h = (a.h').(h.h') = (b.h").(h.h') =

b.((h.h').(i.n")) ,

pertenecentes a a,H. . De modo semelhante, a cla-
sse lateral a esquerda a.H contém todos os ele-
mentos de b.H. Logo, a.H = b.H . ®

Como o elemento i do quase grupo de Ward
(G,.) pertenece a todos seus subquase grupos, ca-
da classe lateral i esquerda a.H contém sempre

© elemento a = a,i. Logo, G se esgota em suas
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o -~ o
classes laterais a esquerda. Em consequencia con-

cluimos

Teorema 4. A ordem de um quase de Ward finito (G,.)
€ um miltiplo da ordem de qualquer de seus subqua
se grupos.

O teorema 4, que & o equivalente do teorema de
Lagrange para grupo finitos, nao vale para os qua-

se grupos de Cardoso finitos (G,.).

Para tal exibiremos um exemplo. Seja G = {0,1,2,
3,4,5,6,7,8,9 } com a composigdao definida pela ta-
bela:

W ©® N9 O O F W N = O

O O N9 O 0 £ W N = O}o
g O F © O NN W O Bk
£ O 0O N ©® O B O W NN

O £ OO O N 0 O B N Wlw
N W B, U0 00O O ® W N F|F
B N W F O O N o w uolo
w » N O F O W N 0 oOo|lOo
@ W O N W » U0 o F NN
O N O W » N O F 0 Ol

(G,.) & quase grupo de Cardoso de ordem 10 e tem

um subquase grupo de orden 4.
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