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SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES

DOBLES ASOCIADAS CON LA FUNCION H,

POR MEDIO DE LOS OPERADORES L y L'

por

A.M.M. de GOMEZ LOPEZ y S.L. KALLA

RESUMEN

En este trabajo consideraremos la solucidén de
ecuaciones integrales dobles que involucran a la fun
cidén H de Fox [u] , por medio de los operadores L y
L—l. Las ecuaciones integrales dadas, deben ser
transformadas en otras dos con nficleo comfin, con lo
cual el problema se reduce a la solucidén de ecuacio
nes integrales simples. Al ser el nicleo comin un
nficleo simétrico de Fourier la solucidn se obtiene

fiacilmente.



ABSTRACT

In the present paper, we obtain the solution of a
pair of dual integral equations involving Fox's H-
function. The solution has been obtained by an

appeal to the Laplace transform and their inverses.
By applications of L and L-1 operators, we reduce

the dual integral equations to the other pair with
the same kernel, which happens to be a Fourier sym

metrical kernel, and can be easily inverted.

§ 1 Intrdduccién. Por la definicidon de la funcidn

H introducida por Fox [u] , te

nemos:
m,n ( {(ai, ui)})
H x =
Psq {(bi’ Bi)}
m n
1 iT F(b,;+B;s) I, f(1-a;-a.s) __
m 4 P ? X ds,
m¥q N1-b;-B.8) ¥, T(a +ays)

(1)

Donde la notacidn {(ai,ai)}, significa
(a1, 61), (a2. 62),...,(ap, ap). Ademds, el pro-
ducto vacio es considerado como unidad; x no es
igual a ceroy m, n, p, q son enteros positivos
que satisfacen la relacidn:

0« m¢g q, 0<£n<gaq finalmente:



Gi( -3 = 1,?,ooo,p) > B]o(j = 1’2,o.ogq) (Y

son numeros positivos, ¥y

ai(i=1,.o.,p) q bj(j = 1,...,9) 5, son nfimeros com
plejos.

-
3

Todos los polos del integrando en (1) son sim-
ples. El contorno L es una recta paralela al eje
imaginario en el plano complejo s = o+it, oy t
reales, tal que todos los polos de I‘(bi + B;s ),
para i = 1,...,m , estidn a la izquierda de L Yy
aquellos de T(1 - a; - &, s), para i = 1,...,0n ,

estan a la derecha de.L.

Para la definicidén, la continuacidén analitica
y el desarrollo asintdtico se puede consultar el
trabajo de Braaksma [13 .

Fox [u] ha demostrado que la funcidn

m+n,p+q 1 »
2(p+q),2(m+n) [ MsMsP»q
(2)
donde
m Y3 a
Mm,n,p,q(S) = jle‘(cj- —% + Yjs)jzlr(aj+—% -ajs).
n $ q B
e | Py .
. j:i r(dj 7t 658)521r(b5+ 5 Bjs)



n é q 8 -1
AT T(det =L - §,8) 1 T(b.- =& + B.8)} .
j=1 3 2 37421 i” "2 j

T Yy P ol ~4
.§:£ (cj+ e - yjs) j:1I‘(aj- 7 * “j s)}

tiene nficleo simétrico de Fourier.

De (2) se sigue que la transformada‘-de Mellin de
m+n,p+q

H %)
| 2(p+q).2(m+n)(x e Moon,p.q'®)

en donde

mtn,p+q )
H2(p+q),2(m,n) : um:nspaq(S) . (3)

La transformada de Laplace de Y(x) se indi-
ca con L {P(x)} y se define por:

L{ P (x)} = e T P(x) dx = w(t); (u)

o 8

con Y(x) y ¢(t) relacionadas por (4), 1la trans
formada inversa de Laplace de @(t) es:

T lwe) 12 Pk (5)

Simbdlicamente podemos escribir:

L L=1L1L = 1. (6)



1,a transformada de Mellin de f(u) la indicamos
por M{f(u)} = F(s) y podemos escribir que
f{u) = M-l{F(s)} . Es decirs

? s-1

M{f(u)} = F(s) = [ u f(u) du , (7)

M~i{r(s)} = £(u) 5%; f F(s) u  ds. (8)
L

Las condiciones para la validez de (7) y (8) pueden

encontrarse por ejemplo, en Titchmarsh hﬁ].

El teorema de Mellin-Parseval [14, p.94] dice
que:
si: M{h(u)} = H(s)

y
M{£(xu)} = x~° F(s)
entonces
< _ 1 -s
{h(xu) f(u) du = T { X H(s) F(l-s)ds

(9)
El siguiente teorema de Fox [S, p.200], también se

r4 utilizado en este trabajo.

Si:

% a + B >0, t>0 3

(ii ) s = 0o + iu s, O ¥y

(1ii) F(s)e L(F - i , 1+ i»),
2

entonces:

(i) ao>0,

“1r 1 rr(as+p) F(s)t %5 Bas)=

L
2mi c

< o3 oas+B-1 :
v é f(s)x ds , (10) 5



en donde para ambas integrales el contorno C, puede

ser la linea g = % . paralela al eje imagina-
rio en el plano complejo s. Ademé&s:
1 H(s) as+B-1 _ 1 -as-B
Lizmg é T(as+B) * as} = > éH(s) * d9.
(11)

Encontramos ecuaciones integrales dobles en varios
problemas de Fisica Matemitica ([12] y [15] ).

Los operadores L y L"1 son muy {tiles para re-
solver ecuaciones integrales; existen ademds ta-
blas de estos operadores ( [2] y [11] ). Estos
operadores fueron utilizados por Fox [5] , Verma
[16] y Gémez Lépez [8) en la solucidén de ciertas
ecuaciones integrales. Otro método elegante de re
solver ecuaciones integrales es mediante operadores
de integracidn fraccional [3], [6] 5 [7], [9], [13].

En este trabajo estudiaremos un par de ecuacio-
nes integrales dobles con la funcidn H como niicleo.
Por medio de los operadores L y L-1 transformare-
mos las ecuaciones en otras dos con un niicleo comiin,
reduciéndose el problema a la solucidn de ecuacio-

nes integrales simples.

Siendo el niicleo comiin un niicleo simétrico de

Fourier, la solucidn se obtendrid ficilmente.

§ 2 Las ecuaciones integrales dobles. Queremos




encontrar la solucidn de las siguientes ecuaciones

integrales:

© m+n+l,p+q
J H (xu) f(u) du = #(x),
° 2p+2q+1,2m+2n+l

0<x€l1 , (12)

y ® m+n+l,p+q

I H (xu) f(u) du = V(x),
© 2p+2q+2,2m+2n+1

x>1 , (13)

donde #(x) y Y(x) est8&n dadas y f(x) debe de-
terminarse. Las funciones H que aparecen en (12)

y (13) se definen de la siguiente manera:

m+n+1l,p+q

. .
H (x)=g=—r /M (s) .
2p+2q+1,2m+2n+1 281 o BalsPs9q
. F(Ats) -8 44 . (1u)
T(u+s)
en donde
- mree. A S |
Mm,n,p,q(S)' 2T(cj- 5 +YjS)IF(a1+ 2'°j s)
n [ 8
-1 ! i
{ ;P(d *ii ) )%r(b _Ei + Bes)) !
AR M R s IE RS
e T yie Brcane & agen
{ :F(cj+ 5 'YjS) :F(aj- 3 +ajs)} 3
(15)

de (1u4) siguese que:



m+n+1,p+q

r(i+s)
" {H2p+2q+l,2m+2n+1(X) } = Mm,n,p,q(S)'r uts) °’

(16)

en donde M denota la transformada de Mellin.
Suponemos ahora que las siguientes condiciones

est8n satisfechas:

(i) 8 =0 + it, donde o y t son reales.
C es la recta paralera al eje imaginario en el pla
1

no complejo s de ecuacidn o =3

(ii) Todos los polos del integrandoen (1lu4) son

simples. E1 contorno L es tal que todos los polos
de

Y 8
F(ey- -?2- + Yy8), Tay- —g- + 858), T(A+s)

est8n a la izquierda, y aquellos de

a B
I'(aj-'- -% - ajS)’ r(bj+ _g' - Bjs )

est8n a la derecha.

(iii) D = 2 ( ? Y E a.+ ? ) g B. ) >0
1 i 1 3 1 i 1 j

(iv) 2| (A-u) < o0 en virtud de (1u4).
D
Ademis:
m+n+1l,p+q 1
H (x) = ——= /M (s) .
2p+2q+2,2m+2n+1 2mi } “m,m,p,.q



X ds , (17)

donde Mm,n,p,q(S) esti dado por (15).

De (17) sfiguese que:

( m+n+l,p+q }
M {H (x)} = M (s)
2p+2q+2,2m+2n+1 m,n,P»Q

'ie + s )
* F(n+s)T (p+s)

’ (18)

donde M indica la transformada de Mellin.

Las condiciones para la validez para (17) son
similares a las obtenidas en (1u4). '

§ 3 Solucidn de las ecuaciones integrales (12) y

(13) . Vamos ahora a transformar las ecuacio

nes integrales (12) y (13) en otras dos con el mis

mo nficleo, haciendo uso de los operadores L y L-i.

Teniendo en cuenta (16) y (18) y siendo
M {f(u)} = F(s),

aplicamos (9) a (12) y (13), obteniendo:

. L F'(\+s) -s
G(X)-Tn’i { Mm,n’p,q(S)m X F(1-s) ds,
0 < x <1, (19)



_ 1 I'(e+s) -s
w(X)-EFT { Mm,n,p,q (s) F'(n+s)I'(p+s) X "F(1-s) ds,
x > 1, (20)

Pasamos ahora a transformar la ecuacidn (19), en

la que:
+n+l,p+q
I'(A+s) -s m ’
(s). . X = M{H (xu)},
m,n,p,q Tlu+s) 2p+2q+1,2m+2n+1

(21)
F(s) = M {f(u) } .

Para ello debemos eliminar las dos funciones ga
mma que aparecen en el integrando de (19), utili-
zando (10) y (11). Eliminaremos primero I'(A+s) ,

y luego F(u+s).

Escribiendo (19) en la forma:

-1 .1 F'(A+s) -A-s
X ’(X)- M1 I{Mm’n’p’q(s) F(l-S)m b 4 ds °
-1 (22)
y aplicando L tenemos:
“1g_ = 1 : 1 Ats-1,
L “{x b(x)} = I3 {Mm,n,p,q(S) F(l-s)mt ds;
(23)
.(23) puede escribirse ahora en la forma:
-1
= -1, -A 1 th*s
C kO e My p,q(SF- )y ds.
(24)

10



Aplicando L a (24) obtenemos:

u=A _-=1,-A k 1 -u-s
L {t" 0T ke et {‘Mm,n,p’q(s)f'(i-s)x ds
(25)
de donde:
M L {tu-x. L1 { x-kﬁ(x)}} =
5 1 I M (s) E‘(l-—s)x—s ds (26)
271 | m,n,P,q )

Haciendo

e 0 = xt e T xR0, e

(26) puede escribirse en la forma:

-

T M (s) x-sF(l-S)ds = tl(x) s

m,n,pP,q

e

0 < x <1 (28)

Procederemos ahora a transformar la ecuacidn (20),

en la que:

T(e+s) -s
Mm,n,p,q(s)° T(n+s)T(p+s)

m+n+l,p+q
= M H (xu) ’ (29)

2p+2q+2,2m+2n+1

F(s) = M { £(u) } .

En (20) debemos eliminar las tres funciones ga-
mma que aparecen en el integrando; esto lo hacemos
siguiendo un procedimiento similar al utilizado

11



para transformar la ecuacibn (20), utilizando (10)
y (11). Eliminando las funciones en el siguiente
orden, T(e+s), T(n+s), T(p+s), obtenemos suce

sivamente:

L{tp'n'i.[L{tn°eL'1{x-e¢(x)}}]x=ta1} =
- 1 -p-8
7T { Hm,n,p,q(S) F(1-8)x ds, (30)

y

xP. L{tP M1 [L{7E, L-ifx-EW(x)}}]xzt-1} =

1 -8

= -2"—}- {' Hm’n’p,q(S)r(i"S)x d' [) (31)

Haciendo

t,(x)={x".1 {tp'n-i[L{tn'eL-i{x-EW(x)}}]x=t-1}.

la (31) puede escribirse:

1 -8
T { "m,n,p,q(S) F(1-s)x ds = t2(x) ’

x> 1., (32)

De (28) y (32) podemos escribir:

7T Mnnp,gf®) FU-) xT0 s k), (39)

en donde
ti(x)={x".L{t“'AL‘1[x'Aﬂ(x)]}} 3 0<£<1
t(x) =

t (0=l L {eP N T L L S (0 D Al

12 x>1 . (34)



Ahora bien, ia (33), en virtud de (3), es:

2$. Iu{n (u)}x~® F(1-8) ds = t(x) .
L 2(p+q),2(m+n)

(35)
En virtud de (9), la (35) puede escribirse:
m+n,p+q

J H (xu) f(u) du = t(x) , (36)
© 2p+2q,2m+2n

en donde H(xu) se define como en (2).

 Siendo H(xu)unniicleo simétrico de Fourier, la

solucidn es:

© m+n,p+q
f(x) = J t(u). H (xu) du
g 2(p+q) ,2m+2n
1 m+n,p+q
£(x) = J ti(u) H (xu) du +
0 2(p+q),2(m+n)
© m+n,p+q
+ J tz(u) H (xu) du ,
. 2(p+q),2(m+n)
(37)
o sea:

1
£(x) = £{ux.L{tu'AL-1{u-A¢(u)}} .

m+n,p+q !

. H (xu) du + F{uP
2(p+q) ,2(m+n) 1

0P8 L S (w0 1] -1

m+n,p+q

H2(p+q),2(m+nf (xu) du.

13



§ 4 Casos Especiales. Tomando p

"
o
-

qQ 0
n = 0 [ m = 1 [y A = 0 =

- 1
l-l=%". Y=1! 3:1, c1'5=39 p = €
n = % , obtenemos en (2), usando [2, p.37u] :
m+n,p+q
H (x) =4 (2vVx) . (39)

2(p+q),2(m+n) 24

En (14), usando [2, p.337] obtenemos:

m+n+1,p+q

H (x)= 125 (/v (v3),
2p+2q+1,2m+2n+1 (40)
En (17);
m+n+1l,p+q 10
H (x) = G (x|;{2_a)
2p+2q+2,2m+2n+1 12 ?

Por Mathai y Saxena [10, p.61 ]

e ( x|M2 ) - p1/2 x/2

cos(all) e Ia(x/2) 3
(41)
en donde JY(x), Yy(x) son funciones de Bessel y

G es la bien conocida funcién de Meijer [u] .

Entonces para (12) y (13) por (40) y (41) tendre-
mos:

T-rt? 0 R Y (/RR) £(0) du = B(x), Okt
y
{H-1/2 cos(all) exu/2Ia(xu/2)f(u)du = P(x), x>1 ,

1y



Por lo tanto, para (37) obtendremos:
1 - -]
£(x) =.£t1(u) J,,(2/xu)du + { t,(u) Jza(zm) du,

donde tl(u) y t2(u) estin dados en (34).
Tomando n =0 y q =0 en (12) y (13), ten-

dremos: .
o M+1l,p
JH (xu) f(u)du = @#(x), 0<x<1 ,
o 2p,2m+1
y o m+l,p
J H (xu) f(u)du = P(x), x>1 .
0 2p+2,2m+1

Su solucidn por (37) seré:

1 m,p Ll Mm,P
f(x) = [ t,(u) H (xu)du+ ft2(u)H (xu)du
9 2p,2m 1 2p,2m
m,p
en donde H (x), es un niicleo simé&trico de Fou-
rier [u] .2p,2m
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