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ESPACIO CON LA METRICA OPERADOR

por

Yu TAKEUCHI

§ Introduccion.

Segfin la Mec8nica Cufintica [4], un sistema me-
cénico estéd formado por muchos estados mecénicos,
hablando en términos matem&ticos, un sistema mecd
nico se identifica con un espacio de Hilbert J{ cu
yos elementos (o vectores) representan los estados
mecanicos del sistema. Una cantidad ffsica obser
vable T es un operador hermftico en el espacio de
Hilbert¢K , vy al realizar la medicién del valor
de esta cantidad T se obtiene uno de los valores
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propios del operador T. Sean
P (k= 1,2,3,... ) con 1Pl =1 (1)

los vectores propios (o los estados propios) del

operador T correspondientes a los valores propios:

Ak (k = 1,2,3,... ) 3 (2)

entonces {?1 / k € N} es un sistema ortonormal
completo del espacio<ﬁ. Si se observa la cantidad
fisica T en uno de los estados propios, digamos en
Wk » entonces se obtiene Ak como el valor observa-
do de T. Sea ¥ (conlyf = 1 ) un estado diferente
a los estados propios de T; desarrollando y en el
sistema {qk} tenemos:
<o

? = Zk=1 a, Y& > (3)

donde |

e = (v B D

Si se hace la medicidn del valor de la cantidad fi
sica T en el estado |y entonces la observacidn hace
transferir el estado ¥ a uno de los estado propios
*& con la probabilidad Iakl2 = | < a >12. Es
to es, al medir el valor de la cantidad T en el es
tado @ s la probabilidad de obtener el valor Ak es
igual a |ak|2 :

2 2
P(T = XA, en el estado ¥)= Iakl =|<w.¥i>| .
(4)
Asi que la esperanza del valor de la cantidad ffsi

ca T observado en el estado § es igual a:
©o

2 =
izixklakl TV > (5)
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En un espacio métrico (S,d), si la métrica d
es una cantidad fisicamente observable entonces d
debe ser un operador hermitico en el sistema mecé-
nico, y los valores observados de la cantidad dis-
tancia d son los valores propios del operador.
En el presente trabajo estudiaremos este tipo de
espacio. E1l espacio obtenido, bajo algunas condi-
ciones, es equivalente al espacio semi-probabilistica

mente métrico con la condicién de Sertnev [1] para

t .
MIN

§ 2 Algunas formulas integrales.

En el presente pardgrafo daremos algunas formu
las de integracidén que van a servir como las herra

mientas principales del desarrollo.

Teorema 1. Sean a(t) una funcién creciente, contf-
nua por la izquierda, con J'R da(t) = k ¥ =,y B(t)
una funcién del valor real no negativo casi siempre
1) con respecto a a,2) medible Lebesgue en R; enton

ces:

g B(t) da(t) = S xalg Ly da(t)] (1)
Demostracién: Para mayor sencillez suponemos que

B(t)»0 para todo teR, puesto que en ambos miem-
bros de la igualdad (1) el conjunto {t|B(t)<0} da

efecto nulo.

(1) Primer caso. Supongamos que IRB(t) da(t) # «.
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En R2 definimos la a-medida por:
m ((-»,a)X[c,d)) = [a(a) - a(-=)]. (d-c).

Sea
s = {(x,t) € R2 | ogx¢B(t), teR } ;

entonces S es Oa-medible, y
m(sS) = IR B(t) da(t) .

Por el teorema de Fubini, tenemos:

m(s)= S { [ da (t)} dx  (integracidn por
o Bt

Bx partes)
x= =
= x. [ da(t) - L xa{ [ da(t)}
B(t)3x xX=0 B(t)>x

0 - £.xd{ k - [ da(t)} (véase 2))

B(t)<x
=) xa{ S da(t)}.
@ B(t)<x

Asi:

1im x . [ da(t) = 0 .

x>o0 B(t)>»x
(2) Segundo caso. Supongamos que SB(t) da(t)=+» .

R

Sea

s da(t) = A(x) ; (véase 3))

B(t)<x

entonces A(x) es evidentemente creciente, y tene-

mos:
©0

S xdA(x) = I S xdA(x)
0,®) n=1 [n-1,n)
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> L (n-1) {A(n) -A(n-1)}
n=1
= I 1n{J\(n) - A(n-1)}-{x(=)- X(0)}
n=
= N s da(t)-(k-0)3L / B(t)da(t)-k
n-1€¢B(t)<n n=1 n-1<B(t)<n

IB(t) da(t) - k = + = e 8
R A

Nétese que el Teorema 1 es también v&lido si
a(t) es una funcidn de variacién acotada y conti-
nua por la izquierda, puesto que una funcidm de va
riacién acotada es la diferencia de dos funciones

crecientes con la misma continuidad.

Corolario 1. En el Teorema 1, si B es creciente y
continua por la derecha, entonces (Apéndice 3):

f B(t). da(t) = f x.da(B” (x)) , (2)
g d

donde B! es 1a pseudo inversa de la funcién B
definida por :

8-1 (0) = - 0 (3)
8”1 (x) = sup {s|B(s) < x} .(Apéndice 1)
Demostracién:Basta demostrar que:
[ () = a(8”t (). (4)

B(t)<x

pero como:
"1 (%)) -a(-») =

a(B do(t)

s
[-=,8" 1 (x))
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basta comprobar que
{t e RIB(t)<x} = [-, 8™ (x)) (5)

(Véase el Apéndice 1) &

Corolario 2. Si B es creciente y continua por la
izquierda, entonces

S 87Y(t) da(t) = S xda(B(x)) , (6)
R . . 0

donde B"1 es la pseudo inversa de B, definida por:

B-i(t) = sup{x|B(x)<t} . (7)

Demostracién. En el apéndice 1 se demuestra que
8-1 es creciente y continua por la derecha, y que
(8-1).1 =8 ., Por lo tanto, el Corolario 2 es

consecuencia inmediata del Corolario 1.8

§ 3 Resolucion de la identidad y la funcién

de distribucion.

Algunas propiedades del operador hermitico.
Sean T, un operador autoJadjunto en el espacio de
Hilbert ¢ , {E;(x)} 1la resolucién de la identidad
correspondiente ([3], [6] ) [donde sin perdida de
generalidad, podemos suponer Eo(x™) = Eo(x) (conti
nuidad por la izquierda)]:

Ty = {” xd Eo(x). (1)

Si f(x) es una funcidn de valor real y medible se
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gin Lebesgue podemos definir el siguiente operador

hermitico:
(- -]

£(T,) = [ £(x) 4dEq.(x). (2)

-00
Es bien conocido ([7]) que la familia a :
L]
Q@=1{ S £(x) d Eq(x)| £ es de valor real,
- 00
L-medible } - (3)

de todos los operadores hermiticos de la forma (2)
es un anillo conmutativo. Si B es un conjunto medi

ble-L, entonces el operador:

Ppy= g d Eo(x) =/ xg(x) d Eo(x)= %g(To) (4)

donde xy es la funcidn ‘caracteristica del conjunto
B, es un operador proyeccion. Si el subespacio 1i

neal:

Py - H (5)

es diferente del espacio fotalJ{, éste se lléma'
'un subespacio propio del o%erador To correspondien

te al conjuhto B.

Dado un operador hermitico T, la esperanza de
T medida en el estado h e #f (con |h| = 1) se de
fine como (‘rh, h> (ver la férmula (5) del § 1).
Decimos que un operador hermitico T es definido po

1"
sitivo, 1o que se denota con

. T>0, (6)
si la esperanza de T no es negativa en cualquier

estado; esto es, si
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{Th , h) >0 para todo h ¢ #{. (7)

Es fécil ver que £f(T,) ¢ @ es definido positivo
si, y sdlo si, f(x) > 0 para todo x € R, salvo
en un conjunto de medida nula que no contenga los
valores propios del operador T,.

1. Funcién de distribucidn relacionada con un ope
rador hermftico.

Teorema 2. Sea {E(x)} una resolucidon de la identi

o |

dad; dado h € 4f con |h] = 1, 1a funcién F, d
finida por:
Fp(x) = {EGOR, h ) = |E(x)n]? (8)

es una funcidn de distribucién.

Demostracidn. (i) Si x <y entonces se tiene que
IE(x)hl2 < 'E(y)hl2 puesto que {E(x)} es un sis-
tema creciente de proyecciones.

(ii) Como 1im E(x) = 0 (el operador nulo) vy

=00

x
lim E(x) = I (el operador idéntico), se tiene
x>+ -

evidentemente que

x&}g Fy (x) = Of,xiig Fh (x) = 1.

Definimos, por conveniencia,

Ph(-n) = o ? Fh(+“)

n
[
L]

(iii) Fh(x) es continua por la izquierda puesto

que {E(x)} es continua por la izquierda- B

Ejemplo 1. (Caso discreto). Supongamos que el ope
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rador hermitico T, no tiene aspecto continuo; sean
q; (n = 1,2,3,... ) los vectores propios normaliza
dos del operador T, correspondientes a los valores
propios An (n = 1,2,3,... ), entonces tenemos una

resolucidn de la identidad {E,(x)} como sigue:

MG = el subespacio cerrado determinado por
todos los 4; tales que A < x 3 (9)

E,(x)=el operador proyeccidn sobre Wl .

si he#, Inj = 1, tenemos:

L
h=f b® con b =<n, P ). (10)
Asi:

Fp(x) = lEo (x)h |2 =<E°(x)h, h>

™Y
= I b z
(M<x ata o T

2
1 bn13>'x Ex|bn| 3 (11)
n
por lo tanto:

. 0 si x ¢{)_|neN}
n

F, (x )-F, (x) 2

|bn| six = A . (12)

Esto es, Fh(x) es la funcidn de distribucidn corres

pondiente a la observacién de la cantidad fisica T,

en el estado h € J‘( .

Ejemplo 2. Sea F(x) una funcidn de distribucidn co
rrespondiente a una variable aleatoria discreta X,

o sea,

P(X = Xk) =p, >0, con Zk=1 Py =
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F(x) = L P .
A <ky k
Dado 11€chon Ih“ = 1, existe un operador auto-ad
junto
- 2
To= [, Xd Eo(x) tal que F(x) = |Ec(x)n]”.

Notese que el operador T, depende del elemento
h € { dado.

Demostracion. Sea {qk} un sistema ortonormal com-
pleto del espacio de Hilbert.}(tal que 4)

: - ,
h=1I .,V - - (13)

Se define {E,(x)} como sigue:

' Eo.(:é).~‘f’k = {

Yi si Ak < X,

; (14)
0 si Ak 2 x 3
entonces
BQ(*) h = l§<x VFL' q; :
o sea:

2
|B°(§).h| = l:<x Py = F(x)

. Generalizando el ejemplo 2 obtenemos el siguien
te. ‘ '

Teorema 3. Sea F(x) una funcién de distribucidn; da
do hedf (fnll = 1) existe un operador auto-adjun-
to T = £:x.d E(x) tal que

F(x) = |E(x).n% .

Demostracién. Como el espacio de Hilbert es finico
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{salvo isomorfismos) basta demostrar el Teorema 3
para &P = L2 (0,1). Pfimero, definimos una familia
de proyecciones {Ey(x)} como sigue: si

f(t) € L2(o,1) entonces

f(t) si 0 <€ t < x
Eo(x).f(t) = (15)
_0 si x <t < 1.

Evidentemente se tiene que:

(i) Eo(x)2 = Eo(x) (para todo xe[o,l]).

X —
(ii) {Eo(x) f,g>=<f, Eo(x)g)= [ £(t) g(t)dt
para todo f,geL2(0,1). ° ..

(iii) Si =x < y tenemos?
, : 2 X 5 oD -y E T s e,
FEo(x)E)° = & |£(t)]|“ats Fl€(t)|“dt =|E(yI)E]” ,
o o *
para todo f € L2(0,1).

(iv) Eo(0) = 0 (el dperador nuio), Eo(1) = 1

(el operador idéntico).

(v) f(t) si O€t<x
lim E (x).f(t) = ' ” =
XX o 0 si x €t<1
. o
x<X,

Eo(xp) . £(t).

De modo que {E,(x)} es una familia mondtona de pro

yecciones, continua por la izquierda.

(vi) Si hy(t) = 1 (1la funcidn constante de va

lor 1) entonces

"
-
[y
(oW
+

(1]
»

2
lEo(x). hol (16)
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(vii) Sea
Ei(x) = Eo( F(x)) (x € R) (17)
entonces se tiene inmediatamente que {Ei(x)} es una

resolucidn de la identidad

(viii) Tenemos, por (16), que:
IE, (x).ho k%= 1Eo(F(x)).ho )%= F(x) (18)

(ix) como "hol = Iln] = 1, existe un operador
unitario U tal que

Sea

E(x) = U . E,(x) . v-? ; (19)

entonces {E(x)} es una resolucidn de la identidad,
ademis:

NECxInl? = “u.zi(x).u' . U hol?
= Ju.E (x) hol? = NE;(x) ho)?= F(x).B

1

En la demostracidn del Teorema 3, si T, es el
operador hermitico correspondiente a la resolucidn
de la identidad {E,(x)} (con Eo(x) = 0 si x < O.

Eo(x)= I si x»1), entonces, para todo f,gel,(0,1)
tenemos: '

(T f,g) = £: dx {Eo(x)f,g) = glxd{gxf(t)§T¥3 at}

1 —_—
£ xf(x) g(x)dx = (tf(t),g(t)> ; (20)

esto es, ‘
To. £(t) = t.f(t) . (21)
De la misma manera, si T, es el operador hermi-
tico correspondiente a la resolucidn de la identi-
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dad {Bl(x)} , entonces, por un cllculo directo si-

milar al anterior, se puede demostrar que
T E(e) = ETN(e) £(e), (22)

donde F-i es la pseudo inversa de F.

§ 4 Espacios con la métrica operador.

Definicién 1. Sea T, = {:x.d Eo(x) un operador
hermitico dado en el espacio de Hilbert #{ . Un
espacio con la métrica operador es un par (S, T)
donde

T:SxS —Q@

(p,q) h——#—Tp’q=3;fp’q(x).d Eo(x) (1)

que satisface las siguientes condiciones:

(i) T >0 (T es un operador hermitico de-
P,q Psq
finido positivo).
(ii) Tp q ™ 0 (el operador nulo) si, y sdlo si
.
P = q.
iii) T =T
(111) T, 9 = Tq,p
iv) T + T T -
(iv) P.q g0 ? Tp,r (esto es, Tp,q+ Tq,r
- Tp , ©S un operador definido positivo).
L]

Se va a mostrar que f es una semi-métrica esto
castica fuerte para S a través de la corresponden
cia
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fp,q — Tp,q = Jo fp’q(x)d Eo(x), (2)

y que (S,F) es un semi-PM con una condicidn (§)
([1],[2]) por medio de la esperanza de la resolu-
cidn de la identidad del operador, medida en un

estado, definiendo F como en el Teorema 5

Teorema 4. Sea h € # (con |h] = 1) un elemento
del espacio de Hilbert, entonces

I. (R, BR’ uh) con

up(®) = 17 4 Eo(x) nj? = £ alEq(x) nj2  (3)
es un espacio de probabilidad.

‘II. Si {'rp q} es una métrica operador, enton
9
ces {fp q} es una semi-métrica estocdstica fuer

te. ’

III. Sea h ¢ £ un elemento que no pertenece
a ningin subespacio propio del operador T,. Si
{fp,q}p,qes es una semi-métrica estocdstica fuer
te (con la probabilidad (3) ), entonces
{Tp,q}p,qu es una métrica operador.

Demostracion. I. Evidente.

II. Sea

= }.
A = {teR lfp q(t) <0 (u)

]

Si h%e { d Eo(x)./ entonces h-= { d E;(x).h" ,

luego tenemos:
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17 = a lE.Gon]®
(5)
2
T _.h3h">= [f - 114,
< p,q b > {p’q(x)dﬂEo(x)h I
Supongamos entonces que "h‘l# 0 , entonces

T h*, h">< 0 uesto que f x) €0 ara
<p,q s h°D P q 0.q(®) P

todo xeA (contradice a la condicién (i) ); por 1lo

tanto, se tiene que “h‘|= 0, esto es: [fd Ey(x) es
el operador nulo, asi: A

wy (A) =/ dlEo(x).n|% = o

o sea que f >0 (c.s.) .
4 P,q ~
De manera similar, se pueden demostrar ofras,

condiciones.
III. Como f >0 (c.s.) entfonces

Psq
u (A) = [ alEe(x) nj? = o " (8)

donde ACR es el conjunto definido en (4). Supon
gamos que {d Eo(x) . no es el operador nulo, enton

ces _
J d Eq(x).
R-A # ‘

es un subespacio propio del operador T,: por hipb-

tesis, tenemos que:

hef aEgx). H,
R-A

esto es:
{ d Eo(x).h # 0 3

o sea,
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1/ a EoGonl?= salE,Gon)?= u (a) # o
A A (iAbsurdo!).

Asi que { d Eo(x) es el operador nulo, luego:

puesto que f (x) 0 en R - A .,
Psq

De la misma manera, se pueden demostrar las o-

tras condiciones para la métrica operador.B

Teorema 5. Sea T una métrica operador para S de-
finida en (1).

(i) Tp,q= I.fp,q(x)'d Eo(x)= );x.d Bp’q(x)
donde
E (x) = [ " d Eo(t). (7)
Psq £, q(t)ex

(ii) Sea h, un elemento que no pertenece a nin
gin subespacio propio del operador T, ; definimos:

2
Fo,a®) = 15, (x) n) =<Ep’q(x)h°,h°> (8)

entonces (S,F) con

F:85x8§ —s D

(9)

( ) —— F
Psq Psq

es un espacio semi-PM, donde D' es el conjunto de
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todas l1as funciones de distribucidon, F, tales que
F(0) = 0.

(iii) Para todo p,qeS si f q es una funcidn
creciente y continua por la derecha, entonces tene
mos :

(p- ! rrl )yt

+ < F (10)
Psq p,T P,T

donde (...)'1 indica la funcidon pseudo inversa.
(Apéndice 1).

Demostracion.(i) Para todo g,h £1H tenemos

(I f (%) Eo(x)g,h 2= J £ (x)d Eo(x).g,hD
- s qQ R Psq ‘
= l};+ xd{fp g(th d<E°(t).g, h > (por el

Teorema 1); asi se obtiene la igualdad (7).

(ii) Por el Teorema 2, Pp - es una funcidn de
b

distribucién. Ademds, como Ep q(0) = 0 (el ope-
9

rador nulo), entonces

_ 2 _
Fp,a'?) = IEp.q(O) ho | 0

Si p = q tenemos que Tp q = 0 (el operador nu-
9

lo), luego:

P.q
si x>0 , o sea que F (x) =1 si x>0
Psq

F = H). Recipr mente, si F =1
( . ) eciprocamente, si p,q(x) para

todo x > 0, entonces:

E (x) = fd Eq(t) = I (el operador idéntico)
R
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1Ep,q) ol=lle o) ox @ BoltIhol= Rl
’ P,q

para todo x > 0. (11)

Sea A = {teR | fp } entonces

S|

q(t) <

L]

I, q(-};)hol"’= | 7 a4 Eo(x) n )2 =
» xeAn

= [ alEo(x) ho)? = Ino)? .

xeAn
A )
Como ! A =4, ={t eR lfp’q(t) = 0} entonces
2 2
lela @ Botx) hol® = Inol®
luego
/' da Eg(x).hg = hy , (12)
XEA,
puesto que J q Eo(x) es una proyeccidn. Por hi
X€EA, =

pdtesis, h, no pertenece a ningfin subespacio pro-
pio del operador T,; por lo tanto, la igualdad
(12) implica que

I a Eo(x) 0 (el operador nulo)
R-A,

o sea que
T =/ 04dEj(x)+ J (x)d Eo(x)=0
Psq A, R-Aop’q

asi que p = q .

(iii) si fp q es creciente y continua por 1la
] :
derecha, por el Corolario 1 del Teorema 1, tene-

mos @
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_ 2 _ 2
Fp’q(x)-“Ep,q(x) ho |l -pr{q(t)<xd Eo(t)h, |

- alE (e IP=lEe(£7T (xm 12,
£, q()<x Psq

Sea F(t) = |Eo(t) h°I2 entonces:

F (x)= F( £

Psq Py (x) ). (13)

Tomando la pseudo inversa de la igualdad (13) (A-

péndice 1) se tiene que

-1 -1
F = f F . 14
P»,q Psq ( ) ( )

Asi, por la definicidén 1 y por el Teorema y, II,
tenemos la desigualdad (10).

Teorema 6. Definamos una aplicacién T D' D —
como sigue:

t (A, B) = (A"Y + 31" (apéndice 1) (15)

entonces T es una t-funcién [1] . Ademds,
T (H,, Hy ) = H

a+b

Demostracién. a) Si A £ C, B < D entonces (A-

péndice)

Al 5 ¢t . g1 » p~! 3
luego
a”t ety ety p~1 ;
asi:
-1 -1_- =1 «1.=
ca,B) = (A" en D ee o™ = (e,
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b) t(A,B) = t(B,A), por definicidn

c) Como -1 0 si 0<x<1
H "(x) =

+o si x =1,

+
para A€ D tenemos:

a™l 4 g7t 2 a7t
puesto que A-1(1) = 4o , Por lo tanto, se tiene
que _ s e
t(A,H) = (A" len ™)™t 2 (aTH"t o g,
-1 -1,.-1
d) t(t(A,B), C¢) = T( (A "+ B 7) + C)

= (A"t a7ty e H - o(a, 1(B,0) ).

e) Tenemos:
- Si x<0 T

H;l(x) = suplt RIH_(t)ex} =(a si oO¢x<1 ,
4+ gi 1€<x .

Por lo tanto: -© gi x<0 ,
-1 1

H_ (x)+H; (x) = at+b si 0gx<1 ,
+o gi 1€x 3

luego:
a . 0 si xga+b
(H;1+H 1) 1(x)

]
"
=]

(x) .H

o

1- si x>a+b at+b

Seglin los Teoremas 5 y 6, dada una métrica o-
perador {Tp,q} el espacio semi-PM {Fp,q} rel:cig
nado en el Teorema 5 satisface la condiecidn (S)
([1]) para la t-fuﬂcién T definida por (15). Reci

procamente, tenemos el siguiente:

Teorema 7. Sea (S,F) un espacio semi-PM que sa-
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tisface la condicién (§) para T definida por (15).
Dado un h, ¢ { (con Iholl = 1) » existe una mé-
trica operador {'1‘p’q}p'qu relacionada por (8) del
Teorema 5.

Demostracidén. Basta utilizar el Teorema 3. Para ma

yor sencillez, tomamos que h, = 1 (la funcibén cons
tante del valor 1 en L2(0,1) ) entonces por (17) ,

p’q p’q

luego:

- . -1
T = [ x.d Eo(Fp’q(x)) é Fp,q

Paq R (x).’d' Eo(X)o'

Apendice 1

» k
Funcidén pseudo inversa

Definicién 2. Sea f una funcién creciente, conti-

nua por la derecha en [a,b] (a puede ser - ,

b puede ser +» ). En [f(a), f(b)] se define la ' .
-1 .

pseudo . inversa de f, f como sigue:

£l (f(a) ) = a

-1

f (y) = sup {t € [a,b] |£(t) < y} para y#f(a)

A continuacidn, daremos algunas propiedades de

la pseudo inversa.

(i) £°1 a8 creciente.

Demostracién. Sean y < y°, si f(t) < y entonces
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f(t) < y°, por lo tanto:

{t|f(t) < y}c{t](t) < y°}

"1y € £y,

asi que: f
(ii) si f-i(y) = x entonces f(x) >y B

Demostracidn: Como x = sup{t|f(t) < y}, para to-

do x° > x tenemos que f(x°) >y, esto es
f(x*) 2 y. Por la continuidad derecha de f se
tiene que f(x) >y B

(iii) si f(x) = y entonces f°1(y) < x.

Demostracién: f'i(y) = sup{t|f(t) < y }=
= sup{t|f(t) < £(x)}. Como f£(t) < f(x) implica
t < x, luego" f-i(y) < xB

(iv) f(x) < y si, y 8dlo 8i, x < f°1(y).

Demostracién: Si f(x)<y entonces tenemos evi-

dentemente que x < f-i(y). Si x = f-i(y). por
(ii) se obtiene que f(x) > y (labsurdo!), luego:
x < f-i(y). Si x < f-1(y) entonces se tiene in-
mediatamente que f(x) < y. Por (iii), f(x) # vy,
luego: f(x) < ynm

(v) f-1 es continua por la fzquieda.

. -1 .
Demostracion: Supongamos que f no es continua

por la izquierda en y, esto es,
£y - £y = 5 > o, o sea:
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=1 -1
£ 7(y,) <t (y) - ¢ para todo y, <y.

-1 ~
Sea x = f "(y) entonces: f 1(yl) £ x - 8§ para

todo y, < y. Por (ii): f(x -8) > Y4 (para to-
do Yq < y). Tomando limite Yq + y tenemos que:
£(x -8) > y. Por (ii): x = £ °(y) € x -8 (labsur-
do!)N

(vi) Si y = f(x), f-l(y) = X entonces
f(x) = f(x), esto es, (fOf-l) (y) = y.

f-l(y) < x. Como f
es creciente, entonces: f(x) < f(x). Por (ii):

f(X) >y = f(x), asi que: f(x) = f(x).

Demostracién: Por (iii): x =

(vii) si f—1(§) = x, Yy f(x) entonces
f T (y) = f_1(§), esto es, (f "of)(x) = x.

Demostracidén: f(x) = y implica: f-i(y)sx = f-1(§)
(por (iii) ). f-i(i) = x implica y = f(x)2 ¥

(por (ii) ). Como gt es creciente, tenemos que
f-l(y) > f-1(§), asi se obtiene que f-l(y) = f-1(§).

-1 -1
(viii) Si f g g entonces f =~y g .

Demostracidn: Como f £ g se tiene que:

{t]lg(t) < yY C{t|f(t) < y},
luego:
- -1
e 1(y) = suplt|g(t)<ylesuplt|£(t)<y} = £ (y)
(ix) Si f y g son crecientes y continuas

por la derecha, entonces

(f o g)-i = g-l o f-i.
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P St -1
Demostracidon: Sean f 1(z) =u, g (u) = v . Por

(ii) tenemos: f(u) » z , g(v) > u. Luego:
(fog)(v) = f(g(v) )3f(u)>z. Por (iii) :
(fog)-1 (z) € v . (1)

Por otra parte, como Vv = g-i(u)=sup{t|g(t)<u}
existe una sucesidn {tn}—’v tal que g(tn)< u .
Pero: -1

u = f “(z) = sup {s|f(s) < z} ;
luego: f£( g(tn) ) < z. Por (iv): tn<(f°g)-1(z) 5

por lo tanto:

v =lim t_ < (fog) ' (2) (2)

n-+o
De (1) y (2):
(fFog)™t (2) = v = g (£ 2(2)) = (g lo 1) (2)

Definicion 3. Sea f una funcidén creciente, continua
por la izquierda en [a,b] , definimos en [-w, =]

la pseudo inversa de f, f 3 como sigue:

- si y<f(a) ,
sup{te[a,b]lf(t)<y}

f'i(y) =

Si y € [ f(a)’ “] .

Por un mé&todo similar el caso anterior, se pue

de demostrar las siguientes propiedades:

(1*) £ es creciente.

(ii') si f—i(y)=x entonces f(x)<y.
(iii') si f(x)=y entonces f-i(y)>x .
(iv') f(x)>y si, y sdlo si, x>f-1(y)o
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(v*) £~! es continua por la derecha.
(viii®) si f < g entonces f-1 > g-i.
(ix”) Si f y g son crecientes y continuas
por la izquierda, entonces
(fog)l=gtlos?,

(x) (£ 1)"1 = £ gi £ es continua por la fsquier

da (8 por la derecha).

Demostracisn: Sea £ - = g , si g'i(x) = y entonces:

£ 3(y) = gly) > x  (por (ii) );
luego:
f(x) €y (por (ii®)). (3)

Si f(x) = §y entonces g(§) = f'1(§)> x ( por
(iii°) ),

luego: 8-1(") €y (por (iii)). (%)

De (3) v (4) tenemos que y = §¥ , esto es:

(£ 1) 1(x) = g7 (x) = £(x) , o sea, (£ 1) l:¢p

Observacidn: Si f ; [a,b] — [f(a), f(b)] enton-

ces:

(£H 1 [-=, b] — [-=, £(»)] .

Por lo tanto, la propiedad (x) deberia enunciarse:

-1,-1

(f 7) es una extension de f.

101



Apendice 2

Se acostumbra usar la definicidén 2 (Apéndice 1)
de la pseudo inversa tanto para la funcidn continua
por la derecha como para la funcidn continua por la
izquierda . Sin embargo, la férmula (2) de § 2 sdlo
‘es vdlida para la pseudo inversa definida en el A-

péndice 1.

Ejemplo. Sean a(t) = B(t) = H(t) (Funcién de Hea-
viside). H es continua por la izquierda, aplicando
la definicidn 2 se tendra:

-1 +o si t > 1
H “(t)=sup{s|H(s)<t}= 0 si 0 <tg 1
- gji t <0

8 1(t)

entonces:

-1 -1 0 si t«g 1
( aoB ")(x)=(HoH " )(x) =

1 si t > 1.
Tenemos:

J B(t)da(t) = / H(t)a H(t)=H(0).{H(0o )-H(0)}=0.
R R

Por otra parte,

s oxda(B"N(x)) = s xa H(H"Y(x))
0,®) [o,=)

- {f}xd H(E (%)) = 1.{(Hou 1) (1" )-(Hon 1) (1)}=1.
1

Apendice 3

El corolario 1 y el corolario 2 del Teorema 1 (§1)
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son las fdérmulas para el cambio de variables en las
integrales de Riemann-Stieltjes [5], a continuacidn
daremos una demostracidn sin usar los conceptos de

la integral de Lebesgue.

Teorema 8. Sean a creciente y continua por la iz-
quierda, B creciente y continua por la derecha en
[a, b], entonces tenemos el siguiente cambio de va
riables:

d
Falx) d B(x) = [ a(B™Y (y) ) ay (1)
a (o]
donde c = f(a), d = B(b).

Demostracion: Obsérvese que las integrales de Rie-

mann-Stieltjes en ambos miembros de (1) existen ba

jo nuestra hipdtesis. Sean
b d 4
L =/ a(x) dB(x), L° =J a(B "(y))dy .
a c

I.npado € > 0, existe una particidn del intervalo
[a, b]
A = XgsXpseoosXy goXpaeeesXp 40X T b , (2)

tal que la (Condicidn de Riemann [5]):

n
L-€<ZI oalx_,) {B(x)-B(x,_,)}
k=1

n
< Xk_ia(xk){B(xk)-B(xk_l)}< L+€. (3)
Sean Y °© B(xk), entonces por (iii), del Apéndice
1, tenemos que B-i(yk)sxk, luego :
n =9 n
L o40(B Ty Ny -y 4)€T alx ) {B(x)) -

k=1
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- B(xk=1) } <L + €.

Como L” es el limite decreciente de las sumas

superiores de Riemann-Stieltjes se tiene que

L <L + € 3
o sea:
L < L. (4)

II.En la condicidn de Riemann (3) se puede supo-

ner que
Yier1® B(xk+1)>8(xk) b (para todo k).
Escogemos Y € (yk, yk+1) tales que

-~ s
Y ~ YV S/ (5)
n
donde M = Max |a(x)|. Entonces, por (iv), del

Apéndice 1, tenemos:

~xk < 8-1(§k) para todo k. (6)
Ademis: o
12 alx,_,)(B(x,)-B(x, )= alx, )(F.-5. )]
= k-1 k k-1 k=1 k-1 k "k-1
n
£ 2k=1|a(xk_1)|l(yk-yk_l)-(yk ol L1
n
€ L M £ = € . (7)
k=1 n

De (3), (6) y (7) se tiene:
n

L -2¢€ <I ¥, - §
€ - alx, )(F, - ¥4 ) <
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n -1,~ ~ o~
< a8 N, _ NG F, ) (8)
k=1

Como L” es el limitecreciente de las sumas inferiores de

Riemann-Stieltjes, tenemos que:

L - 2¢€ < L%,
asi que

L £ L™ (9)
De (4) y (9) tenemos la igualdad (1).H

Corolario. Bajo las mismas hipotesis del Teorema 8,

tenemos:
d
f5 B(x) da(x) = [y aa(87'(y)) - (10)

donde 3 = B '(c), B = B

Demostracion: Aplicando la integracibn por partes,

tenemos:

B b
faB(x)da(x) = B(B)a(B)-B(a)a(3)- fau(x)dB(x).

d w =1 -
S yda(B “(y))=d.a(B “(d))-c.a(B "(c)) -
Cc

d -
S a(B 1(y) ) dy

(o]

Por la propiedad (vi) del Apéndice 1, tenemos:

por lo tanto, el Teorema 8 garantiza la igualdad
(io).m
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Notas

1. Decimos que B(t) > 0 casi siempre con respec-

to a a si

S da(t) = 0
{tlB(t)<n)
2. Sea e = {t|B(t) > n} , entonces {en}nEN es
decreciente y (A} e, = ¢ , puesto que B(t)
n=

es de valor real.’ Como B es integrable con res-

pecto a a (la hipdtesis) se tiene que:

1im J B(t) da(t) = 0
n+o €p

Por lo tanto:

J B(t) da(t)2n. [ da(t) — 0 (n - =),
en n

3.Es f8cil demostrar que A es continua por la iz-

quierda.

k., Sea {wk} un sistema ortonormal completo del
espacio J(, sea
(- -]
h® =L Vp . ¥
~ k=1 k® Tk
entonces |h“] = 1. Existe un operador unitario U

tal que
Uh® = nh

puesto que |[h°| = |n] 1. Sean
ﬁi = Uy, (k=1,2,3,...) entonces {\?k}

es un sistema ortonormal completo del espacio J(,
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y se tiene que
00
Unh'=% VYp Uy
k=1 k- Tk

h

ol VP, \Pk -

k=1

5. Para mayor sencillez, supdngase que fp q(t)>0
?
para todo t € R.

6. La t-funcidén 1 definida por (15) es igual a

TuIN ° esto es[i] , 81 A,Be ir, entonces tene

mos:

t(A,8)=(A" 14871 )7 = sup (MIN(A(u),B(¥)))=T) . (A,B).

u+vex

Demostracidon: Primero, observamos el siguiente he-
cho (Apéndice [1], (iv) ): s8i f es creciente y

continua por la derecha, entonces:

[0, £ 1(x)) = {t30|£Ct) < x} .
Dado x » 0 tenemos:

[o,(a”243 ) 2(x)) = (t20]a” )+ B (t)<x)

og<x[{t“-1(t)<u}ﬁ{t'B-i(t)<x - u}]
o, ACw) YN [0, B(x
Nota: (A-1)-1 A
(8-1)-1 = B Apéndice[1].
- S, [0, MIN (A, B(x-w)D)

u))|

* o<u<x[

[0, sup MIN {A(u), B(x - u)})
ougx

= [0, Typy (A, BX(X) ).

Por lo tanto, se tiene la idualdad deseada.ll
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