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SOBRE DERIVACIONES EXTERIORES DE ALGEBRAS DE LIE

por

Beatriz Farias de CRAIGNOU

RESUMEN

En este trabajo se estudia la existencia o inexistencia
de derivaciones exteriores de un algebra de Lie y donde se
hallan en D(L).

Las dlgebras de Lie nilpotentes poseen por lo menos
una derivacion exterior. Las dlgebras de Lie solubles con
centro no trivial tienen derivaciones exteriores en el radi-
cal de D(L). Ciertas clases de dlgebras de Lie tienen deri-

vaciones exteriores contenidas en el nil-radical de D(L).

Es de notar que no todas las dlgebras de Lie que po-
seen centros no triviales tienen derivaciones exteriores. Si
el radical R de L posee derivaciones exteriores, entonces
L posee derivaciones exteriores. Se da ademds una condi-
cion necesaria y suficiente para que una derivacion sea in-
terior y finalmente algunos resultados muestran como la es-
tructura de L estd afectada por la inexistencia de deriva-

ciones exteriores.

1. Introduccion.

La terminologia, definiciones y bibliografia usadas en mi articulo sobre Deri-
vaciones de Algebras de Lie (Rev. Colombiana Mat., VII(1973), serin las mismas

usadas en este nuevo articulo expositorio.
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Primero que todo vamos a considerar la existencia de derivaciones exteriores
(no-interiores) de un algebra de Lie L, y una vez que su existencia haya sido esta-

blecida vamos a considerar donde estan situadas en D(L) .
2, Existencia de Derivaciones Exteriores.
El primer resultado muestra que todas las derivaciones de un algebra de Lie se-

misimple son interiores.

DEFINICION 1. La forma de Killing gobre un algebra de Lie L es una forma bi-
lineal que a cada pareja de elementos x,y de L asociaun elemento (x,y); del

cuerpo ¢ sobre el cual L esta definida y dada por
(x,y); = traza (adx ady) = tr(adx ady) .

Denotamos por el conjunto de todos los y tales que (x,y); =0 paratodo
x e L. La forma de Killing se dice regular si o= (0). Tenemos entonces las si-

guientes caracterizaciones de algebras de Lie semisimples.
LEMA 2. L es semisimple si, y sélo si,la forma de Killing de L es regular.

Prueba. [20, p.22] .

TEOREMA 3. Si L es semisimple, entonces toda derivacion D de L es in-
terior.

Prueba . La aplicacion x » tr(adx)D es una aplicacion lineal de L en ¢ .

Puesto que (x,y) es regular existe un elemento & ¢ L tal que
(8,x) = tr(adx)D , paratodo x¢L.

Sea E la derivacion D -add , entonces

tr(adx)E = tr(adx)D - tr(adx) (add) = tr(adx) D- (5, x)= 0.



Ahora consideremos

(xE,y) = tr(adxE) ady = tr [adx, E] ady
= tr((adx) Eady - Eadx ady) = tr(Eady adx - Eadx ady)

= trEadlyx] =0,

Puesto que (x,y) es regular, esto implica E = 0. Entonces D = ad§ , esto es, to-

da derivacion es interior.

En contraste con el resultado precedente tenemos el resultado siguiente de Ja-
cobson y Shenkman.
TEOREMA 4. Toda dlgebra de Lie nilpotente tiene una derivacion exterior.

Prueba. Puesio que L es soluble posee un ideal M de codimension 1. Para
algin e, sea L=¢peoM ysea Z={xeL|[x,M =0} elcentralizadorde M
en L. Entonces Z esunidealde L y (0) # Z(L) C Z. Existe un entero 7
tal que ZCL” y Z¢ L"™!. Escojamovs un elemento z tal que z¢Z vy z¢L”+I.
Entonces la transformacion lineal D que envia I =m+)e, meM, Aep, en Az es
una derivacion de L. Si D es interior, entonces D =add para algin Se¢L y
(m+Ae)add =[m+Ae, 51 =[m, 8l1+A[e,d] =Az, lo cual implica que [8,m]=0 y
de Z, asique z=[8,ele[z,L] C[L" L] = L"+1, contrario a la escogencia de z.

En [25] Togo prueba un resultado mucho mis fuerte y muesira que toda dlgebra
de Lie soluble cuyo centro es diferente de (0) tiene derivaciones exteriores. Ade-
més existen derivaciones exteriores que satisfacen p?=0 :

LEMA 5. Sea L un dlgebra de Lie sobre un cuerpo ¢ tal que Z(L) # (0).
Asumamos ademds que L no es la suma directa de un ideal unidimensional y de

un ideal L; talque L;= L;I) y Z(Ly) =0, entonces L tiene una derivacion
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exterior nilpotente D, con D° = 0. Siesto ocurre, L tiene una derivacion exterior

semisimple .

Prueba . Consideremos primero el caso donde L no es abeliana y no tiene su-
mandos directos abelianos, i.e., Z(L) C L?. Puesto que L # 2 , existe un ideal
M de L de codimensiéon I que contiene L% Puesto que Z(L)C L?CHM, se si-
gue del lema 5 que [L,Z(M)] C Z(M), pero [L,Z(M)] # Z(M) . Escojamos e ¢ L tal
que L=Mode y ze¢Z(M) ralque z¢[L,Z(M)]. Entonces la transformacion
lineal que envia /=m+Ae, meM,Aech, en Az es una derivacion D de L, ex-
terior como en la p;'ueba del teorema 4. Ain més , tenemos D2 =0 puesto que
MD =(0) y eD?=2zp=0.

Si L no es abeliana y tiene un sumando directo no abeliano diferente de (0),
entonces Z(L) £L2. Descomponemos entonces L en una suma directa de un ideal
central no-nulo L; y un ideal no nulo L, que contenga a [L,L], 1al que
Z(Ly) CL%. Si dimL;> 1, para toda transformacion lineal D; de L; sea D
su extension trivial en L. Entonces D es una derivacion exterior, de otra manera
1;p;=[l},d] =0 paratoda D;. Sitomamos D; tal que 021 = 0, entonces
Dp2=0. Si dim L;=1 yL, #[L,, L,], un endomorfismo arbitrario diferente de ce-
ro D de L, que satisfaga las condiciones LD CL; y (L1+[L2, L,] )D=(0) es
una derivacion exterior de L tal que p2=0. De hecho, si el endomorfismo D es
una derivacién interior, D = add, paratodo le L, [=1;+1y,1jeLy, leLy 'y
(I;+5,)D=[(1;+1,),8] =[1;,81+[1,.81=1,DeL;. Esto lleva a una contradic-

cion puesto que Lj ) Ly =(0).

Si dimL;=1y Z(Ly) # (0), un endoinorfismo arbitrario D, no nulo, de L que

satisfaga las condiciones L;DCZ(L,) y L,D=(0) es unaderivacién exterior y
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puesto que L; p? = (0), % =o0. Finalmente,si dim L;=1 y L,=[L,,L,] con
Z(Ly)=(0), ice., L=Z(L) ®[L,L] donde Z(L)=L; y [L,L]=L,, entonces la
extension trivial D de un endomorfismo D de L; es una derivacion exterior de

L,y D essemisimple.

Finalmente, consideremos el caso cuando L es abeliana. Todo endomorfismo
no nulo D de L es una derivacion exterior porque,de otra manera, D =add pa-
raalgin S¢L yentonces [D=[18]e¢L,L =(0) paratodo /e¢L, locual es
una contradiccion. Si dim L > 1, existe una derivacién D tal que p?= 0, por
ejemplo, la derivacion definidapor L;DCLy y LyD=(0) si L=LjeL,. Si
dimL =1 toda derivacion es semisimple.

COROLARIO. Todadlgebra de Lie soluble cuyo centro es diferer;te de ceroy
toda dlgebra de Lie nilpotente de dimension > 1 tienen derivaciones exteriores nil-

potentes.

Prueba. Un élgebra de Lie soluble no tiene ningin sumando directo diferente de

cero S tal que S$=[5,5]. El corolario es entonces consecuencia del teorema 6.

3, Localizacion de derivaciones exteriores.

Habiendo establecido la existencia de derivaciones exteriores en ciertas alge -
bras de Lie, determinamos ahora en dénde estan situadas en D(L). Sato en [18]
muestra que siempre hay una derivacion exterior en el radical de D(L) si L es
nilpotente. El problema es entonces determinar si una derivacion tal puede encon-

trarse en el nil-radical de D(L). Introducimos entonces algunas notaciones :

Ny={Depw)|LpcL? y L?D=(0)} ;
Co={DeD(L)|LDCZ(L)y Z(L)D = (0) } ;

C(L)={DeD(L)| LDCZ(L)}.
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Como L?

y Z(L) son ideales caracteristicos de L se sigue que N,y C, son
ideales abelianos de D(L). Entonces N, y C, estan contenidos en el nil-radi-

cal de D(L).

TEOREMA 7. Sea L un dlgebra de Lie no-abeliana tal que L #([L,L] y
Z(L) # (0).
(1) Si L no tiene sumandos directos abelianos y Z(M) C L2 para algin ideal
M de L de codimension 1, entonces L tiene una derivacion exterior en
No'
(2) Asumamos qﬁe L tiene un sumando directo abeliano diferente de (0).
(a) Si Z(L) no es un sumando directo de L, entonces L tiene una derivacion
en NonC(L) .
(b) Si Z(L) es un sumando directode L y L/Z(L) no coincide con el dlgebra
derivada, entonces L tiene una derivacion exterior en C‘o‘
(c) Si Z(L) es un sumando directode L y L/Z(L) coincide con el dlgebra
dertvada, entonces L tiene una derivacion exterior en Z(D(L) ).

Prueba. (1) Por hipotesis, Z(L)C L2 y existe un ideal M de codimension 1

tal que Z(M)C L? -

y Z(L)CL“CM. Porellemas, [L,ZM)1C Z(M), pero
[L,Z(M)] # Z(M). Ademas tenemos que todo endomorfismo D de L definido de
tal manera que LD C Z(M), LD {[L,Z(M)1 y MD =(0), es una derivacion exterior

de L, lacual pertenecea N, puesto que Z(M)C L?c m.

(2) Puesto que L tiene un sumando directo abeliano diferente de (0),
Z(L) ¢ [L,L]). Entonces podemos escribir L=L;eL,, donde L; es un ideal
central, Ly un ideal tal que [L,L]CL, y Z(Ly) C[Ly Lp]. Si Z(L) no es un
sumando directo de L, entonces Z(Ly) # (0). Todo endomorfismo D, no nulo, de

L definido de tal manera que LD C Z(Ly) y LyD = (0) es una derivacion exte -
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rior que pertenece a N N C(L).

Si Z(L) es un sumando directoy L/Z(L) no coincide con [L,L], entonces
Z(L)=L; y Ly+#[Lj,L,]. Todo endomorfismo no nulo D de L tal que
LaDCL; y (Ly+[Ly,Ll) D=0 es una derivacion exterior que pertenece a
C,- Si Z(L) es un sumando directo y L/Z(L) coincide con [L,L], entonces

Z(L)=L; y Lp=[Ly,Ly)=[L,L]. La extension trivial del endomorfismo iden-

tidad de L; es una derivacion exterior que pertenece a Z(D(L) ).

Togo considera ademas una clase de algebras de Lie no incluidas en el teorema
7, que llama algebras de tipo T [26,267], probando esencialmente que tales algebras

tienen una derivacion exterior en el radical de D(L).

Finalmente, Sato seiiala que el radical nilpotente de D(L) puede consistir ini-

camente de derivaciones interiores. Un ejemplo de tal caso es el siguiente :

Sea L un algebra de Lie cuya base {xl ) X3, X3 } satisface

[xl,xz] = x3, [xl, x3] = [x2' x3] -0,
Definamos una derivacion D por

J‘1D0=x1 2 J"2’)o="‘2’ x3DO=2x3 ;

entonces, puesto que LD,G [L,L], D, no es interior, de modo que L posee de-
rivaciones exteriores. El nil-radical de D(L) es de hecho de dimension 2, genera-

dopor adx; y aix,.

En otro articulo, Sato [ 18] seiiala que las algebras de Lie que poseen deriva -
ciones exteriores tienen centro diferente de (0), y en el teorema 3 se ha mostrado

que toda derivacién de un dlgebra de Lie semisimple es interior. Nos preguntamos

73



entonces si las algebras de Lie de centro no trivial tienen derivaciones exteriores.
Sato muestra que la respuesta es negativa construyendo un dlgebra de Lie de dimen-

sion 41 con centro de dimension 1 y sin derivaciones exteriores.
4. Derivaciones exteriores del Radical.

La existencia de derivaciones exteriores del radical R de L implica la exis -
tencia de derivaciones exteriores de L. Para establecer este resultado necesita -

mos las definiciones siguientes [4,180] .

DEFINICION. Una subalgebra A de un algebra de Lie L es toroidal si, y sé-

lo si,es abeliana y todos sus elementos son semisimples.

Sea x € GL(V) el algebra de Lie de todos los automorfismos lineales de un es-
pacio vectorial de dimension finita V sobre un cuerpo ¢, y G(x) la mas peque-
fia subdlgebra de GL(V) que contiene a x. Todo elemento de G(x) es llamado
una réplica de x. En la descomposicion de Fitting las componentes semisimple y

nilpotente de x son réplicas de «x.

DEFINICION. Una subalgebra G de GL(V) es algebraica si, y sélo si, toda

réplica de un elemento de G pertenece también a G [4,180]

DEFINICION. Una subdlgebra G de GL(V) es escindible si las componen -

tes de cada elemento de G pertenecen también a G.

Probamos ahora un resultado de Hochschild [101 que da una descomposicion de
una derivacion de L.

LEMA 10, Sea L =S ® R una descomposicion de Levi de L. Denotemos por
A(S) el conjunto e derivaciones de L que envian S en (0). Entonces toda de-

rivacion de L es la suma de una derivacion interior y de una derivacion que anula

a S.
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Prueba. Tenemos RD C R para toda derivaciéon D de L. Todas las deriva -
ciones de S son interiores, luego existe un x € L tal que sD = [x,s], para todo
s€S. Sea D'=D-adx, entonces SD’ =(0) vy, por lo tanto, [s,7]D’ =[sD’,71+[s,D’]=

[s,D'1,s€S, r€R. Asi, D= D’ + adx .

Reciprocamente, toda derivacién de R que satisfaga [s,r]D = [s,/D] puede
extenderse a una derivacion de L si definimos sD = 0 para todo s €S. De don-

de D(L) = I(L) + A(S) .
Podemos ahora probar el

LEMA 11, Entre las subdlgebras toroidales maximales del radical de D(R)

existe una que puede inmergirse en A(S) .

Prueba. Puesto que D(R) es algebraica las componentes semisimple y nilpo-
tente de toda derivacion de R estin en D(R); entonces si P es el radical nilpo-
tente de D(R), existe una subilgebra semisimple maximal G; y una subélgebra
toroidal maximal B del radical H de D(R) tales que D(R)=G;+H, H=B+P,
(6, BI] =(0), [5, 144] . Puesto que adpSD = [adR s, D], adp S es un ideal se-
misimple de D(R). Entonces existe una subalgebra semisimple maximal G de
D(R) tal que adp S CG. Entonces G es la imagen del automorfismo especial o
de D(R),[9]1. Sea o(B;) = B. Luego B es una subalgebra toroidal maximal del
radical H de D(R) y [G,Bl=(0). Se sigue que [adp§,B1=(0), i.e., para toda
DEB ,ytwdos s€S y r€ER, adpSB = (0), i.e., [r,sD] =0, i.e.,[s,71D =[s,D],
En consecuencia, D puede extenderse a una derivacion de L haciendo SD=(0).

Y, por lo tanto, B puede inmergirse en A(S) .

Si L no es soluble podemos probar el

TEOREMA 12, Sea L un dlgebra de Lie no soluble, R su radical. Si R
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tiene una derivacion exterior semisimple en el radical de D(R), entonces L tiene

una derivacion exterior semisimple.

Prueba. Sea L = R S una descomposicion de Levi de L. Por el lema 11
existe una subalgebra toroidal maximal B del radical H de D(R) que puede in-
mergirse en A(S). Si H tiene una derivacién exterior semisimple en el radical de
D(R) tal derivacion exterior es un elemento de B y es una derivacion exterior de

L.
5. Una condicion necesaria y suficiente para que una derivacion sea interior.

Sea L; una subilgebra de L. Denotemos por D|L; la restriccion a L, de
una derivacion D de L y para todo subconjunto G de D(L) denotemos por

G|L; el conjunto de D|L; paratoda DEG .

Si I es un ideal semisimple de L y I el conjunto de todos los x€ L tales
que [I,x] = (0), entonces I es un ideal de L que contiene el radical de L y

L=1Tel,.

Probemos primero el

LEMA 13. Un ideal semisimple de L vy su ideal complementario en L son am-

bos caracteristicos.

Prueba. Sean I un ideal semisimple de L ¢ I, el ideal complementario de I
en L. Si D€ D(L), entonces D|I es unaderivacionde I en L vy, por lo tan-
to, interior. Entonces existe un x € L tal que D|L = ad;x. De donde

ID = [1,x]1C1I puesto que I es un ideal y entonces I es caracteristico.

Sea R el radical de L. Puestoque RCI  tenemos que I, N R=R es el

radical de 1. Entonces existe una subalgebra semisimple 7T de I tal que

76



I,=ToR. Puesto que R es semisimple existe un y €L tal que D|T= adry
para toda D €D(L). Como I; esunidealde L, TD =([T,y]CI,. Esto, jun-

tocon RDC ’o Y, €n consecuencia, lo es caracteristico.

Requerimos también el resultado siguiente, el cual anotamos sin prueba :

LEMA 14, Sean R y N elradical y nil-radical de L, respectivamente. Sea
G una subdlgebra semisimple maximal del ideal complementario del ideal semisim-
ple mds grande de L. Entonces ninguna adx, para x en G, induce derivaciones

interiores de R ¢ N [21,72].

TEOREMA 15. Una derivacion D de L es interior si, y solo si, existe un ele-

mento x€ L tal que D|R = adx|R, donde R es el radical de L .

v

Prueba. Por su definicién, si D es interior, existe un x € L tal que D= ade
y entonces D|R = adpx. Supongamos ahora que I es el ideal semisimple mas
grande de L, e I su ideal complementario en L ; G una subdlgebra semisimple
maximal de I, y, por lo tanto, I, = GeR. Sea G, =1eG, entonces G, es una
subalgebra semisimple de L. En consecuencia, existe y€ L tal que D|G, =

ady | G,. Sea D;=D-ady, entonces D; es una derivacion de L tal que

G,D; = (0) y esto es suficiente para probar el teorema en el casode D; .

Supongamos que D es una derivacion de L tal que G D = (0) y satisface la
condicion del tecrema. Si Z es el centro de R, puesto que [G,Z]CZ 1y toda
representacion de un dlgebra de Lie semisimple es completamente reducible, pode-
mos encontrar un subespacio U de R tal que R=Ue®Z y [GU]CU. Sea
x€L tal que D|R = adpx; entonces rD =r adx = [r,x], paratodo r€R, s€G.
Puesto que (G,) D = 0 tenemos (G) D= (0), de donde [[r, 2],s]=[[r,s], %],

para todo r€ R, Como [#5] €R, tenemos, por lema el 14, que [#,s]=0 y
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adu anula a G y es una derivacion interiorde L, cuando x € U. Asi,
G adxCGadUC[G,UJCU y GadxCZ. Porlotanto, GadxCZ N U = (0). Pe-

ro G,adx = (0) y, por consiguiente, D = adx.

Como una consecuencia tenemos el
COROLARIO. (i) D(L) = I(L) s,y solo si, D(L) | R = I(L) | R.
(i5) Si toda derivacion de R puede extenderse a una derivacidn interior de L,

entonces todas las derivaciones de L son interiores.

& Estructurade L.

Finalmente investigamos como la estructura de L esta afectada por la existen-
cia o inexistencia de derivaciones exteriores. En este sentido tenemos el siguiente

resultado, otra consecuencia del teorema 6.

TEOREMA 16 Sea L un dglgebra de Lie tal que Z(L) # (0). Entonces :

(1) Si L no tiene derivaciones exteriores D tales que D2=O, entonces L
es 1-dimensional 6 L no es soluble y su radical R es [L,R], 6 es la suma di -
recta de [L,R] y del centro Z(L), el cual es 1-dimensional. En todos estos casos,

R es nilpotente.
(2) Si D(L) = I(L), el ideal de derivaciones interiores, L no es soluble y
R =[L,R].

Prueba, Sea L = SeR una descomposicion de Levi de L. Entonces

2

L* = So[L,R] vy, en consecuencia, [L, R] es el radical de L2, Ademas [L,RICN,

el radical nilpotente de L.

(1) Si L no tiene derivaciones exteriores D tales que p%=0 y L noes

1-dimensional, entonces por el teorema 6, o bien L = L2 , o bien L es la suma di-

18



recta de un ideal central 1-dimensional L; y un ideal diferente de (0), L), tal que
Ly= L22 y Z(Ly) = (0). De donde L no es soluble. En el primer caso L=SeR =
=12 = Seo[L,R1y, porlo tanto, R = [L, R]. En el segundo caso L=L;eL, ,
L;=2Z(L), yelradical R, de L, es [L2,R2] =[L, R]. Entonces

R = Z(L) ®[L,R]. En ambos casos R es nilpotente.

(2) Puesto que L no tiene derivaciones exteriores, del teorema 6 se sigue que

L = L?. Entonces L no es soluble y R=[L,R1.

Departamento de Matemdticas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia
Bogotd, Colombia, S. A.

(Recibido en enero de 1973).
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