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SUR LES PROBLEMES DE CLASSIFICATION DE FEUILLETAGES

par

Robert MOUSSU

Les problémes rencontrés dans I'étude des feuilletages sont essentiellement
de 2 1ypes : les problémes d’existence et les problémes de classification. Par
exemple Poincaré a montré que le tore T2=51Ixs! est la seule surface fermée
qui posséde un feuilletage ; ensuite, les théorémes de Poincaré - Bendixson et

Denjoy [1] permettent de classifier les feuilletages de T2,

Dans cet exposé nous nous proposons de montrercomment il est possible de
généraliser ces résuliats de classification & certains feuilletages de codimension

1.
1.  Généralités. (voir [2))

Définition 1. Un feuilletage F de codimension 1 de classe r>1 d'une
varieté, M" de dimension n est la donnée d’une famille de C” immersions
injectives {i : L-M™} de varietés L connexes de dimension n-1

LeF

dans M" qui vérifient les conditions suivantes :
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i) Les images des immersions iL pour L ¢ F forment une partition de

M™ et s'appellent les feuilles de  F.

ii) quel que soit aeM"™, il existe un voisinage ouvert U de a et une
r .
C" -submersion f: U - R telle que les composantes connexes de I'image
réciproque par [ d’un point de /R soient contenues dans une feuille de F .

Une telle composante connexe est appelée une plaque de la feuille qui la contient.

Le feuvilletage F est dit transversalement orientable s'il existe un champ

de vecteurs X sur M" sans zéro dont les trajectoires sont transverses aux

fevilles de F.

Dans toute la suite F désignera toujours un feuilletage transversalement
orientable de codimension 1, de classe r>2 d'une variété compacte M7,
Lorsque M"™ aunbord dM on supposera en outre que F est tangent au

bord, c’est & dire que toute composante connexe de JdM, est une feuille de F.

Du point ii) de la &finition il résulte qu’il existe sur M" une topologie

T . dont les plaques forment une base. Cette topologie est plus fine que la

F

topologie usuelle T de M™. On I'appelle la topologie des feuilles.

On est ainsi amené a distinguer 3 types de feuilles; une feville L de F

est dite [6]:

1) Propre : si les topol ogies induites par TF et T, sur L sont

identiques. Par exemple toute feuille compacte est propre.

2) Localement dense : si I"adhérence de L a un intérieur non vide.

3) Exceptionnelle : si L n’est pas d’un des types 1 ou2.
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Il est facile de montrer que la relation d’equivalence RF associée a la partition
définie par F  est ouverte. On en déduit que I’adhérence d’une feuille de F
est une réunion de feuilles. Ainsi pour étudier le type topologique (1,2 ou 3)
d’une feuille de  F  on est amené & étudier son adhérence et plus particulierement

.

les sous ensembles minimaux de F  qui sont définis de la fagon suivante :

Soit CF la famille des sous-ensembles compacts de M" saturés pour
la relation RF. Un sous-ensemble minimal de F  est un élément KeCF

qui est minimal dans CF pour la relation d’inclusion.

. ’ . -
La relation d’équivalence RF €tant ouverte un soys-ensemble minimal K

de F peut éire:

1. Une feuille compacte.

2. Un ensemble d'intérieur non vide. C’est alors une réunion de feuilles

localement denses .

3. Une réunion de feuilles exceptionnelles. On dit alors que K estun
ensemble minimal exceptionnel de F. On vérifie facilement alors que K

est un ensemble parfait totalement discontinu de M".

Par construction, I’adhérence de toute feuille de  F contient un ensemble mini-
mal. Si un feuilletage posséde un ensemble minimal exceptionnel il est facile
d’imaginer que la partition associée a ce feuilletage est tres compliquée et qu’il
est alors treés difficile de 1'étudier. Ainsi il est intéressant de connatire des

conditions de non existence d’ensemble minimal exceptionnel (voir [3]).
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Le critére que nous venons de proposer pour classifier un feuilletage : *‘étu-
de du type topologique de ses feuilles’’ n’est pas trés précis. Par contre le cri-
b d’ P . ’ - .
tere défini par la relation d’équivalence suivante est souvent trop étroit et

difficilement utilisable.

DEFINITION 2 : On dit que 2 feuilletages F] et F2 d’une meme
varieté  M™ sont topologiquement conjugués s’il existe un homéomorphisme
n n
h: M™ 5~ M qui applique les feuilles de FI sur les feuilles de F2 .
Les paragraphes suivants ont pm‘u' but de montrer comment ces différents

critéres peuvent €tre utilisés .

2.  Classification'des feuilletages de i

Comme nous I'avons déja dit les résultats de Poincaré, Bendixson et Denjoy
permettent de caractériser le type topologique des feuilles d’un feuilletage de

T 2. Rappelons ces résultats a I’aide du théoréme suivant .

THEOREME 1 : Soit F un feuilletage ae T2: si F ne posséde
pas de feuilles compactes, chacune de ses feuilles est dense aans T2; si F

possé&de au moins une feuille compacte toutes ses feuilles sont propres .
Ainsi tout feuilletage de T2 (de classe > 2) ne posséde pas d’ensemble

minimal exceptionnel. Par contre A. Denjoy a donné un exemple de feuilletage

declasse r=1 de T2 quilposséde un ensemble minimal exceptionnel [3].
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En fait les résultats obtenus par Denjoy sont beaucoup plus précis, ils
permettent de déterminer les classes de conjugaison des feuilletages de T4,
Pour énoncer cette classification nous devons tout d’abord définir les feuilletages

qui seront les représentants des différentes classes de conjugaison.

On appelle feuilletage linéaire F, de T2 e fevilletage dont les feuilles

sont les images des droites Dt de IRZ :

dx+y=t , teR

par |’ application (exp, exp)
RXR »SIxsl=712

Il est facile de voir que si @ est rationnel les feuilles de F sont compactes

2
singn ce sont des sous -ensembles densesde T“.

THEOREME "2 : Tout feuilletage F de T2 (de classe r>2) sans

. . 2
feuilles compactes est conjugué & un feuilletage lineaire de T=,

En fait il est possible de classifier aussi (avec le critere de conjugaison )
les feuilletages de 72 possédant des feuilles compactes en utilisant les

feuilletages de la couronne S]x [0,1] (voir[4]).

3. Généralisation des résultats de Poincaré Bendixson-Denjoy .

La premiére généralisation du théoreme de Denjoy a éi¢  obtenue par R.

63



Sacksteder [9] . Elle porte sur les feuilletages sans holonomie. Definissons tout
d’abord cette notion avant d’énoncer ce théoréme : Soient L une feuille d’un
feuilletage F de M" ,q un pointde L et 0: $¥ 2B sue inmersion qui
représente 1’élément [®] de III(L, a)(a(1) = a). Désignons par @x-‘ R M
la courbe intégrale d’un champ de vecteurs X sur M" transversea F telle
que 9,(0)= x. Pour >0 suffisament petit on peut supposer que Cpx/(-c,c)
est injective. Soit alors I'immersion.

@:S1x(ee,e) > M™

définie par

oa(h,t)= coam)(z)

L’image réciproque par 0 de la feuille de F passant par le point a(l,1) =
CPG(U(t) est une courbe c, tracee sur SIx(-c,e). Ondit que le feuilleta-
ge F (iransversalement orientable) est sans holonomie si quelque soit la feui-
lle L de F, le point aeL et quelque soit 0. s L L avee ol)=a il

existe ¢ >0 tel que les courbes ¢, pour t<t, sontcompactes. Par exem-

o

ple un feuilletage de T2 sans feuille compacte est sans holonomie.

THEOREME 3 ([9]: Soit F un feuilletage sans holonomie ae Mm.
Alors les feuilles de F sont toutes homéomorphes et elles sont simultanement

n
toutes compactes ou toutes partout denses dans M™".

En fait R. Sacksteder montre plus précisément qu’il existe une nouvelle
structure différentiable et une 1 - forme w sur M" munie de cette structure
qui ne s’annule pas telle que le feuilletage F tangent au champ de (n-1) plans

défini par © posstde les mémes feuilles que F . De plus un raisonnement



de B. Tischler [10] permet de montrer que M" est un fibré sur S, et on peut
en déduire que les feuilles de F sont des revétements galoisiens de la fibre de

cette fibration [3].

La condition *‘ sans honolomie '’ est trés restrictive ,et R, Roussarie et moi-
A ‘ LY . . .
me€me avons demontré le théoréme suivant (4] qui permet de remplacer cette condi-

tions par des conditions topologiques moins restrictives,

THE OREME 4. Soit F une feuilletage d'une variété M™ dont le groupe
fondamental est abélien. Alors si pour toute feuille L e F l'immersion

iL: L 5 M"™ induit un monomorphisme iL it : HI (L) » HI (M"), le feuilletage

F  ne posséde pas d'ensemble minimal exceptionnel.

De ce théoréme (et avec les mémes hypothéses) on peut déduire les corollai-

res suivants.

COROLLAIRE 1.[4] Si F ne posséde pas de feuilles compactes, e'est

un feuilletage sans holonomie.

COROLLAIRE 2. [3] Si pour toute feuille compacte L € F, U'immersion
L'L: L » M™ induit un épimorphisme iL*: HI(L) ) HI(M"), F ne

posséde pas de feuilles exceptionnelles.

Ce dernier corollaire peut en particulier étre appliqué & des feuilletages de

variétés du type ynelx [o,17.



4. Classification des feuilletages de 7o,

Pour decrire les classes de conjugaison de certains types de feuilletages de
T3 nous allons définir (de la mé&me fagon que pour T2) cenains feuilletages

qui seront les représentants de ces classes :

On appelle feuilletage linéaire FU’B de T3, le feuilletage dont les

feuilles sont les images par I’application

(exp, exp, exp) : RXRXR SIxSIxST ges plans de R3

d’equations :

tx+By+z2=t , telR

Un théoréme de S. P. Novikov [5] permet d’affirmer qu’un feuilletage F de T3
tel qu’il existe au moins une feuille pour laquelle I’application iL#: IlI(L)
iL# : I]I(L) > III(T3) ne soit pas injective posséde au moins une feuille
compacte. Ainsi le corollaire I implique qu’ un feuilletage de T3 sans

feuille compacte est sans holonomie.

D’autre part H. Rosenberg et R. Roussarie ont montre dans [7] et [8] qu'un
feuilletage sans holonomie de T3 est topologiquement conjugu€ & un feuille -

tage linéaire de T3. On obtient ainsi le théordme de classification suivant.

THEOREME 4. Un feuilletage de T3 sans feuille compacte est

topologiquement conjugué & un feuilletage linéaire.



En fait il est possible de classifier d’autres types de feuilletages de s

(voir{4]) :

- les feuilletages analytiques

- les feuilletages F, tels que pour toute feville LeF, i # est un

L

monomorphisme .

Signalons pour terminer que R. Bott et A, Haefliger ont construit récemment des
classes caractéristiques ** exotiques '’ pour les feuilletages-de codimension
quelconques. Gn dispose ainsi d’une nouveau critére (voir exposé de A. Haefli-

ger,Séminaire Bourbaki, Juin 1972) .
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