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DENSIDAD DE LOS CPERADORES DE SCHATTEN EN UN ESPACIC DE HILBERT

§

1.

por

Yu TAKEUCHI

Departamento de Matemadticas, Universidad Nacional de Colombia

Introduccion.

En un espacio de Hilbert, dado un sistema ortonormal completo 1 @ }
y un sistema ortonormal ( no necesariamente completo) { ¢, {1, se define

un operador T como sigue :
T.T({Jk:)\kQ//k (k=1,2,3...) (1)

donde | )\k } es una sucesion de nimeros complejos. Los operadores
de cste tipo fucron estudiados antes de la aparicion de la teoria espectral
por P. AcM. Dirac (] pues jugaban un papel importante en su conocida teo-

ria de transformaciones en mecanica cudntica .

NOTA. Scgin Dirac, el operador (1) se denomina "Operador Ket"' y se de-

nota

=g
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Recientemente , Robert Schauen“] trabajé con estos operadores en forma mas
sistematica con el objeto de estudiar los operadores completamente continuos

utilizando una notacion parecida 2 la usada por Dirac :

T=2k=1)‘k Yy @ Pr (3)

!

En el presente trabajo a los operadores de este tipo los llamaremos " ope-

radores de Schatten "

y usaremos la notacién (3). Los operadores de
Schatten no forman una élgebra, razén por la cual no se han estudiado en la

teoria de Algebras de Banach , salvo casos de operadores completamente con-

tinuos .

EJEMPLO 1.

En el espacio L,(1,2) el operador §

r=__d
dxz
ya que
r=_4d2 . s 2 2
d2 n=1" " n@q’)n
x

18



§ 2.

donde

CDn=\/'_2—sen nmwx (n=1,2,3,.04 ).

1

no es de Schatien (ver el a-
4 x2

Por otra parte , el operador T+S =

péndice ).

En este articulo se demuestra que los operadores de Schatten forman un con-
junto denso dentro de cienta clase de operadores (acotados y no acotados) ,
o sea que ,para cualquier operador T talque T'T tiene dominio
denso en el espacio,dado £>0 existe un operador de Schatten T,

tal que T-Tg es acotado y

I T-T¢ || <e .

Esto es, si el dominiode T*T es denso en el espacio, el operador

T  es aproximable por los operadores de Schatten .

Nociones Preliminares .

LEMA 1.

Sea H un operador hermitico ,acotado y positivamente definido en un es -

pacio de Hilbert 'ga' . Si
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<H®Q, 9> < |l'-p||2

para algin QE ‘“g' entonces exisle un P, € Rg- tal que la suce-

sion

I HY 9, (1}
converge a un valor finito .

OBSERVACION .

La demostracion del Lema 1 es inmediata utilizando la teoria espectral de

un operador auto - adjunto (21, aqui daremos una demostracion directa B1,

Demostracion.

(I} Consideremos los subespacios :

M= {9, Ho, H?0, ... }

1

M, =10, HO, ... \H" 0} (n=1,2,3 ... ).

Sea P la proyeccion de ML  sobre T

n n °

El operador H =P, HP, ¢s un operador hermitico de M en

M(,, » Y se tiene que



lim H, a=Ha para todo at ML .

7 »00
Por la diagonalizacion de H, , existe una base ortonormal
{ €1 €24 0nny eni del subespacio  TC,, , form ada por los vectores

propios del operador H,

A”nekz)‘kek (k=1,2,...,n).
Sean
mn=iek')\k Z” ’
s o
mn = mn e Mn ’
~ = i ~ ~ =~
©=0,+9, , 9, eMpn , 9,8 M, . (1)
< =~
Como | e, } es una sucesion acotada, existe una subsucesion que con-
verge débilmente a un elemento de MC |, digamos a D, - Para ma-
yor sencillez supongamos que :
v, - 9, (débil) . (2)
(i) Primero demostremos que D7 0.
Supongamos que ((;O = 0. Se tendria por (1)
T, - 0 ( débil ), 3)

n

luego H
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Noll<s tim ||T,] . (4)

De (1), se tiene que [T || < | 9]|, o sea
loily Zm ||, 5)
De 3) y (5)
Jim G = g, (6)

Por lo tanto :

<HQ,9>=lim <H,G, ,T > > lin <$n"5n>=ll<ﬂ|2’

75 00 7N -5 o00

v

lo cual contradice a la hipotesis. Luego o to0.

(ii) De (2) se tiene

(Hn)V'(.f)'n - H'/(Do (débil), para todo v ,
luego

Y9, || < Lim ||(H,)VD, [l < Lim [[@,]] < |[®]| (para todo )

esto es, "
Tim  ||HY0,|| < || 9] <+ o (7)
Vax
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(1]

2 _ p 1 -1 1 -1
|H @ ||“ = <HYQ,, HYQ> =< HV* Ppr HV 0> < |[HY Yo || || HY 9],

por consiguiente :

1
|| H” 9, || YT 9|
~1 < = (para todo v )
[[HY* %, || I1H o, || .
Esto es, la sucesion {|| HYQ, /||HV'1Q)0|| }]  es creciente. Si su limi-
te es mayor que 1 se tiene que la sucesion {[|HYQ, || } divergea + .

Por lo tanto, de (7) :

lim ||Hch01|/ <1,
2> 00 '1 -
v [|H" 9, ||

o sea,

|| B @, ||

1, paratodo v. (8)
l#v-Loy ||

0 sea que la sucesion {||HY P, |l } es decreciente , por lo tanto tiene

limite finito .

Notese que

HH®, || < 1] % I ()

COROLARIO.

Sea H  un operador hermitico, positivamente definido tal que



m||o||<||He||< M ||| (m,M sonconstantes )
para todo @€ ga- , entonces se tiene
1

m|| @< <Ho, 9> < Mo

Demostracion.

() <HO,o>< |[HO|||[®]||<M|lo||lo]=H|o|2

(ii) Supongamos que existe ¢ tal que
2
<SHO, 0> <m|[0]]7,

Entonces existe r<m tal que
2
<HOQ, 9> < r|| Q]| .

Aplicando el Lema 1 al operador  H/r, por(9) existe un elemento

9, ¥0 tal que
L9, 11 1191l

esto es ,

1B OIS e[l <m (| D)l  (absudo !)



TEGREMA 1.

Sea T un operador acotado de RU en ‘ka‘ v si

([Tl M,Iﬂ/E—QJ—H:m (M % m)

M - o1l

enlonces paratodo A, m<A<M, existe una descomposiciéon del espacio

%

o= Mye M,

tal que

] oeMG, ye M, implica <TQ, T¢>=0

21 Sup UTO < A mmy 1LTO

(pemz ? - - q)em‘ @

OBSERVACION .

Abreviadamente se nota la propiedad [1] como sigue :

TWL, L TP, 6 <TMC, T My>=0.

Demostracion.

Sea H=T'T (T* esel adjuntode T) entonces H es her-

25



mitico y positivamente definido. Sean

77'(.2:!“\08‘%/,/151’ ||f‘f})"<@\|<+xl .

m; =% O M, )
(i) Si ac ’77’62 , af0 entonces se liene que

Jo L) = ll<em

Por (9)

lall

I::
|
A

0 sea

2
Il Hall < A% ||a]|

Por lo tanto :

Tali?=<Ha,a>< [[Hal| |lall < A [1a|?
eslo es

Sup HTell < i |
pemey  lol] T
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(ii)

(iii)

Supon gamos que :

vEML o] :
Entonces existe b £ ‘M tal que

<HBb, b>=||Tb||2< A ||5]|2

Como Hb, 25 yeos E MG, porel Lemal existe

tal que

vii':c "(—)\Hf)vbo "<+°° '

o sea que bo 3 ’n‘cz (absurdo ! ). Por lo tanto

g _UTOl 5 a

A B T

Sean Qe MC;, Y& 'TT‘LZ . Entonces
Hoe My ,
luego

<TQ, TYy> = <HQ,Yy>=0

™



C OROLARIO.
Sea T un operador acotado de aa en "'y con ||T|| =M. Sean
Ao =M> A >A> o0 SA> A, 1> o 5 0,

entonces existe una familia de subespacios | My, k=0,1,2,... }

tal que

(i) pb‘= moe’"tlemze...=k@ ™,
= .

(i) <T M, T, >=0 si ktij.
Gii) Swp UTO < A, ,, I TOll s A, TML = 0
vem, O = kI wsffm:k Toll = % .

OBSERVACION .

M, eselnicleode T, vy ML, es elsubespacio correspondien-
te al intervalo [A,, A, ;1. Estadescomposicion se llama " una parti -
cion del espacio % correspondiente a la particion
» 04,

!M = AO’AI'AZ' .o" ’ A

n* °°°

De (i) y (ii) se tiene :

Th =TM oT M e TMpe... = 2T My



Demostracién .

Aplicando el Teorema 1 para A=A, existen T, vy T(’.k tales

qu("
by = Tpe My, <T MWy, T Mp>=0,
Imf Tl 5 r, , Su _LLTrﬂL < A
oty TR 2k ok el -k
Sean
M= Mpy © T s
M, = elnicleode T,
—— M.y 4 1,.,—
{ | | ] 1
ol | | ! I
,\k Ak-l /\1 M:'\O
—— N, —— M, —
Fig. 1
entonces
"m,=;5=1 mk_mle my e .



es un subespacio de % .Si ge %em entonces

¢ L 1, (paratodo &)

O sea @

T o] < Ap o]l (para todo k).

Esto es Te|[=0, yaque A, > 0 (kox), osecaque

QE 'Tf(_o. Por lo tanto tenemos

OBSERVACION .

Sea {‘N’(,k, k=1,2,3,...} una familia de subespacios de ev‘ y si
Tk (k=1,2,3,...) son operadores acotados de TIC p en gy ta-

les que

HTk]|§ C (paratodo k&, C = constante) ,

<T, mk'ij]'>=0 (paratodo k,7, K¥j), enton -

ces se puede definir un operador T como sigue

To=3 T
T %1 kT

donde @ es la pfoyeccionde @ sobre ML ,. En realidad



§ 3.

9=3"9 ., llo|®=3

luego :

o0 2
AT

ST 0010 s 25, o112 =c?llo))?,

esto es, el operador T esta bién definido paratodo @€ :ﬂmk’ ade -

mds C esunacotade T . Evidentemente, larestriccion de T al

subespacio T, esiguala T,.

Operadores acotados con inverso acotado.
LEMA 2.
Sea H un operador hermitico tal que

m|| o2 <Hp,p>< M| 0]

Si

e=/m(M - m) << m
entonces

<9, Yy>=0 implica
NOTA.

La condicién (10) es equivalente a

para todo Q€ %

(10)

|<HO,¢>| <eflo]] [|¢]],
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=Lke 2 (11)

Demostracion.

Sin pérdida de generalidad supongamos :
<HQ,Y>=a>0, [lof=|l¢|l=1.

Si t=o+ 1ty (¢t =real) se tiene

SHT,T> - <HO+tHYy, ot ty>

TRtk 148

_<HQ, 0> + 2at 5 2 <Hz//,</:>> 1
1+t2 1+t2 1+tz = Iyt

2{ m+2at+mt2§_

Tomando ¢ =a/m se obtiene

2
M> <HTLT2> > mz_(1+ 3a2 )
2 T 2T
m

0 sea

ya que
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NOTA .

Se puede modificar la hipotesis del Lema 2 como sigue :
m|| 9|2< |<HP, 0> < M|[@||?, paratodo @€ Ky .

Demostracion.
Si existen @, Y€ ka- tales que

<HP,9> >0, <HyY,y> <0

entonces tenemos, para ¢ real :

<H(otty), o+ ty> =12<Hcp,cp>+ 2tRe<HQ,y>+ <HY, Y >,
por lo tanto existe un valor real de ¢ 1al que
SH(O+ 1), (0+ e )>=0<m||0+ ty]|?,

y esto contradice a la hipétesis .

Por lo tanto, H es positivamente definido, 6 , H es negativamente de-

finido. Si H es negativamente definido, se aplica el Lema 2 al operador

-H .



COROLARIO 1.

Sea T un operador acotado, si JLF_%L = constante para todo ¢
|o

entonces

<P, Yy> =0 implica <T9,Ty>=0,

COROLARIO 2.

Si T(D“ - A (constante ) paratodo Q€ 40 + entonces T
| @i

es un operador de Schatten .

En realidad, para cualquier sistema ortonormal completo {9, }  tenemos:

T=3 _(T%) @ %

=
COROLARIO 3.
Sea H un operador hermitico tal que
_J.Lf’_@lL = A ( constante ) .
el
Entonces existe un sistema ortonormal com pleto, | a)k' cﬁk ', tal que

H=S X300 + (-3 ®¥ -

Demostracion.

Los valores propios de H ( siexisten) son A o -A .
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Sean

‘23+ = el subespacio determinado por todos los vectores propios

corespondientes al valor propio A ,

e'a_ = el subespacio determinado por todos los vectores propios

correspondientes al valor propio -A ,

enlonces :
<¢'U+’ ‘Zg_> =0, H( Rm@‘%_) = KO+‘B 20._ .
Sea
’ﬂt,:ﬂoe{‘»hea 'v_i .
entonces
”'m 4 H(%‘+® %_)p
esto es
HTWC < e .
Si existe un 9;€ ML 1al que <H®;, 9> =0 entonces
P, =t tHo Lo
2 5 1% 1
por lo tanto, { D » D0 o e } es una base ortonormal .
Tenemos :

<HPp, P > = <A Dy, P> = A=< Qp, HOp>,



luego

HPy = A Q7 + o0
Como || Hoy|l=A se tiene Ho, = A @; .
Por lo tanto se obtiene
H(Pp+ D) = A (97 + ), H( Q= 9p) = =A(Q7-Dy),

esto es imposible ya que H no tiene vectores propios en me .

O sea que

<HOQ,9> %0 ( para todo ©eTIC).

Si para algunos @, e ML tenemos
<HQ, 9> >0, <H¢,y> <0,

por la demostracion de la Nota del Lema 2 existe un ¢ real tal que

<H(Q+ ty), (¢+tf)>=0 ( imposible ! ),

esto es, H es positivamente definido o negativam ente definido en 9TC,
Si H es positivamente definido, por el Corolario del Lema 1 tenemos :

<Hcp,cp>=)\]|cp||2



por lo tanto :

Hp=A0 ,

pero esto es imposible puesto que no hay vectores propios en ML

De la misma manera H  no puede ser negativamente definido. Asi se

concluye que M ={0} o sea :

b = R h

Si | 6]&} es una base ortonormal de %1. y {5})} es una base or-

tonormal de %_ se tiene :

H=2k)\€)k ®6k+2b("\)$b®&)b

]
TEOREMA 2,
Sea T un operador acotado de uo' sobre e'a'l =T ga‘ tal que
UTol _m, 1y LTO - m >0, (12)

Sup ’
vedk |9l ek (9]

Si e=\mM-m) <<m, entonces existe un operador de Schatten, §

tal que

e1  ¢el €
IT-sil<e, 1770 s < £

37



Ademas ,

m < sg’lgm, s%=£y1=7'%'

Demostracién.

Por la condicion (12) se tiene que el nicleode T es {0}, para ma -

yor sencillez supongamos que ab'l = @a.

El operador H = T'T  es hermitico y positivamentc definido. Entonces
(F. Riezl?] pp. 263-265) existe un operador C, hermitico y positivamen-

te definido tal que
c'c=c?==H.

Tenemos, para todo 9 ¢ eo ,
llco|l2=<c'Cc 9,0>=<HD,9>=<TTo,0>=[|To|?,

luego

mloll < [l€oll s M[o]] , m$O (13)

Por (13) el operador C tiene inverso acotado, c! , definido en RU .

Tomemos un sistema ortonormal completo {Cpk } en el espacio “0' .

Sean :

= -l _ .=
C(D‘.—chikq)k, C (O’.—sz’-kQ)k (l 1.2,..-.)
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Se define :
Y; =3, B, Tq, (i=1,2,3,...) (14)

entonces

;= T3, Bue,=Tclo, (15)

luego :

Ypyp =<1l Tc o,

<clr'r C'I(Dl., 9> =< ctaet 9;,9;>

<clc?c! Ppr 9> = < @y P> = d;1 )

-1
O ~ea que {¢;} es unsistema ortonormal. Como el operador T C
liene inverso acotado (nolese que estamos suponiendo : T eo‘ = ﬂa ),

entonces sc tiene que  {¢; ] es completo. Si

x=2xiCP,-€ga- v y=2yi@i€’a’

enlonces

|5 CaxiTel =13 Copxi V=2 Cpy ;5|
itk '

=|<Cx,y>-%,Cpx;5;| . (16)



Sea y=ax+¥ , <x,

%
v
1
o

entonces :

7= Sx,y>_ 21’ X4 )71
IEkE ||]|2

Tenemos :
<Cx,y>=<Cx, ax>4+<Cx, x>

= Z<Cx,x>4+<Cx, x>

(17)

Sx: 5y,

_lTT?—( Cx,x>+<Cx,§,>.
x

De (16) y (17) :

% Cpx7 1< | §XiE{<TI:|,|x> ~Cutl+]<Cx, %>
itk
_ <CQ,, Q.,> ~
§§lx,-y,-ll<fl:'u"> - e | ee.
]

(por el Corolario del Teorema 1 y por el Lema 2)

S U=l Iyl (M-m) + € |[£]] |[y]| = € (“%)Hxll Uyl z ell=ll Hyll, (18)

puesto que EXLm.

Si en la desigualdad (18) tomamos



tenemos

=1 il =1
itk itk
esto es
(57130, Cn PV s et 321, (19)
itk
Por lo tanto :
12 x; T“’i’zzzl Cpp X1 Vi |l (por (14) )

2
<el3 |5 T, (20)
= i
Definimos ahora el operador de Schatten S  como sigue :

ST3 Cuvy @ W (6 SO =Cuuy 1)

Entonces, para  x = X x; 9, , se tiene

4



ITx=Sxll = | £ x;T0, -2 Cpmp vy I < ell <l

esto es :

HT -S|l <e

También, de (21) y de (14)

Ll S'Ilﬁk:_c_l__cpk (k=1,2,3 ...)
Ek

A, el -

i. T l/’k_Einiq)i' (k=1,2,3,...)

Aplicando el procedimiento anterior al operador T°! se tiene

1! -sl|< e

donde

e =VhdE-B - ek

yaque € <<m,

Noétese que el operador S  definido en (21) es hermitico si

(22)

(23)

(24)

T es her-



mitico y positivamente deflinido puesto que :

csc=c2 =H=1T = T? .
c=T,
por (15)
Y; = @ (i=1,2,3,... ).

Densidad de los operadores de Schatten.

TECREMA 3,

Sea T un operador acotado de RU sobre %’1 =T ﬂa . Dado

€>0 existe un operador de Schatten S  tal que

NT-S|i<e, Th =sk .

Si Tl existe entoncesexiste §°! y

T-1-s1| <€ (en Hy;).

Demostracién.

Seca M=||T||. Dado €>0 existe N (natural) tal que



Vieg N . .

VN

Consideremos la siguiente particion del intervalo (0, M] :

M=A Ay, eeo, A =1, __1 R S (25)
or "l " Jog N. log(N+1) , ", Tog(N+F),

donde

4 .2
(log NY¥ (A=A < €2, (26)

Correspondiente a la particion (25) obtenemos la particion del espacio ky

(ver el Corolario del T eorema 1) :
MOM,OMO - - - MO, OM,® - - OMD - - -

donde M, eselnicleode T, ’ﬂtk es el subespacio correspon -
diente al intervalo [Ag, A, ;1 'y ;vak es cl subespacio correspon -
diente a

1 ) 1
[ log(N+k) , log (N+k-1) ]

R
Definimos los operadores de Schatten, S 0 Spo 57- de acuerdo con el Teo-

rema 2, correspondientes a las restricciones de T  a los subespacios

~ ! . N
Mo My y M respectivamente. Entonces

$,=T en M



1S, =TIl < VA Rp1-Ap) <€ en ¢ » 1

j (27)
1
|[’§;-T|]<M<€ en ’I’ﬁj

log(N+1)\[log N *

Por la observacion final del § 2 se puede construir un operador de Schatten

\) como sigue

5=50 en ’mfo ,S=Sk en mk y S=S]- en mi.
De (27) tenemos :
[|S-T|| < €,
Evidentemente se tiene :
TR =35k :
.1 ~
Si T existe, entonces ‘n’(,o = {0} ; como Sp o Sj son inver-

tibles también lo es el operador S . De (24) tenemos :

IR sl

{LPAN

e on ™

el' en mj ,

-1 el
I S]. -1 ||

A

donde :



€’ =\/1\kﬂk_1-/\k) //\»kAk-I <

m
-

e” = { log (N+ k-1) log N+ k i B 1———I°g(N+k'”}%S __&__Vli N ¢ ¢,
Nik-1 Nik-1 = V/N

por lo tanto :

Tl = s <6 en Ry .
COROLARIO 1

Sea T un operador acotado, hermitico y positivamente definido, enton -

ces el operador S en el Teorema 3 es hermitico de la forma :

§ = Zk=1)\kcpk ® % - )‘kZ 0 .

(Ver la observacion final del § 3) .

COROLARIO 2.

Sea T un operador tal que Inf. Tcpcpl > 0, Dado €>0 exis-
l

te un operador de Schatten, § tal que

IT=s || < ¢

Demostracion .

En T Ba = ‘3'1 el operador 71 esta definido y es acotado .



Basta entonces aplicar el Teorema 3 al operador ¥, .

COROLARIO 3.

Sea H  un operador hermitico y positivamente definido. Dado €>0

exist dor de Schatten, § =32 0] ¢®,, tal que :
iste un operador de Sc n L M k@ % qu

|| H=§ || <€
Demostracion.

H +1 satisface la condicién del Corolario 2, luego existe un operador §;

de la forma :
51750 % @ %

tal que

Bl =S;| < €.

Considérese entonces
S=8=1 = 2 (1) 9 @ %

Notese que

Apor2 0.
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Ahora, consideremos un operador T, mno necesariamente acotado, tal que
. . * . . v
el dominiode T T es denso en el espacio ey . Por el Corolario 3,

dado €>0  existe un operador de Schatten

o0

=2 k% ® % (up2 0

tal que

HT‘T -5 l|<T€ ( Supongase : E<<1).

Sean

m=!¢k/pkgl |
’K.=3,em={<pklyk<1 b,

Si PE tenemos :

IT'To - So|[<=<|| ol

luego :

T Toll> (1=%) ||o]]

ya que

soll2 el si  oem

Por el Corolario 1, Lemal, paratodo @€ 7T  tenemos



ITol2=<Te,Te>=<T"T9,0> >1-£)||0|? (28)

Por el Corolario 2 de este pardgrafo cxiste un operador de Schatten, §; ,

definido en ¢ , tal que

2

HT-S; |L<=,T7 = s;7mC, (29)
7 e 1

Fig. 2

Si oeme,yeM = ‘Ie’""' tenemos

| <T@, TY>|=|<TQ, TYy>-<SP, ¢ >|

= |<UT'T=-9)9, 4> | < el vl

1]

Enrir —L T €T 30)
= IRIVAIES z\/:'?-ll ol ||l 5 =ITell [l¢ll ¢

49



Sea

G-KO0sm =-kho tm
Dado e TC , descompongamos T ¢  como sigue
Ty=ip+yp ;€& . dpeS;m = T,
De (30) tenemos :
62112 = <¢p, T¥> < Sl l1¥]]

0 sea

g2 lls Sl ¢l (31)

Se define un operador T; como sigue
To="Tg si e

T;y = Yy = laproyeccionde Ty  sobre ©S ,si YT .

De (31) se sigue que

T =Tl < =,

Como T esacotadoen TC (I+ %— es una cota), T; es acotado



en TC v TI'Tth . 0sea :

<T,M ., T; T >=0.

Por el Teorema 3, existe un operador de Schatten S5 de TC en g ,

tal que

Ty -5 ¢ == (32)

len R
Componiendo los operadores S; (definidoen MC ) y S, (definido en

TC ) se obtiene un operador de Schatten, §_ , cuyas restricciones a los

o

subespacios PC y T son §; y S, respectivamente. De (29)

y (32)

HTI_S()H<% ’

por lo tanto :

T =S, H§HT"T1H+||T1-SOH<_%_+_F:?_ - e

Asi obtenemos el siguiente teorema :

TEOREMA 4.

Sea T un operador no necesariamente acotado tal que el dominio 40 de
*
T T esdensoen l?,b . Dado €>0 existe un operador de Schatten ,

$,+ definido en O »talque T-S_  esacotado y :
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| T-S || <€

Observacion.

Un operador no siempre es aproximable por los operadores de Schatten .

EJEMPLO 2.

Sea | €11€2, €3, c0s }  un sistema ortonormal completo en el espacio
26 y sea 4) el espacio lineal (no necesariamente cerrado ) determina-
dopor f{ey, €3,000 b Definimos un operador T en £ como

sigue

T ey = e (para todo k) .
“Enmnces el dominio 10. del operador adjunto T  es Ra (SR el .

Dem ostracién .

Si Qe %‘ SR e} entonces

<Tf,9>=0=<f,0> paratodo f€ &

eslo es :

" 9=0 .

Sea 0t , descomponiendo @ como sigue :
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5P:CPI+((’ :‘pla{el%:(pze %e{el¥ ’
cntonces, para todo [ E &) . tenemos
STf 05 =<Tf, 01+ 0> = <Tf,9;>=<f,T 9> ,

0 sea

P € D“
Si ©;#0  entonces e € D' (imposible !), esto es:
(pl = 0 » .

o sea que :

D' C %‘e{eli-.

esto es :

D. = %e{€1§ "

Supongamos que para €= ! existe S tal que

$ 5% = wpyy (k=1,2,3...)
| $-T || < e
S(‘a = = . e, =
BT ) e (k=1,2,3...)
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donde ("ki) es una matriz unitaria. Tenemos

o0
HSQPk-TCPkH<€, T(Dk=(2,_ uk]) ey »
luego i=1

| Tog || = |2]~=1"kj|> | SPpll-€= gl ~ €.
Para k#b :

[<TQp, TQy> | = | < (TOy= Sy ) + SO, (TP =59, ) + Sy > |

= | <(T-8) @ y(T=S) p>+ <(T-$) Py, SO > + <SG, (T-5)Qp> +

v <SP, S0,> | < 2 elpy| €|y

Por otra parte :

|< Ty, , TCP}_,> | =1 (2]_:1 uk]-) ( zi:I up;) ‘ Zl l}lkl"d{ l [,lb‘ - € i.

Entonces :

eles [yl +ppldz tlpgpl-eltipl-81,

o sea :
‘Fk‘\HL\éze(\l‘kl’fl#b\):\pk\+\pb\,
(1= pp D (1=|ppl )< 1
esto es imposible, ya que  {i,} es una sucesion no acotada (7T es un

operador no acotado ).



APENDICE

e e — w— . w— wm—

(1]  En el espacio de Hilbert L,(1,2), el operador §:

es hermitico bajo la condicion de frontera :

Q1) =9(2) = 0,

Sean t, las raices de la ecuacion :

T, Y (28) -] (20)Y (1) = 0,

Entonces, los elementos propios del operador § correspondientes a los

valores propios /\” = (tn)z son :

P, = Cn\/; {]O(tnx) Y, (t,)-Y (t, %) Jo () b, n=1,2,3,...

1 . o - . 4
donde C, es la constante de normalizacion. Por la teoria de 1|lchmarsh[ 1

se sabe que {(pni es un sistema completo, por lo tanto se tiene :
S=E°°)\cp P (/\=(t)2).
a=1mn ® 9, n n
lI] Si un operador T es de Schatten :

T=2°° A (0)
p=1"kV% @ %k
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entonces se tiene :

<T®k'¢l>=<'\k l/’/a’ l/’l >:’\13k,l = <(Dk,—xl 9> ( para todo &)

esto es, t[ll (1=1,23,...) pertenecen al dominio de ;

Lg al . * _ * _ 2
Ienemos : TTo=T Agyy)=|r,|" 0
- o0 2
0 Sea : TT-=3 A (0) .
: eeg 7% @ %
esto es, los elementos propios del operador ) Gl forman una base or-

tonormal del espacio .

El operador -4—-1:2- x esacoladoen L,(1,2), y el operador
x

Ly 1Y . 1
(4::2) (4x2) I\Sxi X
no posee valores propios, razon por la cual el operador ﬁ X no es
x

de Schatten .
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