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COTAS PARA LOS CARACTERES DE LOS GRUPOS DE CI-IEVALLEY1

por

Vicente LANDAZURI

INTROD UCCION

El afan actual por clasificar las estructuras estudiadas en las matematicas, tal

vez encuentra su mayor manifestacion en los esfuerzos que se estdn haciendo para

clasificar los grupos simples.

El desarrollo de esta rama de la matematica es relativamente reciente si se tie-
ne en cuenta que a principios del siglo los Unicos grupos simples conocidos eran
los llamados grupos clasicos : grupos de transformaciones lineales de espacios de
dimensién finita sobre campos de Galois. Por muchos afios se hicieron esfuerzos
por construir grupos simples finitos partiendo de las dlgebras de Lie. Le correspon-
di6 a Chevalley en 1956 dar la definicion adecuada de estos grupos y demostrar su
simplicidad. Posteriormente ,Steinberg y Ree encontraron otros grupos simples, los

grupos trenzados, a partir de los grupos de Chevalley.

1) Este trabajo fue presentado como requerimiento parcial para obtener el grado de Magis-
ter Scientiae en la Universidad Nacional de Colombia. El autor agradece los consejos del
profesor W, PATTON.
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La teoria de grupos moderna se desarrolla en gran parte en base de representaciones
y caracteres de los mismos ; si se conocen los caracteres de un grupo, puede dedu -
cirse practicamente toda su estructura; es de esperar entonces que la determina -
cion de los caracteres de los grupos presente gran dificultad; en general se trata de
conseguir algunas de sus propiedades, entre otras, cotas para sus grados; leyendo

libros tales como Feit [9] pueden verse sus aplicaciones.

En el presente desarrollo se estiman los grados de los caracteres de los grupos
de Chevalley y de los grupos trenzados, obteniendo cotas inferiores para |os mismos.
El método que se éigue esta fundamentado en la simplicidad de estos grupos, con lo
cual sus caracteres son fieles; asi, al restringir éstos a subgrupos de considerable
tamaiio tienen componentes no lineales; las cotas se derivan en base a los grados
de estas.componentes. Las cotas que se obtienen coinciden en el sumando de mayor

exponente con el sumando de mayor exponente de caracteres conocidos.

En la primera seccién expénese un teorema que muestra explicitamente los ca-
racteres de grupos de tipo extraespecial; esta clase de grupos desempeiiara un pa-
pel decisivo en las dos secciones siguientes : En la segunda seccion se estiman
los caracteres de los grupos clésicos en su representacion matricial; posteriormen -
te, en la seccion Ill, se muestra un teorema general para caracteres de grupos de
Chevalley usando las propiedades de las raices de las dlgebras de Lie simples, a
saber : si ) es un cardcter de un grupo de Chevalley G sobre un campo GF(q)
asociado a un dlgebra de Lie, el grado de X es mayor o igual a -i—(q-])lﬂ%lé_l,
donde s=1 6 2 (esia determinado en cada caso), |R(p)| es el nimero de ele -

mentos del conjunto de raices positivas que no estéan fijadas por la reflexion en el

hiperplano de p (la mayor raiz).

A lo largo de este trabajo, usaremos la notacién usual. Asi, notaremos por |A|
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el numero de elementos del conjunto 4, F = GF(gq) un campo con ¢ elementos,
F* los elementos no nulos de  F s [x,y]= xyx'ly'l el conmutador de dos ele-
mentos x,y de un grupo G, G’ el grupo derivadode G, ( X, ¥) el producto
hermitiano de dos caracteres de un grupo , X D la restriccion del caracter X de
G aun subgrupo D de G; Z, ¢, R, € los conjuntos de nimeros enteros , raciona--

les, reales y complejos,respectivamente.

SECCION 1

En la presente seccion se demuestra un teorema sobre caracteres para una de -
terminada clase de p- grupos, el cual juega un papel importante a lo largo de es-

te trabajo. Z(G) designa el centro de un grupo G.
Sea G un p-grupo; G se llama de tipo extraespecial si :
i) G'=Z2(G), |1Z(G)| = q = p" para algin entero n ;

ii) existe un subgrupo abeliano M de G tal que Z(G)CM, y [G: M]2=[G.' Z(C)];
iii) G'={[h,gl | ge G} paratodo heM-Z(G).

TEOREMA 1. Sea G un p-grupo de tipo extraespecial. Si |Z(G)| = q, en-
tonces G tiene exactamente q-1 caracteres irreducibles no lineales. Si 0 es
un caracter irreducible no lineal ade G, grd @ = [G: M] y existe un cardcter lineal

A de Z(G),)\# ]Z(G) tal que

0g)=0 si geG-Z(G),

Gg)=[G: MIX(g), si geZ(G) .
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Demostracién. Sea A un caracter lineal de Z(G), A\ # IZ(C); sea V¥
una prolongacién de A a M (¥ es caracter lineal de M). Sea 6= Yy elca-

raicter de G inducido por ¥ , es decir, 6 esta definido por :

0(g) = T;T‘ 2 v (gx), paratodo geG; ‘I’ coincide con ¥ en M y vale
xe

0 en G-M.

Por hipotesis, G'C M, luego M es normal en G, con lo cual,si geG-M,

g°¢ M paratodo x¢G, yasi 6(g)=0.

Para geM  se tiene :

Yig)
efg,)-l—l 3 (gx)—‘—;” 3, Yiglg?l, 1)) = l{ﬂ 3 W(E I, 1)
Y(g) -1 .1
=rﬂﬂl.x§G,\([g » % 1)
Si geZ(G) entonces :
G
0(g) = _Al__(‘g) b /\([8-1, x.I]) | l/\(g), luego 6(1)= [G: M] -
xeG |M|

Si geM-Z(G), laaplicacion T: G »Z(G) definida por T(x) = [g”],x1]
es un epimorfismo. Si | 8 | 1<i<|Z(G)|} es una transversal de K=Ker(T)

en G, entonces :

Y(g) Y(g) Y(g)
= et AT = & = __ % A(T
0(g) M| Z (T(x) ) = |M| §yz€ AT (yg)) T %%K ((g))
_ YK -l ¥(g) |G|
= A R T ——
o ML )T e ) T
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=‘P(g)[(;:ﬂﬂ()\,1)z(c)= 0 (pues A# IZ(G)) .
Por otra parte @ es irreducible ; en efecto :
L — _ 1 T e O LAY
(9, G)G |G|g%(;6(g) 0(g) —lctch(G)[-G' M] )\(g))\(g)— G| ‘ l
_Lem®
(G: Z(G)]

Asi, con cada caracter lineal A de Z(G), )\i # IZ(G) , hemos ,

asociado un caracter irreducible no lineal 0i de G 1al que :

0.(g)=0, geG-2(G) ,
12

9i(g) =[G: M Ai(g), geZ(G).

Como |Z(G)|= q, tenemos los caragteres 01, «vs.s 0 _ de la forma anterior.
q-

La siguiente igualdad muestra que éstos son todos los caracteres irreducibles no

lineales de G :

[6: G +(q-1)G: M2=[6G:G+(q-1)[6:G"1=¢q[G: G’'] =|G|. w

SECCION I

GRUPOS CLASICOS

2.1. En esta seccion estudiaremos los cinco grupos clasicos lineales en la forma

definida por Dickson [7], a saber : el grupo lineal especial SL(n, g), el grupo
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simpléctico Sp(2n, q), los dos grupos ortogonales especiales SO(m,q) y
SQ(2n, q) y el grupo unitario especial SU(m., q2). Nos restringimos en nuestras

consideraciones al caso ¢=p" 1tal que p sea un primo impar.

Usaremos la siguiente notacién :

F =GF(q) el cainpo con g elementos;

L= CF(qz} la extensién de grado 2 de F;

V2n+1 el espacio vectorial de dimension 2n+1 sobre F 6 L (se acla-

rara en el desarrollo);
{s].} y j=nyn=1,...,0,...,~ntl,<n, la base canénica de V2n+1;
V?n el subespacio de V2n +1 generado por la base {s]} y jE0;
V, el subespaciode Vg .; generado por la base {s}_} , j>0;

<, > denota una forma bilineal 6 hermitica sobre el espacio vectorial V

sobre F 6 sobre L respectivamente (m = 2n+1 6 2n).

Esta forma tiene una representacién matricial natural : sea [ =(< S s]->)
donde S;s s]- son los elementos de la base yentonces < v,w> = viwt para to-
do v,weV, enelcasobilineal; y <v,w>= vIw? paratodo v,weV, enel
caso hermitico,donde ¢ denota la transpuesta, — es el automorfismo de orden
2 de L quedejafijo F, & eslaimagende w al aplicar — a cada componen-

te.

Las matrices X tales que J/=X/X!, sila forma es bilineal ,y tales que
J = XIX", silaforma es hermitica, forman el grupo de las matrices que dejan la

forma invariante,
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2.2. DEFINICION DE LOS GRUPOS.

1) SL(n, q) es el grupo de todas las transformaciones lineales de Vn (so-

bre F) con determinante igual a 1.

2) Sp(2n, q) es el grupo de transformaciones lineales de V2n que dejan inva-

riante la forma bilineal definida por la matriz

=
3) SO(m, q) es el grupo de transformaciones lineales de Vo, 6 Vg, i)

{m=2n 6 2n+1) con determinante igual a I que dejan invariante la forma bili-

neal definida por la matriz

4) SO(2n, q) es el grupo de transformaciones lineales de V2n con determi-

nante igual a I que dejan invariante la forma bilineal definida por la. matriz

1 )
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donde ax2 +2x + B es un polinomio irreducible en F[x] .

5) SU(m, q2) es el grupo de las transformaciones lineales con determinante !
de los espacios vectoriales Vo 6 V,, 4/ (m=2n6 2ntl) sobre L que dejan

invariante la forma hermitica definida por la matriz

¢

A continuacién estudiaremos algunos subgrupos de los grupos antes menciona-

dos con miras a la obtencion de una cota inferior para los grados de sus caracteres.

Notaremos genéricamente por G un grupo clasico; H, K 'y D los subgrupos

de G que se definen a continuacién .

2.3. SUBGRUPOS H, K, D.

i) G=SL(n,q),n>2 . Sean x,yc¢ Vy-2, ceF, aeF*, notaremos :

1 x c o
t a’l
h(x’y’ C)= / y ’ k(a) =
/
1

donde / es la matriz identidad n-2, y! la transpuesta de 7y .
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Se definen : H={h(x,y,c)|x,ern_2,ch} s
K=1{k(a)|aeF™}.

H y K son subgrupos de G, pues det h(x,y,c) = det k(a) =1, y de acuerdo

a la multiplicacién usual de matrices :

Wx,ysc) h(x"y'e')= h(xtx',yty’, cte’' + xy't) (nétese que xy’'’ esun

producto escalar) y,
Ka) k(b) = k(ab), asi k(a)! = ka).

Ademas, K normalizaa H; en efecto :

k(a) h(x,y, c) k(a)l = h(ax +(a? - I)xls sy +(a"l-1) RIT ac) ,

1

donde

>y, son las primeras componentes de x,y , respectivamente .

*1

ii) G=5p(2n,q),n>2. Sean xc¢ Vel » Y€ Wn-l (Vn-l’ W..1 denotan
los subespacios de Vy, generados por { s]| nel>j>14, {s}] Ixj2-ntl}

sobre F, respectivamente) ; ceF, ae F* y ]o la restriccion de J a
V2(n_1) = Vn-] @Wn_l .

Se definen :

h(x.y;C) = ’ k(a}= l ’

(I es la matriz identidad 2(n-1) por 2(n-1)) .
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H=V hix,y,c)|xtye VZ(n-I)’ ceF},

K={kfa)|aeF™} .

De acuerdo con la multiplicacion usual de m atrices:

J=h(x,y,¢) Ihx,y,¢)t, ] = k(a) Ik(a)t
Mx,y,c)hx'yy'sc') =h(xtx',y+y', c +c’ +(x+y)fo(x'+y')t),
k(a) k(b) = k(ab),

k(a) h(x,y,c}k(a)'l = h(ax,ay,azc Js

Asi, H y K son subgrupos de G tales que K normalizaa H.

iii) 6=50(m,q) 6 SO(m,q), m> 6 en SO(m,q) y m>8 en SQ(m,q).

Sean x,yst_4, cefF, aeF*, ] larestriccionde J a Vipoq - Defini-

o
mos :
( ] 3
1 0 x c -'—-xfoxt
1 t t
1 y-*2'yloy -c-x]oy
- 1 I N -
h(x,}’,c) = / Joy R ]Ox
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B=|hMx,y;c)| %sy¢V _g45c¢F}.

k(a) = J 21

I es la matriz identidad m-3 por m-3. K={k(a)|ac F*} .

Las siguientes relaciones muestran que H y K son subgrupos de G y que

K normalizaa H :

] = hix,y,c)Ih(x,y,c)t , ] = k(a)lk(a)t
hxy, c) hx'sy'se') = hx+x', y+y’, ctc’ ==l y ")
k(a) k(b) = k(ab)

Ka) Wz, y, c) ia)™l =

=h(x -b(a‘l.])xn_an-2 +(a-1)x_n +5 S_n +95 ay 1 -a,)yn.2sn_2 +(a2-a)y-n+2s.n+2,ac)

donde x5, x_ ,9 denotan la primera y iltima componentes de x respectiva -

mente; similarmente para y.

iv) G=SU(m,q2),m2 3. Sea ie¢l, i/F tal que i2+ =0 para al-
gin ae¢F, asi L= F(i) ytodoelementode L esdelaforma atbi con
a,beF(aTbi =a-bi). Sean x,yeV, _9 concomponentesen F,ceF,

aeF* y J, larestriccionde [ a V, _o . Sedefinen :
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ES

1 x+iy _»-;(x'*iy)fofx_ﬂ'ﬁt*l“ic

h(x.}’,C)z ! -]O(x l’y)t

k(a) = 1
-1

donde [ esla matriz identidad m-2 por m-2.

H={h(x,y,c)|x,yeV _g9 concomponentesen F, ceF }.

K={k(a)|aeF"}.

Las siguientes relaciones muestran que H, K son subgrupos de G y que

K normalizaa H;

I=hix,y,e)Jh(xry,e)t 1 =kla)]kfa)
h(x,y,c)h(x',y',c'):h(x+x',y+y’,c+c'+x105f'£-x']0)7t)
k(a) k(b) = k(ab)

k(a) h(x,y,c) k(a)-l = h(ax, ay, a2c ).

En todos los grupos considerados, K normalizaa H, el grupo D se defi-
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ne entonces por D = KH .

El siguiente paso es mostrar que H es un grupo de tipo extraespecial, para
luego determinar sus caracteres mediante el teorema I de la seccion /. La prue-

ba se divide en cuatro partes :

a) H'ZZ(H)={h(0,0,c)[ceF}.

De las relaciones anteriores se deducen las siguientes para los conmutadores :

SL(n,q) ; [h(x,y,¢c), h(x",y",c’)] = h(0,0, xy't-x"'yt)

Sp(2"” q) . [h(xr)'9 C), h(x',}", C')] h(O)O’ 2(x+)’) ]O(x'+ y')t )

SO(m, q)

¢ [h(x,y,¢), h(x',y"¢c")] k(0,0, x'JOy"~xfoy")

SQ ( m, q)

SUm, q2) : [ hix,y,c), hix' y"e")] h(0,0,2(x] y'" -x'!oy‘))

Luego {4(0,0,c)|ceFYCH',y, { h(0,0,c)| ceF}CZ(H).

Por otra parte, dado ¢ ¢ F, basta tomar x = csl s Y= 81 en el caso
SL = cs =-s los casos ortogonales x=cs
(n,q), x ¥ nt2 €0 ogo y w1’
y = % Spt1 €M los casos simpléctico y unitario,para obtener :

[h(x,0,0),h(0,y,0)] = h(0,0,c); asi H'={h(0,0,c)|c eF}
Finalmente, si A(x,y,c) e Z(H), entonces

(h(x,y,¢c), h(x',y"sc')] = k(0,0,0) paratodo x',y", c’; de las relaciones pa-

ra los conmutadores se obtiene respectivamente :

SL(n,q):xy't-x"yt=0,
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Sp(2n,q): (x+y)] (x'+y')t =0,

SO(m,q) y SO(m,q): x'»]oy't -x]oy't =0,

SU(m,qz): ;\:Joy't-x'foyz =0,

para todo x',y’ en cada caso. Tomando x'=0, se obtiene xy'®=0 en
SL(n,q); x]oy't =0 en los grupos restantes; como el producto escalar usual y

las formas (bilineales y hermiticas) que estamos tratando no son degenerados ,

x = 0. Similarmente para y, conlocual x=y=0.

b) Sea M ={A(0,y,c)| h(0,y,c)eH }. M es un subgrupo abeliano normal
en H.

De acuerdo con las relaciones dadas para cada grupo: (0, y,c) hO,y',c’) =
h(0,y+y', ctc') ; luego M es subgrupo abeliano de H. La normalidad se

sigue de a), pues H'CM.
c) Z(H)={[h,g)l|geH},paratodo heM-Z(H).

Sean A0,y,c)eM-Z(H), y h(0,0,c')e Z(H), como y # 0, sea yj

una componente de y diferente de 0; entonces :

[h(o,y,c),h(-c'y;’s].,o,w]:h(o,o,c') en SL(n,q),

(b0, 7, c) b= eyl s 0,01 =h(0,0,c") en Sp2n,g),
[h(a)’, C),h(C'yj-IS.j,O,O)]= h(O,OQC') en SO(m, ‘I) ¥ SQ(m9 Q),

Lh(0,y, c),h(-% c'y;.l s.p 0:0)1=H0,0,¢") en SU(m, 7).

d) Los ordenes de los subgrupos considerados son los siguientes :
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SLin,q): |H|=¢*"3, |M|=gv1, |2Z(H)|=q, [H;M] = "2
Spl2nyg): | H| =™ | M= g, |2(H)| = q, (H;M) = ¢!

SO(m,q)
L H|= ™7 M= gm3, \z) |

g, [H; M] = g™*

I}

I

SUm, g%): | H| = ¢°™=3, |M| = ¢™ L |2(H)| = ¢, [H: M] = g™ 2

Se verifica entonces [ H: M2 = [H: Z(H)] . =

Entonces, aplicando el teorema 1 (seccion I) obtenemos :

LEMA 1. Si 6 es un cardcter irreducible no lineal de H, el grado de 6
es qn-z, qn-l’ qTH“4’ qm'2 para H en SL(n’ q)’ Sp(2n,q), SO(m,q) 6 SQ(myq))

SU(m, q2) , respectivamente .

Para mejorar la estimacion de los caracteres, consideramos ahora el indice
del grupo de inercia 1(6) de un carécter irreducible no lineal 6 de H en

D=KH .

Sean /\1 , «ees A los caracteres lineales de Z(H), A = de

q ¢~ lzm)’

acuerdo con el teorema I (seccion I) los caracteres irreducibles no lineales de

7> son tales que

H
’619 )eq_

6,(h) =0, para heH-Z(H) ”
Gi(h)= [H: M] )\i(h) , para heZ(H)

K opera ,por conjugacion, como un grupo de permutaciones de Z(H) :
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1(0,0,¢)%(%) =k (a) 0, 0,¢) kfa)™] = K0,0,a5¢c), K(a) ¢ K, h(0,0,c) € Z(H) .
s=1, para D en SL(n,q), SO(m,q), SQ(m,q),

s=2, para D en Sp(2n,q), SU(m,q2).

Sea F*'={a%|acF*|(s=142), como [F* F*S1=s,Z(H) se divi-
de en s+1 orbilas 0'1,..., O'S_H tales que O'IZEtIG;I:—i'(q-U

para :=2,...,stl.

K opera también como grupo de permutaciones de {)\.1, - ,)\q} por la aplica-
cion : ,\ia)\ik, )\ik(h):)\i(hk), para todo keK, heZ(H): luego
'
{/\i, ...,)\qf se divide en 0‘1,..., 0's+1 orbitas, O = {)‘q} y
1% =L(g1), i=2...,s+1.
s

Asi, de acuerdo con (*), al operar K sobre {01, «..»0 1, porlaaplica-

q-1

cion: 0. > 0%, 05h)=0.1%), keK, heH, dividea {6,,...,60 ,} en
L 1 i i 1 q-]

s orbitas cada una con 221 elementos.
s

Finalmente ,la aplicacion Oik > 1(6,)k (k ¢ K) es una biyeccion de la orbi-

ta de 6; en las coclases a derecha de [(Oi) en D; se deduce entonces :

LEMA 2. Si 0 es un carbcter irreducible no lineal de H, entonces
[D: I(6)) = ¢-1 para D en SL(n,q), SO(m,q), SQ(m,q) y [D: I(G)Izé(q-U pa-
ra D en Sp(2n,q), SU(m,q° ).

Antes de proceder a la prueba del teorema principal , hacemos las siguientes

observaciones :

1) E es el subgrupo que se reduce a la unidad.
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1. Si G denota SL(n,q), Sp(2n,q) 6 SU(m, q2), G/Z(G) es simple (Dickson
[71) ; asi el nicleo de todo cardcter de G debe ser un subgrupo de  Z(G). El
subgrupo D que estamos considerando es tal que D (1 Z(G)= E, luego todo ca-

racter irreducible no lineal de G restringido a D es fiel.

2. Si G denota SO(m,q) 6 SO(m,q), G'/Z(G') es simple (Dickson [7]).
El subgrupo D esta contenido en G', pues G’ contiene la parte p-Sylow de

G, asi HCG'; ademas

ka) = ula) (ul-a"1)t) ula) (uf(1) uf-1)tu(l)" 1,

donde
(" )
1 0 . 0 0 0
1 a 0 0
-a 0
u(a) = l : ’
I 0
1
- J

u(a) e G’ por ser elemento de la parte p-Sylow de G : ufa)!Jufa), luego
ua)' ¢ G.  Claramente, u(a)! esta en un subgrupo p-Sylow de G; como G’
contiene un subgrupo p-Sylow de G y es normal en G, contiene todos los sub-

grupos p-Sylow de G, luego ufa)!eG'. Sesigue D=KHCG'.

Se tiene también Z(G') N D = E ; luego todo caracter irreducible no lineal

de G’ restringido a D es fiel. Ademas,todo caracter no lineal de G res -
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tringidoa G’ tiene por lo menos una componente no lineal.

TEOREMA 2. Sean X2 X s XB’ X4’ x5 caracteres irreducibles no linea~
2

les de SL(n,q), Sp(2n,q), SO(m,q), SO(2n, q2). respectivamente, entonces

gd X, 2 (a-Ug™ 1, grd x> L0q-1 g™, grax> (q-1)™4,

, 2n-4 A ra-1 m-2

v

Demostracién. En efecto : sea G uno de estos grupos, x un caracter irreduci-

ble no lineal de G (G’ en los casos ortogonales); por las observaciones anterio -

res x| es fiel, luego existe ¥ , caracter de D, 1al que (Xl W) 1y
D b~ =

|

no sea suma de caracteres lineales; porque si no le‘—' E(xl D ) ‘I’|H

H

seria suma de caracteres lineales de H con lo cual H'C Ker y y asi X|

D

no seria fiel .

Sea entonces ¥ un tal caracter, puesto que H es normal en D, existe
6, cardcter irreducible de 4, y una constante ¢ > I tal que ‘P‘H: cZOgL s
donde {g.} es una transversal de /(9) en D. Como ‘I-’IH no es suma de
i

caracteres lineales, 6 es no lineal yasi 6(E) =[G: M] (lema 1).

[D:I(O)]=—1-(q-1), donde s=1 6 2 segin se aclara en el lema 2. Lue-
s
go W(E)= cS0HE)=cdq-1)(G:M].
s .

Como ¥ ocurre con multiplicidad no nula en x Ip* sigue el teorema . ®

NOTAS : 1) El caracter doblemente transitivo de PSL(n, q) es de grado
q"'l +q"°2+. .. tq (Huppert [10], IL.6. 11); puede entonces obtenerse un ca-

racter para SL(n, q) del mismo grado.
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2) Para Sp(2n,q), Ward [14] encontré un caracter de grado —é (q"-1).

3) Para SO(2n+tl,q), en Curtis [4] se exhibe un caracter de grado

q(qn-]‘l-])(qn'i’]).
2(q+1)

COROLARIO . Los grupos citados en las notas 1,2,3 no contienen subgru-

pos de tipo extraespecial en la parte p=-Sylow con orden mayor que el orden de H.

SECCION 111
GRUPOS DE CHEVALLEY

3.1. PRELIMINARES

3.1.1. ALGEBRAS DE LIE SEMISIMPLES. PROPIEDADES.

Denotaremos por L un algebra de Lie de dimension finita sobre € ; es de-
cir un espacio vectorial de dimension finita sobre € dotado de un producto bili-

neal [xy], llamado producto de Lie, tal que
[xx) =0 ,
[[xy)2)+ [[yzlx] + [([2x]lyl=0

paratodo x,y,zel.

De las propiedades anteriores se sigue [xy] =-[yx].

Sean A,B subalgebras de L, se define [AB] como el subespacio de L

generado por [ab] paratodo aed, beB. Unideal de L es un subespacio

A de L tal que [LA]CA.
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L se dice abeliano si [LL] = 0. Tomando L =1 sedefine LiT 1=[LiL];
L se dice nilpotente si Lk= 0 para algin k. Sea Llo)= L, se define
L= [L(i)L(i)] ; L se dice soluble sij k=g para algin £ .

Un élgebra de Lie L se dice simple si todos sus ideales son triviales; se di-
ce semisimple si no tiene ideales solubles. Se puede mostrar que cualquier dlge -
bra de Lie semisimple sobre € se descompone en suma directa de dlgebras sim-

ples.

El conjunto de las matrices n por n sobre € forman un dlgebra de Lie con
la multiplicacion [AB] = AB-BA. Una representacion de un algebra de Lie es un
homomorfismo de L en el dlgebra de las matrices n por n bajo la multiplica -

cion de Lie.

La transformacion lineal de L en L:a - [xa] se denota por ad x ; tenemos

entonces

ad x [ab]l =[ad x . a,b) + [a, ad x. b] ,

yasi ad x es una derivacion de L. La representacion de L dada por ad

se llama representacion adjunta.

Sea M un médulo sobre L, L nilpotente, M,L de dimensién finita sobre
€. Una aplicacion ®: x > a(x) de L en € se llama un peso de M si exis-
te meM, m#0 1al que (ad x- 0 (x) Dk m=0, para algin entero positivo
k. El subespacio M; de M de los elementos m de M tales que
(ad x - a(x)l)k. m=0, xeL, sellama el espacio peso de . M es la suma di-

recta de espacios peso M (Jacobslon (11]) .

Sea A una subdlgebra de L, el normalizador N de 4 se define como el
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conjunto de los elementos x ¢ L 1ales que [xa] e A paratodo ae¢A. Una sub-
algebra H de L se llama subalgebra de Cartan si es nilpotente y es su propio
normalizador. L siempre tiene subélgebras de Cartan y todas son de igual dimen -

sion (Jacobson [11] ); esta dimension se Ilama el rango de L.
En adelante supondremos que L es semisimple.

Sea H una subalgebra de Cartan de L, puesto que [HL]1CL, L puede
considerarse un H-moduloy asi L=e L, , 0 :pesos de L relativos a H. Los
pesos O no nulos de L (relativos a /) se llaman raices de L, y el correspon-
diente L ,el espacio raiz de 0. Denotaremos por ¢ el conjunto de las raf-

ces de L; siguiendo a Jacobson [11], L,=H, yporlotanto, L=He® X L,.
Oe ¢

Sea H:; el espacio vectorial generado por ¢ sobre (/. En H:; se puede

definir un orden; por ejemplo, si {OL].} es una base de  H' , diremos que

o ’
p=2 ao. > 0 si el primer a; diferente de 0 es positivo, y p > A si
p-A>0. Notaremos ¢ ' el conjunto de raices positivas. Una raiz 0> 0

se dice simple si no se puede escribir como la suma de dos rafces positivas; lla-

maremos 7 al conjunto de rafces simples.

Sea (, ) la forma de Killing definida sobre L por: (a,b) = tr (ad a. ad b)
paratodo a,be L (tr = traza). Fsia forma de Killing restringidlaa H no es
degenerada,i.e.,para heH y pe H* (H* espacio dual de H) existe h'p e H
tal que (h, h;)) = p(h). Se define entonces, un producto escalar en
H:; :(p,8)= (h;), hé) para todo p, 0 € Hz . Este producto es simétrico, no

degenerado, positivo definido y bilineal.

A continuacién enunciamos varios resultados establecidos para algebras de Lie
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semisimples.
1) Si 8e¢¢ entonces -8¢p ,y kSe ¢ paratodoentero k7 +1.
2) Dados p,55¢,[LpL8]CLp+3 si p+dedd ;‘[LpLS]:O’ si
p+3/¢. Ademas [LpL'p]CH para todo. ped .
C H= dimo HZ = cardinal de = .
4) a) Si p,6em, p#86., entonces p-8¢ & .

3) dim

b) Si p,8em, p#0 .,entonces (p,d) < 0.

¢) Si pe¢p’ entonces p=3 k@, donde k; son enteros no negativos.
. ™

d) Si pegpt-7 ,entonces existe Sen., tal que p-8edt.

5) Sean n:{dl,...,dli y hp:2/(p,p). h;), para pec . Entonces

h_  es combinacion lineal de los h, con coeficientes enteros. Ademas

P i
{ha|i=i,...,ll es una base para H.
i

6) 2(p,8)/ (pyp)e £ paratodo p,8ech; mas ain,

20p,8)/(p,p) =0, +1,+2, +3.

Sean p,8¢c ; la p-cadena de raices através de ¢ es la sucesién
8<rpyeeeyd, ..., 0+qp, donde S+ipep para -r<i< g, pero

S=(rtl)ptd, 8+(q+tl)p¢ e ,  En estas condiciones :

.2(p,5)
(psp)

¢ es invariante por todas las reflexiones w (0 e &) (wa es la reflexion
en el hiperplano de H; ortogonal 'a @ , es decir, wp=ve -2—((-'11—()2 v). El
a, o

grupo W generado por los w, es llamado el grupo ae Weyl. Se puede de-
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mostrar que W es generadopor wy con Qew .
2(“', o ) .

Como antes 7 = {0‘1,---, Oilf » y se define ahora Aii = 7(7}"’—0‘147 ’

A:(Aij) se llama la matriz de Cartan de L relativa a H.

¢ esia determinado por la matriz de Cartan y el sistema simple 7, pues se
puede encontrar la p-cadena de rafces a través de & para las rafces p ,8, co-
nocidas, a partir de las raices de 7. Asi ,un algebra de Lie semisimple sobre €

esta determinada por el sistema simple 7 y la matriz de Cartan 4.

3.1.2. ALGEBRAS DE LIE SIMPLES. CLASIFICACION.

Sea L un algebra de Lie semisimple, 7 = {« ., @ } un sistema simple

17 l
de rafces y A= (Aij) la matriz de Cartan de L. A L asociamos un diagrama
dge Dynkin como sigue : se toman puntos OLI, aiw s OLl y se unen Oti con OC]-

lineas; sobre cada punto @; ponemos el valor de

((xi, ai). Si AL]':O:A]i, O(L no Se€ une con d','-

Se puede dem ostrar que L es simple si y solo si su diagrama de Dynkin es
conexo. Las algebras de Lie simples sobre € se han determinado investigando
los posibles diagramas de Dynkin conexos. A continuacion damos una lista de los
inicos diagramas de Dynkin que corresponden a algebras de Lie simples (los dia-

> . . s s . ¢
gramas estdn generalizados, es decir, contienen la maxima raiz).

; o Og g %Y -
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Asi, las inicas algebras de Lie simples son las de tipo Ap Bp s, ., Eg

3.1.3. BASES DE CHEVALLEY. DEFINICION DE LOS GRUPOS DE CHEVALLEY .

Sea L un élgebra de Lie simple sobre €, L=Ho X L
pep P

sea r(p,8) el mayor entero tal que p-r(p,5)8 ¢ . Chevalley mostré que se

Para p,0¢ ¢

pueden escoger €y€ LP- {0} (pegp) trales que :

[epes] =0, si p,0edp , p+dfb , p#% =83

[epeB] ::(r(p,8)+1)ep+3 (si p,6,p+0ech)y

=2(p,8)
h — > . .
[ peB] (p’P) 88 ’ [hpha]:O, P,65¢ s

[epe-p]z hp s P€ ¢‘

fep,p €ds; hp’ pen} es unabase para L sobre € ; ésta se llama una base

de Chevalley para L .

De acuerdo con estas relaciones y con la propiedad 5 dada para las raices, el
producto de dos elementos de una base de Chevalley se expresa como una combi-
nacion lineal de los elementos de la base con coeficientes enteros. Este hecho

es el que permite una definicion simple de los grupos de Chevalley.

Para cada ep (pep) laderivacion ad ep es nilpotente, es decir,
(ad ep)". L=0, para algin entero n. Lo mismo se sigue para la aplicacion
o Kk k
s.ad e, donde s e €. Luego la aplicacion exp(s.ad ep)= kz_ S(;'kd,e-ﬁ-)-
=0 !

es un automorfismo de L. Tomando xp(s) = exp(s. ad ep), xp(s) calculado

en cualquier elemenio de la base de Chevalley es una combinacion lineal de los
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elementos de esta base cuyos coeficientes son polinomios en s con coeficientes
enteros, luego si Xp(s) = (ai]-(s)) es la matriz de xp(s) con respecto a la ba-

se de Chevalley, ajje Z([s].

Sea F un campo, sea Lp el conjunto de todas las combinaciones formales
de elementos de lep,p ed; hp,p em} con coeficientes en F. Fuesto que
los constantes de multiplicacion de L con respecto a la base de Chevalley son
enteros, podemos definir una multiplicacion en Lp: si F es de caracteristica
0, el producto de dos elementos de la base de Chevalley estda en Lp; si F es
de caracteristica p, los enteros que resultan en el producto de elementos de la

base de Chevalley se toman médulo p. Asi, Lp es un dlgebra de Lie sobre F.

Ahora, para te¢ F sea Xp(t) la matriz obtenida de XP(s) reemplazando
la variable compleja s por ¢, asi Xp(t) = (ai]-(z) ), como ai](t) eZlt] en-
tonces aij(t)e F. Finalmente, sea xp(t) la transformacion lineal de Lg cu-
ya matriz con respecto a la base de Chevalley es Xp(t) : xp(t) es, asi, un auto-

morfismo de LF .

Sea L(F) el grupo de automorfismo de L generado por % (t), para todo
ped,ytodo teF. L(F) sellama el grupo de Chevalley de tipo L sobre
F. Si F es finito, F=GF(q), L(F) se notara por L(q).

Todos los grupos de Chevalley L(g) son simples:,con excepcion de  4;(2),

AI(B), Boy(2), Gof2) (Steinberg [14]) .

3.1.4. ALGUNAS PROPIEDADES DE .LOS GRUPOS DE CHEVALLEY .

A continuacién daremos algunas propiedades de los grupos de Chevalley :
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Siguiendo la notacién anterior,sean G=L(q)= < xp(t) lpedp,teF>,

F = GF(q). Tenemos (Steinberg [14] ) :
1) : xp(t)xp(u) = xp(t‘l'u),'

-1 -1 _ i .

(2): xp(t)xs(u)xp(t) x8(l,) = leip+j3(cijtzu])’ si p+86 70 ; el
producto se toma para todas las raices ip+j8 (i,je Z;) siguiendo cierto or -
den fijo. Los c;j son enteros dependientes de p, & y del orden escogido, pe-
ronode ¢ 6 de u. Ademas, 0y7 = ¢ (r(p,8)t1).

(3) Sean wp(t)=xp(t)x-p(-t-l)xp(t) , teF* hp(t)=wp(t)wp(1)'1 .

Entonces : hp(t) xsfu) }lp(t)-l = xa(tn(p’a)u,) . donde n(p,&) = M
' (p,p)

Sea Xp el grupo {xp(t} | teF}, este conjunto es un grupo isomorfo al gru-

po aditivo de F (se sigue de la relacion (1)) .

Un conjunto S de raices se llama cerrado si p,0eS, p+8e¢ implica
p+0eS.

Sean S un conjunto cerrado, Xg el grupo generado por los Xp con peS.
Si peS implica -p¢ S, entonces todo elemento de XS se escribe de mane-

ra Unica como Il « (tp), t_ e F ; el producto se toma en un orden fijo.

peS P P

Los grupos de Chevalley de tipo Al , Bl , Cl , Dl se identifican con ciertos

grupos clasicos, a saber (Carter [3] ) :

Ay(q) =~ SL(1+1, q)/ Z(SL(l+1, q)),
B,(q) ~ SO'(21+1,q)/ Z(S0"(21+1,q)) ,
Cl(q) ~Sp(2l,¢)/Z(Sp(2L,q)),

D;(q) ~ SQ'(2L, q)/ Z2(SQ'(2L,q) ).
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3.1.5. GRUPOS TRENZADOS (TWISTED )

A partir de los grupos de Chevalley, se definen los llamados grupos trenzados

como sigue :

Supongamos que G =L(F) admite dos automorfismos del mismo orden :
xp(t) - x_p(t) » donde p - § es una simetria del diagrama de Dynkin de L,
y xP(t) - xp(i'), donde t >t es un automorfismode F. Sea o el automor-
fismo x(t) » x 5(T). Sean U= 1xp(t)|pf¢+, teF Y, V=xft)|peg’, teFl.
Tomando U’, V' los conjuntos de elementos de U, V' respectivamente invarian-
tes por o , se define GI = LI(K) como el subgrupo de G generado por U’,

V' y se le llama el grupo trenzado asociado a G . Los grupos ¢! son simples

con una excepcion .

Los grupos trenzados que se pueden construir son los siguientes : de
Al(F) (L22),DF)(l> 4), Eg(F), que tienen una simetria del diagrama de
Dynkin de orden 2, pueden obtenerse Ag (F), Df (F), E61 (F) si F admite
un automorfismo de orden 2. En particular, si F= GF(q?) se tiene el automorfis-
mode orden 2:t 5> T= t9. Asise obtienen los grupos simples : A{ (q2) ;
Dll{q2), Eél(qz) . El grupo A21(2 2) es el inico que no es simple. El grupo
D4(F) tiene un automqrfismp xp(t} 5 x (')(t) de orden 3, si F admite un au-
tomorfismo de orden 3 se puede obtener un grubo trenzado; lo denotaremos D, (F ),

2
en particular se obtiene D4 (q3), si F= GF(q3) .

Los grupos All(qz) . Dll(qz) se identifican con SU(L+1, 92)/2 (SU(l+1,q2)),
SQ' (2L, q)/ Z(SQ'(2l,q) ) respectivamente (Steinberg [14] ).

Siguiendo Steinberg [14] para All(q‘2 }s Dll( q2 » E é (q2) , todo elemento
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1 . _ _
u de U’ se escribe de manera tnica: v =u.,. ..u , donde los u; son
n

1

elementos de U1 de una de las tres formas siguientes :
i) xp(t), con t=F, si p=p y p noesdelaforma 5+8 ;

ii)xp(t)x ﬁ(t). si p#p y p+p noesraiz ;

=(s) con st5§=: tf si p,P, p+p son raices diferen-

iii) xp(t)x 5(E)xp+p

tes.

Se muestra que los casos (i) y (iii) no se dan simultdneamente en un grupo, y

el caso (iii) se da dinicamente en All(q2) , para [ par.

2. ESTIMACION DE LOS CARACTERES .

Sea L unalgebra de Lie simple, ¢ el conjunto de raices de L (relativo a
alguna subilgebra de Cartan H de L), ¢% 7 los conjunios de raices positivas

y simples, respectivamente, G = L(q) el correspondiente grupo de Chevalley so-

bre el campo F=GF(q).

Para estimar los grados de los caracteres de G, nos referiremos primero a

ciertos subconjuntos de  ¢*. Supondremos 7= {OLI 55 oy Otl[ , con L>1.

Sea p la mayor raiz de q5+, w, la reflexién en el hiperplano ortogonal a p,

es decir ,

w o oxox- l@;ﬂlp , para todo xcHZ .
P (psp)

Sea R(p)=16c¢d | wy(8) # 8} -

LEMA 1. 1) peR(p) ;
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2) R(p) es un conjunto cerrado ;

3) Dado &e¢R(p),8#p , existeun XeR(p) y un solo tal que

S+Aedpt; masadn, A estal que S+A=p.

Demostracion. Fuesto que wb(p) =-p#p,peR(p), locual demuestra
(1.

Sea 8egp™t , wpfS) =5-2[0:0) p; pordefinicionde R(p), deR(p)

(p,p)
si y sélo si 2((6’ )) #0. Supongamos &e¢R(p), §#p, entonces
)
2(6,p) = r-q# 0, donde r,q son los enteros positivos que determinan la

(psp)
p-cadena de raices a través de & (es decir, &-7p,...,0,...,8+qp son

rafces,y &-(r+1)p, 8+(q+1)p no son raices). Fuesto que p es la mayor
raiz, ¢=0. Si r>2 entonces 8-2p es unaraiz, luego 2p-8egp’ ; com-
parando niveles : [2p-8|=2|p|-|8|< |p|, esdecir, |p|<|8|, por la
maximalidad de p, 8 = p (contradictorio), luego r=1. hemos mostrado enton-

ces que dado Sept, 8% p, ""SeR(p) siy solosi %((él-%:rzl".
psp

En particular, si @, en, @ ¢ R(p) siy sélosi

2(a ,p)
—__l.f._. = r::] .
(p,>p)

Sean 8,AeR(p) si 8+Aeppt entonces

= 2(8,p) 2(A,p) _ - .
O+A) =0+ - - =8 +A=-20 £ B+
wp( A B (p,p) (ps p) pmorinp '

luego 8+AeR(p),yasi R(p) es cerrado, lo cual demuestra (2).
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Finalmente, supongamos que 8¢R(p) 6#p, 6=3 a o,

o. 2(&-, )
(aic Z+'), 2(%:52 =3 a %fﬁ) =1. Puesto que ﬁ— es un entero no
negativo para todo Otie 7, necesariamente existe un a; Y uno solo diferente de
0 al que o e R(p); mas ain, ak = 1. De esto, dado J ¢ ¢+, 8% p,
8=3a;0; (a;ed,), setiene: "Se¢R(p) siysolosiexisteun a 70 y

uno solo tal que @ eR(p), a =1 46N

Sea ®enm, & eR(p) (sinoexisteuntal 0 _ se tendria
S- S

2(ag, p)
= sol.) = o.= ;i ____§__ = = ] 5 > i 5
wp(p) wP(E a,0;)= % a o; p) luego -y r es decir
@ -p esraiz(pues (> 1) conlocual p-0 e ét; ademas ,

2(p,p) 2(asy P)
0.0) " o)

wp(p-as):p-otg p=p-a5-p=-asf—'-p-ds .
luego p-a e R(p), como p-0 #p ; entonces p-0.=3a,0 , conun
a, # 0 yuno solo tal que 0 ¢R(p); ademas ay = 1. Como

p= 0 T2 a, &, hay dos posibilidades para p =X b, a; :

a) hay dos enteros bs, bk iguales a 1, tales que Og, Ape R(p) vy si

(xiGR(p), i#Z s,k entonces bi=0;

b) hay un entero b, = 2 talque 0.eR(p) ysi ;eR(p),i# s, enton-
ces b, =0.

Para probar (3), sea 8 ¢R(p), 8 # p ; como 2((L§l =r=1 entonces
8-p esraiz; luego p-8eé’ , ytamando /\=p-g’,pse tiene S+A=p .
Sea 8§=3%a;0; ,a, =1, dpeR(p), a;=0 paratodo i#k 1al que

@, eR(p), A=Z%c; 0, p=3%b;0 , entonces 3 (a;te,)0; =2b 0, 3 si

’
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c; = 0 paratodo «;¢ R(p), p no es de la forma antes determinada, luego exis-
te c; #0, tal que ;e R(p), asi AeR(p). Fara verificar la unicidad, sea
AMeR(p) ral que 8+ A ept; como R(p) escerrado, §+A"¢ R(p); dela ca-

racterizacion anterior de los elementos /(p), se sigue 8+A" =p, yasi A=A".D

Observacion. Como las raices de R(p) diferentes de p se agrupan dos a

dos (de manera inica) en tal forma que susumasea p,|R(p)|=2m+1, meZ,

Sea 0jem; notaremos (0}) la torre sobre 0 , definida como el conjunto

de raices et delaforma §=2a;0; (a;eZ;) con ak?fO.

‘Sea { ail —— cxit;= {aien|wp(oci)7$ a;}=taen | (a;, p)#0} . Luego
Luego R(p) = { Eajdj(¢+| ais,t 0 para algin s,1<s <t}=
= (ail ) Uu...u ((xil)- Asi, R(p) es una unién de torres (a,)
tales que p no es ortogonal a QA . Mirando en las tablas de raices (Bourba-
ki [2] ) y manteniendo la notacion usada hasta ahora para ellas, obtenemos
R(p) para los diferentes tipos de dlgebras :

A;: Rlp) = (061) U (ay)

B;: R(p)=(ay)

Cy: Rlp)=(ay)

D, : R(p) = (ay) (1)

Go: Rlp) = (ay)

Fg: Rip)=(a])

Eg: R(p) = (ag)

E;:R(p)=(a;)

Eg : R(p) = (ag)



En adelante supondremos el grupo de Chevalley L(g) sobre F =GF(g) tal
que ld caracteristicade F # 2,3 (esta condicion se puede suprimir en varios ca-

sos si se considera cada grupo por separado).

Sea R=R(p), definimos XR como el subgrupo de L(g) generado por los
X5, paratodo &6 de R.

LEMA 2. Xp es un subgrupode L(q) de tipo extraespecialy |Xp|= q2m+1’
donae 2m+1 = |R|.

Demostracion. Sea R={8m,...,61,50,8_1,... 6.1, donde SO:p

’ -m

(la maxima raiz) ; 8i+5-i:80’i: L, sney ms 8i+6]-¢ ¢+ si itHjEQ .

Como R es cerrado, todo elemento g de XR se escribe : g=1]| x8~(ti))
v 95

de manera Gnica (ti eF), ]uEgo |XR1 = ‘12m+1'

De acuerdo con las propiedades de los presentes grupos, el conmutador de dos

generadores viene dado por :

[xak(t), xg (u)] = nxi5k+i5 (cijtiu.j) (t,ueF), el producto toméndose sobre
s s

los i,jeZ, tales que i8k+j885¢+; los c.. nodependende ¢,u;

tj

c”:t(r(ak,as)+l). Sea Skc(an),Sse(ah),a Otth, si i8k+j63

n’

es raiz , i6k+jas‘(an)u(ah) ; luego i5k+j886R; por otra parte :
i5k+j8$=ian06n+jah , t%n,hat X, a, 2 1,ahz].

De acuerdo con la prueba del lema 1, i=j=1,y §, t6,=58,, es de-

cir, r+s =0. Explicitamente :

[xai(t) . xa-i(u)] = xao(Etu), donde €= cpp= ¢ (r(‘o‘i,'o‘_i) +1) (a)
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[xaiﬂ), xaj(u)] =E , para i+ %0 (a)

Asi, [xa (t), x5 (u)] =E, para todo SicR; t,ueF , luego
o i
XSOCZ(XR)'

En la relacion (a), €tu#0 si t,u#0, pues de acuerdo con las propieda-

des de las raices €=+ 1, +2, +3.

Xk £ Xao ; en efecto : XSOC X'R por la relacion (a) . Reciprocamente sea

f,geXR, entonces :

[fsgl= [Iil xb\j (t;), I}]xaj(tj-)]=il.]j[x5i(ti),xBj(tj)] cho (pues de (a)
se deduce : [x,y,z] = [x,y][x,2z] paratodo x,y,z, generadores de Xp)
X‘So: Z(XR); en efec;o: sea f= Iil"Si(ti) un elemento de  Z(Xg), en-
tonces [f,3p (/]=E paratodo d;c R yuodo icF . esdecir,
Ii][xai(ti), xaj(t)] =E ; siel producto se toma para algin iO#O, tene -
mos :

lil[xai(ti), xa_io (1)]=[x5i (tio), xa-io(l.)] = 'xgo(Etio) = E*,

0
luego tio: 0, vyasi %5, (t'io):E, luego [=x80(to) € XBO .
0

Es decir, Z(XR) C X5 ; la otra contenencia se mostré antes .
o

Asi, X'R=Z(R)=Xs ,y, |Z(Xg)| = q -
o

158



For otra parte, sea T=1{5 , ..., 87,8,} ; puesto que la suma de dos
elementos de T no es unaraiz, T es cerrado. Sea XT subgrupo generado
por Xai ,i=0,..., m. Claramente XT es abeliano (relacion (a) ) y con-
tiene a X'R » luego es normal en XR . Ademas, si ge XT , g= li[ xSi (ti)
(expresion unica), luego |Xp| = qm+1 . Se tiene entonces [Xp: Xp]= ¢™=

= [Xg: Z(Xg)1172 .

Finalmente, sea geXT-Z(XR) , sea xg (u)eX'R R
0

gzil(llxai(ti)’ con t}-?& 0, paraalgin jel#0 ; tomando

x5 (¢ e u), donde e= s (1(5,,6.1) +1)
-]

-1 _-] -1
[g,xa_j(tj £ u)) =il;ll[x6i(zi), x5_]-(‘j ew)] =

=lxg 1) (7l et = xg ()= x5 ().

Se ha mostrado, pues, que X'R ={lg:fl|feXg} paratodo geXT-Z(XR).

Asi termina la prueba del presente lema . ]
Del teorema I y el lema 2 de esta seccion, se concluye el

LEMA 3. El grado ae toao cardcter irreducible no lineal de Xp es q™

_IR)I
"

Siguiendo la notaciéon anterior, R=R(p) contiene (0'f) para algin ¢ m.
Sea ko, y definamos H=lhq (1) | ¢ F*} (subgrupode L(q)). Sea
D =<H, Xp> subgrupo generado por H y Xp. De acuerdocon las propie-

dades dadas en la secciéon 3.1.1, H normalizaa Xpg , luego XR es normal
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en Dy D=HXR

LEMA 4. Sea 0 un caracter irreducible no lineal de XR' Si
2(ak, P)

el (s=1 & 2) entonces [D: 1(0)]2%&1-1) :

Demostracion . Sean A\ 13 2w /\q ()\q: IZ(XR)) los caracteres lineales de

Z(/\R) . De acuerdo con el teorema I, los caracteres irreducibles no lineales de

XR'GI’ ...,Oq-l; son tales que :

0;(g) =[Xg: XplIA;(g) , geZ(XR)

(b)
0,(g)=0 , ge Z(XR) .

H opera sobre Z(Xp) por conjugacion como un grupo de permutaciones de

Z(Xg) (3.1.1) :

2(d;,8,.)

oJ - ag,d = 2 k2%
hak(t)xp(u)hak(t) —x,p(tn(,k o)u), donde n(OLk,ao) (ak'ak) s
(teF*); luego Z(XR) sedivideen s+1 orbitas ,..., O yy: Op=E.

o] = 2L, i= 2, 800
S

Por otra parte, H opera como grupo de permutaciones de {A , ..., A_} por

1 q

la aplicacién

)\i e )\i}' , )\ih(g)=)\i(gh) , paratodo heH, geZ(XR) ; luego

7
{AI,...,)\qi se divideen 07, ..., 0’;_},1 orbitas, 01={)\q} y

160



|0 =221 | i=2,...,s+1 .
S

De- acuerdo con (b), operando H sobre {01 s sy Gq-ll por la aplicacion :

ei_,eih,eih(g):gi(gh) , heH, geXp, sedividea {01,...,6(]_13 en
-t

S

s orbitas, cada una con 4 elementos.

Finalmente,sea 6 10}, ...,0,1} , la aplicacion 6% 1(0)h (heH)

es una biyeccion de la ()rb'ila de @ sobre las co-clases a derechade (@) en

D, luego [D: I(6)] = gq-° . =
s

; A 2(a
OBSERVACION . (“k’p) se calcula facilmente a partir de la matriz de
(o, 0p) 2(ay,p)
Cartan (Aij) , para cada algebra simple ; pues —W = (a1, oy al)-

(Alk’ . Alk)t , si p=2X a 0 . Siguiendo las tablas en Bourbaki [2] ob-

‘ 2(ay, p)
tenemos : o o) = 1, para toda algebra de Lie simple L, excepto el ca-
o [ 2(°‘k’P)
so L =C; enelcual ———
(0, ;)

TEOREMA 3. Sea G = L(q) un grupo de Chevalley sobre F = GF(q),
R=R(p) el conjunto antes definido, sea Open tal que (2} )CR. Si x
es un caracter irreducible no lineal de G, grd x> 1 (g-1) q™, aonde

s

2(a,, R|-1
o= 2P (s=1 52),m:l_.‘_,

(O‘k’o‘k) 2

Demostracién . Sea y un caracter irreducible no lineal de G, como G es
simple, x es fiel, y asi X| D es fiel ; entonces existe un caracter irreduci -

ble ¥ de D tal que (xlD, ¥Y)>1y ‘l’{X no es suma de caracteres
N R

lineales, porque sino x|, = X(x|,.,»¥)¥ seria suma de caracteres
lxg Ip Xg
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lineales y asi Z(Xp)C Ker x y G no seria simple. Sea, pues ¥ un 1al ca-
ricter; puesto que Xp' es normal en D, existe 6, cardcter irreducible de

Xg, tal que :

g.
‘l“ =¢c360"', donde {gil es una transversal de /(0) en D,e> 1.

XR
Como V¥ 'XR ne es suma de caracteres lineales, § es no lineal, luego por los

lemas 3 y 4
W(E)= 91 g™. De grdx > grd ¥ se sigue el teorema. m
s g

Siguiendo las tablas de raices en Bourbaki y las tablas 1 se obtiene respec-

tivamente :

Gy: |Rp)| =5, Fg:"|R(p)| =15, Eg: |R(p)| =21,

Ez: |Rfp)| =33,Eg: |Rlp)| =59,

De esto, usando la observacién anterior y el teorema 3, se sigue :

TEOREMA 4. Sean Xo 1 X4 Xg» X2 Xg caracteres irreducibles no li-
neales de  Go(q), Fylq), E6(q) . E7(q) » Eg (q), respectivamente, entonces
grd X,2 (q-1) ¢, gra Xy 2 (q-1)q" , grd Xy 2 (q-1)¢1% ,

grd X, 2 (q-1) q10, grd Xg 2 (q-1)¢%8. .
NOTAS . 1) Aplicando el teorema 3 a los grupes 4;(q), Bl(q)’ Cy(q)s

D;(q) se obtienen cotas para los caracteres, exactamente iguales a las conse -

guidas (seccién 2) para los correspondientes grupos cldsicos isomorfos.

2) Sea GI = Ll(qz) un grupo trenzado. Sean R=R(p) y XR los con-

juntos antes definidos. R = (061) U (Oﬂl) si L=A4;; R =*(a).) en los otros
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casos. Fuesto que - es una simetria del diagrama de Dynkin, en el caso

Al" 071 =d;, yen los otros (Yk =0dy ; luego R(p)= 137;;)

Sea XRI =vul XR ; se verifica facilmente que XRI es subgrupo de ¢!
de tipo extraespecial. Por otra parte, en el caso Al : los elementos

hal (t) hy Z(E) (teF") pertenecen a ¢! y normalizan XRI ; en los otros ca-
sos : hah(t) (teF:) pertenece a G’ y normaliza XRI . Podemos entonces

tomar DI:HIXRI , donde

#! =lhg (Why (0 ]teF | eneleaso 4y,
!

gl = {hy (t}lteF;)*l en los otros casos .
k

.

Asi, razonando igual que antes , se pueden obtener cotas para los caracteres
de los grupos trenzados. En los casos All(q2) 3 Dll (g%), dichas cotas coin-
ciden con las obtenidas en la seccion 2, para los grupos clésicos isomorfos a es-

tos,a saber : SU(lL+1,q), SO(2 1, q) respectivamente.
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