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UNA REPRESENTACION DE LA TRANSFORMACION DE HANKEL

por

Yu TAKEUCHI

§ 0 Introduccién

Para la demostracion de la formula inversa de Hankel se usa generalmente
un método andlogo a la demostracion del teorema de Fourier - Plancherel [3] ,
[2],[4] . En este trabajo, primero se demuestra que el espacio lineal deter-
minado por el sistema de funciones {‘e'kx ,k=1,2,.. }es denso en LZ(O,oo),
y se construye una base del espacio L, , {¢>n(x) ,n=1,2,.. } por el méetodo
de Schmidt , donde ¢,(x) es una combinacion lineal de e, e-Zx’ ces %

n
b (%) = %_1 E, 4 ek (n=1,2,3... ).

Se puede determinar los coeficientes E, , utilizando la propiedad ortogonal

de los polinomios de Jacobi, asi

E _ 1kl (n+k-1)!
nk = (-1 m(k-l)! & (n-k)!

De la misma forma , se demuestra que el espacio lineal determinado por el sis
tema de funciones | (1/2k) exp.(-x/4k), k=1,2,... {es denso en L,(0,) y

se construye otra base del espacio L2 ) {(/;n(x) }. Pero tenemos

2n 2k
entonces los coeficientes de g//n(x) son iguales a los coeficientes de b, (%)

(eX, e'kx) =(Jd e'x/4" , L %/ 4k ) para todo n,k

o0 sea n
Un(x) = % | En,kjlk- el 4k n=123,.. )

Como los dos tipos de funciones exponenciales ekx , (1/2k) e X/ 4k ostin
relacionadas por la transformacion integral de Hankel (7] [12] entonces las
dos bases {¢,}, {y,} estdn ligadas por la transformacicn , asi se demuestra

que la transformacion de Hankel es un operador unitario en el espacio L,.
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§ 1 Algunas propiedades de los sistemas de funciones en L2(0,oo).

Lema 1.

Sea \(x) medible en [0, ) tal que |\N(x)|, 1/|\| sean acotadas en
cualquier intervalo acotado. Sea {q&n(x)} un sistema de funciones en
Ly0,) tal que Np, € Ly(0, =) paratodo n, entonces el sistema | b,
determina un subespacio lineal denso en L, siy solo si el sistematlg,}
determina un subespacio lineal denso en L,.
Demostracién

Dada f€ L, dado cualquier ¢ (> 0) existe N tal que

ﬁo | f0))? dx < (/2.
Sea
fi(x) = f(x) (x<N) , fitx) =0 (xx2N)
entonces

Wf- fill <e2. (1)

i) Supongamos que [q&n} determina un subespacio lineal denso en L,. Como
fl/’\ pertenece a LZ(O' ) entonces existe una combinacion lineal de b, tal

que

I f/n - 2:1 Apdp |l < e/2M

SN

Multiplicando por A se tiene :

donde

n
- A < E_.:M = 2, 2
Il £ '2k=1 2 A op 0 ¢/ (2)
De (1) y (2) tememos :
n
| f=2 Ay Agp)ll < e,
k=1
oseaque { A, } determina un subespacio lineal denso en L,.

ii) Supongamos que {\,} determina un subespacio lineal denso en L, .
Como [|A pertenece a L, , entonces existe una combinacion lineal de Ay,

tal que

| /A - 2: L BrOgp) |l < /2w
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donde M’ = Sup | 1/Nx)|. Dividiendo por A\ tenemos
x€o,1]

11 -5, By |l < W = /2. 3)
De (1) y (3) se tiene que el sistema {¢k} determina un subespacio lineal
denso en L2.
Lema 2.
Sea y una funcion medible , estrictamente creciente y derivable tal que
p(0) =0 , p+o) =+o0,

S {(}Sn ,n=12,... } es un sistema ortonormal completo en LZ(O,oo) enton

ces el sistema :

U @) fr o n=123... |

también lo es .

Demostracion

D g ) i P ux) () ds
(o]

= 7 $ulu(0) T () dx = £ 6ul) THD At = 8-
ii) Sea f(x) € L,(0, ) entonces
fo°°|/(x)|7- dx < 4o,
Sea v la funcién inversa de y , entonces haciendo un cambio de variable
x =yp(t) (esdecir t =pu(x) ) tememos :
F 6@ P @ d < e,

esto es !
fw() Av'(t) € Ly0, ).

Luego , podemos desarrollar f(y(t))-fv'(‘) como sigue !
o (7@ = 3 A i) 4)
donde z’;’:l |42 <4

En (4) reemplazando yv(t) = X tenemos :
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1 00
) === 3 Ay dplu()

1’#'(.%‘) k

ya que t=pu(x), v'(t) = 1/y'(x). Multiplicando por 1/4;,'(::) se tiene

fix) = 2:=1 Ay dalu() YT (5)

esto nos demuestra que 1} ¢k(#(x))-{u'(x) , k=1,2,... } es un sistema
completo .

Corol ario
Si {gbn(x) } es un sistema ortonormal completo , entonces los siguien-

tes sistemas también lo son :

i) {qs,,(xz)fz?c'i i) Lag (@x)) (a>0),

§ 2. El sistema de las funciones e ,n=1,2, ...

Teorema 1

Las funciones e™*, e2%, ... ,e"* | ... determinan un subespacio
lineal denso en L (0, ).
Demostracién

Dada una funcion [ € L,(0, ) y dado un ¢ > 0 existe fl(x) [6](4]

[1) = ppx) € 0 pu(x) =@y +apxs oo +a, X

tal
e IVAATRRZE

Sea
Qp(x) = |ag, + (a7 x+.00 +|a,| &

entonces existe B tal que

f: {q,,(x) 2 e2% ax < ¢2/32 (6)

En el intervalo [0, B], p,(x) es continua uniformemente , entonces existe

& tal que
| x| < & implica | p,(x) - pm(x')l <e¢/32, (7)
Abora, consideramos el siguiente cambio de variable :

1-e¥=y (x 30, 0gy<1)
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entonces

2 n
x=-log(1-y)=y+.§_+..,. 4 Lo 3 R
n

donde
n
R = Y _ d #
J:, Tey ly (#)
(#) Nota: ”
I+y+.. +y™l = 1-y
1-y
- 1 y" "
~log(ley)=(——udy =y+.. + 2= + Yy _d
W Jogerendy =3 %1, R e
DR BRI
Si ygyo=1-e'8< 1 entonces
fy N 1 Yo 1 (y 1
IR| & dy £ [ Yy dy =
o1l-y, 1-y, "o I-y, =n+ 1.

Como es menor que 1 existen tal que
Yo q q

1 (}’o)ﬂ+1 <8
Iy, n+l1

entonces tenemos (por (7)) :
n k
| o) = bp(2,_ 2 )| < &2

La siguiente funcion :

n k n -x k
=p (3 ¥)=p(3x (-e7)
R W )
es una combinacion lineal de
1, %, e'zx.... , e mx
Tenemos -
[ [pm(x)-g(x) [2 2% dx
o
B 2 -2x = 2 -2
= fo |Dp(x) - 8(x) |< € dx + fB |pm(x)-g(x)| e dx
Pero ” k % E
e = 12,(2% )| < g (5 )< dn(®

@)

9
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entonces
2 4,(x) = 2 |q,(x)| 21p,(0)] + |80 2 | p,(x) - &(%) |,
por lo tanto se tiene la siguiente desigualdad :

00

{B ]pm(x) - g(x) 12 2% dx L 4 f: { q,,(x) }2 e 2% gx < 52/8_ {10)
Por otra parte , de (8) tenemos

B B
I 12 - &) 12 2% dx < (2/4) [ 2% dx < (2/8) (11)

De (9), (10) y (11) tenemos :

2 -2 )
fo |0,p(%) - &(%) | exdx<_§_+_;_ ___62_
O sea que
/g - etm) 1| =l pplx) - g0 | < /2, (12)
Nota.

Profesor Juan Jorvath (Universidad de Maryland) me mand6 |a siguien-
te demostracion sencilla del teorema .,

Las funciones [ continuas que se anulan para x grande forman un con-
junto denso en L5(0, ). Sea luego [ una tal funcion con f[(x) = 0 para

x >a., Pongamos

-logt)
'/—(% si B gtgl
F@t) =
0 si 0Kt B

donde B = -log a. Por el teorema de Weierstrass existe para ¢ > 0 un
polinomio X a, ? talque | F(t)- Za, 1| < ¢ y ademds se puede

tomar a, = 0. Entonces

oo i 1
[ =)+ 2a, Imx |24y = [ |filog+)-%a, 1|2 %
o

1 1
= [ |F#)-X ant"lztdtgngo tdt = /2.
o
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A partir del sistema &%, 2%, , . . » e L .. por el método de Schmidt

se puede construir un sistema ortonormal completo {qsn(x) ,n=1,2

i 255eea b 2

00
(¢n‘ QSk) = fo ¢,,(x) d)k(x) dx = 8n,k
donde ©,(%) es una combinacion lineal de e’*, s s 8 digamos

Bu(x) = ¥+ E, g ety L B, e (13)

Abora , vamos a encontrar los valores de E” k*
Sean G _(2,2,t) = F(n+2, n, 2,t) (n=0,1,... )los polinomios de

Jacobi , entonces sabemos la siguiente relacion oftogonal : (8}(11][10]

. __1
J;’ £ Gy Gyy®hdt =Ly 8,5,

Haciendo el cambio de variable t = e”* se tiene :

€% G, (e) Gy (e) (<eF) dx = (1/27) 8,4

[ Gy ™ G ge™)) dx =I5 5,8 (14)
-2x e "%, enton-

Como e'xG”_I(e'x) es una combinacién lineal de e* , e™“%, .. ,

ces tememos la siguiente identidad :

b (0) = e¥G, () N2w = V23 &F Fnal, enel, 2, %) (15

Utilizando la expresion explicita de los polinomios de Jacobi , tenemos

2 2_12y,.2. 52
= 9 3{ex =1 2x f_‘Il(j"_'Z_l -3x
B,(x) = Y2n’ { e ———72 = 3 A T e

1 (n 2.1 )...lfl '(”'1)21 e ?*}

2 2 2 2
(1%-19)(n?-2%)n*-3%) |, €% 4 oo (1 n Un-1)!}

4 (3)*¢

(16)

Entonces , tenemos los coeficientes de la combinacién como sigue :

3 2
- - n.l ¢ e
E,1 =Y2n’ . B, ;= -Y2n SanZ
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En general

E, . =Dk 2 (n2-12)(n2-22). .. (n?- (k-1)2)
’ k ((k-1)! )?

= k'l (nq-k-l).’
= (-1) 42 e TSR
”(k-l)!k! (n-k) o 4w

En la tabla 1 se muestra algunos valores de E, .-

TABLA |

Nk 1| 2 3 4 3 6

1 V7

2 4 -6

3 346 | -1296 | 10YE

4 8Y2 | -60v2 | 120vZ | -70v2

5 570 | -60+10| 2109710 -280 10| 126 Y10

6 1293 | -210¥3 | 112093 -252093| 252093 | -924¥3

También , se puede demostrar inmediatamente que &,(x) satisface la sigui-

ente ecuacion diferencial :

(ex-l)‘ﬂgbn + e d¢n +n2¢n =0 (18)
dx? dx

§ 3. El sistema de-las funciones e */k s k= L2vsee o

Teorema 2
Las funciones

ex/2 x| ox/2 ;¥/2 o*/2 ox/k

s s e ey 3 00 0 8

determinan un subespacio lineal denso en L2(0,oo) .

Demostracion

Sabemos que las siguientes funciones ;51110]

u ) =Lyx)e*? n=0,1,2,...
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donde L (x) es el polinomio de Laguerre de gradon ,

forman un sistema ortonormal completo en L2(0, x), Sea

fk(x) = eX/2 ox/k 2n=o ag“) u,,(x) (19)

entonces
a;k)= (fk'"n) = fo L, (x) exp{-(X+-Z;-)i dx .

Utilizando la relacion conocida :[5] (71

1- -t n=0

se tiene

00 00 1
zn=o fo L, (x) expl- x(1+—k—” dx "

1 > xt 1
= — - - +=)}dx
I-tf exp{ 1-t} expi x (1 )}

00

_ ok _ & I __k s 1
E+1-1 k+1 1-t/(k+l) k+1 n=o (k+1)*?

Por lo tanto :

dk) = k(L7 p=1,.2,.. , n=01,... (20)
® k+1 k+ 1

Sean

TRt m

.

(k) _ 1 1
b —uo+k+1u1+. T o0 e ELz (21)

Si QC es el subespacio lineal determinado por el sistema (21) entonces

L (k) - L 5 — 1 u; €W
N 2le=1 b Yot N j=1¥k=1 (k+1)]} !
Pero :
1 o0 1 N 1 2
s 1 2 -3 —1 i
! i=1i N ieiter i =1 N?° k=1 (ked)
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N+1 0o 00
1 1 2 1 1 2
< d- —d
\-—Qifl y )’]+_z.zj=2{£ ; ly

7
1 2
tog(N+1) } +‘1'2' s 0 (Nso),

W j=2 (] 1)
esto es :

1N

2, M s uy (en Ly0)) cuando N oo,

0 sea que

“, €L
Por un procedimiento andlogo al anterior , se puede demostrar (por induccion )

que

u, € 1])d para todo n,

esto es :
MC = L 0,).
Como
k+1 °° 1
= u k=12 ...
e =%, o ! /

entonces se concluye que el sistema (/k ,k=1,2,3,... )determina un sub-

espacio lineal denso en LZ(O' ).

Aplicando el lema 1 del pardgrafo 1, tenemos inmediatamente el siguiente

corolario .

Corolario 1

Las funciones e"‘/k (k=1,2,3,...)determinan un subespacio lineal

denso en LZ(O' 00) .
Corolario 2

Las funciones

—L,; e'.x/k 2 k=1,2,3 ... determinan un subespacio

lineal denso en LZ(O,oo) 5

Demostracién inmediata. ®

Aplicando el método de Schmidt al sistema de funciones del corolario 2

se obtiene un sistema ortonormal completo h/;k(x)} :
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(Y0 ) =fo Yu(%) Yp(x) dx = 8,

donde l/ln(x) es una combinacion lineal de -31-]; e'x/4k v k=1,2,3,000,m.,

Pero , observando las siguientes relaciones :

1 _x/4k 1 _-x/4n, _ - S S & de =_ 1
(5 ¢ V5o € )-ankgepi *( v o)) dx kM'

(ekx onx) - fw exkin) 4o 1
(4] k+n ,

se ve inmediatamente que los coeficientes de la~combinacion para formary, (x)
son iguales a los coeficientes de la combinacion para Dp(%) obtenidos en (17),

0 sea que
n 1 -x/4k
(x) = X E —_— e (22)
¥n k=1 ™k 2k
§ 4. Una representacion de la transformacién integral de Hankel

Sean {(I)n(x) b, {‘Pn(x)} dos sistemas ortonormales completos definidos por

D) = AT g2 AT 5 B,y ok

(23)
__ 2
W (x) = 2% Yy(x?) =vZx E’il e

donde {p,} ly,} son los sistemas construidos en los pardgrafos anteriores y
En g k=12, ..,n;n=12 ... ) sonconstantes dadas en (17) .

De la siguiente formula conocida :[7] (91 (12] [13]

” 2 2
-k _ 1 -x*/4k
foe Y To(xy) y dy = (24)

se tiene inmediatamente que

00 2 .2
gie'k" N oy 7 dy = L &% 4k NS5,

2k
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luego
fo<l>,,(x) Jotn)ofxy dy = ¥ (x) (n=12... ).

Esto es , la transformacién de Hankel H : f > Hf = F dada por la integral

o0

Hf =F(x) = fa Jo(xy) {3y f(y) dy (25)
transforma el sistema {‘Dn} en el sistema {¥ 1} :

He =Y, n=1,23...

por lo tanto H es un operador unitario . Ademds , si reeemplazamos en (24)

k por 1/4k entonces tenemos :

o0 2 2
[ 1k YTRITV oA 4y = YT

esto implica que :

HY - f‘: Yooy T {5y dy = Oux) (n=123 ... ).

Esto es :

Hl® =Y, (n=123... )

o sea H'1

1}

H. (26)

Por lo tanto , se obtiene la formula inversa de Hankel :

Hf=F(x) = f: I ) NF fiy) dy

. (27)
HF=HLF=fy)=[ ] (xy)y*y F(x) dx.

[o]

Nota : La integral impropia (24) converge absolutamente ,luego el operador
H en (27) estd definido en el subespacio lineal determinado por {(Dn] (o por
{¥,1), pero elsistema {® | es completo y por la propiedad unitaria de

H se puede extender H al espacio total LZ(O' 00) .

§ 5. Convergencia de la integral de Hankel

Sea [ € L,(0,o) tal que la integral impropia :

Hf= f: Joxy) *¥ fly) dy
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converge absolutamente .
Primero , vamos a demostrar que el operador H es acotado .
Dividiendo el intervalo [0, =) en dos partes [0, R/x] y [R/x , ) con R fijo,

tenemos :

1 ff,,(xy) V& 1) dy ||

R/x 00
<UL Tyt ay ||+ | T VT I ayll | 2)

i)Si y < R/x (o xy £ R) existeuna constante C tal que
| To(xy) Afxy | < CAoxy,

luego tenemos

R/ 00 R/x
1L Tt i dy (7€ G2 [ x g "yl &y 2 dx

00 R R 00. R/x *
L) Ly fo/"y [fy)|? dy L ds = CZR L[ Ty I dy d
o

00 R/ 00
= 2R [V ylfpl? Y dy = PR [y dy = <2 REIAI2

0 sea
R/x
WS, Tot=) A3y 1) dy |l < CRI|f|| . (29)
i) Siy > R/x (o xy 2 R ) aplicando la férmula asintitica de la funcion
de Bessel tememos : (9] (21] [13]
To(xy) %y ={-i— cos (xy - 2 )+ Alx, ) (50)

donde
A(x,y) = O(1/xy) .

Entonces existe una constante M tal que

Il f:/x I, (xy) =y fy) dy ||

00 Lot M
< HIR/JZ”._ cos (y - L) I dy || + |l 55 i) & ||
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00 R/
<l fof?’ cos (xy - Z) fon dy || + || | "]/_2”_ cos (xy = 1) fiy) dy |

COM
+ Ilk/x-;y-/(y)dyll_ (31)

Pero

||'{:2:f cos (xy =~ n/4) f(y) dy ||
n o

L r d 1 >
N Hfo cos (xy f(y) dy || +7"-l| [ senxy fiy) dy ||

<242|f|l (por el teorema de Foutier Plancherel)  (32)
iii)

R 00 R/x
||f/ffi'cos (- /) Koy dy |12 2 S, LS, L]y 1
o m m

R/ R/
t Y172 ay J, * 312 | fy)2 dy § dx

y
SETY
0\8

00 R/x
247{?% "{_é-_fo y1/2 l/()’)lz dy

-4k = Ry 1 1/2 2 g
. fo{fo 1/_x_dx!y | fiy)|© dy

=7“i f" |2 dy = —‘}f— T

O sea
. ,
N[ N2 cos (xy,- n/d) f) dy || < 24 2R 11711 (33)
(7] m mw
- < i d d:
I fR/x p ) dy1I° < [ { &/ pey fiy) dy ¥ dx

00 2 oo L. 00 .
S Ly G, v dg, 2R dy ) ds
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> 2M2 3/2 2 .1/2 .02
{)2‘/12— x '&/xy lf(}‘)l dy } dx

00

- 2 .
= £ { fR/y %{g’___ x3/2 dx } y1/2{f(y)|2 dy

M2 =2 g 4M2 2
2L U2 dy = £

00

I fR/x (34)

M 2M
s dy |l < ZEI1

De (28), (29), (31), (32), (33) y (34) tenemos

1L 1ot o5 fi) dy || & (R4 24T 2Y 2R s By |1 = ],

i (35)

Abora , consideremos cualquier elemento f de LZ(O,oo), entonces f es

desarrollable como sigue :
1=37 Ay o I 47 = /12 <ee
k=1 k=1
La transformada de Hankel de f es entonces :
oo 00
Hf=3% A, HO®, = 3 ALY, . (36)
17 %er M % = 5 A

Dado ¢ existe n tal que

n oo
Hf- AV || = {3 AY2/2 < Min(e/3.¢/3€,)
“ f %=1 k k“ { k=ﬂ+1 i kl € [J o
donde C_ es una constante cota del operador H .
n
Sean (x) = X A D
£ k=1 Kk
n
&y(x) = Ek_ A, O si x<m
=0 si x> m.

65



entonces existe M, tal que

m>M implica llg-g,ll < e/3€C,
luego
|[Heg - Hgy,|| = || Hg-g,) || € Collg-g,ll <e/3.
Sea
[ (%) = f(x) si x&m
=0 st x >m

’
entonces tenemos

WH/-Hf || <||Hf-He||+|| He-Hg,||+|| He,, - Hf,||
\<.%+ L3+Co||gm-fm||<._;.+?‘+_;.=c (37)

ya que
lem - fyll Slle-fll=t 2 |42 12 < 3¢,
k=n+1 v

De (37) se tiene el siguiente resultado :

m
Hf=li.m< Hf =Lim £ To(xy) A%y f(z) dy (38)
m > oo m ->o00
§6. Representacién matricial de la transformacién de Hankel
De (23) del pardgrafo 4 tememos

g, = (Pp(x), Yi(x))

n k ® i 2
=% 3 E E L et expl-X-} 2x dx
i=1 =1 ™ ki 2;4 A
n k
=3 3 _2_ )
i=1 G=1 T145 ™ ki

= 41'752" Zk (-1)%+i (n+i-1)! (k+j-1)! (35}
i=1j=1 (L+4if)! (i= D! d! (j= )] (n-i)] (R~ j)!

H = (a,,) es unarepresentacion matricial de la transformacion integral de
’

Hankel con respecto ala base UD” (o 19,8 ).
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Tabla 2 (a, )

NG 1 2 3 4
1 0.8000 0.3770 0.2486 0.1858
2 0.3770 -0.0314 -0. 1034 -0.7662
3 0.2486 -0.1034 -0.1358 -0. 1340
4 0.1858 -0.7662 -0.1340 -0.0598
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