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ESTABILIDAD DE ORBITAS RELATIVISTAS
por

Luciano Mora O,

INTRODUCCION.- Las ecuaciones de la Relatividad General pa-
ra el campo gravitacional son no-lineales., De esta caructc-—
ristica esencial resulta que las "Soluciones Egcritas" que
de ellas se conocen (Schwarzschild, Weyl, Levi, Cinta, ctc),
conducen a ecuaciones orbitales también no-lineales,

Para el caso de una masa puntual en reposo, se obtienen las

"soluciones estdticas de simetrfa esférica" de donde resulta
la ecuaci6n diferencial de la 6rbita,

2
2 . .
(E) d U; + W= %2 + 3 (Einstein, 1.916)
oL
donde U, es proporcional a 1 y r 'y 90 son coordenadas po-
r

lares.

Esta ecuaci6n contrasta con la ecuaci6n newtoniana para el
mismo caso.

2
N d W ok
R
¢

2
Por la presencia del término no-lineal 3W

Observamos:
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1) (N) conduce a las G6rbitas-de Kepler.

2) (E) el fen6meno de la precesibn del perihelio de mercu-
rio (43" en un siglo, Einstein-Edcington, 1.919).

3) Puesto que las discrepancias cuantitativas entre (E) y
(N) son débiles, por lo menos a escala planetaria, v,
de hecho, otras teorfas lineales conducen a prediccio-
nes similares, un andlisis cualitativo de (E) podria,
eventualmente, revelar contrastes intrinsecos con (N),
de indudable utilidad en las verificaciones ulteriores
de la teorfa General de la Relatividad.

En esta nota, después de mostrar que la funcién elfptica de

Weierstrass es soluci6n de (E), escribimos la forma can6nica

de la misma, determinamos la integral de las trayectorias

en el espacio de fase, las singularidades, incluida su natu-
raleza y la configuraci6n local y global de las trayectarias.
Finalmente demostramos la existencia de una familia de solu-
ciones peri6dicas, de un ciclo 1lfmite, de los cuales se es-—

tudian la localizaci6n y la estabilidad.

I - LA SOLUCION ELIPTICA

1) En lo sucesivo identificamos QJ con t (tiempo). La ecua—
cibn

1
W=23u—u+ 3

RN
T = S s =k

(2
Con la transformaci6n

2X= M~ Yo
puede escribirse

e 2 1 _ 1
x=6x" =% g, ; donde g, === _ 1
2 82 ° 2 12 12 > 0

2) La integral elfptica

@

3

t= S dX_ , donde s = 4x°= g,x - g3
x VS 4
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define a x como funci6én de t, x = gp(t) que es la funcibn
elfptica de Weierstrass de invariantes g, y g3.

3) Vs = ¥, por tanto X% = 4x3 - g,x = g3, de donde

v 2
(1.3) x=6x -} g9

o sea x = ¢(t) es solucién de (E).

Poniendo
x = QL(t)
y = Gt = x

tenemos las ecuaciones paramétricas de las trayectorias en
el espacio de fase x X X,

0 en forma integral

2 _ ,.3_ _
y© = Ax - gx - g,

Una idea de su configuraci6n podemos tener dibujando la
curva

G6(x) = 43 - goX

luego G(x) - g3 después, los arcos simétricos
\, d
y=1 G(x)'g3= £

at

IT - LA FORMA CANONICA

1) La ecuaci6n (I.3) equivale al sistema
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e

2
):'-'—'6)( -%gz

Por medio de las transformaciones afines:

TI:X=X-15g2
y = 3Y
2 -k ; -1
T2 : X = " }; b X
donde 2
A=-2Vg, K" = 6Vg,; T= Kt
Obtenemos
X=~-y
(11.1) 2
y=x- X

que llamamos la "forma canénica" del sistema aut6nomo.

2) En esta forma

.

xX==yYy

Yy = 1 2_
Y"x-fg2x —g(x)
1
6 g9

Volviendo a la ecu%cidn de segundo orden e integrando, ob-
tenemos la "ecuacibén de la energfa" que es también de las
trayectorias:

X 2
llamamos G(x) = g(x) = %r -

3 (energfa potencial)

byt =gy - o0 v =+ Vag,- 6(0)

Dibujamos sucesivamente g(x); G(x), y las trayectorias.
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2) Observamos que g(x) se anula no soio en (0,0) sino ade-
mas en {2g,. 0); tampoco tiene el signo de x y no es im-
par; por lo tanto no podemos utilizar los resultados de
Lienard, Levinson, Smith, Littlewood-~Cartwright, Van der
Poll, etc.

4) Puesto qué por siuetria

tiempo (ITE) = tiempo (FK)
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para el perfodo tenemos

b
T = \j’fs Lx = Ng,)
a Vg3 = G(x)

en contraste con el caso lineal,

5) La ecuaci6n de las trayectorias, vista como funci6n im—
plicita de 2 variables:

2 x
f(x,y) = 5y +-2--_61E2 3—g3

tiene dos puntos extremos: un mfnimo en P,(0,0) y un punto
silla en P2(2g2,0). Esto muestra, por un 1ado, que P1 es un

punto de equilibrio estable en el sentido de Lagrange y por
otro que la funcién

2
V(x,y) = y2 e &

3g2

es definida positiva y tiende a cero con x2 + y2 (funcion de
Liapounoy). Ademds, los puntos P. y P_, vistos como singula-
ridades de las trayectorias, sof: Pl un "punto aislado" y
P, un nodo o punto doble.

IITI - LINEARIZACION

Con el objeto de utilizar los resultados de la Teorfa Cuali-
tativa de las Ecuaciones Diferenciales 0, procedemos al pro-
ceso de "Linearizacifn alrededor de las singularidades”.
(Liapounov).

1) Los finicos puntos de equilibrio de (II.1) son P,(0,0) y
P2(2g2,0). Linearizando alrededor de Pl(0,0), tenemos:

k=-y

y = x
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0 -1 .
de matriz A = (1 0] y ecuacibn caracterfstica
N -
0 = " N A +1, de autovalores puramente ima-

ginarios: A= + i . Las soluciones son x = cost y = sent,

un cfrculo alrededor de (0,0). Pi es un "centro" o un "vér—-
tice" y las trayectorias como en”la figura:

e

-
P g

4
/
/

Sdan ANl

linearizando alrededor de P2

X ==y
S
0 -1 - =}
Con la matriz A = [\l o ] y (P()\) = = >\2-]=0
i -1 -

la soluci6bn es x=Cp e , y=20Cq e
y con Cl C2 f 0 y = Cl C2/x
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Py es un punto "silla" y las trayectorias como en la figura

A

I

2) Estabilidad en el caso lineal.

La estabilidad de un punto de equilibrio la entendemos en el
sentido de Liapounov: Si una trayectoria se acerca a un pun—
to, permanece siempre cerca de €1:

Sea C : Lx(t), y (t)} la trayectoria y (x_,y,) la singula-
ridad. Entonces si para cierto t,, existe & , tal que

\J(x(to) - xoj27+ (y(to) = y0)2'<}§ entonces para todo t, exis-
tira la trayectoria y \[(x(t) = xO)2 + (y(t'o)- y0)2‘< CS

Por lo tanto, claramente, en el caso lineal P  es estable y
P; t, < t <X inestable.

3) Estabilidad en el caso general,

Para el caso general nos apoyamos en la Teorfa de Liapounov
y recordamos lo siguiente

x = P(x,y) ¥ = Q(x,y)

Al linearizarlo alrededor de (0,0) obtenemos

e
1

ax + by + €1(x,y)
ex + dy + gz(x,y)

H

e
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La singularidad (0,0) es simple si

ab
i) £0
cd
ii) 1im 1 (5¥) -0 L=ar
x—>0 2 . 2 '
X"+ y
y—>0

En estas condiciones se demuestra
1) Una singularidad simple es aislada
2) Si el sistema lineal tiene soiuciones tales que

|X(t, & )‘ < e-o‘(t—to)

l}’(ta‘.to)l é B e—d(t- to)

donde B y O\ son constantes positivas independientes de t
entonces todas las soluciones del sistema general son es—
tables.

En otras palabras: La singularidad del sistema general tie-
ne la misma naturaleza que en el sistema linearizado, ex-—
cepto en el "caso excepcional" que corresponde a rafces pu-
ramente imaginarias del polinomio caracterfstico. (Liapou-
nov).

En nuestro caso las condiciones i) y ii) se cumplen obvia-
mente y ademds el punto P,(0,0) corresponde al caso excep-=
cional”. Por lo tanto P2(2g , 0) es un "punto-silla" de
equilibrio inestable y Pl(O O) requiere un tratamiento =s-
pecial.

Por lo demds, sabemos por (II.5) que (0,0) es estable en el
sentido de Lagrange que coincide con el de Llapounov, pues-—
to que para la funci6n L:



V(x,y) = y2 + x2 - 22— 8
ng

y la derivada V a lo largo de la trayectoria:
ov :

gx X + 3; y = 2g(x)(-y) + 2g g(x) = 0, entonces

(0,0) es uniformemente estable (método directo de Liapanov)

<

4) El punto (0,0) en el caso general. Confirmacién de lo
anterior,

Para investigar la naturaleza de las trayectorias en el con-
torno de P_(0,0) utilizamos la Teorfa de Frommer sobre las

"direccion®s criticas", son las direcciones Y  ; a lo largo
de las cuales las trayectorias tienden al origen.

Si \V es el dngulo entre el radio vector y el campo vecto-
rial F(r, LP ), estdn determinadas por la condici6n

lim.tg‘{)= 0
‘r—=>0" .

P29
Para nuestro sistema canénico

k=-y
. 1l 2

= X

2g2

Obtenemos en coordenadas polares

(1'4) E = - -l— I'2 sen COS2
dt 2g, P 50
4P - g - E o]
Tt 1 P cos sﬂ
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2g
tg%:l‘d = COSB}a"";'z'
sen 90c052;§

Puesto que las finicas direcciones criticas posibles: y9= %E[’

37 anulan también el denominador y sinembargo
2

lim tg ¥ # 0 y andlogamente para 31 .
r—0 2
¢ >2

No existen direcciones crfticas. Ademds nuestro sistema no
cambia al sustituir t por -t y por -y, entonces por el cri-
terio de Poincaré (0,0) es todavia un centro para el sistema
gencral y el Teorema de Frommer asegura que en un centro sin
direcciones criticas las trayectorias se comportan, esencial-
mente, como en el sistema lineal, o sea las trayectorias en
la vecindad de (0,0) son cerradas y lo rodean.

IV = SOLUCIONES PERIODICAS

1) Que las trayectorias cerradas alrededor de (0,0) estable-
cidas en el pardgrafo anterior se asocian a soluciones
peri6dicas puede verificarse con la ayuda de otro resul-
tado notable de Liapounov.

Observamos que el sistema (II.1l) puece escribirse:

AP 2
oy
. JH
(1v.1) Y= 3%
2 2 ‘
1 3
donde H(x,y) = & + -’;— - -é-g— X

(1la integral del sistema)
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Con las propiedades

i) <@_“> = ﬂ) =0
02x/o ovlo

ii) H es holomorfa en la vecindad de O.
Puesto que la matriz del sistema lineal tiene como rafces
caracterfsticas + i, podemos aplicar el Teorema de Liapounov

y concluir que el sistema candnico (IV.l) admite una familia
de un pard@metro real de soluciones peri6dicas.

@.(t, ©)
£(C)

La estabilidad orbital de la familia sigue de la dependencia
contfnua del pardmetro C.

1]

@ (t+T,C)

T

]

V = EXAMEN DE OTRAS SOLUCIONES PERIODICAS

En la bdsqueda de otras trayectorias cerradas: 1) ciclos 11-
mites, o sea soluciones perifSdicas aisladas, asint6ticamente
estables; 2) soluciones perifdicas inestables, con trayecto-
rias en forma de silla, etc., Conviene utilizar la Teorfa de
Liapounov de los "exponentes caracteristicos" poderosa aunque
diffeil,

1) Las ecuaciones de variacién,

Sea x = 50(1:)\ y y= y/ (t) una solucién peritdica de

% = Fl(x’Y)

(V3 7 = By(x,)
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Pongamos
x() = P(8) + F(t); y(0) =@ (1) + 0 (1)
Las funciones \;(t), )? (t) [generalmente de valor absoluto

pequefio ] son las variaciones de x(t) y de y(t), respectiva-
mente,

{§=i-¢ =P (P+E, PN - (P, )
Ney-W =b (@Y, 0N - o) P, W)

; ?(ax>¢¢, q(ay)sp%*r(?\?)
h-3 652 )gog& V?(ay>¢¢”‘5 &

donde r y s son series de potencias en ¢ y Y( de grado ma-
yor o igual que dos. La parte lineal de este sistema son
las "ecuaciones de variacién".

2) En nuestro caso:

g2
de matriz W
0 -1
s(t) =
1 = ﬂ.ﬂ_ 0
- 82 i
(v.1)
x = s(t) x
~~ ~~

( forma vectorial).
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Este sistema se llama "reducible" si existe una matriz K(t)
que junto con el determinante |K'1(t)\ son acotados en
t, <t < OC, tal que la transformaci6n lineal

1=Ktz
transforma (V.1) en
§'= B z, B constante

(v.1) es reducible si A(t) es periédica y entonces K(t) tam-
bién es peri6dica (Liapounov). Podemos ademds suponer a B

en forma de Jorddn, Las rafces caracterfsticas de B son los
"exponentes caracteristicos" de (V.1l).

Tenemos ademds los resultados siguientes:

1) Si las partes reales de los exponentes caracterfsticos
tienen el mismo signo entonces la solucidén perifdica es
un ciclo 1fmite. (Nemytsky-Stepanov- Q.T of D.E. pég.
259).

2) Si el sistema (V.0) es aut6nomo y QO(t) no es un estado
de equilibrio, (V.1l) tiene un exponente caracterfstico
igual a 1.

3) Si h =2, el otro
T

- OF OF
A= exp j (_a_.l + (_2 y it
0 X ¢’¢ ,ay ?s‘ﬁ :
(Pontryagin 0.D.E.pdg.273)
4) De esto se deduce que puesto que en nuestro caso

>\= 1 ?(t),}ﬂ(t) corresponde a un ciclo 1fmite.

Sobre su localizacidn podemos predecir, teniendo en cuenta
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la configuracién de las trayectorias en el espacio de fase,

que

corresponde a la regidén de inestabilidad alrededor de

Py y que su trayectoria serd vecina a las curvas de forma
estrofoidal, alrededor de P,.

RESUMEN :

1)

La presencia de dos estados de equilibrio, la naturale-
za de la funcibn g(x) revela una configuraci6n del es-
pacio de fase que muestra que alrededor de Py(0,0) las
diferencias cualitativas entre la ecuacién lineal (N),
y la no-lineal (E), si se exceptda la variaci6n del
perfodo con el pardmetro, no son esenciales por otro,
alrededor de P,(2g,, 0), la existencia de un ciclo-1f-
mite es fundamenta% y requiere investigaci6n adicional
sobre localizaci6bn, ecuacién, perfodo, etc.
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