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ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS SOBRE CUERPOS

NO ARQUIMEDIANAMENTE VALUADOS

po.

Klaus E. Madlener

En el siguiente trabajo trataré de dar un resumen de los re-
sultados mds importantes, en el estudio de los espacios to-
pol6gicos en especial normados sobre cuerpos valuados no ar-
quimedianamente, Los primeros estudios en esta materia fue-
ron hechos por A.F. Monnaen 1,943 que desarroll6 en mayor
parte la teorfa de los espacios normados ultramétricos. En
los dltimos tres afios recibi6 la materia un gran impulso de-
bido a la introduccibn de los espacios local k-convexos por
J. Van Tiel en analogfa con los E.V.T. local convexos sobre
los reales y complejos. Claro estd que ambas teorfas estdn
todavia en desarrollo.

Muchos problemas que tienen una soluci6n en el caso real mues—
tran también aquf su solucién, Los m&todos usados en las de-
mostraciones son similares pero no sin encontrar a veces va-
rias dificultades., Serfa interesante si se pudiera encontrar
un camino para unificar las dos teorfas como se ha hecho ya
en parte.

1. VALUACIONES SOBRE CUERPOS

1.1 - Def: Una valuacibn en un cuerpo K es una funci6n
.1 : K— " con las siguientes propiedades:

vi: lal=0 & a=0
vo : lal=lallbl ¥ abcxk

vg : la+b| < \a\ * \b\ Va,b € K. Desigualdad trian-
gular,



Ejemplo: Cuerpo de los reales con el valor absoluto usual.
La valuacién se llamard trivial si |\a| = 1 para todo a & K.
La propiedad que nos interesa es la siguiente:

vy : |a+ b| Lmax ({a, (b]) (a,b € K). Desigualdad
triangular
fuerte

1.2 = Def: Si la valuaci6n de un cuerpo K cumple las propie-
dades vy T v, se llamard no_arquimediano; en otro

caso arquimediano.

Un resultado de Ostrowshi dice que un cuerpo arquimediana=
mente valuado es analfticamente isomorfo a un sub-campo de
los nfimeros reales o complejos., En lo siguiente serd K siem—
pre un cuerpo valuado n.a que podemos suponer completo.

Ya que el grupo de valores de K, esto es{\a\: a é}BCr=NK,
no es todo /R* podemos distinguir 2 casos:

1.2 - Def: a) La valuaci6n n.a |«)\' es discreta si existe
un dé@f,O( d <1 tal que

Ng =4d" ine€eZ}

b) La valuaci6n n.a |*| es densa si Ny es denso

en (R,

Propiedades equivalentes para:

a) N, tiene como Gnico punto de acumulacibnel 0

K
b) NK tiene el 1 como punto de acumulacidn
Ejemplos: a) Valuacifn discreta: E1l cuerpo de los raciona-

les valuados p-adicamente, en donde p es un
nfinero primo.

b) Valuaci6n densa: Cuerpo de las series de po-
tencias con la valuacién usual.
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Estos cuerpos tienen propieuvades analiticas a veces mds sen-
cillas que los nimeros reales.

p.e. Una serie es convergente << el término general tien-
de a cero.

Por otra parte, muchas propiedades que tienen los reales,
como orden, local compacto, conexo, completo, no tienen que
valer para un cuerpo valuado no arquimediano.

2. ESPACIOS LINEALES NO ARQUIMEDIANAMENTE VALUADOS

2,1- Def: Un espacio lineal normado E sobre K se llama

no arquimediano si la norma en E satisface la desigual-
dad ultramétrica.

\\X+Y\\\<max(\\x“a“yu) X,y € E

se sigue que:
hx + yll= max (Nxll, lyll) sil\xll #Uyl

E es un espacio de Banach no arquimédeo si E es completo
con la métrica canbnica.

Ejemplos:

i) E1 espacio de todas las sucesiones acotadas x=(Xi)j e

x; €K con la norma (l x|| = sup|xj|. Si K es completo,
: 0o
entonces es un espacio de Banach. Se denota con e

ii) Sea X un espacio topolégico local compacto:

Con Co(x) se denota el espacio lineal de todas las fun-—
ciones contfnuas con soporte compacto f : X—>K, tal
que separen los puntos de X (p.e X sea O-cimensional).
La norma se define con:

[}fl|= sup \f(x)\ Cc(x) es un E.B.n.a.
x &€X
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iii) Una pregunta inmediata que se presenta es, cudles son
las condiciones necesarias y suficientes para que un
espacio normado sobre un cuerpo valuado K sea un espa-—
cio lineal normado no arquimediano:

Una condici6én necesaria es que K tenga una valuacién n,a.

pero esta condici6én no es suficiente como se puede ver en
el ejemplo siguiente: ’

el =4\X = (Xl’xzv") P Xye K ZAlxi\ <OO@IX1\ = 0 Ho

I x\| = :Z:xi no satisface la desigualdad ultramétrica.
i -

3. FUNCIONALES Y EL TEOREMA DE HAHN BANACH
Los funcionales se definen como en el caso cldsico, esto es,
como funciones lineales contfnuas de E en K.
Las relaciones entre continuidad y acotamiento para opera=
dores sobre espacios normados no arquimedianos son las mis-—
mas del caso clésico,
E1l Teorema de Hahn Banach sobre la extensifén de funcionales,
es vdlido bajo ciertas restricciones a la valuacién del
cuerpo K, que K sea esféricamente completo.
Introduciré este concepto en forma mds general.
3,1 - Def: Sea E un espacio lineal sobre K supongamos que

la topologfa de E estd determinada por una seminorma
no arquimédea p .

i p: E—>p

ii) (o) =0

ii1) P(ax) = \al p()  Yaek
iv)  Px+y) Lmax (P(x), P(y))
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Con (E, p) se denotard el E.V.T E provisto de la topoiogfa
definida por la seminorma.

3,2 - Def: E1 conjunto{vx %Q(x = xo) S:/\¥se llamard una es=
fera con centro Xy ¥ radio A ., Las esferas en el ca-
so no arquimediano tienen propiedades singulares:

i) Todo punto de la esfera puede ser considerado como cen—
tro L

ii) Si la intersecci6n dc dos esferas es no vacfa, eriton—
ces la de menor radio estd contenida en la otra.

3.3 - Def: E1 espacio (E, Q) se llamard esféricamente comple-
to, si toda familia de esferas totalmente ordenada por
inclusi6én, tiene una intersecci6n no vacfa.

La definici6n de esféricamente completo se puede aplicar al
caso del cuerpo valuado K si se considera como espacio line-
al sobre sf mismo, la valuaci6én siendo una seminorma n.a.

3,4 = Se pueden mostrar entre otras las siguientes equivalen—
cias:

1. K es esféricamente completo.

2. K estd maximalmente valuado, en el sentido de que
toda extensi6én valuada de K extiende el grupo de
valores G o el cuerpo residual K.

En particular todo cuerpo completo con valuacién discreta es
e.c. ya que en este caso se cumple u = c.f (u grado de la
ext. de K).

(c grado de la
ext. de G).

(f grado de 1la
ext. de K).

NOTA: Existen cuerpos valuados densos que son e.c.

Ejemplo: Cuerpo de las series de potencias.
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3,5 = Def: Se dice que el espacio (E, p) tiene la propiedad
de extensi6n si para todo espacio (F, q )sobre K y todo
subespacio lineal VC_ F con una aplicaci6n lineal

sﬂ: \% = E para la cual se cumple

PPN L a0 xe v
existe una extensifn \//: F —> E que satisface

PYGNSax)  xeF

3,6 = (E, p) tiene la propiedad de extensibn <<= (E,P)
es esfricamente completo. Tomando E = K, resulta el
teorema de H.B. cldsico. (Fué mostrado por Ingleton).-

El teorema es b&sico para la existencia de suficientes fun=-
cionales. Se puede mostrar fdcilmente que si el cuerpo no es
e.c. existe por lo menos un E.L.N. n.a cuyo dual se reduce
aqorp.

4. EXISTENCIA DE BASES EN E.L.N. n.a

Una de las mayores dificultades que se presenta es el hecho
de que el grupo de valores no tiene que ser todo [Q*-

Sea NP={P(X):X€E}° NK='£\a\:aeK}°
De la relaci6n P (ax) = \a\ P(x) resulta que Ny NpC Np.

La relacién Ng Np = NK no es correcta por lo general, para

K = /R es correcta. Esto tiene por consecuencia qu. nc¢ todo
vector es normable.

4,1 - Def: Sea E un E,L,N. n.a. Una familia ("C‘j)~ < . en
E se llamard una base de E si todo x& E pu'et':le ser ex-

presado de manera finica, en la forma
(o =]

x=Zx- e4 X: &K
i=1 = = i
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donde la convergencia se entiende en el sentido de la norma
y de manera que:

Wxll = sup ||x; ejfl = sup \xy| || esll

4,2 = Se puede mostrar la existencia en los siguientes ca-
sos:

1) Sea la valuacién de K discreta:

Toda sucesifn estrictamente decreciente en N conver—
ge contra 0.

2) Sea K esféricamente completo.

E es separable, esto es, existe un subespacio denume -
rable denso. .

Se puede probar ademds:

4,3 = Si E es un E.B, n.,a de dimensi6n infinita y la norma
no cumple la condici6n en 4.2 1, entonces si E tiene
una base, E no puede ser e.c.

Si aplicamos este teorema al ejemplo 2, i) suponiendo que K
es e.c = e es e.c. se obtiene,

Si la valuacién de K no es discreta y K es e.c.écentonces
ning@in espacio de dimensi6n infinita del tipo e~ sobre K
tiene una base,

5. APLICACIONES

5,1 Operadores lineales: Se han estudiado en particular
aplicaciones compactas, c—compactas, Operadores de
Fredholm y Alhinson.

La teorfa de Riesz-Schauder para espacios normados y gene-=
ralizaci6n a espacios local K-convexos. (Definidos por se-
minormas n.a).
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Monna = Serve = Gruson = Van Tiel ~ Madlener.

5,2 Integraci6n de funciones definidas sobre un espacio
topol6gico local compacto X con vectores en K fue de=
sarrollada en analogfa con el método de Bourbaki.

Existencia de una medida de Haar se complica m&s que en el

caso real ya que entra una dependencia de la caracterfstica

del cuerpo,

Monna = Springer T.A - Tomas F. = Bruhat,

5;.3 Teorfa de funciones de una y mds variables.
Gravert = Remmert.

5.4 Varios problemas como m&todos de sumacién, espacios
noxrmados sobre cuerpos valuados trivialmente. Algebras
de funciones contfnuas. Algebras de operadores, es=
tructura.

La literatura se encuentra en su mayor parte en:

Proc. Kon, Ned. Ahad., V. Wetensch 1,943

Ind. Math,
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