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UBER EINE KLASSE SYMMETRISCHER IDEALER
FUNKTIONENRAUME NEBST ANWENDUNGEN
Jiirgen APPELL

Abstract: In this paper we introduce and study a class of
function spaces which generalize the classical Orlicz spaces in
the same way as L(p,q) spaces generalize the classical Lebesgue
spaces. It turns out that the "extreme spaces"”" (in the sense of
tnclusion) coincide with certain Lorentz and Marcinkiewicz spaces.
As application, we prove an interpolation theorem and consider
Hardy-Littlewood operators.
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8paces, Marcinkiewicz spaces, Lorentz-Shimogaki interpolation
theorem, Hardy-Littlewood operator
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Ziel dieser Arbeit ist die Einfiihrung und Untersuchung einer
Klasse von Funktionenriumen LM,N' die die klassischen Orliczr&ume
LM in gleicher Weise verallgemeinern wie die Riume L , (siehe z.
B. [6,7]) die klassischen Lebesguer¥ume L . Es stellt sich hierbei
heraus, daB die "Extremfille" LM,1
AO und Marcinkiewiczriumen M, [4,5,15] Uibereinstimmen, falls die
Funktion ¢ passend gewdhlt wird. Als Anwendungen werden ein Inter-

polationssatz in Ly 1 und Hardy-Littlewood-Operatoren in Ly N be-
’ ! 4
trachtet.

und L mit den Lorentzrdumen
M
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1. Ideale Rd¥ume. Ein Banachraum X meBbarer Funktionen {iber
einer Menge 0 heiBt idealer Raum, falls mit x4 jede meBbare Funk-
tion x, mit x, S x4 (d. h. lxz(t)l S|x1(t)l fast tilberall in Q)
zu X gehdrt und "x2l|$Hx1llist. Folgt aus X, €X ferner X,€X und
szll- "x1llfur jede zu X, gleichverteilte Funktion x, (d. h. die
Mengen ({t: t€gq, Ixi(t)l>h] (i=1,2) haben flir jedes h>0 das gleiche
Ma8), so heiBt der Raum X gymmetriech.

Ist X ein idealer Raum, so bezeichne X° den (separablen ab-
geschlossenen) Unterraum aller Elemente x€X mit absolutstetiger
Norm, d. h.

HxDxll* 0 (uwD » 0),

WO Xp wie Uiblich die charakteristische Punktion der Menge D c Q
bezeichnet. Stimmt X° mit X tiberein, so nennt man X reguldr; ist
X° lediglich dicht in X beziiglich der Konvergenz im Ma8, so nennt
man X quasireguldr. Jeder symmetrische Raum X # L, ist quasiregu-
l8r. Bezeichnet An den "Abschneideoperator”

x(t) Ix(t) Isn
Anx(t) =
Ix(t) I>n

in einem symmetrischen Raum X, so gilt flir jedes x€X

1) dist(x,X°) = lim lix - A xll;

n-see
insbesondere folgt hieraus, daB die beschrinkten Funktionen dicht
in X° liegen. Eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie idealer
Riume findet man beispielsweise in [16], viele wichtige Beispiele
in [1].

In den Abschnitten 1 bis 5 betrachten wir stets (Lebesgue-)
meBbare Funktionen {lber @ = (0,1), im Abschnitt 6 {iber g = (0,);
die meisten unserer Resultate lassen sich jedoch ohne Schwierig-
keit auf allgemeinere Mengen Q@ EZRN ibertragen.

Vor der Einfilhrung der symmetrischen Riume LM,N bendtigen wir
einige Hilfsmittel aus der Theorie reeller Funktionen. Sei ¢ eine
gegebene nichtnegative Funktion auf (0,»); flir a>0 setzen wir
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(at)
(2) p(4;a) := su .
0o #(t

Aus dieser Definition folgen leicht folgende Eigenschaften:

(i) p(e;ab) < p(e;a)p(e;Db),

(ii) p(¢v;:a) s p(e;a)p(y;a),

(iii) p(so¥;a) s p(é;p(v;a));

aus (i) folgt insbesondere, daB die Funktion p(¢;-) lberall end-
lich ist, falls sie in einer Umgebung von a=1 endlich istﬁ

Flir das Weitere interessieren uns Bedingungen an die Funktion:
p(¢;.), die die Xquivalenz '

u
(3) ]oléﬁl at ~ ¢ (u) (0<u<m)

oder die Kquivalenz
(4 IuléEl at ~ ¢ (u) (0<u<e)
u

sichern, (Die Schreibweise f£(u) ~ g(u) bedeutet wie Ublich, das
cf(u) < g(u) S Cf(u) ist £Ur zwei von u unabh¥ngige Konstanten c
und C.)

Lemma 1 [3, Lemmata 1.4 und 1.5]. Falls fur ein a>1 die Un-
gleichheit o (¢;1/a)<1 {bzw. p(¢;a)<1} gilt, und falls die Funktion
p(9;°) auf dem Intervall [1,a) (basw. auf dem Intervall [1/a,1]}
beschrdnkt ist, so gilt (3) {bsw. (4)}. o

Wir betrachten drei Beispiele, die fiir uns im folgenden von
Wichtigkeit sein werden. Sei M eine Youngfunktion, die einer ay-
Bedingung geniigt [2]. Dann folgt aus Lemma 1 flir die beiden Funk-
tionen '

(5) s =un
und
(6) o(w) = 17 (1/w)
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die Aquivalenz (3), und fir die Funktion
(7 $(w) = 17u M1 (1/u)

die Kquivalenz (4).
Sei X ein symmetrischer Raum. Dann ist der sogenannte Deh-
nungsoperator

(8) (0.%) (£) = x(t/7) (0<t<en)

stetig und linear in X mit HoTHSmax(t,1] (siehe [3, Theorem 4.4]).
Aus der Symmetrie des Raumes X folgt weiter, daB die Norm HxDH
der charakteristischen Funktion einer meBSbaren Teilmenge D c [0,1]
nur vom Ma8 uD dieser Menge abhingt; daher kann man in symmetri-
schen Rdumen X die Fundamentalfunktion

(9) g (8) = lixpll (uD=6)

einflihren. Zwischen den Funktionen (2), (8) und (9) besteht der
Zusammenhang

(10) pbyiT) S llo_ll,

wobei strikte Ungleichheit auftreten kann. Als besonders einfaches
Beispiel filir Gleichheit in (10) erwihnen wir die Lebesgueriumne Lp
(1<psw), in denen
. - = - .1/p
p(ox,r) = ¢x(t) = HOTII— T

gilt (d. h. insbesondere HoTII= 1inL)).
2. Die R&ume LM N Fir eine meBbare Funktion x bezeichne
L. 2 RTRe T,

A, (h) das MaB der Menge aller te(0,1) mit Ix(t)|>h. Mit x* bezeich-
nen wir die monoton fallende Umordnung von x, d. h.

x*(t) = inf (h: hso, A (h)<t) (0<tc1),
und mit x** deren Mittelung {iber (0,1), 4. h,
t
xen(t) = 1 [ x* (s)ds (0<t<) .
>0

Definition 1. Seien M und N rwei Youngfunktionen und
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Wy o(t) = N[1/M 1 (1/8)]. wir setzen

1
(1) ixiy = inf (ks ko0, JowM,N(t)N[%]d—t‘ s
und
1
(12)  Jixly, o = inf (k: k>0, J Wy, N(t)w[iiiiﬁl]%f < 13,
’ 0 r

und bezeichnen mit Ly y die Menge aller meBSbaren Funktionen x mit
’
x .
I 'h,N<° o

Das Funktional (12) ist eine Norm auf dem linearen Raum LM,N'
wdhrend fir (11) die Dreiecksungleichheit nicht gilt. Man sieht
leicht, das LM,N ein symmetrischer idealer Raun ist, der quasi-
regulér, aber im allgemeinen nicht reguldr ist: In der Tat, eine
meBbare Funktion x gehdrt offensichtlich genau dann zu L

M,N’
falls fdr ein k>0

j
x*# () ]dt
(13) IowM’N(t)N[k_]T < w

ist; dagegen gilt fiir den Unterraum L§ N das folgende charakteri-
4
sierende

Lemma 2. i'ine meBbare Funktion x gehdrt gevwau dann zu Lﬁ,N’
falls (13) fir alle k>0 grit.

Beweig. Sei xeLﬁ,N und k>0. Wegen (1) gibt es eine natiirliche
Zahl n, derart, das nx—Anxllsk/Z ausfdllt fir nzno, also

.
2(x-A_x)*#*(t)]dt
IOWM,N(t)N[_—nk——]T =

Da die Funktion Anx beschrinkt ist, qilt offensichtlich

1
: 2(A x)**(t) ]at
joleN(t)N[ Nef——— |- — < @,

Damit folgt der crste Teil dor Behauptung aus der Konvexitit der

Youngfunktion N. Gelte umanvhrt}A{B) fiir alle k>0. Dann qibt es



fUr ¢>0 eine natiirliche Zahl n, derart, das flr nzn°

1 A (n)
(x-A x)**(t) |[dt _ x x**(t) ]dt
[ ez fae | Py oufzeiefee

ist, da Ax(n) < 0 gilt flir n+e. Damit ist Mx-Anxlh NSE fir n2n,
r
und die Behauptung folgt aus (1) und der Abgeschlossenheit des
L]
Unterraumes LH,N' o

Folgerung 1. Erfullt N eine Az—Bcdingung, 8o ist LM N reguldr.
’
Beweis. Die Az—Bedingung bedeutet, daB p(N;a)<= ist fiir alle
a>0. Ist nun xELH N und gilt (13) fir ein k°>o, s0 gilt auch fiir

0<k<k°

];u,,,,,mu[ﬁ;‘—”]d—: < o Nk /K) [lun',(t)u[ii;(:—”]% < % o

Uns ist nicht bekannt, ob die Az-lodingung fir N auch not-
wendig ist flr die Regularitit des Raumes Lu’u.

Definition 2. Sei M eine Youngfunktion. Wir setzen

1

- x*(t) dt
(14) |!|",1 Io m t
und
1
x**(t) dt
(15) ||x|h'1 = IO m <

und bezeichnen mit LH 1

“xlh 1<= diese Henqe'(nit der Norm (15)) ist ein reguldrer sym-
14
metrischer idealer Raum. O

die Menge aller meSbaren Funktionen x mit

Definition 3. Sei M eine Youngfunktion. Wir setzen

(16) IXl) o = sup -xt(t)
4 ©o M (1/t)
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a7 Nxl), , = sup Xt

und bezeichnen mit L- «» die Menge aller meSbaren Funktionen x mit
’
llxlh w <®; diese Menge (mit der Norm (17)) ist ein symmetrischer
’
idealer Raum. AuBer (16) und (17) betrachten wir noch das Punktio-
nal ’

(18) lx.H,w = inf {(k: k>0, ;:8 H(h)lx(hk) < 1},

und schreiben
(a) xELH'w, falls x‘(hk) = 0(1/M(h)) ist fir ein k>0,

(b) x€ falls Xx(hk) = o(1/M(h)) ist fUr ein k>0,

LH,w,oﬂ

(c) x€L

-1
. . =
M, =, 0 falls tiu x**(t)/M " (1/¢) 0 gilt. o

satz 1. Set MEAZ. Dann gilt 'x'H,w = 'x'u,- ~ leh;- und
folglich

@ e = g,
ii ° = =
(ii) LH,- LH,-,o Lu,w,o'
Beweis. Die Gleichheit leH v = leH « fOlgt unmittelbar aus
’ ’
der Definition der Umordnung x*. Weiter ist offensichtlich

leM w S Hxlh wr da x* monotom fHllt und damit x* < x** ist.

’ ’

Andererseits sind leH « und Hxlh « S0gar ¥quivalent, falls
. ’

(19) J“H-1(1/t)dt 2
o ~uM (1/u)

gilt; dies ist aber gerade das Beispiel (5). Damit stimmen die
Réume L und Ly w Uberein. Die Behauptung (ii) folgt aus der
’

M,
Gleichheitskette
o - . o -
LM,w = {x: M(x/k)€L1lw fir ein k>0}

= {x: M(x/k)€L fir ein k>0)} = LH w,0'
A

1,w,0

wobei wir mit L,  {bzw. L, o} die Menge aller meBbaren Funktio-
’ *% e

nen x mit Ax{h) = 0(1/h) ({(bzw. Ax(h) = o0(1/h)} bezeichnet haben.

Damit ist Satz 1 bewiesen. O
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Wir bemerken noch, daR das Funktional (18) schon in der Arbeit
[8] untersucht wurde; dort sind auch Bedingungen daflir angegeben,
das LM,w < LN,w fir zwei Youngfunktionen M und N gilt oder daB der
Raum LM,w mit einem Marcinkiewiczraum M¢ Ubereinstimmt. Dem Zu-
sammenhang der Riume LM,1 und L « Mit anderen Funktionenr&umen

Ml
ist der folgende Abschnitt gewidmet.

3. Die Rdume A, und M,. Eine positive Funktion ¢ auf (0,)
v hd
heiBt quasikonkav, falls sowohl ¢ als auch die durch

“(t) = m)—

definierte (zu ¢ konjugierte) Funktion ¢* monoton wachsen und

$(0+) = ¢*(0+) = 0 gilt. Eine Funktion ¢ ist genau dann quasi-
konvex, wenn sie Fundamentalfunktion ox eines symmetrischen Rau-
mes X ist [3, Theorem 4.7); auBerdem kann man in jedem symmetri-
schen Raum X eine ¥quivalente Norm einfiihren derart, daB der Raum
symmetrisch bleibt und die Fundamentalfunktion bezliglich der
neuen Norm sogar konkav ist [3, Theorem 5.8].

Sei ¢ eine quasikonkave Funktion. Der Marcinkiewicsraum M

(]
besteht aus allen meSbaren Funktionen x, fiir die die Norm
(20) Hxlyy = sup D) I Ix(t) 1dt =
¢ bc(o,1) M D

t
= sup ‘ét) J x*(s)ds
t>0 0

endlich ist. Der Lorentzraum AO besteht aus allen meBbaren Funk-
tionen x, fiir die die Norm

1
(21) Hxll, = sup (| x(ory(erae: iy st
b 0 $*

endlich ist. Eine meBbare Funktion x gehdrt zu A@ genau dann,
wenn

ol 1
(22) (1, =[ 0, man = [ xrorase) <o
¢ 0 0

ist. Hlerbei gilt stets
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nxn, < I[x1, < 21xy, ,
A Ay Ao

und insbesondere ”x|h = [x]A , falls ¢ konkav ist [4,5,15].

$
Sei nun M eine Youngfunktion. Die durch die Gleichung

(23) M‘1(t)¢(t“1) =1

definierte Funktion ¢ ist dann offenbar quasikonkav. Ist beispiels-

weise M_(u) = 15|u|p (1<p<»), so ist ¢p(t) = p-1/pt1/p; weiter

gilt fiir die konjugierte Youngfunktion

M* (u) =

P 309 {lupv = M (v)} ==§:|ulpt = Mo (0)

>0

(p +p*_1=1), und fir die zu ¢P konjugierte quasikonkave Funktion

0 /Phx(e) = (00 P /s 0y = p!/P/PT 2 BBy ce),

d. h. ¢S und ¢_, stimmen bis auf einen konstanten Faktor {berein.
Allgemein gilt das folgende

Lemma 3. Seien M und N zwei Youngfunktionen, und seien ¢ und
v duren M (D)o (t™) = N (0)y(t7) = 1 definiert. Dann gilt

(i) N = M¥* = Yo~ 0%,
(ii) Y= ¢* = N ~ M*,
Beweis. Sei N = M¥, Die Funktion
= v MW
olv) := u M(u)+M(v)

ist nach oben beschridnkt auf (0,o), da o(v)-0 (fir v-0und v-w,
gleichmdBig bzgl. u) gilt; sei 1/c eine obere Schranke. Fir
t = 1/M(u) gilt nun

= a ! < 3 (v>0),
M (1/t) 1+tM(v)

also

- S M(V)} - N[——:E—————]

1
T 2 sup {-—:T—-—‘—' 1
v>0 ‘tM (1/t) tM - (1/t)
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Folglich ist ¢*(t) = tM ' (1/8) 2 o/N"' (1/t) = cy(t). PUr u =
= H-1(1/t) gilt umgekehrt

orriral - w5 Gy o) »

M (1/¢)
-1
2T (/) 1
z—,—-L——=—.
tM iy OOt

Folglich ist ¢*(t) = tM-1(1/t) < 2/N'1(1/t) = 2y(t).
Die Behauptung (ii) wird in analoger Weise bewiesen. o

Wir bemerken, daB8 Lemma 3 auch mit Hilfe allgemeiner Resultate
Uber symmetrische R¥ume bewiesen werden kann (vgl. [3,11]). Zum
Beispiel folgt (i) aus der Tatsache, daB ¢ wegen (23) die Funda-
mentalfunktion des Orliczraumes LM (mit der Luxemburgnorm) ist
und allgemein die konjugierte Fundamentalfunktion eines symmetri-~
schen Raumes X mit der Fundamentalfunktion des konjugierten
Raumes

1
X' := {y: I x(t)y(t)dt<o flr alle x€X}
0

(d. h. in diesem Fall des Orliczraumes Lys mit der Amemiyanorm)
Ubereinstimmt.

Satz 2. Gelte (23) mit ME€A,. Dann gilt

(i) Ly, 1 = Ay
i) Ly, =M,
R N

wo H’ - den Raum aller meBbaren Funktionen x bezeichne, fir die
’
Tim D) [ Ix(t)1dt = 0
uD=0 ¥ D

i8t.

Beweis. Wegen Beispiel (6) ist

1 Y dt
M (1/4) jo o (/e
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also

Hxlk ~ [x}AO ~ IxIM'1 < "xlh'1,

€ A, . Andererseits ist wegen Beispiel (7) auch

L]
mithin LH,1

¢

1 = dt
W (1/a) Ju 241 (1/8)

Hieraus folgt fir jedes Dc(0,1) mit uD=§

§

~

0
dt 3 J’ dat

¢ (8) = lixnl =I -
Ly 1 p'M,1 s e

M, 0 tM 1 (1/¢)

~ __T_l___ = 0(6),

M (1/6)
d. h. die Fundamentalfunktion des Raums LM,1 ist ¥quivalent zur
Funktion ¢; aus [3, Theorem 5.5] erhalten wir damit A’ c LH,1'
Die Behauptung (ii) folgt unmittelbar aus (17), (20) und der Defi-
nition der Funktion x**,
In analoger Weise wird die Behauptung (iii) bewiesen. o

4. Einbettungen und Dualititen. Im Spezialfall M(u) = :—>|u|p
und N(u) = 1—lulq (1<p,g<=) stimmen die R¥ume LM,N' LM,f' LM,w und
LM,w mit den klassischen R¥umen Lp,q' Lp,1 = Ap’ Lp'n = M_ und
Lp,w Uberein. FUr diese letzteren Ri¥ume ist eine Reihe von Einbet-
tungssétzen bekannt, z. B. ist Ap stetig (aber nicht absolutstetig)
eingebettet in Mp, und Mﬁ seinerseits absolutstetig in Aq fir g<p.

Der folgende Satz verallaemeinert diese beiden Resultate:

Satz 3. Seien M und N zwei Youngfunktionen. Dann gilt

(1)

LM,1 c LM,u (stetige Einbettung),
(ii) Ly oS L (absolutstetige Einbettung) gemau dann wenn
1 = TN, 1
c =1
24 M (1/t) at
( ) l __1_L T < o

0N "(1/¢t)

fir ein c>0 gitlt.
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Beweis. Aus der Monotonie von x** und wegen der fir jede
Youngfunktion giiltigen Abschédtzung M(u)<uM'(u) erhalten wir (mit
der Substitution s = 1/M(u))

t ds
Hxlh g 2 x*¥*(t) —F =
’ 0 sM " (1/s)

- xu(t,J » M (M) g,
M (1/t) uM(u)

o

2x-t(t)l 1 .d_‘:;:w,
M (1/t) u M (1/t)

a. h. Hxlh,m < Hxlh,1. (Wir bemerken, daB auch (i) mit Hilfe all-
gemeiner Einbettungss&dtze fiir symmetrische R&ume erhalten werden
kann [3,11].)

Gelte nun (24), und sei xGLM'm. Dann ist

’

@ o -1
J —27 () g¢ < ixi, mj H_(/8) Gt ¢ =
0 tN " (1/t) 0N (1/t)

wobei die Einbettungskonstante (d. h. hier ein Integral {iber dem
Intervall (0,8)) mit 8§ gegen Null strebt.
SchlieBlich zeigen wir die Notwendigkeit der Bedingung (24) fir

. : . | R
die Einbettung LM'N < LN,1' Die durch x (t) = M " (1/t) definierte
Funktion X, gehdrt zu L da stets

M, o’

X** () = + [tu”m/ yds ~ 1em~ T (1/8)
o T, shds ~ &

gilt. Nach Voraussetzung ist also XOELN 1 mithin
’

Jm M-1(1/tl LY <ew D

0 N'1(1/t) t N,1

Sei X ein symmetrischer idealer Raum. Die Menge aller meB-
baren Funktionen y, fiir die die Norm
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1
llyll = sup (J x(t)y(t)dt: x€x, lIxII<1}
0

endlich ist, nennt man den zu X konjugierten Raum X' (vgl. die
Bemerkung nach Lemma 3). Dieser Raum ist ein (m&glicherweise
echter) Teilraum des Dualraums X*; genauer ist stets eine Zerle-
gung X* = X' + X" mdglich, wo

X~

{y: y€X*, <x,y> = 0 fiir alle x€X°)
und
X% = {x: x€X, <x,y> = 0 fir alle y€X"}

ist (siehe z. B. [16, Theorem 29]). Insbesondere folgt hieraus,
daB8 X' mit X* ibereinstimmt dann und nur dann, wenn X mit X° iiber-
einstimmt, d. h. X reguldr ist. Beispielsweise gilt (nach Defini-
tion der Norm (21))

[ ¢ .
Ky = A% =M,

und (siehe [10])

' * =
M¢l° M¢r° A¢*'

Daraus erhalten wir unmittelbar die

Folgerung 2. Set M€A2. Dann gtlt

= L*

L) 5 M, 1

M, 1
ii ' = L* =
1) Iy e, = M,=,0 = Iur,1-

= Ly, or

Beweis. Nach Lemma 3 und wegen der Regularitit von LM 1 ist
’
* = L' = pA' = =

L1 = Daq = M) = My = Dy o

Die Inklusion Lﬁ w,0 S LM* 1 folgt aus dem Satz von Radon-Nikodym
’ ’ ’
und der Tatsache, daB die beschridnkten Funktionen in LM i~
’ r

bzgl. der Norm (17) dicht liegen (vgl. (1) und Satz 1 (ii)).
Zum Beweis der umgekehrten Inklusion L c L* geniigt es

. M*,1 = "M,»,0
die Abschitzung

1
[ xwyorae < axiy iyt
0 ’ ’

flir charakteristische Funktioneq»x = zu betrachten, d. h.

Xp

- 349 -



I“Y‘(t)dts 45 Ju yrityde
0 M a/w Jo et (1/0)

Nun folgt aus ¢(t)¢*(t) = t wegen Lemma 3 die XKquivalenz
wlazomw /e ~ L

siehe auch [2,9], also

1 u u o,
M " (1/u) I y*(t)dt < I M (1/t)y*(t)dt ~
0 0

S LT

0 tM* ' (1/t)

5. Ein Interpolationssatz. Die R¥ume LP:Q spielen eine wich-
tige Rolle in der Theorie der Interpolationsriume. Bekanntlich
wird ein Paar (X;Y) idealer RX¥ume Interpolationspaar flr zwei
Paare (xo;Yo) und (x1;v1) idealer Riume genannt, falls jeder ste-
tige lineare Operator aus X, in Y, und aus Xy in Y, auch stetig
ist zwischen X und Y. Beispielsweise ist nach dem bekannten Inter-
polationstheorem von Riesz-Thorin das Paar (L_ ;L _ ) ein Inter-
polationspaar fiir die Paare (L_ ;L_) und (L §L 7, wenn

Po' 9o P 9

L PR, S
pO

1
—_— + 0 1
P a. (0st<1)

L I , ©
PT 95 q4
gewdhlt wird.

Es gibt inzwischen weitaus allgemeinere Interpolationstheoreme
als dieses (siehe z. B. [3,12,13]). Wir erhalten als Folgerung des

Theorems von Lorentz-Shimogaki [14] den folgenden

Satz 4. Gelte M, MO, M1, N, No’ N1€A2. Dann ist (LM,1’LN,1)
Interpolationepaar fir die Paare (LM°,1;LN°,1) und (LM1,1;LN1,1)
dann und nur dann, wenn filr eine Konstante A>0 die Abschdtzung

gilt:
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¥ () (u) H;1(u) i ”
—— S A max —_T___ T u,v>0).
N~ (v) (v) Ny (V)

Beweis. Wir setzen

o(s) :=1/sM " (1/8) , ..... C v = e (e

wegen (6) gilt dann

s 4 t
#(s) = J ¢(0)do ~ t cee ¢ Y () = J Vo (1)dTr ~
0 M1 (1/8) 1 0!
. 1
N;|(1/t)

Die Behauptung folgt nun aus der notwendigen und hinreichenden
Bedingung (*) in [14]. o

6. Der Hardy-Littlewood-Operator. In diesem Abschnitt be-
trachten wir den Hardy-Littlewood-Operator

t
(25) Hz(t) = 1 J z(s)ds (0<t<w) ,
0

der in der Theorie singulirer Gleichungen auftritt, im Raum LH N
iiber (0,«). Dieser Operator bildet allgemein einen symmetrischen
Raum X genau dann stetig in sich ab, wenn in diesem Raum

(26) o Il = o(r) (1)

gilt [3, Theorem 6.6].

Satz 5. Set WM N wie in Definition 1 erkldrt. Es existiere

eine positive Funktton w derart, daB
p(N:m(1))p(WM'“:r) <1

i8t. Dann gilt HoTIIs1/u(r) im Raum LH N°
’
Beweie. Flir k >Hx|h N ist
’

1 1
wlt)x**(t/1) |t w(t)x**(s) |ds
IOWM'N(Q;)N[.—F_L]T = IOWM'N(aT)N[.___.k__.]T <

- 351 -



1
< o(wM'N;r)o(N;w(f))lowM,N(s)n[x*;—ﬁ]d—ss <1,

also HOTX|h,N < k/w(t). o

Unter den Voraussetzungen von Satz 5 ist der Operator H also

beschrédnkt in LM,N’ falls

(27) tw(t) » = (1 » =)

gilt; wir betrachten zwei einfache Beispiele. Im Raum X = L
kann fir 1<p<e einfach w(t) = t~'/P gewsihlt werden, und (27) ist
erfiillt. Ist allgemein M eine Youngfunktion, fiir die M(uv) >
2 M(u)M(v) (d. h. eine "umgekehrte A'-Bedingung") gilt, so kann
man w(t) = 1/p(M_1;r) wdhlen und erhdlt die Beschrinktheit von H
im Raum X = LM,1'

In analoger Weise wie in Satz 5 kann man durch Betrachtung
des asymptotischen Verhaltens von HoTIKfﬁr 10 oder t-») Kriterien

flir die Beschrinktheit des adjungierten Hardy-Littlewood-Operators
“z(s)
H*z (t) = J 2las (0<t<w)
it

und des Hilbert-Operators

==
rz(t) = I 2(s) 43¢ (0<t<e)
0 s+t
im Raum LM,N herleiten.

Der Autor dankt Professor Je. M. Semjonov (Voronezh) fiir die

Diskussion der in dieser Arbeit zusammengestellten Ergebnisse.
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