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SUR IES GROUPES QUASI-PURS-PROJECTIFS SANS TORSION

Khalil BENABDALIAH et Robert BRADLEY, Montréal

Abstract: Un groupe abélien G est dit quasi-pur-pro- .
jectif 1 pour tout sous-groupe pur H de G et pour tout
homomorphisme f: G—> G/H, il existe un endomorphisme g
de G tel que Vg = ot Yy désigne 1 épimorphisme ca-

nonique de G sur G/H. Nous établissons qu “un groupe sans
torsion compldtement décomposable est quasi-pur-projectif
si et seulement si il est soif homogdne, soit somme direc-
te d un groupe divisible et d un groupe homogdne de rang
fini. Nous démontrons également qu un groupe sans torsiom
non réduit est quasi-pur-projectif si et seulement si sa
partie réduite ?unique & isomorphisme pris) est quasi-pure-
projective de rang fini n’admettant pas @ comme image
épimorphe.

Mots clés: Groupes abéliens sans torsion complate-
ment HZcomposables, groupes homogdnes, quasi-purs-projec-
tégs'tde rang fini, sous groupe pur, groupes divisibles,
réduits.

AMS: 20K20, 20K15 Ref. Z.: 2.722.1

Dars ce travail, nous établissons une caractérisation
compldte des groupes quasi-purs-projegtifs sans torsion
compldtement décomposables. Nous démontrons également que
les groupes sans torsion séparables quasi-purs-projectifs
réduits sont homogdnes, De plus, nous. voyons qu’on peut
réduire 1°étude des groupes sans torsion non réduits quasi-
purs-projectifs aux groupes réduits de rang fini n’admet-
tant pas & comme image épimorphe. Les notations utili-

sées sont, sauf avis contraire, celles de [3] et tous les
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groupes considérés sont abéliens.

Comme suggéré par L. Fuchs [3], p. 134 et pour pour-
suivre la recherche déjd entreprise dans [1], nous étudie-
rons la classe des groupes quasi-purs-projectifs sans tor-
sion. Rappelons d‘abord la définition de groupe quasi-pur-
projectif,

Définition. Un groupe G est dit quasi-pur-projectif
si, pour tout sous-groupe pur H de G et pour tout homomor-
phisme f: G—» G/H, il existe un endomorphism ¢ : G—= G
tel que Vy.@ =f od ) désigne 1’épimorphisme canoni-

que  Yp: G—> G/H. Nous écrirons q.p.p. dans ce qui suit.
I1 est facile de démontrer le lemme suivart :

Lemme 1. Soit G un groupe sans torsion et soit H un
sous-groupe pur de G. Alors en peut écrire G = D@ R, H=
= nle Rl’ ol Dlé D sont divisibles et R R sont réduits,
De plus Rl est pur dans R,

Théordme 2., Si G est un groupe sans torsion non réduit

et 8i on écrit G = D@ R od D divisible et R réduit, alors
G est q..p.p. 8i et seulement si R est q.p.p. sans épimor-
phisme sur @ .

Preuve. Supposons G q.p.p. . Alors R est aussi QePePe.

car R est facteur direct de G. Sans perte de généralité, on
peut supposer D ~ @' , S“il existe un K4R tel que R/K =
:r..Q. yposons H = D@ K. Alors H est pur dans G et G/H=Q ~
=~D. On définit £: @ —> G/H par f|p: D—G/H 1 isomorphis-
me existant par ce qui précdde et flx = 0. Alors, il exis-

te @ :G—>G tel que "’B“f = £ oh Yy désigne la pro-
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jection canonique de G sur G/H. Alors G/H = £(D) =
= Ype @ (D) & »p (D) = 0 ce qui est une contradiction.

Inversement, on suppose que R est Q.P.Pe. n'ayant pas
a‘épimorphisme sur Q. Soit L un sous-groupe pur de G et
soit £f: G—>=G/L un homomorphisme quelconque. On peut suppe-
ser sans perte de généralité par le lemme précédent que L =
= D1$ Rl ot Rlé R, Dli D. Alors G/LzD/Dle R/Rl ol R/R1

est réduit., Ecrivons D = D,® D,. Nous noterons les injec-

.

tions, projections et isomorphismes canoniques suivants par

i: R—>G, j: D—G, M2 G/L—(D+ L) L
Myt /L—>(R+ L) L, ©,: (D+ L) L—D,
B5: (R + L)/L—> R/R,, 63: R/Ry— (R + L)/L

Alors ©,.T,.f.i: R—> R/R, et donc il existe g@,:
: R—> R tel que le. ¢ = 9271'21‘1 ou 931 est 1 épimor-
phisme canonique de R sur R/Rl. Soit ¢ : G—> G défini par
Q.= 0, T fjet -

@.i = 91. ﬂl.f.i + ¢,. Alors, si de D,

Peg(@) = ».0,. M@ = T.ea) = £(a)
car

f(d)e (D + L) L. De méme, si reR,.

Peg(r) = ¥5.0,. Me(r) + 0. g s A1)

T .2(r) + 93. 02. T t(r)

T, o2(r) + TTz.f(r) = f(r)
Done G est gq.p.p.

En vue du résultat précédent, 1 étude des groupes sans

-95 -



torsion nom réduits q.p.p. se ramdne & celle des groupes
g.p.p. réduits de rang fini n’admettant pas @ comme ima-

ge épimorphe.

Nous avons btesoin des lemmes suivants, dont les preu-

ves sont immédiates,

Lemme 3. Si G et H somt des groupes sans torsion et
8i G eat de rang un, alors il existe um homomorphisme f:
:G—>H tel que £(g) =h o g€ G et heH si et seulement si
la caractéristique de g est plus petite ou égale 2 celle de

h. Dams ce cas, f est unique.

lemme 4. Si um groupe sans torsion G est somme direc-
te de deux groupes homogdnes Gl et 02 tels que le type de
Gl est seit plus grand, soit non comparable avec le type de

G,, alors G, est totalement invariant dans G.

Théordme 5. Si G est somme directe de G, et G, deux
groupes sans torsion réduits de rang un et si G est Q.P.P.,
alers G est homogine.

Preuve. Désignons par c(g) la caractéristique et par
t(g) le type d‘un élément g de G. Si G n’est pas homogane,
on peut supposer G, = 74 x)* ou c(x) = (kl,kz,...,gl_l, o,
Kpppr0ee)y Gy = {y2 otecly) = (21,12,...) avec soit
c(x)>c(y), soit ¢(x) et ¢(y) non comparaliles.

Soit H= (x +\ Pp¥ )* sAlors H est un sous-groupe pur
de rang un de G et donc G/H est de rang un. Par conséquent,
t(x +y + H) = t(x + H)Z t(x) et il existe un entier m, pre-
mier avee Pps tel que e(m(x + y + H))Zec(x). Alers on peut

définir un homomorphisme f: G —» G/H tel que f£(x) = -m(x +
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+y+H) et f(Gz) = 0. Comme G est q.p.p., il existe ¢ :

: G—>G tel que V¥ = ¢ ol Pyt G—> G/H est 1 épimer-
phisme canonique. Mais alors @(x) + H = f(x) = -m(x + y +
+H) d’od @(x) +mx + my e<x + py> .Done, il existe

des entiers a, b, qu'on peut suppeser premiers entre eux,
tels que a(@ (X) + mx) + amy = bx + bp,y. Par le lemme 4,
%(x)eGy. Doxic, par indépendance linéaire amy = bp,y, a =
= p,d cer (-,pn) = 1 et donc pnd(gv(x) + mx) = bx avec
(pn,b) = 1 car Pn divise a. Donc Pn divise i ce qui est une

contradiction. Par conséquent, G est homogdne.

On obtient alors:

Théordme 6., Si G est un groupe sans torsion séparable
q.p.p. réduit, alors G est homogdne.

Preuve. En effet, toute paire d‘éléments non nuls de
G est dans un facteur direct compldtement décomposable qui
est alors aussi q.p.p. et par le théorame 5 il est homogine

et pur dans G,

Lemme 7. Si G est sans torsion homogdne, si H est sous-
groupe de G et si g + He G/H tel que c(g + H)= c(x) pour um
x€ G, alors il existe g'c G tel que g + H =g + H et ¢(g’) 2
z c(x).

Preuve. On ordonne les nombres premiers pour avoir
c(x) = (kl,kz,...,ll, £5y0.0) ol kij¢ 10,0} et £;e40,00%.
Comme t(g) = t(x) et en réordonnant s‘il le faut les nombres

premiers correspondant aux ki' on a la situation suivante:
c(g) = (rl,rz,...,tl,ta,...)

avec ri<kj, i =1,2,...,8, riz ki, i =8 +1,..., 28y,
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i=1,2,..0 « Si 8 =0, c(g)2c(x) et on prend g’ = g. Sup-

posons donc 840, Comme c(g + H)2 c(x), on aura g + H =
kg kg -
=p; & +H,1i=1,2,...,s. Donc g - p;7gie H, i =1,2,...,s,

I1 suffit donc de trouver des entiers 81,855000,8, tels que
’ A k; » » k.
8" =g+ Zpai(g-pg) = (14,3, a8 - 12 4%P57 85,

c(g)Zc(x).

Pour chaque i =1,2,,..,8, il existe un nombre entier

k
n; premier avec P1P5+-+Dg tel que c(nipll...pssgi)z c(x) car

G est homogdne. Il suffit donc de résoudre les systémes de
congruences

k., k k. k. k
- + 5
(1) a;=0 (pllpzz... pifll piill... pssni) 1 ZE D, 0,8
k.
eis -1 (pil)

» kl kB
(2) 1+L=24aigo (pl ece ps )

Le premier systdme est ré&soluble par ie théprdme chinois
des résidus. De plus, toute solution de (1) est solution de

(2) car

k.
18i=1+a;=0 (p;%)

WM

1+

4
Donc c(g“)zc(x) et g° + H = g + H.

Théordme 8. Si G est sans torsion compldtement décompo-
sable réduit alors G est q.p.p. si et seulement si il est ho-
mogéne,

Preuve. Si G est Q.p.p., il est homogéne par 1le théo-
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rdme 5.Si G est homogdne, on écrit G =4?IGi ol chaque Gy

est de rang un. Soit H un sous-groupe pur de G et soit f:
: G—>G/H un homomorphisme quelconque. Clairement, il suf-
fit de trouver pour tout i€ I, un R Gi—» G tel que

-DH. @ = f\Gi ol ”H est l'épimorphisme canonique de G

dans G/H. Evidemment, il suffit de trouver une telle fonc-
tion pour un i fixe. Soit x un élément non nul de Gi et soit.
g€G tel que f(x) = g + H, Alors c(g + H)= c(x) et done, par
le lemme précédent, il existe g’c¢ H tel que g” + H = g + H
et c(g’)z=c(x). Soit @;: G;—> G défini par g, (x) = g°.
Alors Yy, @, = flGi et donc G est q.p.p.

On obtient enfin:

Théordme 9. Un groupe sans torsion compldtement décom-
posable est q.p.p. 8i et seulement si il est soit homogéne,
soit somme directe 4 ’un groupe divisible et d “un groupe homo-

gne de rang fini.

Bibliographie
(1] BENABDALLAH K. et BRADIEY R.: Sur les groupes quasi-purs-
projectifs torsions, & paraitre.
(2] BENABDALIAH K. et LAROCHE A.: Sur le probla3me 17 de L.
Fuchs, & paraitre.
[3] FUCHS L.: Infinite Abelian Groups, vol.I, Academic Press,
New York, 1970.

(4] FUCHS L.: Infinite Abelian Groups, vol. II, Academic
Press, New York, 1973.

- 99 =



Université de Montréal
Département de Mathématiques
Montréal

Canada

(Oblatum 30.8. 1976)

- 100 -



	
	Article


