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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE

15,4 (1974)

SUR DES PROPRIETES D APPROXIMATION DES ESPACES DE
DISTRIBUTIONS, I

Ji¥{ JELINEK, Praha

Résumé: Pour un sous-espace # de distributions, on
introduit un ensemble @ de suites {f%,3c D , appelées

suites de multiplicateurs, et un ensemble de suites {@gpic

cd » appelées suites de régularisations. On cherche quel-
les conclusions on peut déduire des rélations

Zmy «q T = T (pour Te ®, limoy=1),
Lirv T @, =T, m“uT* @ =T etc.
Mots clefs: L espace normal (resp. permis) de distri-

butions, suite de régularisations, suite de multiplicateurs,
mesure de Dirac.

AMS: 46F05 Ref. %.: 7.972.4

Utilisons la notation introduite dans [3]. Un ensemble
# de distributions sera noté (%), pour montrer que
la variable est signifiée par x . Pour la valeur d une dis-
tribution T comme forme linéaire, au point 4; ed , on

utilise la notation IT¢ ou [T(x)¢(x)dx .

Un espace de distributions % ¢ &’ est appelé normal
[1), sil est localement convexe, D ¢ ¥ c I/, 2 est
dense dans &€ ; la topologie de 2 est plus fine que la
topologie induite par # et la topologie de ¥ est plus

fine que la topologie induite par Q' .
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On dit qu’un espace de distributions #  est permis
[2] 8”11 est normal et si 1’on a, pour chaque T e # ,

(1) &}bncch*q;hsT, ﬂﬁncc“(T*ph)eT
dans # , ou {epd, f¢y ¥ sont des suites fixes de &
(appelées suites de régularisations Tesp. de multiplica-
teurs), supp @, —> $0? (sens topologique), @ = §y 2 0
( Gg (x) désigne &, (-x) ), f@b—-b 1, <@ — 1  dans
%€ _en restant borné dans B

Dans cet article, on se po\se les questions, sous quel-
les conditions, 1la notion de l'espace permis ne dépend pas
du choix plus précis des suites {@, ¥, fog 3, 8i les condi-
tions (1) découlent 1 ‘une de l’autre, si on peut les rem-
pPlacer par Lm % T =T et Um Tx Pa=T etc. On prend
Plusieurs suites de régularisations et de multiplicateurs en
méme temps. On modifie un peu la définition Jjustement rappe-
lée de ces suites pour obtenir plus de résultats. Ga permet
d'envisager comme domaine des distributions un ouvert arbit-
raire G ¢ R™, Dans 15 2° partie, qui va paraitre dans

. .
¢e Journal, on se borme & un cas concret des suites de régu-

larisation.

w. Supposons donné un ensemble non vide de
suites {phi cd s appelées suites de régularisations, sa-
tisfaisant gux conditions suivantes: Si {ﬁz; est une suite
de régularisetion, ona Q¢ P € SD, W;%—»{O} (sens
topologique), fth—-» 1. 51 deplus 0s e y AC0) =1,
la suite “%‘ est aussi une suite de régularisations.

On supprime alors 1g supposition @, = ¢, de [1]. Mais
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on peut prendre comme suites de régularisations toutes les

suites {@, 3 de la forme P = V€, Ch=6,20,6 ¢D,
muppy 6 —+403, [§— 1, 0&0ed, A(O)=1 ,

Supposition 2. Pour chaque multi-indice o 20, soit
M‘h une fonction continue et positive, définie sur un ou-
vert @ (dans ce qui suit, G coincide avec la domaine

des distributions de ¥ ). Supposons

(@) My Mg €npoMy, . (xy >0) .

Désignons par Q 1 ensemble des fonctions e« € %G (mul-

tiplicateurs) satisfaisant a

(3) 13" )l £ @y My, ()

pour tous les X et f ,avec des nombres @4 dépendants
de =« . Définissons la convergence des suites dans Q& comme

suit: L:’m %= dans O , si cela a lieu dans ‘£e et

. L A
si 1 on a en méme temps

4
(4) 1D d.“(x)l £ a,@.'M@ (x)

avec des @y  indépendents de A . Munissons encore @ de
la topologie localement convexe la plus fine conservant la
convergence que nous venons de définir. Supposons les fonc-
tions M,ﬂ, choisies de maniere qu’il ¥y ait au moins une sui-
te 49t c Dy convergeante vers 4 dans Q. et telle
qu” a chaque compact X c G , onait g =4 sur X sauf

un nombre fini d indices % .

- 747 -



Evidemment, pour <« € &, e A , ona xf & @ ;
pour o € O, @, — @ dans & ,on a xf,—> <@ dans Q.
Par exemple, pour G = R™, on peut poser My = 4 pour
tous les 4 , ce qui meéne & la notion habituelle déja men-
tionnée de suite de multiplicateurs. Aussi bien, on peut

=1y . Pour G ¢ ™, po-

poser M, (x) = mmim (4, 1x|
sons M, = = ( g) L en désignant
Pﬁ(x)-nm'm(h 117!
&, (%) = max (1, Celint (x, R*N 607

Comme suite {eg, ¥ convergenate vers 1 de la fagon exi-

’ 1
EZ

S X s
gée dans la supposition 2 on prend oc“(u) = oc(;) {3~(x) ou

o est une fonction de © égale a 4 sur un voisinage
de zéro et By est une régularisation convenable de la

fonction caractéristique de 1 ensemble

{x; dint (x, R™NG) 2 »713 .

Remarque. Pour qu'un sous-ensemble convexe % de A
soit voisinage de zéro, il faut et il suffit, 4 apres la
définition de la topologie, que pour toute suite {eg ¥ con-
vergeante vers zéro dans @ , on ait o« € w sauf un
nombre fini de & . Il n'y a pas d’autres suites converge-
antes pour la topologie de 1’espace O sauf celles intro-
duites dans la supposition 2. En effet, il n'y en a pas
d autres méme vour la topologie moins fine donnée par la
base de voisinages de zéro {x € @; 10"« (x)1 ¢ £ () Ny (X)
pour tous les X et 4ol & m3 ol m est un entier 20,

£4~ des fonctions continues, positives,
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\um fﬁ(x)- 0, g.‘.'..’"i"m\e £, (x) = o0 . Pour qu um sous=

ensemble B c @ soit porné, il faut et il suffit que
(3) soit rempli pour les o € B, les nombres @y ne
dépendant pas de « . Pour qu'un sous-ensemble convexe,
&quilibré et fermé U < 0  soit absorbant, il faut et il

suffit que 4 contient un ensemble

»~
eV, =ice ;D w (x)) & e, (0

pour tous les X, iplemt .

Cela résulte du fait que 0, muni de la topologie pour que
les ensembleS € (- forment une base de voisinage de
zéro, est espace de Fréchet. On va désigner cet espace de

Fréchet par QJF .

Lemme 1. Soit L (3=14, 24000 ) des applica-
tions linéaires continues de Q. dans un espace localement
convexe ¢€ 3 supposons ML; () = L () pour chaque
« € & . Les .L_a-_ sont alors équicontinues. Par consé-
quent, L est continue.

Démonstration. Si les L; n'étaient pas équiconti-
nues, il y auraient un voisinage ¥  de zéro dans 3 , con-

vexe et équilibré, une suite partielle -(Lé.‘!b et une

suite -iwh! convergeante vers 0 dans 0, de sorte que
(5) Léh(«.“) « v (jald,2,..) -
Montrons que les g peuvent gtre trouvés de maniere que

%y € De et que pour tout compact X ¢ G, g = 0 sur

X sauf un nombre fini de & . Prenons d’abord «, 8808
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ces dernieres conditions et choisissons une suite

{843 c Dy, Bg—> 41 dans Q , de maniere que pour tout
compact X ¢ G, Bg(x) = 4 sur X sauf un nombre
fini de £ (supposition 2). Les restrictions des L,}-‘ sur
JDG, sont continues, donc équicontinues, car .DG est ton-

nelé. On peut alers trouver, a chaque £ , un kz si grand

que
L (ppec, ) € 4 7 G=1,2,..) .
3 {3& ""2, 2 ' gLy eee
s w 1 :
D apres (5), on a Léhz(“"'-e- R x“‘ﬂ.) & = v .. On

peut facilement calculer, en vertu de (2), que les g e
forment un ensemble borné de Q. , Ce qui signifie que la

suite -tuc,,“c - 3 “hL} converge vers 0 dans @ ., Pour

x € & ,ona Mm B =c dens G .Alors, pour un

1'.‘2 suffisament grand, on a
4
) : - b| - v .
L?,.zm"zrx"z Bea, ) ¢ 3
¢ est a dire, les fonctions ﬂ_&z (e:.*‘- Be %y ) forment
une suite désirée. I1 ny a qu” a changer de notation et
(5) sera rempli, ainsi que les conditions ajoutées a (5).
Par conséquent, on peut supposer les SUffy g disjoints,
car dans le cas contraire, on prend une suite partielle.
On parviendra a la contradiction en trouvant une fonc-
tion 3 € @ pour laquelle Lm L, (@) n’existe pas.
@ sera de la forme
@
B o= Z gy,

ou la suite partielle {«y 3 sera définie par récurrence.
Ay
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Comme les supports sont disjoints, 8 @ a et la série dé-
finissant f8 converge pour la topologie de 4 . Prenons
r, = 4 . Etant donné R, ,--+, Ry_4 , s0it My si grand

que les deux con:iitions suivantes soient satisfaites:

4
(6) 4 )+ v (v=1,2,00., £=1)
Li_*(u“‘) el “h& ? ) %> )
2
grice & la convergence simple des L; ,

]
. L L ey A=)
1 L1%<esh£) < o U Ce=4,2,00, L

gréce & la continuité des Lj . D’apres (6), (5), (1), on a

-1 )
L. (®==xL, y+L; (e Y+
z s

oG L' (‘h N
%, 17, Mai my, Par deted Phgy Tad

)

A1 ]

4
€ *§4L(“"24)+‘4—&§4 W)v:

A

L=1 L]
tandis que L (B)e & Lewy Y+ 2 —x ¥
44 24

1‘, 24
ha&-‘l 421 2
% 1 aide du méme raisonement. On en voit que la suite

L,} (p) ne converge pas ce qui acheve la démonstration.

Corollaire. Sous les hypothéses du lemme 1, la conver-
gence est uniforme sur chaque sous-ensemble borné de @ ou,
ce qui revient au méme, sur chaque ensemble R de la forme

Bedwel; D) & ay,h, )} .

En effet, dans le cas contraire, il y aurait un voisi-

nage U du zéro dans % une suite partielle {Lh‘} et

’
une suite -lac*'} c  de sorte que
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pour tous les & . Comme {1, 3 est borné dans %€g ,on peut
trouver une suite partielle de faxy, 3 convergenate dans % -
Etant borné dans @ , cette suite y converge, ce qui cont-

redit le lemme.

Proposition 1. Soit ¥ un espace normal de distribu-
tions sur un ouvert G c R”™ et soit 4@,%, 4@, deux

suites dans & telles que tim 3, Tx @, = T dans %

pour chaque Te # ., Si 0¥ c ¥ , alors 1 application
o« >xT de O dans #  est continue.

En effet, ¢ ‘est une conséquence du lemme 1, car 1’app-
lication en question est limite simple des applications
«—+xfB, Tx @, , continues néme en tant qu applications
de € Adans D .

Remarque. Si 1‘on suppose que 1 application ¢ — T
de & aans ¥ soit continue, on peut remplacer 1 hypothe-

se lm B, T x @, =T par Lm (B, T = T , La démon-

stration est analogue.
Pour la proposition suivante, la supposition 1 n‘est

pas encore nécessaire.

Proposition 2. Supposons que 1 ensemble des suites de
régularisations satisfasse aux conditions suivantes: si
1@nd,4€p1 sont des suites de régularisations, il en
est de méme pour {@g * 643 , pour une suite partielle ar-

bitraire {9,.* 3’- et pour une suite itérée srbitraina
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@ reees Pys Poreery ParPay wen 3 0 Soit #

un espace normal de distributions sur R", {fy?t ¢ @ une
suite et supposons que pour chaque T « H et pour chaque
suite "9&3 de régularisations, on a ﬂm{!,.(.’l‘# e =T
dans ¥ . Si Tx @y € ¥  pour une suite {@,3} de régu-
larisations, alors Mm T x Cp = T &

Démongtration. Soit Y un voisinage de zéro dans
¥ , convexe et équilibré. Pour chaque Je trouvons un g
de sorte que g, > Fhoq

y
(Sé,h('r* Pp * pé“) € Tx @, + y v.

Comme Aim B3, (T @y * @5 ) =T, 0na Txe, €

eT+ ¥ pour les k  suffisamment grands.

Proposition 3. Soit % un espace normal de distribu-
tions sur R™ , soient 4@g3,{ey} deux suites dans %
telles que Am B, T=T, UmT x@y = T dans ¥
pour chaque T e # ; supposons que Q¥ c # .0na
alors ARim oy T %X pp = T quelle que soit la suite
{xyt convergeante vers 1 dans G . L application
@+ T de Q dans # est continue. Si @ ¢ & est
une fonction pour que 1'application o > qT* @ applique

Q. dans ¥ ,cette application est continue aussi.

Démonstration. Les dernieres assertions résultent du

lemme 1, car 1 application o F> T % ® est limite simp-
le des applications « i (T % @ ) g continues
méme en tant qu'applications de ¢ dans & , et 1 appli-

cation « » « T est limite simple des applications
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« > «T % @, . Comme cette limite est uniforme sur

{ey ! d’apres le corollaire du lemme 1, on a
Aim (g Tx @~ «, T) = 0 , d’‘on

L , T4 @, = T , ce qui achéve la dé.monstra_tion.
Désormais, on suppose donné un ensemble de suites de

régularisations satisfaisant & la supposition 1. L exemple

suivant montre que, sans cette supposition, sous les hypo-

théses de la proposition 3, on n’obtient pas comme résultat

Xiﬂnec“(r*ph)-'l‘ v

Exemple. Prenons toutes les suites habituelles de ré-
gularisations et de multiplicateurs rappelées au commence-
ment de cet article dans la définition de l'espace permis.
I1 est toujours Pp = é,‘ @ Désignons par # 1’espace
des distributions T sur R de la forme

+
T = 9lx) 4 % o Flx-m)
m

s-®

ol d° est la mesure de Dirac, 9 € & et {a,? un ensem-
ble borné: de nombres. Définissons une forme lindaire £ sur

‘¥ par la formule

2CT) = P£. [g(x) cotgmux ox
(Pf. @ésigne la partie finie de 1°intégrale [3]) et munis-
sons # d’une topologie pour que le dual %’ soit engen-

dré par D u {43} . Pour chaque suite {@e t de régulari-

sations et pour chaque suite {cg # de multiplicateurs, on

a

Lm £(Tx pg)= £2¢T)

- 754 -



Lim L (e, T) = £CT) .

Pourtant, 1 énoncé Lim L (e, (Tx @g)) = £(T) n’est
pas valable, si on pose T(x) -.,% S lx-m),

Meu =0
Hrm g = 4 dans O (Mp, = 4) de maniére que la dé-
rivée wp (&) = -4 , op(3) =10 pour cha-

que entier 3§ % & et que «’ soit constante aux voisi-

nages des entiers du radius

+1=

Lemme 2. Soit ¥ un espace normal de distributions
sur R™ , Supposons donné un ensemble de suites de régula-
risations satisfaisant a la supposition 1 et une suite
ifgtc @ de sorte que Um Tx @, = T et Um B, T =
= T dans ¥ , pour chaque T & H® et pour chaque suite
de régularisations {@g 3 . Supposons encore OLE c ¥ .
Si 4@,? est une suite de régularisations, alors a chaque
voisinage W de O dans % , il y a un voisinage % de 0
dans € et un tonneau (convexe, équilibré, fermé et absor-

pant) % e A , de sorte que

UTxUp, c W pour tous les S .

Démonstration. On peut supposer W convexe, équilib-

ré et fermé dans ¥ . Soit 4U,3 (L£=4,2,..) un systéme
fondamental dénombrable de voisinages de 0 dans € et
soit, pour chaque £, ¥, 1 ensemble des « e &  satis-
faisant a8 « Tk Uy @y © W pour tous les % . Uy
est évidemment convexe et équilibré; il est aussi fermé, car

1 application e« — o T % aﬂ (Ae ) est continue

- 755 -



d’apres la proposition 3 ¢{ Pal est une suite de

A
A(0)
régularisations d apres la supposition 1; dans le cas
ACO0) =0 écrivons A =4-(4-A4)) , Appliquons le
théoreme de Bair pour 1 espace de Fréchet Qp (cf. la re-
marque suivant la supposition 2): pour montrer que 'l& est

absorbant pour un £ , il suffit de prouver que U’II‘ =Q .

Soit donc « € @ ., L’ application A ++ oo T x APy de ¢
dans # est continue, étant limite simple (pour 3 — o )
des applications continues A +» (x T x A @y ) B3 de ¢
dans & . Par conséquent, 1 ensemble % des A € ¢ sa-
tisfaisant a3 « T x APg € w pour tous les A& ,est con-
vexe, équilibré et fermé dans % , Pour un A & € , d apres
les hypothéses et la supposition 1, la suite {e« T * Ap, }
est convergeante, donc absorbée par W ce qui signifie que
U  est absorbant, donc voisinage de 0 dans ¢, U > U,
pour un £ , o« e ¥, c.q.f.d.

Notstion. Soient G = R™, @ 1°espace de Fréchet
Zotation y g

4 apres la remarque suivant la supposition 2. Désignons par

() 1’espace des fonctions m € %k"",. R™ tel-
les qu” & chaque compact X < R™ il y ait des nombres
%pq ~ POUr que
[ I 4
(8) ID“_Dt nlg, ) & a.,,”g'.M(t)

pour tous les f, q,t et pour 4 € X . En considérant cha-
que m (4 ,t) comme fonction de la variable 4 a valeurs
dans Q¢ munissons ‘€ ( Qe ) de la topologie localement

convexe de la convergence uniforme de toutes les dérivées
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D,;_" sur tout compact X ¢ " .

Remarque. Un systéme fondamental de voisinages de 0O

dans ¢ (Qg) est constitué par les ensembles

{m e tCQ); ID:'D;_'nw,HI £ e, (t)

pour toue les t € R, 4 e X, |lplém, lglemt; &> 0,
m entier, X compact dans ™ .

Evidemment, ¥ ( O.F) est a base dénombrable de voisinages
de 0 . Car ¢ est nucléaire (cf. [41,II, § 3, no-3, exem-
ple 1, p. 80), % (Qg) est canoniquement isomorphe au

produit tensoriel inductif complet ¢ @, Q0 -

Supposition 3. Supposons donné un sous-espace

M c2(Q,) de sorte que
«ecl,ngel == «(t)nly,t)e c'n.)w .
Lemme 3. Sous les mémes hypoth%ses que dans le lemme

2, si
(9) [TC)qglx-t,t) @, (x-t)dta(#),
pour chaque Te ¥, n¢ N et pour chaque suite de ré-

gularisations {puj , alors pour une suite de régularisa-

tions { @} , les applications
ne [T(Iqxa-t,t) @, (x-1)dt

de M dans ® sont équicontinues (R = 4, 2,00) .

Démonstration. Démontrons d abord le lemme pour le cas
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ou M =%® 0 , i.e. que chaque 7€ N est de la

forme

ming,t) = f} o, (£)A, (g)

ou la somme est finie, o

., € Q4 , A; e € . Dans ce cas-

12 1'hypothese (9) est toujours remplie, car on a

[T x-t, ) @, (x-t)dt = Ry T x A @, .

La topologie de M  colncide avec la topologie du produit

tensoriel inductif, alors 1’assertion résulte immédiatement

du lemme 2.

Maintenant, démontrons le lemme pour le cas général.
Soit W un voisinage de 0 convexe et équilibré dans ¥
et soit "Ph‘ une suite de régularisations. D’ apr‘es ce
qu’on vient de démontrer, il y a un entier m = 0 , un com-
pact X e R™ etun €'>0 de sorte que sim'et ®Q

avec
150D ' (4, )1 & ' M (t)
t 4% n

pour tous les tt.B.m', heX, Inl€m, lglem , ona

?
alors

(1)  [TCt)q'(x-t,t)p, (x-t)dt e %cw;u

pour tous les & . La suite {3 du lemme 2 peut &tre
choisie convergeante vers 4 dans O ,car d° aprés la pro-
position 3, 1 application e« — e T est continue. On peut
calculer, tenant compte de (2), qu'il yaun ¢>0, ¢ & €'

de sorte que si
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(11) ln:'n;qw,m 6 e, (t)

pour tous les te«R”, 46X, Inlém ,lqglém , ona

alors

.2
1D Dy m Cayt) By (81 4 "M ()

pour les mémes t,4,f, g, et pour tous les £ . Pour 7

vérifient (11), on va démontrer
(12)  [TCImx-t,t) @, (x-t)dt e W,

ce qui prouvera le lemme. Les applications

@ [TCEY g (x=t, t) o (1) B, (x) @y (x=t)dt

de @ dans (%), sont continues, étant continues méme

en tant qu’ applications de ¢ dans (D) , car le sup-
port de (B (x) Pg (X -t) est compact. Leur limite, pour
£ — o , est alors continue d” aprés le lemme 1, d‘on il
résulte que (en substituant f3g 2 la place de @ et £ =

=2m By & la place de By ) pour un Ly suffisamment

grand, on a

fT(t)q(x-t,t)(sz‘.(t)p.,(x-t)d.t -

(13) ,
[T m (x=t, %) Py (x=t)dt cT(W),, .

Comme % ® Q. est dense dans % & & = €(Q) , on peut

trouver un "l'h cete O de sorte que

9

d '
lDt‘D‘_Cq’(n},t) Mg (4, 8)11 & eu*m
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pour tous les t ¢1"‘,M.x, Inl 6m , lgl € m . En
méne temps, My (4,t) peut 8tre choisi si proche de

m(4,t) sur le support de f’.c,,‘“?u"*’ , qu'on ait

[T (x-t,t) B, (£) Py (x-t)dt -
o

(14) 4

[T, (x-t,8) Be (4) pylu-tidt e 7 W

4
car (-‘;_W) nd est un voisinage de 0 dans & .1Il
s’ensuit de la définition de & et du choix de "l:\, ,Tesp.

m (11) que
o]
I3, D'*(Q(q,,t)-q'h(y,t))@‘h(t)l € UN (F)
~_q '
130, 7 (4, ) B, (021 & M ()
pour tous les teR™,neX, Inl&€m ,lqglé&m ,cequi
implique, pour les mémes s ,9qQ, 4, %1,
~os '
1[0y A 826, (8] 4 2EMLCED
Comme ' (4, t) Be () e ¢ Q on obtient du
choix de &' (10) que

1
f’l‘(t)n’.(a-t,t){!‘“(t)Qh(x-t)dt € 5 (W),
Cette relation avec (13) et (14) donnent le résultat (12).

Remargue. L° hypothese (9) du lemme 3 est remplie (mé-
me pour L = 4(Q) ) , si 1’on suppose, sous les hypothe-
ses du lemme 2, que ¥ 8oit quasi-complet.

En effet, soit 7 ¢ € ( Q) . Comme ¢ ® Q est den-
se dans 2(Q) et que €(Q) est a base dénombrable de
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voisinages de 0 , i1 y a une suite 4myl € 4o 0 conver=-
geante vers 7  dans 4(@) . Pour N = %0 @ , 1'hypo-
these (9) est toujours remplie, comme oOn 1°a montré dans la
premiére partie de la démonstration du lemme 3. Donc, d ap-

res ce lemme, les distributions
‘rTLt)nl(x-t,‘b);bh(x-t)dt (Lmd,2,.)

forment une suite de Cauchy dans (#), . Elles convergent

donc dans (#), vers une distribution, et dans D', elles

convergent vers la méme distribution, c.a-d. vers
[Teermx-t,) g lx-t)dt,

c.q.f.d.

Théor‘emg. Soit ¥ un espace normal de distributions
sur R™ . Supposons donnés un ensemble de suites de régula-
risations d aprés la supposition 1, un ensemble de multipli-
cateurs (0, d’apres la supposition 2 et un ensemble N
d°apres la supposition 3 de sorte que Q¥ < *® et que
pour chaque T e % , pour chaque suite 4 @y t de régula-
risations, pour chaque 7 € M et pour une suite {Pptc Q,
on ait *%'r*@“-'r,“%{tbr.'r et que (9)
soit remplie. Alors

L - = 0 T(x)
h%f’r(t)n(x-t,t)p“(x t)dt = (0, x)T(x

dans % et la limite est uniforme par rapport 8 ; 8i n
parcourt un ensemble borné arbitraire de n .

Remarque.- Rappelons la proposition 3, montrant que
v (SLT =T est valable pour toutes les suites {8y}

convergeantes vers 4 dans Q.
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Démonstration. Soit W un voisinage de 0 dans #,
convexe et équilibré. En vertu du lemme 3 et de la remarque
le précédant, trouvons un e > 0 , un entier m et un com=-

pact X e R™ de sorte que si 7 e N satisfait a

X
(15) I3, n Capy 001 & M (1)

pour tous les teR™ ,g4eX,lnlé m, (gl & m ,on ait

JTC) m(x-t,t) @ (x-t)dt e W .

Désignons DI"D,:_' par D™

ppenent de Taylor par rapport a N

. Considérons le dévelo-

)

1 g, 0.
2(g,8) s X —D*% 700, )%+ oy, t)

lglem Q!

et démontrons le théoreme pour chaque terme de ce développe-

ment. Comme # parcourt un ensemble borné dans 1N ,il y a

des nombres “’ﬂe., tels que
. n?
1
(16) 1D n(y,t)l £ aﬁq‘Mﬂ(tS

paur tous les f,q,t et pour Iyl 41 . On peut calculer
(d°abord pour lgla m+4 et puis par récurrence), qu’il
Y a des nombres lr,,.g » indépendents du choix de la fonc-

tion 4  satisfaisant a (16), tels que

(2,1 mei-lgl
D7 ely,t)| £ TNy (t)lgl
pour tous les t, 4, Iyl < 4 | lglem4+ 4 Choisi~

ssons une fonction 4 e D‘m. T()=4 pour I4l ¢

(SIS
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ruppy y ¢ 414l & 43 . Pour 0<nr <41, ona

=lg |
1317(%“ & »I" . mgx. |D&7(@7| .

7 (%) = 0 pour 1@.\ > n , et on obtient des dernieres in-

négalités

myd-lg! I"- Ig-9°1

(CTL 2 2y Q
1D Ep(n',t)f(-;)lég?;'.‘(q:) B By ()14

’
-mlh"gq'l

me+i=igl
£, - M ),

ce qui est valable pour tous les 4 .Si on choisit x suf-

fisemment petit, on voit que la fonction

'3 . R A
niy,t) = ely,t)y ( m) satisfait a (15) méme pour tous

les o , ce qui signifie que

[T e tamt, )7 (Z50) gy (x=t)dt e ¥ .

Si nous nous bornons aux & si grands que les supports des ;bh

soient contenues dans {lgl & %; 3 ol on a 7(%) =1,

X -t
=

nous pouvons supprimer le facteur ¢ ( dans la re-

lation derniere et 1 assertion est démontré pour e -

Pour les autres termes du développement de Taylor, cal-

culons:

1 uo

. %
h%f'rm-ﬁp 700, 8) « (x=1)@y (x-t)dt =
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1 (2:0)
sh% —QTCDQ n(O,x)T(x)l*uq‘p‘.(x) .

Pour ¢ = 0 , on obtient Le résultat #(0,x)T(x) . Pour les
autres ¢ , on écrit x¥ @ (x) = Po (X)) = (4-xP)@, (x) .

{1-3%) g (X1 est aussi une suite de régularisations
(supposition 1), alors le résultat est 0 . Il reste & mon-
trer que la limite dernieére est uniforme, sous les conditions

(16). L” aplication
oo — o T(X) % .xg'ph(x)

de O dans ¥ est continue d apres la proposition 3 et le

reste est une conséquence du corollaire du lemme 1.

Remarque. On obtient, comme cas spécial, les assertions:

8i km ay = ox dans (L ,ona Lm oy (Tx@e) =T (en

posant m (t,4) = o, (t+y) pour lgl g 41 ) et
Lm xp T x @ = «T , & condition que M, (x+4) £

€ kp M, (x) pour lglé& 4, Cette condition est tou-
Jours remplie, si Mg 2 -M-q_ pour 4 £ @ . De meilleurs
résultats seront obtenus pour un cas spécial de 1 ensemble
des suites de régularisations, dans la 2t partie de cet ar-

ticle.
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