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ELEMENTS FINIS ET L ESTIMATION DE L°ERREUR INTERIEUR DE LA
CNNVERGENCE

Jaroslav HASLINGER, Praha

Résumé: En utilisant la régularité interne, J.A. Nit-
sche a étudié dans_[1] 1 ordre de la convergence des solu-
tions de CGalerkin a 1 intérieur du domaine X . Il exige,
que certaines conditions, concernant des espaces Sy , 80i-
ent satisfeites. Le but de ce travail est de démontrer, que
certaine classe { Sz § , assez utilisée dens la pratique,
satisfait a ces conditions. De plus, on utilise ici seule-
ment des versions locales de ces propriétés.

Mots clef : éléments finis.
AMS, Primary: 65N30 Ref. Z. 8.33

§ 1. Introduction. Soit R < E, un domaine borné.

e ' ey
W) (p =4, % =0 entier) signifie le sous-es-
pace des fonctione de L™ (Q) , dont les dérivées généra-
lisées jusqu & 1 ordre % sont des éléments de L) .

'W*"'f"(_(l) est muni de la norme suivarte:

R 1),
e n
(1.1) arl,
War "h,,f»,n. = (550 lrlypn
ol
(2.1) ot = [10% or®ax .
i1, &) ‘2
| '.D?nr(x)ll est la norme de 1 application 4 -linéaire,
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symétrique ]Jﬂ;v(.x): (Em’)a' — E‘, s c’est-a-dire:

P ix) (g, §%)
NE'l... I§%I

(3.1) 19w 0l =
(R Qm
(s¥eE,) .

W:‘""(Q.) signifie la fermeture de D (Q) pour la
norme (1.1). D(Q) est 1 espace des fonctions indéfi-
niment continfiment differentiables, 8 support compact dans
Q . Pour 2 espaces de Banach X,Y & (X,Y) signifie
l'eapace'de toutes les applications linéaires, continues de
X aams Y. Soit A < E,  un ensemble quelconque. On
dira, que M c E,, est équivalent a M (eton écrira‘
M~ N ), 8°il existe une application F  affine, in~
versible de E, dans E, telle que M = F(M). Donc F
est de la forme PX = BX + & avec B € £ (Ey,E,) in-
versible, & € E, . Soit ? un espace de dimension fi-
nie des fonctions, définies sur le domaine .6. c E, . Pour
D~ .6. on définit 1°espace P de la maniere suivante:
(4.1) P=Ap,3heP,p=hr-F"3,

ou F-1 est 1 application inverse de F': F(R)=2 .
Evidemment dim P = dim ? = .N'(f) . En supposant
que Pecwhhrcd) ona Pc Whtht () 8i

- o] .~ \
la frontiere T de § est assez réguliere (cf. [31).

§ 2. Lemmes

Lemme 1 (1°inégalité inverse). Soit S < En un do-

~
maine fixe, 2 ~ Q , Alors pour chaaue a € P :
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(1.2) Iwl, i 1B IR I,
Wiy, o SIBE BRI,

3'" 0’4,"-”09 2

ou 2 =€(h,n,,fu,.a,.~(f)) est une constante
indépendante de 4 .
Démonstration: On démontre facilement (cf. [2)):

> A # -Up
ooy | Flima £ 1B 14t BUT doly 0
Agh Y | A A
Iarla',,ap.,.n. 2 IBI® ldet Bl Il 8
Gm Oy st

pour chaque ar EWM"‘”'(_Q.) avec &= W o P'4. De (4.1),
(2.2), et du fait que N(P)< o , on obtient pour & € P=

4
2P

‘ =4 344
wrl, , o oI B I et BI 1B, 08

F+i,

A~y p=Tya+d Un, A ' A 4, g+1 %

< IB 17" |det B wgm,ﬁ < I IBIT ol 40 -
Remarque 1.2. On désigne par f (resp. % ) le dia-

nétre de O (resp. de Q. ) et par @ (resp. ® ) le ma-

ximum des dismetres des spheres contenues dans Q. (reep.

3 ).si @ > 0, 1'estimation suivante est connue (cf.

£21):

~
Bl e 2, a5le = .
R @
Alors:
n
(3.2) l”léﬂ,dﬂ-;ﬂ- £ C ?1-0-4 Im‘lérf%-ﬂ-
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Remarque 2.,2. Soit o > 0 indépendant de & tel

que

(4.2) L rw
'
D’ici et de (3.2) on obtient:

(5.2) Lol ol

3.-1-4,4‘«,.0. PRy 2R

veP, 5=0,1,.., & .

Remarque 3.2. Le résultat analogue 2 celui de (1.2) a

lieu aussi pour des éléments finis courbes isoparametriques.
~ A
Faisons maintenant le choix plus spécial de L et P .

& N
Soient & = {&,‘;3‘;‘_4 N points distincta de E, et
A ~ A ., ~
L=K=com () 1 enveloppe convexe de 3 . Dans

ce qui suit on va distinguer 2 cas:

" ~
I. X estle m -simplex dans E, et P =Py est
1 espace des polynOmes de degré < Ao en m  variasbles.

Soit = = {Q’—LS:"/A , 2o S, c’est-a-dire F(&;)=a;,
4+ =4,..,N, F affine inversible. Alors K = F(X)=
= conr (5) est un m -simplex dans E, . Suppasons qu il
existe 1 application ﬁR e & (W‘“""P(J’e) ) W™K ) ,
Osm < & +1 et telle que Ak'zfr = A pour chaque
% e Pg . Définissons 1 opérateur [Ty e £ WP ex)
W™™(X)) per @:ﬁan’?’ , ou @ = Mgw o P .
L estimation suivante est connue (cf. [2]1): )

R4l-m +h,p
(6.2) lw-— l'\Kanmm’Kéc,% Iru—thm,K, nreVVh (X,
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8i la condition (4.2) est satisfaite.

Lemme 2. Soient w e (¥(X) et ﬁR € &’,(Wm'"’PC]?) ;
Wm'h(i)), 0£m £ & + 1 comme ci-dessus. Alors pour

chaque ar € P il existe ¢ e P tel que:

Ryd=-m

(7.2) lwa - g | e -l

m,n, K = Ay s K

si la condition (4.2) est satisfaite.
Démontration: en effet, il suffit de prendre g= [Ty (W),
De (6.2):

R+i-m

e lw”'hﬂm.{(

- <~ .
lww - Imm,K P

+1
Parce que P = Pg on a I)h w(x)= 0 pour chaque #€P .
D ici:

|l | < ¢ (w) llarllb’

h*qpﬁ’K ﬁ,K 2

PR o
d‘ou 1 assertion du lemme.

II. (Le deuxiéme cas.) X est le ﬁarallelotope dans
En . Ici on prend ? = ah ; ou ah« est 1‘espace de po-
lynOmes de degré < & par rapport a chaque variable,
Soient & = {aq'},;N_‘ , S~ s , ¢ est-a-dire F(ay)=a; ,
4 =4,003 N et supposons que la matrice B de 1 ap-
plication affine F  est diagonale. Autrement dit, X =FX)
est un parallelotope dans E, . Sait F\R € %(W‘H{’ﬂ(f) "

™ X)) ,0em < o +1, laissant des polynOmes
~

de &‘,,, inverients: [R & = & pour chaque & & ﬁh .

Si on définit M € aﬁ(W”M’“(J{), W™t (K)) par
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="\ a A
Ager = Ng 2 et la condition (4.2) est satisfaite,
alors (cf. [2]):

M+i-m

®.2) - Mgwrl, o 2eh Tl 4o«

Dem < & +1

'y Ao +1 .
avec DV]&.M,«»,K =J';E_'D wr(x)1dx ,

o+ o, *
[™" % G0d = _sup 1D™ 0 Gd(Ce ) e, (o) T

ol €)ery Ep forment la base canonique de E, et

% = Cotgyerer m ) B (X)CCeyd Ty ey (@) ™) a8t la
valeur de la forme (& + 1) -linéaire symétrique, appli-
quée a v, vVecteurs €, , ...y Xy vecteurs enp. A
est 1 ensemble de tous les multi-indices de longueur (& +1)

ayant une seule composante non nulle.

A R+, A
Lemme 3. Soient @ & CCX), flg e LW (X)),

Wm"p(i)) comme ci-dessus. Alors pour chaque 2 € P

il existe ¢ € P tel que

R+i-m

< ch Nar

( Ll —
9.2) | oy g:lm’ﬁ,n e, K

si la condition (4.2) est satisfaite.

Démonstration: Dans ce cas spécial, ab reste inva-
riant par rapport a 1’application F (avec B diagonale).
On vérifie immédiatement, que @ = ﬂK () satisfait

.

a (9.2).

Soit 2 ¢ E, un domaine polyedrique, borné, de

frontiere T . EBtant donné un parametre f > 0 , destiné
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a tendre vers 0 , on associe a 4 une triangulation %
dge : & s'exprime comme étant la réunion d un nombre
fini de m -simplexes X, fermé, avec des propriétés usu-
elles (i =4,..., NCR)) . Soit hj; le diamdtre de X
et @; le diamétre de la sphére inscrite dans Ky . On
suppose que h; & B, v+ =4,2,...,N(h) est que 17,3
est une suite réguliére de triangulation de 0 , ¢ est-a-
dire: de > 0 ind. de £ tel que:

.,  max ﬁi £ oL .

4=4yu0, NCR) Pa
Si la frontiere T  est un polyedre & cbtés paralleles aux
axes, on utilise une suite des quadrangulations iRyt avec
les propriétés analogues comme dans le cas précédent. Des
raisons de la simplification des notations, on va utiliser le
symbole commun ’I’h qui signifie ou la triangulation ou
la quadrangulation du domaine I , suivant le cas. Associ-
ons & chaque J 4 1 espace de dimension finie Sy , défi-

ni de la maniere suivante:
~ 1,2
(10.2) S, ={w,nr € CCqInW, (.Q.),m'lx' eP, VK, e 3 ,
1

avec P = P, dans le cas de la triangulation et P = Qg
- A ~

qui est associé 3 P = Rg  par (4.1) dans le cas de lg

quadrangulation de. XL . Enfin on désigne par

S
ﬂKie &(W *h

ﬂ(.K“.') ,W”"’*’(xq., )) 1°opérateur avec des

propriétés précédentes sur chaque X3 € 3“,, . Supposons

que 1°application Xy définie par:

Ko, ¥ = I_lx:vfu’ sur chaque X, € o
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e ¢ une application de ’U‘h'ﬂ_(.n.,‘! Spt aaus o
VA 2 €8, 4T (avec G c E,  un domaine borné, 4 >
=4, 4 214 entier) signifie 1 ensemble linéaire, des

fonctions avec cette propriété:

ayant une famille { Th} correspondante a A —» 0
telle que

N (%) -

%H X, =26 pour chaque . , alors:

a+d-m .
llay - I"lx&m "mmm;,é ch ll»:rllé Dem < 4+1

+A,p, Ky, ?

et pour chaque X; & G . Evidemment si G  est un po-
lyedre, on peut prendre {9, % tel que
Nth)
LUK, =6

“z4 ?

X

-
4

€G, 4i=4,2,..,Nn) .

1,
Lemme 4. Soit weW (Q)n U, ,(0,1733) (= 1)
avec mupfn () =0R'c N, Alors il existe wy € S tel

que

Mid-g
(11.2) - "’:9»"5,4;,.:1 < ch E"”“h”,mk,‘; -

34=0,41
et

(12.2)  dist (Q', supp(ag)) £ ch

ou ¢ est une constante indépendante de M .

Démonstration: on obtient pour Wy, = Mg,V

r 1 tlia+1-3) i
Nor - pp o o= EIW - HKLN‘ Ik, < oo %llnrﬂh_‘_,,'m“_‘_‘-

De plus, de la définition de xp, on a:
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M(ﬂ',w(;@hﬂr)) < ch pour %  assez petit.

Remarque 4.2. Si we Whﬂ’w(_ﬂ.) on peut écrire
dans (11.2)

JR+l-3
(13.2) Ilnr-arh\\é',%n_é chv “’”'"b+4,41.,.n.
(4=0,1)
Lemme 5. Supposons que ~r € Wl,’p(.ﬂ.)n 75‘,’%(.0.,43}‘3-) N

U pl 2y iTD), > 2 =4, 0, e N et

Alors il existe ar e S}V tel que

%
o +1-3
(14.2)  Mw-ml, o <ch E 3 R
et
P
(15.2) Mw-mply o &b Ty Ivlhgnkg
(4 =0,4)

pour A assez petit.
Démonstration: En effet, pour wp = A,V le résul-

tat (14.2) vient du lemme 4. Désignons par f,= U X. .Alors

Kind#g +
Q_g c .9.4 pour S assez petit et
il v pvikA-3) v
= : 2z llay- . Z ]
llar "’h"’"a,n,na - np 2 “am.n, el “-E-“'q W eyt ks

"
Lemme 6. Soit weW, () n Y o (R,,173), =1,

R, et .Q.Q_c c 114 . Alors il existe we Sg, tel

que:

(16.2) lar - nfhll,,,@’_n_ —s 0 pour b —> 0
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(17. - .
7.2) Mo "rh"mfhn,é ch “:E-“q Ilnrﬂb”,f,.,x,;
(18.2) = | I 2 s
18.2 w- g I < ¢ n
K?:nnh*ﬂ B g K, K:":-n' R+l Ky 2

6=0,4y000, R+14 .

N+1
Démonstration: Construissons un recouvrement { 0, }, _y

de.o. tel que O*D.Q.--Q-",o.bﬁnaﬂp (t-4’lol’N)

et Q,ccl,ccl, . Soient @, des fonctions
donnant une décomposition de 1°unité pour L correspondan-
. 4
tea {0, }:_‘:4 . On peut écrire:
N+4
”‘:,5"’* , V=P -

J1 est évident que ”NM = dans un voisinage de .Qa_ o

1,
Parce que w4, € W, 2(0*) (t =4,2,..., N) , on peut trou-
ver une suite -(933 5 ?2' € DC(0,)  telle que

2
“M"t-?*"‘lm,dt_-)o .pour A—> 0 .

P V’L ;.: A Alors:
osons = £y ?* -+ VN+4 . ors:

N
A 2
= < - e
M -Vol o0 €51 -R ., 0
pour A—> 0 .
Soit {T&_} une famille associée a A —» 0 . Alors
pour J assez petit la condition suvivante est satisfaite:

On sait que W €& ‘Z)".,'p C0,,1 UJ‘V}) a“ou il vient:
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Wyeq € ’V""ﬂ(ﬂﬂ,{ﬂ’hi) (méme de Y, . (D, {153 ).

De (1l.2):

+1=-g

1
Ky g = %t lyop,n € CH z Eyq Lyt ok

1=
echm' # b}

K; e .0.4 *-4'4'4"' » *t

supp (i ) e c 2 pour . assez petit.

De méme:

Ri-g a,"

a
lg, - ”'s»q’e "—”» 0, "‘J’* % Py "4 na% CH I'g, ety 1,0,

)

(g, € U , 0,473
N
Posona nrh=t_z:.' ”’b?: + N Vg € Sh .
Alors
a LI ! a

Mor—aglly o &lar-V il pn0+ 3 lgi-ne0s lz,0,0, +

"'I’”'NM"‘!»“’?JM llé’%_n_ — 0 pour H,A— 0 ,

a’ou (16.2).

Maintenant:
Nar - »»“14»-0- - “’”’NM on, VN1 4,4;,
Aa+1-3
“K; nz_na*p"WM"‘h'"hﬂ 4.4;,;(4‘ ch Kwi#ﬂ oy lly 1K
(3" =0,1)

d‘ol (17.2) et de la méme fagon (18.2).
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§ 3. Estimation de 1ordre de 1la convergence & 1 in-
térieur 0

Considérons le¢ méme probléme, comme dans [1], c est-a-

dire:

(1.3) - A4 =f dans N c E,, & polygonal

Ab}r,=0 ’

sous les mémes hypothéaes sur la régularité de la solution
de (1.3):

2 . .
(i) pour f e L°CQ) la solution 4 appartient a

WA A W) et

(2.3) Ha Il < clgl

2,2,0 0,2,

(ii) 8i Qo=bupp (£)cc 2 et Q,ccl,cn,

alors la restriction u sur f — .(2.,1 appartient 3
2,2 ;
W7 - 0,) (A ind.ae D,,0, ) et

(3.3) "“’na,a,.o.-.n.1 < c"f"o,z,nz .

Remarque 1.3. La formulation faible de notre probléme
est la suivante: trouver w e %4'2611) tel que

1,2
(4.3) e lu,w) = [f.rdxdy  VereW, (Q),
o

ol a,(u,nr)=quuo.aLu.gmenrdxd.ry, .
£

Si Qe EQ_ est un polygdn convexe, alors les deux condi-
tions (i), (ii) sont satisfaites (cond. (ii) avec A = 2

Far ex.).
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Remargue 2.3. En ce qui concerne de la régularité in-
terne de la solution de (1.3), le résultat suivant est con-

nu (cf. [3]):

_1.'.3',

2
soit fe W Q) (4 =4 entier). Alors

F+1,2
w e W% 0"y pour chaque sous-domaine Q'c c A .

On cherche i, € Sy tel que

o (uy ,v) = Lf.nrdxd.ry, VreS, -

Lemme 8. Soient f,, 1, des domaines, 1ycc 2, c

e, weWaWrt ) w2, 18,3

le syst:ame des espaces de dimension finie, introduit par

(10.2), ny 1’application de

Voo (o iT3I0 Y, (A-2,),49,1) 0 Y o, 103 -
Alors:

R a-1
(5.3) ‘\6"4,4,:1;‘ chllel[‘,a’n1+ch '“’&M,n,n,,"c"' 'e'l4,a,n

ob e=a-u, et c estune constante ind. de . .

Démonstration: c’est une adaptation de la démonsira-
tion présentée dans [1l. Soient Qpcc .Q-',. cc
ce Q,cecy cc Dy et wix)e L),

02 wlx)&1 et

1 xel

w(x)=/ 2 ,
N 0 xeld-02, -

-



Dans ce qui suit le symbole ; signifie le produit
@ . On a: €= a:(a.-uh)-(ﬁ-khﬁ)-(ﬂh-lhﬁb)+ﬁhz ’
ou Rh e & CW;’Q(.Q.), Sh) est défini par:

(6.3) wlu,r) = a (R w,v) VresS, .

En utilisant les propriétés de R, et de 1'espace S,

on obtient:

(7.3) llu—khul42 cl!d-»hallm,nﬂé ch ll.wllhﬂn .
) t ? l
o 1,2
Parce que I, e W, (,n_)n 7{“‘ 2 (2,4 T,3) (notons,

qu’en général My & W - (Q), &k 22), d’apres (7.2), (resp.
(9.2)):
wab" lh&'«‘vll‘ P Uy~ g g Ny g0 %

éKtz Ilw.w x (wu,‘)l

prenant en considération que Aupp (n,pfz,v e c .Q.’4 pour h

A
42“ < chv Kacz_n_:' "w&vﬂhﬁaoK,‘;

assez petit. Associons a w 1la fonction U, € S, avec

les propriétés du lemme 6.

Parce que U, -u, e S on peut utiliser (5.2) avec
.Q.=K_;e 3’ . Alors:

(8.3) ch K%.O.‘ 2,k éch (K Zn, Mot Up, Upy g, *
i Wl g & o S DUyl o+
+ e K“Z 1lll£ “‘ub.ﬂ,l(;“" ch Il‘wllh,z,nq

Exeminons tous les termes dans (8.3)
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" <
(9.3) eh K.L%-Q-'q Ilwh- uﬂv"'hz,l(.; £ch "Mlu-llﬁv"'f/ﬂ;nq

|
& ol g - “4.2,.0.’,, vohvlu-Ugyly, o € chlle |4’a.n)l+

4 , .
veh™ ity g, (& oprde G720

Enfin (d apres (18.2)):

So41
=

b Kien) = I““’"”Q'“; o

. .

(10.3) ch K}l:n,q I Ug=-ally, 24, = ¢
a1

gch Ny g0,0,

De (8.3), (9.3), (10.3):

) 7]
o ~ + h llu.l( L
(11.3) UG -R EL N, o & ch lle "4,4,34 e h+1,2,0,
a .
I1 nous reste a estimer llﬁhz l4,2,o, 5

12
(12.3) 1R, % nm,.n. £ c Ea,CRbE',Rhé)J £

£ C A‘}%{a«(]{hg,q7, 98 s", llyn4’2’n‘ 43 .

De (6.3): a,cnba’,gpis a(€,9) Yge§ -

En utilisant la formule de Green on obtient:’
a(8,9)= ale,d) + ale,r),
o 4 est la solution du probleéme:
~Av = 2 div (g. qradw)+g.a@ dans (L

'D’rao -

De la définition de 1’erreur ¢: a (e, )= ale, -2

pour chaque ay, € th . Si on pose ap = K, 5’}' on obtient:

& - <
la(e,d)l & cllell,,’a’nq. K:En;la)¢ <Py o k.
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) 7
cch Ilel|4,2,n1‘KZn:1 g ook, € chvllelygn -

4 &
‘KE-.n.;ll?""-”K-: £ ch ‘l°"4,a,n.,, - AP
Les domaines D%, 2 - Q) forment un recouvrement de L .
Soient P4, Pa la partition de 1'unité, correspondante a
ce recouvrement. Alors A= V3 + A  avec ag= .G
. : ” ’
(4=4,2), muppla)cc ), supplyy)cc -0, .

la(e,v)l & la(e,vy=nyvy)l+ lale,vp=iyap)l

- <
(_'3-3) la'(e,’lq-“h'v:’>| & c ne “492,&,‘. “4’:"',‘“4,:1 “4'2,“_ =

& chll e"4,2,.n.,, o “4,2,.0.
(14.3) lale, -yl & clel, , o K;_zr-\".n.i-ﬂ g -rguly, ¢ &
Q-1
< eh “e.ll‘m’n . “?nq'g,n_
en utilisant les hypotheses (i), (ii). De (7.3), (11.3),

(13.3), (14.3) on obtient 1 assertion du lemme.

Théoréme 1. Sous les hypothéses du lemme précédent on
obtient:

| hl [ ha-1ll |
(15.3) "'4.2.411‘ eh llw *e1,2,0,F © el,0

Démonstration: par récurrence par rappot aux domaines

g on obtient 1°assertion du théoréme.
Example.

-A&u=f dans 2, D c E, un polygdn convexe
wh =0, gewhc) .
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Alors 4 e WA AW DAW>2(2)y, Recec .

Soit {933 une famille réguliére des triangulations, as-
sociée a S —» 0 . Nous partageons les triangles JC1; € ?"gv
en 3 groupes disjoints. Le Ier-groupe est formé par des
triangles, dont au moins un cOté fait une partie de T .

L espace P associé a tel triangle est P = P, . Dans le
deuxieme groupe se trouve chaque triangle, dont au moins un

1°T groupe. Ici P

c0té est commun aussi pour un triangle du
est le sous-espace de P, des polynSmes, dont la trace sur
le c6té commun est une fonction linéaire. Tous les autres
triangles forment le troisi?ame groupe. A chaque triangle de
ce groupe nous associons l'espace P = P,_ . Dans tous ces cas,
nK.-,"" signifie 1’interpolation de Lagrange de la fonction
a sur X; € Ty & 1'aide de 1'espace P . Si on définit
Sy, par (10.2), toutes les hypothéses du théoreme 1 sont sa-
tisfaites. Spécialement, 2y est 1’ application de
’U:,,z(n,{fﬂvi)n%’z(n.’,{%}), Ncec N fixe.

On obtient:

- “h“d,a.n £ ch llu “2,2,.&

et
law = ag Il < c,%a'llwll + enllal
A ,2,0, T 3,2,0, 2,2,

pour S assez petit ( .ch c .9.4 ).
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