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REGULARISATION POUR LES PROBLEMES A OPERATEURS MONOTONES ET
LA METHODE DE GALERKINE
Stefan CRUCEANU, Bucuresti

L objet de cette Note est 1 étude d’une méthode de ré-
gularisation pour les équations a operateurs monotones (non-—
potentiels).

L’idée du départ c“est d employer en tant que facteur
régularisant un opérateur monotone de type potentiel.

Ainsi on peut, outre les concepts topologiques usités
d’habitude pour assurer 1°existence des solutions des équa-
tions a opérateurs monotones, utiliser aussi des concepts
variationnels qui permettent la localisation d’une solution
de 1°équation initiale vers laquelle converge dans la norme
la suite des solutions régularisantes.

Le critere de régularité par rapport auquel on justifie
1 applicabilité de la méthode - c ‘est la résolution par la
méthode de Galerkine.

l. Préliminaires

On va d’abord établir les notations et on va rappeler
certaines définitions.

Soit X un espace de Banach réel et soit X* son dual.

La dualité entre les deux'eapacea sera notée par < , > .
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On utilisera les symboles " —> " et "— " pour dé-
signer la convergence forte et faible dans X .

Soit {Xﬂl::’d une suite croisaa_r}le de sous-espaces
de dimensions finies de X , ainsi queug X, = X et soit
&}"’n}:=4 la suite des projeteurs correspondants(P e L (X),
P2 =P, et B, (X)~X,) ainsi que I, h€C (VIm=14,2,... .

Si P”: est 1'adjoint de 1 opérateur E, ,on notera par
Ym.’ Py (X*).

Le quadruple de suites ' = ({X 3 {Y 3; (P, 3,{Px})s ap-
pelle "schéma d approximation Galerkine" ([2], [8]).

Soit 1 application T: X —> X* . L"équation

Tx=f ; feX* '
s‘appelle resolvable par approximation ([{8]) (faiblement ré-
solvable par approximation) par rapport a T'm 8i elle ad-
met une solution unique X, et si pour chaque meN 1°équa-

tion

PXTx=Bff; xeXn
admet une solution unique Xy € ,Xm‘ ainsi que x, —> X,
(.xw—'-\ .xa) larsque m —> oo .
L’opérateur T: X —> X* a’appelle monotone si
{Tx -~ Ty ,x-4> =0 (V) x,4e€X .

Si dans 1°inégalité en haut on a le signe > pour tous les
X % 4 alors 1’opérateur T & appelle strictement monotone.
S°i1 y a la fonction o : R+—> R+ , monotone avec

cw(0) = 0 ainei que
(Tx-Ty, x-4> 2 0 (lx-4 M (V) x,peX
alors 1 opérateur T a’appelle uniformement monotone.
Une fonctionnelle g.: X — R s’appelle strictement

convexe si



g,(-"_"l:; )<%9.(x)+%9,(,y_) (V) X, p€X, X+

$’il y a une fonction «w:R,—> R, ,monotone avec w(0)=0

ainsi que
g £ 7gG0+ falg) - wClx-g D (V)x, g e X

alors la fonctionnelle g9 a'appelle uniformement convexe.

Si la fonctionnelle g est différentiable Giteaux a
gradient @ alors sa convexité stricte est équivalente a
la monotonie stricte de 1 opérateur G et sa convexité
uniforme est équivalente a la monotonie uniforme de 1 ‘opé-
rateur G ([7]).

2. Hypotheses

Soit D un ensemble convexe borné et fermé de 1 espa-
ce de Banach réel, reflexif et séparable X . On suppose que
Oe ntD.

Soit T: X —> X* un opérateur monotone, continu qui

satisfait a la condition:

(To,x> 20 (V)xedD (1a frontiere de D ) .
Quoique dans les hypotheses en haut 1°équation
(1) Tx = O

admet dans D (cf.[6]) au moins une solution, pourtant en
général elle n’est pas résolvable par 1 “epproximation. .

SiT=({X,3,{Y 3 ;4P 3, {P¥3) est un schéma d ap-
proximation Galerkine, alors tout ce qu’on peut affirmer sur
la résolvabilité par approximation de 1°équation (1) est que
1°équation approximante

BETx=0 m=42. xeX,

admet une solution (en général pas unique) dans 1°’ensemble

D,=D N X, ,et lorsque m —» o toute sous-suite faible-
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ment convergente formée des solutions des équations appro-

ximantes a pour limite une solution de 1°équation (1)([5]).

Pour construire une solution de 1°équation (1) on lui
rattachera une famille d équations dépendantes d un para-
metre € > (0 ainsi que chacune des équations de la fa-
mille soit résolvable par approximation par rapport a I .

On démontrera que lorsque ¢ ~—» 0 1la suite des so-
lutione des équations de la famille convergera fortement
vers une certaine solution de 1°équation initiale.

Seit g une fonctionnelle strictement convexe, dif-
férentiable Fréchet a gradient G ., On suppose que G
est continu et borné (applique les ensembles bornés de X
dans des ensembles bornés de X* ) et G = 60 (8i 1la
fonctionnelle g ne satisfait pat a cette derniere condi-
tion alors elle peut étre remplacée par la fonctionelle
g(x) = <G, x>).

3. La résolvabilité par approximation des équations
régularisantes

Pour chaque ¢ > O on considére 1°équation régula-
risante:
(2) Tx + €eGx = 6 ,

Théoreme 1. a) Pour chague € > 0 1°éguation (2)
est faiblement resolvable par approximation.
b) Si_la fonctionnelle q. t uniformement convexe,

alors 1°équation (2) est resolvable par approximation.
Démonatration: a) Pour (Y)x € D en a

(3) ¢Tx+€6Gx,x)={(Tx,x)+€<Gx-GO,x-6> >0

_4_'



Soit D, = DN }("'L . De la relation (3) il résulte

pour X € 9D,
(4) <P* Tx + e Gx, %)= (Tx+ e Gx, B, x>=(Tx+£Gx,x>2 0.

En identifiant les espaces finies dimensionels X, et YM_
de 1 inégalité (4) (c£.[61,p.127) il résulte qu’il existe

1 ‘é1ément .x:; € D, ainsi que
(4a) P* Tx® + eBXGul =0 .

L'opérateur P*T + ¢} G étant strictement mono- .

€
m

dans X, de 1'équation P* Tx + ePF Gx =6

0
m =1

tone sur X, il réasulte que X est la solution unique

La suite {.x; ? étant incluse dans 1 ensemble
borné D de 1 espace reflexif X 5 contient une sous-
: a0 . . .
suite {a{n* !h’4 qui tend dans la topologie faible vers
un certain élément xc .
L’ensemble D é&tant faiblement fermé (il est convexe

et fermé) on trouve que xfeD.

On montrera que x® est la solution de 1‘équation (2).

De la monotonie de 1 opérateur T°= T + & G on a:
€ & € € - %t >

(T B T.x%,?mx Xmp > 20 (V) x e X

c’est a dire
' * me_ € s
(5) <P,’:~T B,,“x-Pj,‘“T x,,“,x-.x,,h> 20 .
Lorsque f¢ — oo , .x,',‘,* —> x® | et parce que T*®
. * g

est continu on aura (cf.[2]) P”’bT B — Tx .

Donc a la limite pour fe —» oo , puisque

s, e
R’QT ,Xm“ = 9

(6) CTx,x-x8) 20 (V) x e X

. la relation (5) devient



ce qui représente une condition suffisante ({1]) pour que
Ttx®* = 6 .

Parce que 1 opérateur T®* = T+ & G est stric-

tement monotone 1°équation (2) n’admet pour sclution que

x® ., Donc toute sous-suite faiblement convergente de la

suite f’w L Sy I a pour limite 1°élément x©

. €
Ainsi X

— xE lorsque m —» oo .
b) L’opérateur G étant le gradient d une fonction-
nelle uniformement convexe on aura
£ ] € €
(TEP, x®-Tfx: , B, "~ x> 2 e (IEx-x, 1) 2 0

-‘l'l-'ﬂb

ou puisque P .x:, = .xm :

(7) CPX TER, x®- B} T®xE ,x%-xE)2 e (IR, x-x5 1) = 0 .

Maia T“ ‘ = 6 , et lorsque m — oo il résulte

.x;——h.x" et?*T"P.x—-—)T"‘:B.

Donc le premier membre de 1°inégalité (7) tend vers zero.
On déduit que w (1B, x ~x, () — 0

c’est a dire P, x* - x£ — 6 lorsque m —» oo .

D’ autre part
€ 3
P xf — x
donc xf" — x® lorsque m — co .

Q.E.D.

4. Le théoreme de convergence
Soit
¥ 2 {x/xeD; Tx = 0%
comme on 1°a déja remarqué 1 ensemble U¥  est non-vide. ‘
Etant inclus dans 1'ensemble D, 1°ensemble U™ est bor-

né. Parce que 1 opérateur T est continu et monotone il
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résulte que 1 ensemble UW* est convexe et fermé ([1]).
Ainsi la fonctionnelle 9 réalise son minimum sur U*

dane un point (unique) x} ..

g xX :qu,(x) .
Par suite la suivante proposition sera nécessaire:
Lemme i(Demjanov et Rubinov [41). L’'élément x% .. €
€ U™ réalise le minimum de la fonétionnglle -3 sur
1 ensemble U* psi et seulement si
(8) <Gx:“b,a-x:m>20 (V) x € u* .

Le théoreme qui suit établit 1la liaison qui exiate
entre les solutions x€ de la famille 4 équations régula-
risantes (2) et les solutions de 1°équation (1).

Théoreme 2. &) Si ¢ —» 0 alors x® — ik, .

b) Si 1a fonctionnelle g eat uniformement convexe

alors de ¢ —» 0 il résulte x%® —p x:u;» 7

Démonstration: De la réflexivité de 1 espace X et
du fait que la famille {x® 3.',0 eat barnée (est inclu-~
se dans D ) il réaulte 1l’existence d'un élément x, € D
et d une suite ¢,~—> 0 (g, > 0 ) ainai que

o o,
On démontrera que x, & U* ., Pour cela il suffit

de montrer que

(9) CTa, % =%,> 20 (V) xe X .
Soit x € X . De la manotonie de 1 opérateyr T on a

<Tx - Tx™™,x-x*""> 20 med 2. .
Parce que



Tx® + ¢, Gx™ = 6
1°inégalité en haut devient

(10) 0 & <T.x+q,,Ga"",x-x“‘)-<‘1‘x,x- )+ s,JG’x“,‘x-x"“’) .

Le second terme de la somme de droite tend vers zero
lorsque m —p co, car 1l’opérateur G étant borné on
a
04 I<8, Gx x-x") & € 24t Gzl sugy lx-xh—0 .

- ’ za ze
Donc, a la limite 1°inégalité (10) donne

{Tx,x - %, 20
c’est & dire X, € u* .
Seit & présent x € U* arbitraire. Des égalités

Tx + 8, Gx = €, Gx ,

n €n
Tx + em Gx - O .
on obtient:
: €
{Tx- Tu"':.x-u‘")+ e,,,(Gx-G'.x&:x P Y €, <Cx, x=%x ">,
Les opérateurs T et G  étant menetonas il résul-
te _ '
{Gx,x - x™y 20 .
A la limite, lorsque m —» 00, puisque xq‘—é X,
on obtient

(11) < Gx,x-%,> = 0 (V) x e U* .

L ehsemble U* étant convexe, 1°élément X

t
=(1-t)x+tx, te (0,1) appartient lui aussi a

1’enseable. UL* .

BEn écrivant la relatien (11) peur x, on ebtient

®



(4-1:)<Gx‘,x-x*>zo ou
<Gx, ,x=-x,>210 .
A la limite lorsque ¢ —» 4 , 1’opérateur G étant
continu il résulte
(Gx,,x-x>2 0.
b

Du Lemme 1 on déduit que x, = X ..

Ainsi, lorsque ¢ —p» 0 , toute suite faiblement
convergente de la famille { x‘}‘,c a pour limite 1°¢-
lément "‘:\im .

Donc x%® — 'x:m-m loraque € — 0 .

b) Des égalités
k %
T“ﬂm’m + GGN,:‘-” = €6 Xpmin >
Tx®+ Gx® = 8 ,

on obtient:

STk, -Tx® «h, - x:)-l- 5<GS:M- Gx® xt., - x> =

De 1a, 1 opérateur T  étant monotone, on déduit
* . @b o F 'Y
0 wllul; -xNé& (Gxkh, -G8 %, ~x*> &

= <G0&:‘m, “:ﬁnv— “‘) .

A la limite, lorsque ¢ — 0 , puisque x$ X%
il résulte

SOt in s %= x> — 0
et de 1°inégalité précédente on déduit

o B, _ 8
..‘k"; WX, =) =0 |
c‘est & dire: ‘



"“:\im""‘n—’ 0 loraque ¢ — 0 .
Q.E.D.

Remarques 1. Si X est un espace de Hilbert alors le
procédé indiqué en haut peut &tre utilisé pour construite
les points fixes de - :aines classes d opérateurs.

Ainsi, si A: X — X est un opérateur continu, ain-
si que 1 opérateur [ - A ( I - 1 opérateur identi-
té) eat monotone et si A satisfait a la condition Leray-
Schauder ([31)

CAX, x> £ Ixl? (V) xe€ 2D
alors pour chaque ¢ > 0 1 opérateur A — g G admet
dane X un point fixe unique xXf € D . Si € — 0

alors x® —» x*:n  (ou x®t—p x,*,"-"

si g est une
fonctionnelle uniformement convexe) ou a(,’:u-n eat ce point
fixe de 1 opérateur A ~ .qui minimise la fonctionnelle g .
sur 1 ensemble des points fixes de A qui appartiennent a
1°ensemble D . On remarque que pour@le cas particulier
G = 1 (1°opérateur identité est le gradient Fréchet de
la tonctionnelle_unifomoment convexe % N 12 ) ce
résultat a été obtenu par Browder et Petryshyn ([3]1) et uti-
lisé pour obtenir les points fixes des opérateurs non-liné-
aires par la méthode des approximations successives.

2. Si 1‘opérateur monotone et continu U : X — X*

est coercif, c’est a dire
Ux, X D
S—l_;ll————’ © lersque Axl — o

alors étant donné y e X* il existe une boule fermée

- 10 -



s¥(@)={xeX: lixll £« R¥ } ainsi que
<Ux,x> = gy, x> pour x e 3S¥ (@) .

En prenant Tx = Ux-q¢4 , X e X etD =S¥ (9)
les résultats obtenus en haut peuvent étre appliqués pour
construire la solution de 1 °équation -

Ux = 4 .

3. On connait le résultat suivant, conséquence de la
méthode de régularisation de Tychonov pour le probleme du
minimum des fonctionnelles convexes ([7]):

Si T: X — X* est un opérateur monotone et
potentiel ainsi que 1 équation

Tx =06

admet dee solutions et si G est un opérateur stricte-
ment monotone et potentiel, la fonctionnelle g. étant co-
ércive, (g (x)—> oo 1lorsque lxll — co ) alors pour
chaque ¢ > 0 1’équation

Tx + eGx = 6
admet une solution unique x® , Si € — 0 alors x°®
converge dans la topologie faible de X vers cette solu-
tion de 1°équation Tx = 6 qui minimise la fonctionnelle

¥

On peut considérer que la méthode qu’on vient 4°étu-

dier est 1°équivalent non-variationnel de ce résultat.
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