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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha

SVAZEK 105 * PRAHA 25. 8. 1980 * CISLO 3

O JISTYCH ROVINNYCH KONFIGURACICH (12,4, 165)
OBSAHUIJICICH B, C A E-BODY A KONFIGURACICH SINGULARNICH

VAcLAV METELKA, Liberec

J(Doslo dne 27. listopadu 1975)

UvoD

V této tivodni kapitole dovolim si zopakovat nékteré zakladni pojmy a definice
z teorie rovinnych konfiguraci a to pouze v minimdlnim rozsahu, potfebném k po-
chopeni problematiky, jiZ se tato prace tyka.

V konfiguracich (124, 16;) je — jak znAmo — dvanict konfiguragnich bodii a Sest-
nact konfiguraénich pfimek uspofadano v projektivni roviné tak, zZe kazdym z téchto
bodi prochazeji étyfi pfimky a na kazdé z téchto pfimek leZi tfi body.

Systematické vyhledavani konfiguraci si vyZzadalo zavedeni jisté klasifikace, o niz
se struéné zminim.

Definice 1. Konfigura¢ni body oznaéme ¢&isly 1, 2, 3, ..., 12. Lezi-li dva z konfi-
guragnich bodi (tfeba I a 2) na konfiguraéni pfimce, pak fikdme, Ze tyto body jsou
spojeny (coZ struén& zapisujeme 1-2). V opaéném pfipad€ jsou body I a 2 od sebe
oddéleny (struéng 1 :2). Konfiguradni pfimku, na niZ lezi body 1, 2, 3 ozna¢ime
1-2-3.

Umluvme se jestg, Ze v daliim (pokud to nepovede k nedorozuméni) budeme slovo
,.konfiguraéni“ vynechavat, nebot o jinych bodech a pfimkach se v této praci téméf
nemluvi.

V konfiguraci (124, 16,), jak jiz bylo fefeno, prochazi kazdym bodem &tvefice
ptimek. Je tedy kazdy bod spojen s osmi body dal§imi, to znamend, Ze od tfi bodt
je oddélen.

Definice 2. Necht bod 4 je oddélen od bodi 1, 2, 3 (struéné 4 : 1, 2, 3). Rikdme,
Ze bod 4 je typu A, jestlize I : 2, 3 a také 2 : 3, B, jestlize 1-2, 1-3, 2-3, ale ne 1-2-3,
C, jestliZe jen dva z bodi 1, 2, 3 jsou oddéleny, D, jestlize jen dva z bodi 1, 2, 3 jsou
spojeny, E, jestlize 1-2-3.
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Snadno zjistime, Ze tim jsou vyCerpany vSechny moZnosti. Podafi-li se ndm uspo-
fadat v¥ech dvanact bodd do Sestnécti trojic (pfimek) tak, by bylo vyhové&no zékladni
definici, %e ka%dy bod se vyskytuje ve &tyFech z téchto trojic, pak dostaneme tak zvané
konfiguraéni schéma. Nutno ovSem jesté dokazat, Ze toto schéma je skuteéné reali-
sovatelné v projektivni roviné nad télesem komplexnich &isel, &ili, Ze skuteéné repre-
sentuje konfiguraci. Ke kaZzdému realisovatelnému schématu existuje tedy jedna
konfigurace, ale ne naopak. Snadno totiZ uvaZime, Ze geometrické vlastnosti kon-
figurace se neméni pfi libovolné permutaci bodi 1, 2, 3, ..., 12, ale touto permutaci
se zméni schéma:

Definice 3. JestliZe 1ze jedno konfiguraéni schéma ziskat z druhého nékterou z per-
mutaci bodi 1, 2, ..., 12, pak fikdme, Ze obé tato schémata patii do téZe tridy.
Dvé konﬁgbrace pokladame za ekvivalentni tehdy a jen tehdy, jestliZe jejich schémata
patii do téZe tfidy. .

Ptistoupime nyni k vlastni klasifikaci. Je nutno pfedevsim zjistit, kolik bodu typu
A, B, ... atd. se v konfiguraci vyskytuje. Tim ziskdme jeji typ. Tak ku pfikladu fika-
me, Ze konfigurace je typu B;Cg E5, jestliZe obsahuje tfi body typu B, Sest bodt typu C
a tfi E-body. Je ziejmé, Ze dvé€ konfigurace riiznych typh nemohou byt ekvivalentni.
S druhé strany se ukazuje, Ze klasifikace konfiguraci jen podle typi je stale velmi
hrubad a je tfeba zavést kriteria podstatné kontrastné&jsi. Jednou z cest je ku pfikladu
tato:

Pfedpokladejme, Ze 4 je bod typu C, oddéleny od bodi 1, 2, 3, a necht tieba I-2,
2-3, 1:3. Snadno se pfesv€déime, Ze na dvou ze Sestnacti pfimek nemize leZet
Zadny z bodt 1, 2, 3, 4. Podle toho, zda tyto dvé pfimky se protinaji v bodé konfi-
guracnim, nebo nekonfiguraénim miZe zkoumany bod 4 zafadit do jednoho z typi
C!, nebo C2.

Zcela obdobna tvaha plati i pro E-body, coZ shrnujeme v nasledujici definici:

Definice 4. Bud 4 bod typu C (resp. E), odd&leny od bodi 1, 2, 3. Pak existuji
dv& pfimky (p, ¢), na nichZ nelezi Zddny z bodi 1, 2, 3, 4. Protinaji-li se pfimky p, q
v konfiguradnim bodg, fikame, Ze 4 je typu C* (resp. E'). V opa&ném ptipadé je bod 4
typu C?, (resp. E?).

U bodi typu B je situace ponékud komplikovanéjsi, nebot zde existuje dokonce
trojice pfimek, na nichZ neleZi ani zkoumany B-bod, ani 7z4dny z bodil od nichz je
oddélen. Tato okolnost nam ovSem umozni dals§i klasifikaci B-bodd a proto ji
vyuZijeme:

Definice 5. Bud 4 konfigura¢ni bod typu B, oddéleny od bodt 1, 2, 3. Pak existuji
tfi pfimky (p, g, r), na nichZ neleZi Zadny z bodii 1, 2, 3, 4. JestliZe se ptimky p, q, r
protinaji ve tfech riiznych bodech, pak bud jeden, nebo dva, nebo viechny tfi jsou
konfiguraéni a bod 4 je bud typu B!, nebo B?, nebo B3. V ostatnich pfipadech
fikdme, Ze bod 4 je typu B*.

Poznimka. UvaZme, Ze v pfipadé¢ B*-bodu se prlmky D, 4, r protinaji vidy
v jednom bodé& a to konfigura&nim.
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Zajisté by bylo moZno uvazZovat o obdobné klasifikaci také v pfipadé bodi typu 4
a D. Jak plyne z dalgiho je to vSak jiZ zbyte¢né.

Dosud byly v literatufe popsdny vSechny konfigurace obsahujici nejméné jeden
bod typu A4, nebo D. Kromé toho jsou jiZz také znamy vSechny konfigurace typu
Ci,_iEi,kdei=0,1,2,...,12. Z toho plyne, Ze zbyvéa zkoumat jiZ jen konfigurace,
obsahujici aspoii jeden B-bod.

Tento kol je velmi rozsahly a zamé&fil jsem se proto v této praci pouze na kon-
figurace, obsahujici krom& C a E-bodii nejméné jeden bod typu B* a Zadny bod
typu B*.

KAPITOLA 1

Cilem této kapitoly je vyhledat vSechna konfiguraéni schémata podle pokyni
posledniho odstavce uvodni kapitoly.

Nechf tedy 1 je B3-bod, oddéleny od bodit 2, 3, 4. Pak existuje trojice pfimek, na
nichZ neleZi Zadny z bodt 1, 2, 3, 4 a kromé toho se tyto tfi pfimky protinaji ve tfech
konfiguraénich bodech. Oznaéme je 5, 7, 9 a pfimky 5-6-7, 5-8-9, 7-0-9. Zbyvajici
dva konfiguraéni body necht jsou P a Q.

Zvlastni postaveni trojice bodi 5, 7,9 a dvojice P, Q vzhledem k bodu I nim
umoZiiuje jesté kontrastngji klasifikovat B3-body a usnadiiuje tak zjistovani ekvi-
valence.

Definice 1.1. Jestlize na p¥imkach 1-5-., 1-7-., 1-9-. nelezi Z4dny z bodd P, Q,
pak fikdme, Ze B3-bod 1 je typu B*°. Obdobng, leZi-li na t&chto pfimkach jen jeden
(resp. oba dva) z bodt P, Q, pak fikame, Ze B3-bod 1 je typu B*' (resp. B*?). Body
P, Q nazveme pdly B3-bodu 1.

Poznamendvam, Ze mnohdy je prehlednéj§i pouzit jesté jiného zdpisu konfiguraé-
nich pfimek, protinajicich se v jednom konfiguraénim bodé&. Tak ku piikladu pfimky
z piedchozi definice lze zapsat také ve tvaru:

579

Zname zatim t¥i konfiguraéni pfimky (5-6-7, 5-8-9, 7-0-9). ZapiSme je spolu se zby-
vajicimi tfindcti pfimkami do nésledujiciho (symbolického) schéma:

23-. 2 3 4 1 5-6-7
(1) 24-. .. .. .. 579. 589
34-. .. .. .. ... 109

@ O 6 O (u)
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Predpoklad 1. Predpoklddejme existenci nejméné jednoho B*°-bodu.

UvaZovany B*°-bod ozna&ime oviem I a pouZijeme zapisu (1). Vzhledem k vlast-
nostem B3°-bodu musi tedy byt

1
(L.1) 579P; P, Qe(r),(s)(t)=>6:80;8:0.
0860

Predpoklad I.1. Predpoklddejme existenci nejméné jednoho B*°-bodu, jehoZ oba
poly jsou typu E.

Zkoumany B3°-bod ozna&ime opét I, abychom mohli vyuzit zapisi (1) a (L.1).
Body P, Q jsou tedy oba typu E a nemohou byt oba oddéleny do téze trojice (pak by
totiZ oba byly typu B*).*) Pfichazeji tedy v Givahu jen nasledujici tfi moZnosti

(5.6,7; 5,8,9), (56,7;7,0,9, (589 7,0,9)

(od prvni trojice je oddélen jeden z bodt P, Q, od druhé druhy). UvaZme, Ze schéma
(1) a vysledek (1.1) se nem&ni permutaci (68), (79) a vzhledem k této permutaci jsou
ekvivalentni posledni dvé z pfedchozich moZnosti. Zbyva tedy nadale uvaZovat jen
prvni dvé moZnosti, ale ty jsou rovnéz ekvivalentni vzhledem k pfipustné permutaci
(597), (680). Mtizeme dokonce piedpokladat, Ze je pfimo

P:56,7, Q:58,9,

protoZe i (PQ) je permutace pkipustnd. Bod P je tedy spojen s body 8, 9, 0 a libovolna
permutace bodi 2, 3, 4 pfipousti volbu

P

234’
890
z &ehoZ plyne 3-4-8 a body 5, 6 patii do'(q).
Déle mohou nastat jiZ jen dva pfipady
a) bud je 5 : 3, pak 2-4-5, 2-3-6, 4-Q-6, 4 : 1, 7, 9 a musi byt 2-7 (jinak by totiZ bod 2

byl typu B*), &ili 2-7-Q, 3-Q-0. Tak jsme dostali prvni Giplné schéma, které jsem
oznadil N-1 a je uvedeno v nasledujici kapitole ve skupiné N-schémat.

b) zbyva jest& uvaZovat piipad, kdy 5-3, pak oviem musi byt 2-3-5, 2-4-6, 4-Q-7,
2-0-0, 3-Q-6 a dostavame dalSi schéma, které vSak jiZ registrovat nebudeme,

nebof vzhledem k permutaci (243), (68), (79), (PQ) pfechazi na tvar pfedchoziho
schématu N-1. s ‘

Tim jsou vyéerpana viechna schémata z pfedpokladu P.I.1.

*) Lze velmi snadno dokdazat, Ze nutnd a postacujici podminka, aby dva konfiguraéni body
U, V byly oddéleny od téZe trojice zni: oba body U, V jsou typu-B*.
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Predpoklad 1.2. Predpoklddejme existenci aspori jednoho B3°-bodu, jeho# jeden
pol je typu E.

Opét, jako v predchozich pfipadech ozna&ime zkoumany B3°-bod I a vyuZijeme
predchozich vysledkd, tedy (1) a (I.1). Vzhledem k pfedpokladu I.1 je jen jeden
z bodt P, Q typu E a permutace (PQ) umoZiiuje piedpokladat, Ze je to bod P. Ten je
oddélen bud od trojice 5, 6,7, nebo od 5, 8, 9, nebo 7,0, 9. Pfipustné permutace
(68), (79) a (597), (680) dovoluji ptedpoklad P : 5,6, 7, z &hoZz plyne 6:8,0, P.
Vidime, Ze bod Q je oddélen od tfi bodii mnoZiny (5, 7,8,9, 0), takze vzhledem
k pfipustné permutaci (57), (80) nastane jedna z moZnosti:

0:(57,8,57,9; 58,9 58,0; 59,0; 89,0).

Z téchto pfipadii mozZno ovSem ihned vyloudit Q : 5, 8, 9, nebot bod Q jiZ nesmi byt
typu E a krom& toho oba pfipady Q : 8, 0 (V takovém piipad€ by totiZ bod 8 byl
typu D). ProtoZe bod 9 je spojen s bodem P, musi byt jiz oddélen do bodu Q (aby
jim prochézely jen &tyfi konfiguradni pfimky). Z t&chto wvah je patrno, Ze je vzdy
Q:59 T kde T=7,0. Libovolna permutace bodl 2, 3,4 nam umoZiuje jesSté
volbu pfimek 2-Q-6, 3-4-6, 2-3-5 a protoZe bod 8 je spojen s obéma body P, Q,
nemiiZe patfit do mnoZiny (q). Tyto vysledky shrneme:

(a) 2-3-5, 2-Q-6, 346, P:5,6,7; Q:5,9, T, kde T=7,0 a 8¢(q).

Uvazujme nejprve pfipad T = 0, tedy Q : 5,9,0;0:6, 8, Q, 2-4-0, 3-P-0 a musi
byt jesté 2-8 (v opa&ném pfipadé totizje 2 : 1, 7, 8; 9 : 3, 4, Q, takZe bod 9 je typu B*°
a oba jeho pdly jsou typu E. Takové konfigurace jsme viak jiz hledali za pfedpokladu
L.1). Je tedy 2-8-P, 4-8-Q (aby bod 2 nebyl typu B*) a posledni dv& pfimky tohoto
schématu jsou 4-P-9 a 3-Q-7. Toto uplné schéma je uvedeno v nasledujici kapitole
v tabulce R-schémat. Je to schéma R-1.

Zbyva fesit ptipad T = 7, tedy Q : 5, 7, 9, &ili 2-4-7, 9 : 2 (jinak bod 8 je typu D).
Uvazime nejprve, Ze jsou vylouceny pfipady 4-P-0 a také 0 : 4. V prvém z téchto
ptipadt je totiz 4-Q-8, 3-P-9, 3-Q-0, 2-P-8 a bod 9 je typu B3°, jehoZ oba pdly jsou
typu E, pravé tak jako v pfipadé druhém, kdy 4-Q-8, 4-P-9.

Shrnujeme: Q : 5,7, 9; 2-4-7, 9 : 2 a protoZe je 4-0, ale na této pfimce nesmi lezet
bod P, pak 4-0-Q, 3-Q-8 a mohou nastat dva ptipady:

1 5-6-7 2 3 4
579P 589 34PQ 4PQ PQ
086Q 709 57a6 6b8 ¢ 0

, kde a=8,0;,b=9,0;,c=38,9.

V piipad€ a = 8, tedy b = 0, ¢ = 9 dostaneme schéma ekvivalentni s jiZ registro-
vanym R-1 vzhledem k permutaci (19), (23), (4Q), (80).

Rovnéz v pfipadé druhém, kdy a = 0, b = 9, ¢ = 8 pfechazi toto schéma per-
mutaci (19), (2304), (57) na schéma R-1. Tim jsou vy&erpény viechny pfipady za
ptedpokladu I.2. Z toho plyne, Ze nadéle jiz za pfedpokladu I Z4dny z péli B3°-bodu
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nesmi jiZz byt typu E. Schéma vSak musi obsahovat aspotii jeden E-bod a je to ziejmé
jeden z bodi 2, 3, 4. Bez Gijmy na obecnosti l1ze pfedpokladat, Ze je to bod 2 a pak
tedy bud 2:1,5,0, nebo 2:1,7,8, nebo 2:1,6,9. Vzhledem k permutacim (79),
(68) a (57), (80) vidime, Ze tyto moZnosti jsou ekvivalentni a moZno tedy vzdy volit
2:1,7,8, pak ale bod 5 je odd&len od tii bodd z mnoZiny (3, 4, P, Q) a je vzdy typu
B3°. Kromé& toho jeden z jeho péld (bod 2) je vZdy typu E. NemtiZeme tedy jiZ dostat
Z4dné nové schéma a vSechna schémata za pfedpokladu I jsou jiZ registrovana.

Predpoklad IL. Pfedpoklddejme naddle, Ze konfiguracni schéma obsahuje (kromé E
a C-bods) aspori jeden bod typu B*', ale jif %ddny bod typu B*® (a ovsem také
%ddny z bodii B*, A, D).

Zkoumany B*!-bod ozna&ime opét I a vyuZijeme zapisu (1). Podle ptedpokladu
jen jeden z bodu P, Q leZi na jedné z pfimek I-5, 1-7, 1-9. Vzhledem k pfipustnym
permutacim (57), (80); (59), (60) a (PQ) lze pfimo pfedpoklddat:

(1) 1
576 9; P,Qe(r),(s)(t); 8:0.
08QP

OkamZit¢ totiZ uvaZime, Ze body P, Q patfi do vsech tiech mnoZin (r), (s), (t),
nebot jinak by jimi neprochazely &tyfi konfiguraéni pfimky a zbyva jiZ jen dokazat,
Ze je 8 : 0. Pfedpoklddejme na chvili, Ze je 8-0, pak pfedev§im mozZno volit 8-0-2
a z toho plyne 2-P-Q, 6 : 8,9, 0. Vzhledem k pfipustné permutaci (34) Ize nadale
volit 6-P-3, z éehoZ 2-4-6. Nyni se jiZ snadno piesvéd¢ime, Ze schéma neobsahuje
C-body a v tom je spor. Je tedy skutedné také 8 : 0.

(a) Necht zkoumany B*'-bod 1 md oba pdly typu E.

Pak piedev§im musti byt P : 5, 6, 7 a moZno volit 2-P-Q, 3-P-8, 4-P-0 a protoZe
bod 6 nepatfi do 24dné z mnoZin (s), (t), je 3-4-6. Bod Q je podle predpokladu také
typu E a je tedy oddglen od jedné z trojic (5, 8, 9), (7, 0, 9). Permutace (57), (80), (34)
pfipousti pfedpoklad Q : 7, 0, 9, takZe 8-Q-4, 3-Q-5 a mé-1i schéma obsahovat aspori
jeden C-bod, musi byt 6 : 0, tedy 2-6-9, 2-4-7, 2-3-0. Tim jsme dostali iplné schéma
R-2.

(b) Necht 6-9 a bod Q je typu E.

Pak 9 : 3, 4, Q, &ili bod Q je oddélen od jedné z trojic (5, 8, 9), (7, 0. 9). Vzhledem
k permutaci (57), (80) lze pfedpoklddat Q:5,8,9 a-libovolnd permutace bodi
2, 3, 4 ptipousti volbu pfimek 2-6-9, 2-P-Q, Q-7-3, Q-0-4. Z toho 8 : 6,0, Q a bod P
jiZ nesmi byt typu E (viz pfipad (a)), &li 0 : 6, 8, P a pak 2-3-0, 2-4-8, 3-P-8, 6-P-4
(nebof jinak 0 je typu D) a posledni konfiguradni pfimka je 3-4-5. Tim jsme dostali
schéma N-2.
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(c) Necht 6-9 a jeden z pdlii bodu 1 je typu E.

Podle ptedchoziho je to bod P a tedy P : 5, 6, 7. MozZno tedy volit 2-P-Q, 2-6-9,
3-P-8, 4-P-0, z &ehoZ 6 : 8, 0, P a 3-4-6. Bod Q jiZ musi byt spojen s jednim z bodi
8,0 (jinak je 8 typu D). Vzhledem k permutaci (34), (57), (80) mozno také volit
8-0-4, tedy 2-3-0 (aby bod 8 nebyl typu D) a nema-li byt bod Q typu E, pak 5 : Q,
Cili 2-4-5, 3-Q-7. Toto uplné schéma vsak jiZ nemusime registrovat, nebot je ekviva-
lentni s R-2 vzhledem k permutaci (19), (2Q), (34), (80).

(d) Necht 6-9 a jeden z bodii 5, 7 je typu E.

Pak pfedevsim opét moZno volit 2-6-9, 2-P-Q a permutace (57), (80) umoZiluje
pfedpoklad, Ze 5 je E-bod, tedy 5 : 2, P, Q, &ili 3-4-5. Aby bod Q jiZ nebyl typu E
(coz jsme zkoumali vyse), musi byt Q-8 a permutace (34) dokonce umoziiuje volbu
4-Q-8. Maji-li bodem 6 prochazet &tyfi pfimky, pak 6-P a nema-li byt bod 8 typu D
musi byt jesté P : 7. /

Uvazme dale, Ze moZno piedpoklddat 4-6 (nebot v pfipadé 4 : 6 je 4-P-0, 2-4-7,
3-0-0, 2-3-8, 3-P-6 a toto Uplné schéma pfechdzi permutaci (19), (2Q), (34), (80)
na jiz znamé N-2). Je tedy nadale 4-6-P a z toho plyne 2-4-0, takZe mohou nastat
dva pfipady: bud 2-3-7, 3-P-8, 3-Q-0, nebo 2-3-8, 3-P-0, 3-Q-7. Zaznamename pouze
prvni z nich (schéma R-3), nebot vzhledem k (19), (2Q), (80) patfi ob& schémata
do téZe tfidy.

(¢) Necht je 6-9.

Pak nejprve mozZno bez jmy na obecnosti volit 2-6-9, 2-P-Q, 9:3,4,Q; 6:8,0
a 8 : 0. Vzhledem k predchozim vysledkiim musi byt E-bodem jediné bod 2, ktery
je oddglen od jedné z trojic (1, 5, 0), (1, 7, 8). Znama permutace (57), (80) op&t pfi-
pousti jednoznaénou volbu 2 : 1, 5, 0, takZe 7 : P, Q a musi byt 3-4-6 (v opacném
pfipadg bud 5 je E-bod, nebo bodem 8 a 0 neprochazi &tvefice pfimek). Z toho plyne
6 :8,0, P a také 5-P (aby bod P nebyl typu E), pak ale Q : 5,7,9; P :6,7,8 a bod 8
Jje zcela nepfipustné typu D.

Piedpoklad IL.1. Predpoklddejme existenci aspori jednoho B*'-bodu, jehoZ pdly
Jjsou spolu spojeny.

Zkoumany B*!-bod oviem ozna&ime I a vyuZijeme viech pfedchozich vysledki.
Predevsim vidime, Ze Ize volit 2-P-Q, takZe v mnoZiné (r) miZe leZet jen jedna z dvojic
(68), (60), (69), (80). Posledni dv& moZnosti miizeme pfimo vylougit — vzhledem
k pfedchozim vysledkiim a kromé& toho permutace (57), (80) umoziiuje pfedpokladat,
Ze je 6, 0 € (r), tedy 2-6-0. Z toho plyne 6 : 8, 9 a t&mito vysledky doplnime zépis (II):

1 , 2, 6:89; 8:0; P,Qe(r),(s)(t).
(IL.1) 5769 P6
08QP QO
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(a) Necht 8 je E-bod, pak 8 : 2, 6, 0 a mozno volit 3-P-8, 4-Q-8, z &ehoz 3 : 1,6, 9
(jinak konfigurace neobsahuje C-body), tedy 4-P-6, 2-4-9, 3-4-a, 2-3-b, 3-Q-c, kde
a,c=5,7,0, b = 557 a mohou nastat pfipady: a = 5, b = 7, ¢ = 0, ¢imZ dosta-
neme schéma R-4, nebo a =7, b =5, ¢ = 0 vedouci na schéma N-3, z a = 0,
b =35, c = 7 plyne schéma R-5 a kone¢né za = 0, b = 7, ¢ = 5 dostaneme schéma
R-6.

(b) Necht P je E-bod, pak P :5,6,7 a mozno volit 3-P-8, 4-P-0, 3-4-6, 2-4-8
(jinak 8 je E-bod a to jiZ bylo zkouméno), 2-3-a, 3-Q-b, 4-Q-c, kde a, b, ¢ = 5, 7,9
a nastane tedy Sest moZnosti: abc = 579 schéma R-7; abc = 597 schéma R-§;
abec = 759, schéma N-4; abc = 795, schéma R-9; abc = 957, schéma R-10 a ko-
neéné abc = 975, schéma R-11.

(c) Nechr8 : Q,pak 8 : 6, 0, Q a mozno volit 3-P-8, 2-4-8, 0 : P (jinak P je E-bod —
viz vySe) a dokonce 0-3, P:5,7,0 (jinak by v konfiguraci nebyl Zadny C-bod),
kromé toho také 0-Q (aby schéma obsahovalo E-body), tedy 4-P-6, 3-Q-0 a pro exis-
tenci asponi jednoho C-bodu nutno 3 :1,6, 9, tedy 4-Q-9, 2-3-a, 3-4-b, kde a, b =
= 5, 7, coZ vede ke schématiim R-12 a R-13.

Uvazme, Ze nadale je jiZ 8-2 (jinak 8 je E-bod) a také 8-Q, &ili 8 : 6, 0, P a vzhledem
k pfipustné permutaci (34) mzeme zapis (II.1) rozsifit takto:

(IL.1.a) 3-0-8, 2-4-8.

(a) Nechr 0 : 4, pak 3-P-0, 4-P-6 (jinak 2 je typu B*), 4-0-9, (jinak konfigurace
neobsahuje C-body), 2-3-a, 3-4-b, kde a, b = 5,7 a dostavame schémata R-14
a R-15.

(b) Necht 4-P-5, pak 4-Q-0 (jinak 2 je typu B*), 3-P-6 (jinak 8 je typu D), 2-3-a,
3-4-b, kde a, b = 7, 9 a nalezli jsme schémata R-16 a R-17.

(c) Necht 4-P-7, pak 4-Q-0 a 3-P-6 (z divodi jako vyse), ddle 3-4-5 (aby schéma
obsahovalo E-body) a z toho 2-3-9, takZe mame schéma R-18.

(d) Necht Q-0, pak 4-Q-0, 4-P-6, 2-3-9 (aby existovaly E-body v konfiguraci),
3-4-a, 3-Q-b, kde a, b = 5, 7, &imZ dostavame schémata R-19 a R-20.

(¢) Nechf 7 je E-bod, pak 3-4-7, 4-P-0, 3-P-6, 2-3-9 (podminka existence aspoti
jednoho C-bodu), 4-Q-5 a schéma R-21.

(f) Necht'5 je E-bod, pak 3-4-5, 4-P-0, 3-P-6, 4-Q-7 (jinak Zadny C-bod), 2-3-9
a dostaneme schéma R-22.

(g) Necht 6 : 4, pak 3-P-6, 4-P-0, 3-4-8, 2-3-a, 4-Q-b, kde a, b = 5, 7, ale toto
schéma neobsahuje C-body. )

(h) Necht 3 je E-bod, pak 3 : 1,5,0, 3-4-6, 3-P-7, 2-3-9, 4-P-0, 4-Q-5 a dostaneme
schéma R-23. -

(i) Necht 2-5, pak 2-3-5, 3-P-7, 4-Q-9 a jediny E-bod je 0:3, 8, Q, tedy 3-4-6,
4-P-0 a méame schéma R-24. .
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(j) Necht 2-7, pak 2-3-7, 3-P-5, 4-Q-9 a jediny E-bod je opét 0:3,8, Q, tedy
" 3-4-6, 4-P-0, &imz dochazime k N-5.

(k) Necht 0-3, pak 0:8,P, Q a jediny E-bod je Q:7,9,0, tedy 4-Q-5, 3-P-7,
3-4-0, 4-P-6 a mame schéma R-25.

Snadno zjistime, Ze vyloucime-li pfedchozi situace, zbyvaji jiZ jen dva pfipady:
3-4-6, 4-P-0, 3-P-a, 4-Q-b, kde a, b = 5, 7, z nichZ registrujeme jen prvni (schéma
N-6), nebot pfipad druhy (pro a = 7, b = 5) je ekvivalentni s konfiguraci R-23,
na niz prechazi permutaci (17), (24), (3Q), (59), (68).

ProtoZe tak jsou vyéerpana vSechna schémata za pfedpokladu 11.1, musi mit nadéle
kazdy B3!'-bod jiz oddélené pdly.

Predpoklad 11.2. Pfedpoklddejme existenci aspori jednoho B*'-bodu.

Zkoumany B3'-bod oznagime opét I a vyuZijeme pfedchozich vysledki, predeviim
zépisu (1) a toho, Ze body, P, Q jsou jiz od sebe oddgleny. Libovolnad permutace
bodt 2, 3, 4 umoZiiuje volbu:

(I1.2) 6:8,9,0; 0:8, P:Q; 3-4-6, 2-P-6 .

(a) Necht aspori jeden z bodit 3,4 je typu E. Vzhledem k permutaci (34) lze
predpokladat, Ze bod 3 ma tuto vlastnost a pak je tedy oddélen bud od bodii 1, 5, 0,
nebo 1,7,8. Permutace (57), (80) pfipousti volbu 3:1,7,8, ¢&ili 8:3,6,0, tedy
4-P-8, 2-Q0-8,4:1,5,9; 5: P (uvaime, Ze jinak by bylo 5:2,4, Q a bod 5 by byl
typu B*! se spojenymi poly 3-6), tedy 3-P-0, P : 5,7, Q, 3-Q-b, 2-4-c, 2-3-a, 4-Q-d,
kde a,b =5,9ac,d = 7,0. ProtoZe bod 2 je oddélen jen od dvou bodi mnoZiny
(5,7,9,0), miZe byt jen bud

2:1,5,7, pakjeale 2-3-9, 2-4-0, 3-Q-5, 4-Q-7 a bod P
je typu B*! se spojenymi pély 1-8,
nebo
2:1,9,0, pakjealebod P typuD,

nebo

2:1,7,9, ¢&li 2-3-5, 2-4-0, 3-Q-9, 4-Q-7
a dostaneme N-7 nebo kone¢né je

2:1,5,0, cili 2-3-9, 2-4-7, 3-Q-5, 4-Q-0
a dostavame tak schéma R-26.

(b) Necht je bod 2 typu E. Pak pfedevsim bod 2 je odd&len bud od trojice 1, 5, 0,
nebo od trojice 1, 7, 8. Pfistupna permutace (57), (80) umoZiiuje volbu 2:1,7, 8,
¢ili 8 :2,6,0 a permutace (34) dokonce jesté 3-8-P, 4-8-Q, 7:2,4, P (jinak totiz
bod 7 je typu B*' se spojenymi poly 4-6), tedy 3-7-Q, 4-P-0, P: 5,7, Q; 9 : 3 (aby
bod 3 jiz nebyl typu E), 2-3-a, 2-4-b, 2-Q-c,kdea = 5,0; b = 5,9; c=5,9,0. V pfi-
padé,zea = 0, b = 9, ¢ = 5 je bod P typu B! se spojenymi poly 1-8. Zbyvajici dvé
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moZnosti vedou k novym schématim:a = 0, b = 5, ¢ = 9 ke schématu N-8 a posled-
ni,tj.a = 5,b = 9, ¢ = 0 ke schématu R-27.

Snadno zjistime, Ze-nadéle jiZ musi byt bod 9 typu E (maji-li E-body ve schématu
existovat). UvaZujeme tedy posledni pfipad:

(c) Necht bod 9 je typu E, tedy 9 : 3,4, 6, z &ehoZ 3-4-6, 2-Q-9. Aby bod P
nebyl typu D musi byt bod 2 spojen aspofi s jednim z bodi dvojice (8, 0) a krom&
toho vzhledem k permutaci (57), (80) lze vZdy pfedpoklad, Ze je 2 : 5. Pak oviem jiz
2-0 (jinak bod 2 je typu E) a také 5-Q (jinak bod 5 je typu B*! se spojenymi pély).
Z téhoZ diivodu je také 7 : P, &ili P : 5, 7, Q a permutace (34) ptipousti volbu pfimky
4-5-Q. Daleje 3:1,5,9; 4 :1,7,9 a nema-li byt bod 3 typu B! se spojenymi pély,
musi byt je$té 2-3-7, tedy 2 : 1, 5, 8, 3-Q-8, 3-P-0, 4-P-8, 2-4-0. Dostali jsme tak opét
iplné schéma, které viak jiZ nemusime registrovat, nebot pfechazi permutaci (1293),
(47P5), (68) na jiz znamé schéma N-7.

Tim jsou vyerpana vSechna schémata za pfedpokladu II. Nadale tedy jiz budeme
predpokladat, ze

(P) kazdy B*-bod je typu B3*.
Dostavame se tak k nejobsahlejsimu oddilu této kapitoly.

Predpoklad III. Predpokldddme existenci aspori jednoho B3-bodu jeho? pily
jsou od sebe oddéleny.

Oznagme zkoumany bod 1 a vyuZijeme vysledki (1). Vzhledem k pfedpokladu (P)
jsou jiz poly P, Q od sebe oddéleny a lezi tedy na dvou z pfimek 1-5, 1-7, 1-9. Na &tvrté
‘pfimce bodem 1 leZi tedy dva z bodd mnoZiny (6, 8, 0). Permutace (57), (80); (59),
(60) a (PQ) umoziuji pfedpokladat:

1 ; 6:90; 8:7,0; P:Q.
(1) 6579
80PQ

(a) Necht jeden z bodi 2, 3,4 je oddélen od bodii 6,8. Vzhledem k libovolné
permutaci bodd 2, 3, 4 mozno volit 2 : 1, 6, 8. Pak body 6, 8 patfi do mnoZin (s), (t)
a je 3-4-0. Na pfimce 2-0 leZi jeden z bodd P, Q. Permutace (68), (79), (PQ) umoZiiuje
volbu 2-0-Q a musi byt 2-P-9 (aby schéma obsahovalo C-body). Kromé& toho permu-
tace (34) pfipousti volit

3 4 2,
6 QPQ 34
P8 86 ab

kde a, b = 5, 7 a dostaneme schémata R-28, R-29.

(b) Necht bod 7,9 nepatfi do mnoZiny (q), pak mozno volit 7-Q-4 a body 5, 9
nepatfi do (t) — jinak by totiZ bod 2 byl typu B*. Vzhledem k (23) je také 9-3-P
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a jeden z bodi 7, 9 musi byt typu E (jinak Zadny E-bod). Lze dokonce pfedpokladat,
7e 7 je typu E, coZ ndm umoziiuje permutace (79), (PQ), (68), (34), tedy 2-3-8, 4-P-8,
5: Q (jinak bod 3 je typu B*') a mohou nastat pfipady:
0:4, pak
3 2
04 4P Q
0 506

[ N N

a dostaneme schéma R-30.

4-5, pak 2-4-5, 2-P-6, 2-Q-0, 3-4-0, 3-Q-6 a mame schéma N-9. Nadale ziejmé je
jiz4:1,5,9 a tento bod je vZdy typu B3, ;

(c) Necht body 6,8 patfi do mnoZiny (q), pak pfedeviim moZno volit 2-3-6,
2-4-8. Podle (b) jeden z bodi 7, 9 patii do mnoZiny (q) a Ize vzdy tvrdit, Ze je to bod 7
vzhledem k permutaci (79), (PQ), (68), (34). Tedy 3-4-7. Aby body 0 a 9 prochazely
Styti konfiguragni ptimky, musi byt 0-P, 0-Q, 9-P a kromé& toho 9 : 3 a 9-4 (aby
schéma obsahovalo C a E-body), z toho plyne 4-9-P, 4-Q-6. Ma-li schéma obsahovat
C-body, musi byt také také 8 : Q, &ili 3-Q-0, 3-P-8, 2-P-0, 2-5-Q, tim jsme dostali
1plné schéma R-31.

(d) Necht vsechny tFi body 0, 7,9 patfi do mnoZiny (q), pak mozno volit 2-3-7,
2-4-9, 3-4-0, 2 : 5 (jinak nastane pfipad (c)) a jeden z bodi 6, 8 je oddélen od 2.
Vzhledem k permutaci (68), (34), (79), (PQS volme 2 : 1, 5, 6, z toho P-5 (jinak Zadny
C nebo E-bod), Q : 5, 7, P, Q-0-2, 2-P-8, 8 : 4 (jinak Zadny C-bod) a posledni p¥imky
tohoto schématu (které oznagime R-32) jsou 4-Q-6, 4-P-5, 3-P-6, 3-Q-8.

(¢) Nechr do mnoZiny (q) patFi trojice bodit 5,7, 9,1ze tedy pfedpokladat 3-4-5,
2-3-7, 2-4-9 a vzhledem k (68), (79), (PQ), (34) také 2-6. Mohou tedy nastat p¥ipady:

4:0, pak 4-8-Q (jinak Zadny E-bod) 4-P-6, 3-Q-0, 3-P-8, 2-P-0, 2-Q-6,

coz vede ke schématu R-33.

4-0-6, ¢&ili 4-P-0, 2-P-6, 2-Q-8, 3-P-8, 3-Q-0, R-34,

6-4, pak 4-P-6, 2-Q-6, 4-Q-0, 3-Q-8, 3-P-0, 2-P-8
a mame schéma R-35.

3-pP-8, pak 3-Q-6, 2-P-6, 4-P-0, 4-Q-8, 2-Q-0 ... R-36.
Jestlize bod 7 je typu E, potom
4-8-Q, 4-P-0, 3-P-6, 3-Q-0, 2-Q-6, 2-P-8

a dostaneme schéma R-37.
Nadale tedy je jiz 4-P-8, 4-Q-0 a je bud bod 2 typu E, &ili

2:1,5,0, 2-P-6, 2-Q-8, 3-0-6, 3-P-0
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vedouci na schéma R-38, nebo kone¢né
2-P-0, 2-Q-6, 3-P-6, 3-0-8
a dostaneme schéma R-39.

(f) Necht do mnoZiny (q) patfi jen body 7,9, pak vzhledem k ptedchozimu
a k permutaci (79), (68), (PQ) Ize pfedpokladat, Ze bod 6 patii do mnoZiny (q) a volit
2-3-7, 2-4-9, 3-4-6 .

Nastavaji tak mozZnosti:
2-0-5, pak 4-8-Q (jinak ?adny E-bod) 2-P-6, 3-P-8, 3-Q-0, 4-P-0
a mame schéma N-10.
5-2, pak opét 4-8-Q, 2-0-6, 3-P-8, 3-0-0, 4-P-0 ... R-40
2-0, pak 2-P-0, 4-8-Q (aby schéma obsahovalo C a E-body)
2-0-6, 4-P-5, 3-P-8, 3-Q-0... R-41.
6-P, pak 2-P-6, 2-Q-8, 3-P-8 (jinak Zadny C-bod)
3-0-0, 4-0-5, 4-P-0 ... R-42
a nadale je tedy jiZz vidy 2-P-8, 2-Q-6, P : 6, 9, Q, takZe bud
3-P-5, 3-0-0, 4-Q-8, 4-P-0 ... R-43 ,
nebo

3-P-0, 3-Q-8, 4-0-0, 4-P-5...N-11.

V daldim musime tedy uvaZovat, Ze jen jeden z bodi 7, 9 patfi do mnoZiny (q).
Vzhledem k (79), (68), (PQ) a libovolné permutaci bodi 2, 3, 4 miiZeme tedy tvrdit,
Ze je vidy

1 ; 3455 7-Q; 6:9,0; 8:7,0; P:Q.
(IILa) 6579
80PQ

(8) Necht body 5, 6 patfi do mnoziny (q), pak mozno volit 2-3-5, 2-4-6, P : 5,9, Q,
z &ehoz 3-P-6 a jediny E-bod je 4, kdyz 4 : 1, 5, 0, z toho 3-Q-0, 2-P-0, 4-P-8, 4-Q-7,
2-Q-8 a dostavame schéma R-44. .

(h) Nechf bod 0 nepatfi do mnoZiny (q), pak vzhledem k pfipadim (g) a (c) do
mnoZiny (q) patfi body 5, 8 a lze volit 2-3-5, 2-4-8 a protoZe P : 5,9, Q je také
P-8-3, 6-2 (jinak Zadny E-bod) a nastanou pfipady:

2-7, tedy 2-7-Q, 3-P-6, 3-Q-0, 4-P-0, 4-Q-6 ... R-45
40-Q, pak 4-P-6, 3-Q-7, 2-Q-6, 2-P-0 ... N-12
3.0, pak 3-Q-0, 2-Q-6, 2-P-0, 4-P-6, 4-Q-7 ... R-46
a nadale je jiz 4-P-0, 2-P-6, 2-Q-0, 3-Q-a, 4-Q-b, kde a, b = 6, 7, coZ vede na schéma-
ta R-47 a R-48.
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V dalsim zbyva uvaZovat jiz jen piipad, kdy do mnoZiny (q) patfi bod 0 a typu E
musi byt nejméné jeden z bodii 7, 9. Z toho plyne, Ze bod 6 patfi do mnoZiny (r)
a vzhledem k permutaci (34) mozno volit 6 : 3, 3-8 (jinak 3 :1, 6,8 — pfipad (a)),
7 : 4 (jinak 4-Q-7, 4-P-6, 2-Q-6, tedy body 8, 0 patfi do (s) a schéma neobsahuje
Zadny E-bod).

Ukazali jsme jiZ, Ze asponi jeden z bodl 7,9 musi byt typu E. Kdyby to nebyl
bod 9, pak 7 je jisté typu E, &ili 7 : 2, 4, 8, z éehoz 2-4-8, 2-P-5, 2-3-0, 2-Q-6, 4-P-6,
4-Q-0, 3-Q-7, 3-P-8 a dostaneme sice uplné schéma, ale nevyhovujici podminkam,
nebot neobsahuje C-body. Musi tedy vzdy nadale byt

(ITL.b) 2-P-6; 4-0-6; 83; 0e(q); bod9typuE.
Timto vysledkem doplnime zdznam (IILa)

V pfipadé 8 : 2 je 4-P-8, 2-3-5, 2-4-0, 2-Q-7, 4-P-0, 3-Q-8, ale toto tiplné schéma
nemusime registrovat, nebot pfechdzi na schéma R-36 permutaci (168), (249730),
(5PQ).

V pFipadé, Ze bod 8 patri do (q) musi byt pfedeviim Q : 8, 0, P aby schéma obsa-
hovalo C-body, pak ale bod 4, oddé&leny od trojice 1, 5, 7 je vzdy typu B3!.

Zbyva tedy jedina moZnost a to

8:4, cili 2-0-8, 3-P-8, 4-P-0, 2-3-0, 2-4-5, 3-Q-7
a dostavame tak posledni schéma R-49 za pfedpokladu III.

Predpokldddme existenci aspori jednoho B3-bodu.

Podle pfedchozich uvah pfedevsim kazdy B3-bod je jiz typu B32 a jeho pdly jsou
spojeny. Zkoumany bod oznalime I a uZijeme zdpisu (1). Bez ijmy na obecnosti
muzZeme pfimky bodem I oznalit 1-6-8, 1-5-0, 1-7-P, 1-9-Q a protoZe poly P, Q
jsou spojeny, pak také lze predpokladat, Ze je 2-P-Q a bod 6 patii do mnoziny (r),
jak dovoluje permutace (79), (PQ), (68). Tyto vysledky shrneme

1 ; 2-P-Q; 8:7,0; 6¢€(r).
(1v) 5796
0PQ38

(a) Necht bod 2 je typu E, pak 2 : 1, 5, 0 a permutace (34) umoZiiuje 2-4-8, 2-3-7,
2-6-9, 3-P-8, (jinak 7adny C-bod), 3-0-0, 4-P-0, 3-4-a, 4-Q-b, kde a, b = 5, 6, takze
dostavame schémata R-50, R-51.

(b) Nech? 0: 2, pak 0: 2, 6, 8; 5-2 (jinak pfipad (a)) a moZno volit 2-3-5, 2-6-9;
8, 0 patfi do (s), 7 : 2 (jinak bod 4 je typu B*'), 2-4-8, 3-Q-0, 3-P-8, 3-4-7, 4-P-0,
4-0-6. Toto schéma vSak neobsahuje E-body.

(c) Necht P :5,8,9, &ili P je E-bod, pak 8 : 7,0, P; Q : 0, 6 a moZno volit 4-P-6,
3-P-0, musi byt 3:1,6,9 (aby schéma obsahovalo C-body), 2:1,5,7, 2-3-8, 4-Q-8,
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2-4-a, 2-6-b, 3-4-c, 3-Q-d, kde a, b = 9,0; c,d = 5, 6 a nastanou pfipady: a = 9,
b=0,c=7,d=5a=9,b=0,¢c=25,d= 7 vedouci na schémata R-52 a R-53.
Zbyvajici dvé moznosti, tj. a =0; b =9; ¢,d = 5,7 nemusime jiZ registrovat,
nebof tato schémata patfi do téZe tfidy jako jiZ znama R-50, R-51 vzhledem k per-
mutaci (19), (2P), (34), (67), (80).

(d) Nechr 2:1,8,9, pak 8:2,7,0 a mozno volit 2-3-5, 2-4-7, 2-6-0 a musi byt
P:5,6,9 (jinak zadny C-bod), 9 : 2, 6, P; 3-P-0 (aby bod 0 nebyl typu B*), 3-Q-8,
4-0-6, 4-P-8, 3-4-9 a B*-bod 8 ma proti predpokladu oddé&lené pély.

(¢) Necht P :5,6,8, pak mozno volit P-9-3, P-0-4, 2-6-0, 6-Q-3 (jinak Zadny
C-bod), 4-Q-8, 2-3-8, 3-4-7, (jinak 7 je typu B*), 2-4-5 a dostavame tak schéma R-54.

(f) Necht P : 8,9, 0, pak mozno volit 5-P-3, 6-P-4, bod 7 nepatfi do mnoZiny (s),
aby bod 2 nébyl typu B* a dileje 6 : 9 (jinak 2-6-9, 3-4-7, 2-3-a, 2-4-b, 3-Q-b, 4-Q-a,
kde a, b = 8, 0 ale pak vzdy je 3 typu B>'). Z toho plyne je3t& 2-6-0 a mohou nastat
pfipady:

7-Q, ¢cili 7-Q-4, 3-4-0, 3-Q-8, 2-3-9, 2-4-8 ... R-55
4, cili 2-3-7, 2-4-8, 3-4-9, 3-Q-8, 4-Q-0... R-56
13, &ili 2-4-7, 2-3-8, 3-4-9, 3-Q-0, 4-Q-8 ... R-57
3, ¢&ili 3-4-7, 3-Q-8, 4-Q-0, 2-3-9, 2-4-8 ... R-58

S N N

a konecn¢
0:4, &li 3-4-7, 3-Q-0, 4-Q-8, 2-3-8, 2-4-9 ... R-59
(g) Nech? P : 6, 8,9 a mozno volit 3-P-0, 4-P-5. Bod 7 nepatfi do (t), nebot jinak
by byl bod 2 typu B* a musi byt také 6-3 (jinak 4-Q-6, 3-Q-8, 2-4-8, 2-6-0 a schéma
neobsahuje E-body). Je tedy 4-Q-8, 2-3-8 a snadno zjistime, Ze jediny moZny E-bod
je 0 a to pouze v pfipadé, kdyz 0 : 4, Q, 8, tedy 2-6-0 a lze uvaZovat pfipady 3-4-a,
kde a =6,7,9.
Pro a = 9 je viak 2-4-7, 3-Q-6 a B3>-bod 8 ma odd&lené poly 2 : 5. RovnéZ ptipad
a = 7 vede ke sporu, nebot bylo by 2-4-9, 3-Q-6 a B3-bod 7 by mé&l odd&lené poly.
Zbyva tedy jediné 3-4-6, 3-Q-7, 2-4-9, kdy skutené dostaneme nové schéma R-60.
(h) Necht P : 6, 8, 0, pak moZno volit P-5-3, P-9-4, 2-6-0 a jest 6-3 (aby schéma
obsahovalo E-body), takZe mohou nastat pfipady:
4:6, ¢&ili 3-0-6, 3-4-0, 4-Q;8, 2-3-8, 2-4-7 ... R-61
4:0, d&ili 3-4-6, 3-0-Q, 4-Q-8, 2-3-8, 2-4-7 ... R-62
4:7, ¢&ili 3-4-6, 2-3-7, 2-4-8, 3-Q-8, 4-Q-0... R-63
(i) Necht P-0, pak vzhledem k pfedchozim p¥ipadim moZno volit
3-P-8, 4-P-0 (nebot je P:5,6,9)
a dale: '
(i1) za predpokladu 7 : 4,8, Q, 7 je E-bod, dostaneme 4-8-Q, 2-3-7, 2-6-0, 9 : 3
(jinak B*-bod 8 ma odd&lené pdly), &ili 2-4-9, 3-4-a, 3-Q-b, kde a, b = 5, 6, coZ
vede k R-64 a R-65. .
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(i2) 7 je E-bod pak ovSem jiZ 7 : 2, 4, 8, 2-4-8, 3-Q-7 a mohou nastat pfipady
9:2, ¢&li 3-4-9, 2-6-0, 2-3-5, 4-Q-6 ... R-66
6:Q, pak 4-Q-5, 3-4-6, 2-6-0, (nebot jinak Q je typu B*) a 2-3-9,
coz vede na schéma R-67.

Nadale musi byt jiz 9 : 6 (protoZe jinak B*-bod 4 nevyhovuje podmince (P) a je
typu B:“), &ili zbyva jediné ptipad 2-6-0, 2-3-9, 3-4-5, 4-Q-6 a schéma R-68.

(i3) Necht 6 je typu E., pak 6 : 4,0, P, 2-6-9, 3-Q-6, 2-3-0; a aby bod P nebyl
typu B!, musi byt Q : 5. Dale je 2 : 7, nebot jinak ve schématu nejsou Zadné C-body
a kone&né také 2 : 8 (aby bod 4 nebyl typu B*'), pak ale 2-4-5, 3-4-7, 4-0-8 a toto
schéma pfechdzi permutaci (14), (27Q6), (5P) na jiZ znamé a registrované R-51.

(14) Uvazujme 8 : Q, pak 2-4-8, 7-Q (jinak 8 je typu B*), 7-4 (jinak 7 je typu E
a to jsme jiz zkoumali v (i2)), &ili 4-Q-7, 7 : 2, 3, 8 a jediny E-bod je 5, kdyZ oviem
5:2, P, Q, takze 3-4-5, 3-6-Q, a aby nenastal pfipad (i3), ¢ili bod 6 jiz nebyl typu E,
musi byt 6-0-2, 2-3-9. Pak ovSem bod 9 je typu D.

(i5) V pripadé 5-Q je 3-5-Q a schéma neobsahuje E-body, pravé tak jako v pfipadé

(i6) 5 : 4, kdy je 2-3-5.

(i7) Kdyby bylo 9 : 2, pak 3-4-9, 2-6-0, 2-3-7 a nastane pfipad (i2).

(i8) Predpokladejme 6 : Q, pak 3-4-6, 4-Q-8, 3-Q-7, 2-4-5 a jediny E-bod je
3:1,5,0, &ili 2-6-0, 2-3-9 a dostaneme schéma N-13.

Zbyva tedy posledni pfipad a to

(i9) 7-4 (jinak 7 je typu E, ale to jsme jiz probirali v (i2)), takZe 8-Q-4, 3-Q-6,
a aby nenastal pfipad (i3) musi byt 6-0-2, 2-3-9, pak ale bod 9 je typu D.

(j) Necht P :8. Vzhledem k pfedchozim pfipadim miZe jiz byt jen P:5, 8,0,
takZe moZno volit 6-P-3, 9-P-4, 2-6-0. Body 5, 7 neleZi na (t), nebot jinak by byl
bod 2 typu B* a kone¢n& ma-li schéma obsahovat E-body, musi byt Q : 5,6, 7.
Mohou tedy nastat pfipady:

2-3-a, 2-4-b, 3-4-c, 3-Q-d, 4-Q-e, kde a,b=5,7,8; ¢c=15,7;
de=80,a=8b=7¢c=5d=0,e=8...R-69;
a=7,b=8c=5d=8 e=0...R-70;
a=5b=8c=7,d=8, e=0...R-71;
a=8b=5c¢c=7,d=0,e=8...R-72.

(k) Necht P-9, pak vzhledem k pfedchozimu je P :5, 6,0 a moZno volit 3-P-9,
4-P-8, 2-6-0 a aby nenastal pfipad (d) musi byt 8 : Q, 2-3-8, 5-4, 7-4 (jinak 2 je typu

B*) a mohou nastat ptipady:
0:Q, &li 3-40, 3-Q-6, 4-0-7, (jinak 8 je typu B*), 2-4-5...R-T3
nebo 7-Q, pak ale schéma neobsahuje C-body, nebo
5-Q, pak 4-Q-5, 2-4-7, 3-Q-0, 3-4-6 a dostaneme schéma R-74 .
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Nadale je tedy jiZ jen
2-4-a, 3-4-b, 3-Q-c, 4-Q-d, kde a,b=5,7; ¢,d=6,0,
vedouci na schémata’ R-75, N-14, R-76, R-77.

(m) Necht Q-6, pak piedeviim P :6,9,0 a mozno volit P-5-3, P-8-4, a bod 7
nepatii do mnoZiny (s), nebot jinak by byl bod 2 typu B* a mohou nastat pfipady
7-Q, pak 4-Q-7, 3-Q-6, 2-3-8, 3-4 0, 2-6-0, 2-4-9 ... R-78,

7:4, pak 2-3-7, 3-Q-8, 4-Q-6, 3-4-0, 2-4-9, 2-6-0 ... schéma nemd E-body ,
0-4, pak jedingm E-bodem je 7, kdyZ ovSem 7 : 3, 8, Q, tedy
3-8-Q, 2-4-7, 4-Q-6, 3-4-0, 2-3-9, 2-6-0 ... R-79
a zbyva
0:4, ¢&li 4-Q-6, 3-Q-0, 2-6-0, 2-3-8, aby bod 6 nebyl typu D, pak
3-9-4, 2-4-7 a dostavame schéma N-15.

(n) Nechr 2 :9. Aby jiz nenastal ptipad (d), musi byt 2-8 a mozno volit 2-4-8,
2-6-0, 3-4-9, 3-P-8, 4-P-6, 2-3-7, (jinak Zadny C-bod) a jedinym E-bodem je 0 v pfi-
padé 0: 3,8, P, &ili 3-Q-5, 4-Q-0. Toto uplné schéma vSak odporuje zakladnimu
predpokladu, nebot bod 9 je typu B> s odd&lenymi pdly 7 : 8.

(o) Necht 0 : Q, pak mozno volit 2-4-9, 2-6-0, 3-4-0, P : 5,9, 0 a mohou nastat
pfipady:

2-5, pak 2-3-5a jediny E-bod je 9 v ptipadé 3-6-P, 4-P-8, 4-Q-7,
a 3-Q-8, ¢imZ dostdvame schéma R-80 .
4-5, pak 4-Q-5; 4:1,6,7; 4-P-8, 3-6-P'a aby schéma obsahovalo
aspoii jeden C-bod, musi byt 8 : Q, Cili 2-3-8, 3-Q-7, ale toto schéma nemusime
registrovat, nebot pfechdzi na schéma R-63 permutaci (12), (3549QP7), (80) .
8:2, &ili 2-3-7, 3-Q-5, 4-Q-8, 4-P-6, 3-P-8 a dostaneme R-81 .

Zbyva tedy posledni mozZnost 8-2, ¢ili 2-3-8, 3-Q-5, 3-P-6, 4-P-8, 4-Q-7, ale toto
schéma pfechazi permutaci (12), (80), (35), (49QP7) na schéma R-62.

(p) Necht 6-9, pak moZno volit 2-4-0, 2-6-9, 3-Q-0 a nastanou pfipady:

7-2, potom 2-3-7, 4-Q-8, 3-P-8 a aby schéma obsahovalo C-body, musi byt 6 : P,
tedy 3-4-6, 4-P-5, ale toto uplné schéma pfechdzi permutaci (1394), (26Q5P7), (80)
na typ R-50.

5-P, pak 2-3-8, 4-P-8, 4-Q-7, 3-4-6, 3-P-5, ale toto schéma ptechdzi permutaci (13),
(25P7), (49), (6Q), (80) na R-51.

5-2, &ili 2-3-5, 3-4-7, 4-Q-8, 4-P-6, 3-P-8 a permutace (1493), (27Q5P6) prevadi toto

schéma na R-50.

Zbyva tedy kone¢né mozZnost 2-3-8, 4-P-8, 3-P-6, takZe musi byt Q : 7, aby schéma
obsahovalo C-body, z &ehoZz 4-Q-5, 3-4-7, ale pak je schéma nepfipustné, nebot
neobsahuje E-body.
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Uvazime-li viechny dosavadni vysledky, vidime, Ze (vzhledem k permutaci (34))

muzZeme nadale jiZ pfedpokladat:
2-4-9, 2-6-0, 2-P-Q, 6 : Q, 0-0, P-8

a dalsi schémata dostaneme takto:

(q) Necht 4-Q-5, pak 4-P-8, 3-Q-0, 3-P-6, 3-4-7, 2-3-8 ... R-82.

(r) Nechr5:3, pak 4-P-5, 4-Q-8, 2-3-7, 3-4-6, 3-P-8, 3-Q-0 ... R-83.

(S) Nechr 5-Q, pak Q :6, 7,8, 3-Q-5, 4-P-8, 4-Q-0, 3-P-6, 3-4-7, 2-3-8 ... R-84.

(

t) Nechf 2-8, pak 2-3-8, 4-P-8, a aby schéma obsahovalo C-body, nutné musi byt
6 : P, &ili 3-P-5, 3-4-6, 3-0-0, (jinak Zadny E-bod) 4-Q-7 a dostaneme R-85.

(u) Nechr 5-4, pak 2-3-7, 3-4-5 a pro existenci C-bodd nutng& 3 : 6, &ili 3-P-8,
3-0-0, 4-P-6, 4-Q-8 ... R-86.

(v) Necht 0-3, pak 3-Q-0, 4-Q-8, 3-P-8, 4-P-6, 3-4-7, 2-3-5 ... R-87.

(w) Necht 5-2, pak 2-3-5, 3-Q-8, 4-P-8, 4-Q-0, 3-P-6, 3-4-7 ... R-88 a zbyva jiZ jen
pripad:

3-Q-8, 4-P-8, 4-Q-0, 2-3-7, 3-4-6, 3-P-5,
vedouci na schéma R-89.

Tim jsou vyGerpany vSechny moZnosti a také nalezena vSechna schémata za daného
predpokladu, 7e konfigurace neobsahuje body typtt 4, D a B*, ale naopak na ni leZi
aspoii jeden B*-bod, E-bod a C-bod.

Nedokazoval jsme v této kapitole, Ze vSechna zjisténd schémata patfi do riznych
tfid a pokud tedy jsou realisovatelna, vedou ke konfiguracim neekvivalentnim.
Ze tomu tak skute&né je, to uvidime z nasledujicich kapitol.

Kter4 z t&hto schémat jsou realisovatelna (body a pfimkami v projektivni roving
nad télesem komplexnich &isel), a jakym zp@sobem je moZno realisovat, to si ukdZe-
me v kapitole tfeti.

KAPITOLA 2

Tato kapitola je vénovana celkovému piehledu konfiguraénich schémat, ktera
jsem rozdélil jednak do skupiny N-schémat (oznafenych N-1 az N-15), jednak
do skupiny, obsahujici 89 R-schémat.

Komentar k tabulkdm

V poslednim sloupci je zaznamenano porfadi schématu. V pfedposlednim sloupci
je uveden typ schématu a to takto: Prvni tii &isla uvadé&ji poget bodd typu B*, B, B!,
dalsi dvojice podet C? a C'-bodti a posledni dvojice potet E* a E!'-bodd. Tedy
ku ptikladu: Typ 4213020 fik4, Ze schéma obsahuje 4 body typu B*, dva B*-body,
jeden B!-bod, tfi C2-body, zadny C!-bod, dva E2, body a 7a4dny E'-bod. Ostatni
sloupce tabulky jsou jisté srozumitelné.
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Tabulka schémat skupiny N

567 1 2 3 4
589 579 P 34PQ 4PQ PQ 4301211 N1
7009 086 Q 6587 89 0 06
5796 346P 4PQ PQ
08PQ
089 Q 587 60 4301211 N2
5900 780 68 1401222 N3
780Q 685 09 25130001 N4
7800 658 09 2423010 N5
980 Q0 658 07 2603010 N6
34PQ 4PQ PQ
5068 609 87 2304201 N7
0569 687 08 2204202 N8
5796 34PQ 4PQ PQ
0PQ38
8560 096 87 1402401 N9
7965 680 08 2601210 N 10
7986 608 50 1402401 N 11
5806 987 60 1402401 N 12
346 P 4PQ PQ
. Q
950 687 08 1402401 N 13
850 790 86 1333011 N 14

870 950 86 1302411 N 15

Tabulka schémat skupiny R

5-6-7 1 2 3 4
589 579 P 34PQ 4PQ P Q 4311201 R1
7-0-9 086 Q 5086 607 98

5796 346P 4PQ PQ

08PQ
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079 Q 685
709 Q 580
790Q 580
5900 087
7900 0835
5800 687
5800 689
7800Q 689
9800Q 685
980°Q 687
5800Q 780
780Q 580
5800 708
780Q 508
7800Q 968
9800Q 768
9800Q 568
9800Q 758
9800Q 57 8
9800Q 768
9800Q 568
9800Q 67 8
580Q 67 8
9800 07 8
34PQ 4PQ
9768 605
5960 687
567 1 2 3
589 5796 34PQ 4PQ
709 0OPQ8 . ... ...
5790 068
7590 068
8506 690
6805 780
7980 068

K- =T~ TN T~ N~ NI T I - NI - N~ NI N IS - TR =TT~ N~ NS NS N
Ol © LN LSOO S S VWYL YVLV UYWL NV X X X o X

S & -
N
I o o -

~
\o]

4303011
4311201
1511211
1601211
1601211
2513001
2513010
2413011
3601201
2501202
1511202
1611201
1511202
1611201
2511201
2202402
2302401
3501201
3501201
1401222
1511211
2401212
2421210
2513001

1304211
1312401

1513011
1523001
2603001
1603002
1523001

R2
R3
R 4
RS
R6
R7
R 38
R9Y
R 10
R 11
R 12
R 13
R 14
R 15
R 16
R 17

R 18

R 19
R 20
R 21
R 22
R 23
R 24
R 25

R 26
R 27

R 28
R 29
R 30
R 31
R 32
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798
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789
789
890
890
850
980
780

870
980

890

890
870
870
780
790
790

"UUUOOOOOOOOOOO\UIOOOOOOO\OO\OOQOOOO

S N U NN RN

“ O S © X Co -

h A G0 © A N O 0 DS 0o AN O D

95
95
75
75
60
05
65
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1136001
1019010
1015410
2333010
2133030
1433010
1343001
1404201
1523001
2603001
2413002
1222410
1521201
1521210
2511210
1302411
1134210

4213020
4401201
2401212
1411221
1611201
1431210
1611201
1601202
1511211
1302402
1613001
2241210
2233011
2423001
1243011
1523001

R 33
R 34
R 35
R 36
R 37
R 38
R 39
R 40
R 41
R 42
R 43
R 44
R 45
R 46
R 47
R 48
R 49

R 50
R 51
R 52
R 53
R 54
R 55
R 56
R 57
R 58
R 59
R 60
R 61
R 62
R 63
R 64
R 65



580 987 0 6 1404201 R 66
980 687 05 2204202 R 67
980 587 06 1304211 R 68
870 56 0 98 1333020 R 69
780 568 90 1513011 R 70
580 768 9 0 1433001 R71
850 760 98 1433010 R 72
850 09 6 87 1312401 R 73
870 690 85 1431210 R 74
850 79 6 80 1224201 R 75
870 590 86 1321230 R 76
870 596 80 1222410 R 77
890 056 &8 7 1316001 R 78
970 058 86 1523001 R79
590 06 8 8 7 1611210 R 80
790 085 68 1521201 R 81
890 76 0 85 1513011 R 82
790 68 0 5 8 1423011 R 83
890 765 80 1343001 R 84
890 650 8 7 1503012 R 85
790 580 68 1141221 R 86
590 780 68 1214211 R &7
590 768 8 0 1333002 R 88
790 658 80 1431201 R 89
KAPITOLA 3

V této kapitole dokazeme, Ze schémata skupiny N nejsou realisovatelna.
Zaméfime se nejprve na schémata, obsahujici aspoii jeden B3*°-bod. Pro né& plati

1 5-6-7

579 P 5-89.

086 Q 7-0-9
ZAdné tfi z bodi 1, 7, 9, 5 nele¥i na jedné p¥imce (konfigura&ni, nebo nekonfigura&ni)
a proto miZeme jejich soufadnice volit takto: I = (1,0,0),7 = (0, 1,0),9 = (0, 0, 1),
5 =(1,1,1). Na pfimkach 1-7 = (0, 0, 1), 5-9 = (1, —1, 0), (zapsanych v pfimko-
vych soufadnicich) lezi bod 8, tedy 8 = (1, 1, 0). Obdobné z pfimek 1-9 = (0, 1, 0),
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5-7 = (1, 0, —1) vypo&itame soufadnice bodu 6 = (1, 0, 1) a z pfimek 7-9 = (1, 0, 0),
1-5 = (0, 1, —1) soufadnice bodu 0 = (0, 1, 1).

Bod P neleZi na pfimce 1-9 = (0, 1, 0), nebot jinak by splynuly pfimky 1-9-6
a 1-P-Q. Miizeme tedy volit P = (x, 1,t) a protoZe na pfimce I-P = (0,t, —1)
m4 leZet bod Q, Ize volit je§t& Q = (y, 1, t). Tyto vysledky shrneme:

U.1 1=(1,0,0), 5=(1,1,1), 6=(,0,1), 7=(0,1,0),
8=(1,1,0), 9=(0,0,1), 0=(0,1,1), P=(x,1L,t), Q=(y,1,t).

ZaméFime se nejprve na schéma N-1. Z rovnic pfimek Q-7 = (t, 0, —y)aP-8 =
= (—t,t,x — 1) vypotitime soufadnice bodu 2 =(y,1 +y — x,t) a obdobn&
z pfimek 2-5=(1-x—t+y, t—y, x—1), 0-6=(1,t —y, —1) ziskdme
soufadnice bodu 4 = (x,1,x + t —y). Bod 4 ma leZet také na pfimce P-0 =
= (1 —t, —x,x),¢&lix.(x — y) = 0a v tom je spor, nebot v ptipadé x = 0 splynou
konfiguraéni pfimky 4-P-0, 7-9-0 a v pfipadé x = y splynou konfiguraéni body P
a Q. Schéma N-1 tedy nemiiZe byt realisovatelné.

Vysledku U.1 vyuZijeme jesté pfi vypoctu soufadnic bodil 2, 3, 4 schématu R-1,
o némZ dokazeme, Ze realisovatelné je a to zptlisobem, popsanym v nasledujici
kapitole.

Uvazujme déle schémata N-2 aZ N-8 (o nichZ dokdZeme, Ze nemohou byt realiso-
vatelna) a schémata R-2 aZ R-27. Pro viechny z nich plati:

1 567
5796 589.
08P Q 7-09

Body 5, 7, 9, I miZeme ziejmé& volit takto: 5 = (1,0,0), 7 = (0, 1,0), 9 = (0,0, 1),
1=(1,1,1). Na pfimce 5-7 = (0,0, 1) upevnime bod 6 = (1,x,0), na pfimce
16 = (x, —-1,1 —x) bod Q =(y+ 1, x+y,y) a konetné na pfimce -9 =
=(1,-1,0) bod P=(1,1,1 —t). Z pfimek 5-9 =(0,1,0), 1-7 = (1,0, —1)
vypo¢itame soufadnice bodu 8 = (1,0, 1) az pfimek 7-9 = (1,0,0), I-5=(0,1, —1)
soufadnice bodu 0 = (0, 1, 1). Tyto vysledky shrneme:

U.2 1=(1,11), 5=(1,0,0), 6=(1,x%x0), 7=(0,1,0),
8=(,0,1), 9=(0,01), 0=(0,1,1), P=(1,1,1-1),
Q=(y+1L,x+yy), kde x.y.t.(x —=1)=*0.

UvaZme totiz, Ze v pfipadé x = 1 by splynuly pfimky 1-6-Q, 1-9-P, v piipadé t = 0
splynou body 1 a P; v pfipadé y = 0 splynou body 6 a Q; v pfipadé x = 0 splynou
body 6 a 5. Je tedy podminka nahofe napsana nutné k realisaci schématu.
Zkoumejme schéma N-2. Z pfimek P-Q a 6-9 vypocitame snadno soufadnice bodu
2 = (1, x, ty). Podminka, aby na pfimkéch 2-8, P-6, Q-0 lezel bod 4 znix .y . A = 0,
kde A =t.(ty +t — 2x — y) + 1 a zfejm& vzhledem k podmince, uvedené v U.2
musi byt A = 0. Obdobné podminka, aby na pfimkach 2-0, P-8, Q-7 leZel bod 3
zni B =0, kde B=ty.(ty+t—x— 1) + 1 — tx. Vidime, Ze také B.x —
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—x.y.A=x.(tx +ty —1).(y — 1) = 0. V pfipadé x = 0 jiZ vime, Ze splynou
body 5 a 6, v pfipadé tx + ty — 1 = O splynou pfimky 2-P-Q, 3-P-8, musi tedy
byt y = 1. Z podminky A = 0 dostaneme C =0, kde C = (2t — 1).(t — x) +
+ 1 — x. Z téchto vysledkii vypocitdme soufadnice bodu 3 = (2t, 1, t), leziciho na
pfimkach 2-0 a Q-7. Obdobng z pfimek P-6 a Q-0 soufadnice bodu 4 = (2, 2tx + x,
2tx). Podminka, aby body 3, 4, 5 leZely na jedné pfimce tedy zni tx. (2t — 1) = 0
a vime jiZ Ze nesmi byt tx = 0, &ili je 2t = 1. Pak ale z podminky C = O plyne x = 1,
¢ili shrnujeme x =y =1, 2t = 1 a vidime, Ze body 2, 3, 4 splynou. Schéma N-2
neni realisovatelné.

Schéma N-3. Z ptimek P-8, Q-0 vypo&itame soufadnice bodu3 = (ty + t + y + 1,
x+y+1,y+1— tx), obdobn& z pfimek 6-0 a 3-5 soufadnice 2 = (t + 1, x +
+y+ 1,y + 1 — tx) a koneén& z pfimek 2-9 a 3-7 soufadnice 4 = (ty + t + y + 1,
y2+xy +x+2y +1, y+ 1 —tx). Pak soufadnice ptimky 4-8 jsou 4-8 =
=(-y — 1, t,y + 1) a podminka, aby na ni leZel bod Q znitx + ty —y — 1 = 0.
Obdobné& podminka. aby bod 4 leZel na ptimce P-6 zni (tx + ty —y — 1).(t — x —
—y)+ty.(x—=1).(t+1) =0, tedy vzhledem k pFedchozimu ty.(x —1).
.(t + 1) =0 a z podminky, uvedené v U.2 plyne t + 1 = 0, coZ je ale sporné,
nebot v takovém piipadé€ splynou body 2 a 3.

Schéma N-4. Oznaéme A =t>x? + t?xy — t’x — t’y + txy +t — x, C = x* +
=1tx + ty — x — 1. Podmirka 2-P-Q zni Ay = 0, ¢ili podle U.2 A = 0. Aby na
piimkach 2-8, 3-6, Q-9 leZel bod 4, pak y.(x +y).(Ax + C) = 0. V pfipadé
x + y = 0 by splynuly body 3 a 8, z ¢ehoz je patrno, zZe také C = 0. Protoze A +
+C.(t—x—tx)=x>.(1 —x).(t+ 1) =0, pak dle U2 musi byt t = —1,
ale v tom pfipadé splynou pfimky 4-P-0, 3-P-§.

Schéma N-5. Z pfimek P-0, Q-9 vypo&itime 4 = (y + L, x + y, X + y — ty — t).
Obdobng z 6-0 a P-Q plyne 2 = (t + ty — x, tx + ty — x* .ty — txy) a z 2-7 Q-8
bod 3 =(t+ty —x, tx’y + txy> — x> + tx + ty — Xy, ty — txy). Podminku,
aby body 3, P, 5 lezely na jedné pfimce miZeme pak vyjadfit ve tvaru B = C +
+tx.(t—x)=0, kde C=xy.(t—1).(tx + ty — 1) + (t — x). (ty — x). Ob-
dobna podminka pro body 3,4,6 zni A=C+t.(t—x).(x> —x+1)=0.
ProtoZe je také 0 = A — B =t.(t — x).(x — 1)?, vidime z U.2, Ze by muselo
platit t = x. V tom pfipad¢ ale splynou body 2 a P.

Schéma N-6. OznaCme Ay =t + ty — x. Pomoci ptimek P-0 a Q-7 vypo&itime
soufadnice bodu 4 = (y + 1, x + y + Ay, y). Z pfimek 4-6 a Q-8 soufadnice bodu
3=(y+1+ A x+y+ Ay + Ax,y) a koneén& soufadnice bodu 2 = (y + 1 +
+ A, x +y + Ay + Ax, y + Ay — xy) pomoci pfimek 3-9 a 6-0. Podminka, aby
bod 2 leZel na pfimce P-Q zni C = Ay.(t — tx — Ay) — xy.(x — 1) = 0 a pod-
minka, aby na jedné pfimce leZely body 3, P,5 zni B = —A .(t — tx — Ay) +
+t.(x —1) =0, takZe je také 0=C + By =y.(x — 1).(t — x) a podle U.2
by muselo byt t = x. V tom je vSak spor, nebot splynou body 2 a 3.
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Schéma N-7. Oznalme a =ty + t — x. Z pfimek P-0 a Q-9 vypocitame sourad-
nice bodu 3 = (y + 1, x + y, y — a), obdobné z pfimek 3-5 a Q-8 soufadnice bodu
2=(y+1-a, x+y,y— a). Aby na pfimkéch 2-0, 3-6 a Q 7 lezel bod 4 musi
byt a.(y +1).B=0, kde B =2a + ax — ty — xy = 0, nebof v pfipadé¢ a =0
by splynuly body 2,3 a v pfipadé¢ y = —1 pfimky 3-Q-9, 4-Q-7. Podminka, aby
na ptimce P-6 leZel bod 2 je (t + 1).(x — t) + Bt = 0, &ili bud t = —1, nebo
x = t, ale v prvém pfipadé€ splynou pfimky 3-P-0, 4-P-8 a v druhém pfimky 3-P-0,
2-P-6.

Schéma N-8. Pomoci ptimek P-6 a Q-9 vypocitime soufadnice bodu 2 = (y + 1,
X + Y,y — ty). Obdobné z pfimek 2-0 a Q-7 soufadnice bodu 3 = (y + 1, x + y +
+ty,y)abod4 = (1 +y — ty,x +y,y — ty) ziskdme z pfimek 2-5 a Q-8. Pfimka
3-4 mé soufadnice 3-4 = (x + ty, —1,1 — x — ty) a ma-li na ni leZet bod 6, musi
byt ty = 0, ale to je spor s U.2.

V nasledujici kapitole ukaZeme, jak moZno pomoci soufadnic U.2 realisovat
v§echna schémata R-2 aZ R-27.

Prichazime k predpokladu, Ze kazdy B3-bod je typu B32. Pro schémata tohoto
typu plati

1 5-6-7
5679 5-89.
08P Q 709

Ztejm& miZeme soufadnicovy systém v tomto pfipad& volit takto: 5 = (1,0, 0),
7=(0,1,0), 9=(0,0,1), I =(1,1,1). Na pfimce 5-7 = (0,0, 1) upevnime bod
6 = (x,1,0), na pfimce 1-7 = (1,0, —1) bod P = (1,y,1) a na pfimce 1-9 =
= (1, —1,0) bod Q = (1, 1, t). Pak bod 0 leZi na pfimce 1-5 = (0, 1, —1) a na pfim-
ce 7-9 = (1,0, 0), &ili pro jeho soufadnice plati 0 = (0, 1, 1). Obdobné z ptimek
1-6 a 5-9 vypogitame soufadnice bodu 8 = (1 — x, 0, 1). Shrnujeme:

U3 1=(1,1,1), 5=(1,0,0), 6=(x1,0), 7=(0,1,0),
8=(1-x01), 9=(0,0,1), 0=(0,1,1), P=(1,y,1), Q=(1,1,¢).

Schéma N-9. Z pfimek P-8 a Q-7 vypo&itame soufadnice bodu 4 = (x, txy — ty +
+ y, tx). Z pfimek 4-0, P-9 soufadnice bodu 3 = (x, Xy, Xy + tx — txy + ty — y).
Podminku, aby body 3, Q, 6 lezely na jedné pfimce miZeme zapsat ve tvaru A =
=(x—1).(2txy —xy+y —tx) + t.(y — x) = 0. Z pfimek 4-5 a P-6 vypo&i-
tadme je$t& soufadnice bodu 2 = (tx — txy + xy, txy + y — ty, tx) azjistime, Ze podmin-
ka, aby body 2, Q,0 leZely na pfimce zni: B=tx.(ty -t —3y +2) +y.
.(x+t—1)=0. Tedy také 0=A.(t—-2)-B.x=y.(t—1).(x=1).C=
=0, kde C=tx —x —t + 2. V pfipadé y = 0 splynou body 3, 4; v pfipadé
t = 1 splyne bod Q s bodem I a v pfipadé x = 1 bod 8 s bodem 9. Musi tedy byt
C = 0 a pfimku 2-3 miZeme upravit na tvar 2-3 = (txy — xy — tx, x> — x — 1 +
+ xy, x — x’y) a mé-li na této pfimce lezet bod 8, pak x.(y — 1).D = 0, kde
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D=t—1-tx =0, nebot v pfipadé y = 1 by splynuly body P a 1 a v pfipadé
x = 0 body 6 a 7. Je tedy také 0 = C + D = 1 — x a splynou body 8, 9. Schéma
N-9 tedy neni realisovatelné.

Schéma N-10. Z pfimek 6-P a 5 Q vypotitame 2 = (x + t — txy, 1, t), déle
z 2-7 a Q-0 bod 3 = (x + t — txy, 2t — txy + x + t’xy — tx — t%, t) a kone&n&
z pfimek P-0 a 2-9 bod 4 = (x + t — txy, I, 1 — txy + x + t + txy? — xy — ty).
Oznaéme je§té¢ A=t +y—2;B=xy—x—y; C=txy — tx — 1; D = (txy —
—x—t+1).B+(1-x).A;E=txy.(t—1)+ty.(y—-1)+t.2-t—
— X) + x — y. UkaZme jesté, Ze musi platit:

(2) txy.(x —=1).(y—1).(txy = x -t + 1)+ 0.

V pfipad€ x = 0 splynou body 6, 7, v pfipadé y = 0 pfimky 8-5-3 a 5-8-9; v pfipadé
t = 0 body 2, 6; v pfipadé x = 1 body 8, 9; v pfipadé y = 1 body I, P a v piipadé
txy —x —t+ 1 =0 body 2, Q.

Podminka, aby na jedné pfimce leZely body 3, P,8 zni x.E = 0, tedy E = 0,
obdobné pro body 4, Q, 8 plati D = 0. Soufadnice pfimky 3-4 miiZeme nyni napsat
ve tvaru (txy — tx —ty + t — 1, 1, tx + 1 — t — x) a ma-li na ni leZet bod 6, pak
(x = 1).C = 0, z &hoZ podle (Z) je C = 0. Déle se ihned pfesvéd&ime, Ze je také
0=E+C.(ty—txy+x—y)+D.t=ty.(1 —x).A, &li podle (Z) také
A = 0 a kromé toho z podminky D = 0 plyne B = 0. ProtoZe ale0 = C . (y — 2) +
+t.(2-y).A+B=t.(y— 1) vidime spor s podminkou (Z). Schéma N-10
neni realisovatelné.

Schéma N-11. Z ptimek P-5 a Q-0 vypotitime soufadnice bodu 4 = (1 —y,
ty —y,t — 1) a obdobn& z pfimek Q-6 a 4-9 soufadnice 2 = (1 —y + xy — x,
Xy — txy — y + ty, txy — t’xy + t — ty). Podminka, aby body 2, P, 8 leZely na
pfimce zni: y.(t — 1).(x — 1).(txy — x + y — 1) = 0. V piipadé y = 0 splynou
ptimky 2-P-8, 5-8-9. V pitipadé t = 1 (resp. x = 1) body I, Q (resp. 8, 9) a musi
tedy byt txy — xty = 1. Lze tedy soufadnice bodl 2 a 4 upravit takto: 2 = (x2 - X,
x? — 1,tx?), 4 =(x,x + 1, 1 + tx). Pak z pfimek 2-7 a P-0 vypotitime 3 =
=(x—1, tx + xy — x — y + 1,tx) a soufadnice pfimky 3-4 = (tx — x, 1, xy —
—y —x). Na ni ma lezet bod 6, &ili tx> — x*> + 1 = 0. Pak ale 2 = (x,x + 1,
X + 1) a bod 2 lezi na konfigura&ni pfimce 1-5-0. Spor je v tom, Ze ma byt odd&len
od bodi 1, 5, 0. K tomuto schématu se jesté pozdéji vratime.

Schéma N-12. Z pfimek P-8 a Q-7 vypogitame 3 = (x, txy — ty + y, tx). Dale
z pfimek 3-9 a 0-Q bod 4 = (x,txy — ty + y, txy — ty + y + tx — x) a kone&né&
bod 2 = (tx?y — txy — x* + x + Xy, txy — ty + y, tx) z pfimek 3-5 a 6-Q. Na
pfimce 2-4 ma leZet bod 8, pak ale ty — txy — y = 0 a splynou pfimky 2-4-8,
5-8-9.
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Schéma N-13. Oznaéme A = x — y. (tx + 1 — t). Z pfimek P-8 a Q-7 vypogita-
me soufadnice bodu 3 = (x,x — A, tx). Podobn& z pfimek 3-9 a 6-0 soufadnice
bodu 2 = (x,x — AJx — A — 1). Podminka, aby na p¥imkach 2-5 a Q-8 a 3-6 leZel
bod 4 tedy zni (tx +1 —t).B=0, kde B=(2—-y —t). A+ tx —ty + xy —
—2x + 1 =0, nebot v pfipadé tx + 1 =t je A =x a splynou pfimky 2-4-5,
2-3-9. Podminka, aby bod 2 leZel na pfimce P-Q se da zapsat ve tvaru A + B = 0,
¢ili také A = 0, ale to je spor, nebot pak splynou body 3 a Q.

Schéma N-14. Oznatme a =ty — 1, b=1 — x — y. Z piimek P-9 a Q-0 vy-
potitdime 3 = (1,y,t + y — 1); z pfimek Q-6 a 3-7 soufadnice bodu 4 = (tx, tx +
+ xy + b, t*x + txy — tx), z &hoZ plyne tx # 0, nebot jinak splynou body 4 a 7.
Podminka, aby bod 2 leZel na tfech pfimkach 3-8, 4-5, 6-0 zni (x — 1 — tx). A = 0,
kde A = x + 2b — bt — by = 0, nebot v pfipadé x — 1 = tx splynou body 3, 4.
Z pfimek 6-0, 4-5 vypoditdme 2 = (x — xy — tx?, 1 — y, tx). Podminka, aby bod 4
lezel na pfimce P-8 se d4 napsat ve tvarux . (t +y — 1).B— A.tx=0,kde B =
=ax —a — bt =0, nebot v pfipadé t + y = 1 splynou pfimky 3-4-7, 2-4-5.
Kone&n& podminka, aby bod 2 leZel na pfimce P-Q zni B.(1 — y) — atx? = 0,
Gili a = 0, takze také z B =0 plyne b=0a z A = 0 také x = 0, coZ je ovSem
ve sporu s vysledkem tx =+ 0.

Schéma N-15. Z pfimek Q-6, P-8 vypotitame soufadnice bodu 4 = (tyx* —
— x% + x — txy, txy — ty — Xy + Y, tx — txy). Obdobn& z 4-9, P-5 vypogitame
soufadnice bodu 3 = (x — txy, y — ty, 1 — t). Podminka, aby bod 3 leZel na p¥imce
0-Q potom zni: (1 —t). A =0, kde A =txy —x +y — 1 = 0 nebot v pfipadd
t = 1 splynou body 1, Q. Z pfimek 6-0, P-Q pak jiZ pomoci A = 0 snadno vypoci-
tame soufadnice bodu 2 = (x, 0 —1). ProtoZe 4-7 = (ty — t, 0, txy — x + 1 — ty),
pak podminka, aby na této pfimce leZel bod 2 zni B=ty —tx + x -1 =0.
Rovnici ptimky 2-3 pak miZeme upravit na tvar 2-3 = (1, —x — tx?, x) a ihned je
patrno, Ze na ni nemizZe leZet bod 8 = (1 — x, 0, 1).

Tim jsme ukdzali, Ze v§echna tato schémata nemohou byt realisovatelna. Jedinou
vyjimkou je zde schéma N-11, jestlize ov§em pfijmeme definici schémat singularnich
(viz kapitola posledni). V nasledujici kapitole ukdZeme, e ostatni schémata (sku-
piny R) jiZ realisovat 1ze a to takto: ‘

KAPITOLA 4

Uzijeme nejprve zapisu U.1 z pfedchozi kapitoly a dokdZeme realisovatelnost
schématu R-1. V U.1 jsou zapsdny jiZ soufadnice viech konfiguraénich bodi, kromé
2, 3, 4. Soufadnice téchto bodl a zaroveil podminky pro neznimé x, y, t vyjadfime
v tomto schématu (a obdobné i v néasledujicich) timto zpiisobem:
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Schémata skupiny U.1

R1:2=02-2t,1,2—y—t); 3=(x,2—-t—x,1—x); 4=(2x,2,2 ~y),
kdety =x, x=1—1t2, 2t + 3t2 + t = 1.

Schémata skupiny U.2

R-2: 2=(Lxty); 3=(x+1,1,1 +x —t); 4 =(1,ty + t, ty), kde x = t> +
+t—1Ly=t*+23 - 1;t5+2t5 -3 -2 +1=0.

R-3:2=(xty); 3=(Lty—y—x—1Lty); 4=02+y—ty, x+y, 1+
+y—ty), kde tx +t+2+y=0; 2y +y +1=0; ° + 4* + 3t> + 4> +
+t+1=0.

R4:2=(t—-tx,x,ty+t+x—1); 3=(1-ttx+ty,1 —t—x); 4=
=(1 —x,tx+ty,1 —t—x), kde t’y = x — t>x; 3x = 2t> — 7t* + 5t> — 4t> +
+2;t7 — 4% 4 4t5 - 2t* 4+t = 1.

R5:2=(y+ 1, 1,ty); 3=(ty+t,Lty); 4=(y+1L1Lxy+x+y—2tx),
kdey=t—x;x=tt5+t* +t3 —t=1.

R6:2=(y+1—-txy,y+1) 3=(y+1—-t-Ly+1); 4=(y+1-t
Xy, ty +2y +2), kdey=tx —x — L;x=t+ L t* + 2 = t? -t = 1.

R7:2=(1+t—x1,ty); 3=(ty +t,1,ty); 4 = (u, tu + ty, ty), kde x> = u;
l—ux—x=xy;tu=ux+x+1; v +u? = 1.

R8:2=(x,y +x%y);, 3=(a,a—la+y); 4=(y+ 1,y +ty+ty), kde
y=t—at=a—1-ax; x.(a—3)=a*—a’>+2a%—-2a+2; a" +a°—
—3a* +4a% + 222 + 1 = 0.

R9: 2=(1,x—t, —t); 3=(1,x +ax, —t); 4=(1,t —a’, —a’), kde tx =
=1—a,y=a?’—a, t=—a% a®—a%+2a%—-2a2+2a=1.

R-10: 2 =(L,t+y,2t —xy); 3=(Lt+y 2y +3t+1); 4=(1, -t —y,
-2y —2t), kdexy +y+2=t+x+2=0,y>+2y+4=0.

R-11: 2 =(-1,1,1 +x), 3=(1, -1,t + 1), 4 =(—1,tx,tx + t), kde ty +
+t+1=xy+1—-x=0,y>—-2y2+2=0.

R-12: 2=(y+3—-3a,x+y+2—-2a1),3=(x+y+3—-a,x+y+2-
—2a,1), 4=(x+y+3—at+11), kde y—t+2x=tx+x—1=at —
—t—a?=a*+a—-1=0. ‘

R-13: 2=(tx+y, x> + x+y—ty,y—ty),3=(tx+ y,x+y,y — ty), 4 =
=(y+1, x+y, y—ty), kde x.(t=2)=1—1t, y=1t>+ 2t + 6x* + 6t —
—14x — 9, t7 — 2t5 4+ t5 — 5t* + 73 + 3% - 2t = 4.

R-14: 2=(a,2—-y,2—-y—t),3=(1,2-y,2—-y—1t),4=(y+ lay+
+a—t)kdet=ax,x+y=2a x+1=a%*a*-a’—-a’+a=1

R-15: 2 =(a,1 + ax,1),3 = (a,2 + ax, 1), 4 = (2a,2 + ax, 1), kde t + x* = 0,
X+1l=a xy—x=2a%-a%2+1=0.
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R-16: 2 = (t + at,x + 1, 1 — tx + axy),3 = (atx + aty, x + y, atx + aty — 1),
4=(at,1,1 —t), kde at=1—ay, y=ax—1, x.(x +1).(2 — x* — 3ax) =
=14+2x, X3 —x"=3x®+2x5+6x* +5x3 —x2 -3x+1=0.

R17: 2=(1, 1 +2x+3y, 1 +3y—x), 3=(1, 1 +2x + 3y, —t), 4=
=(1,3x+4y +2, —t), kdex=t+y, t=Ty* =2, Ty’ . (y+1) =1

R-18: 2 =(at + a,y —at,2a —ay), 3=(at+a,y —at,y — 1), 4=(y,y —
—at,y—1),kdet+y=3a,ty=1x=2ay—a—13a%>=a+ 1

R-19: 2=(l,a+x,a),3=(l,a+x,a+1),4=(2,a+1— ax,2a + 2), kde
t.(x+a)=x-1l,ax.(a+ 1) +a*+1=0,ay +ax +a+x=0,a°—2a* —
—2a% —4a? —2a=1.

R20: 2=(t,t+x,t +x—tx),3=(t,t +x, t + x —tx + 1), 4 =(t + 1,
t+x,t+x—tx+1), kde *+2+20 —t+1=t*+ +t2+2t—y=
=tx+x+y=0.

R-21:2=(10,1,9),3=(10,1, 15),4=(2,—1,3), kdet = =2, 5y =3, 5x =
= —4,

R-22: 2= (1,2x + 2,2t + %), 3 = (1,2x + 2t, 2y — 3), 4 = (y + 1, 2t + 2, y),
kdetx =1 —=2ty,ty+y=t+2,y*—2y> =y — 3.

R23: 2=(Lu—tu—t—x),3=Lu—-t,1-t),4=(xu—t,u—t—1),
kdey=ux—-1-x,tx=1x>-ux?+x.(u—-172+2=u.

R-24: Toto schéma je ekvivalentni se schématem S,, popsanym v Casopise pro
péstovani matematiky, roénik 91 (1966), str. 303. Konfigurace leZi.na kubice.
Schéma R-24 ptechdzi na S; permutaci (PQ), (59), (806).

R25:2=(Lu+1Lu+1-x),3=(Lu+1-y),4=(1 - tu u+u?tuy),
kde y=t—1, x=u.(l+t+u), tu=1-—u?—u®—u* v+ 20 +u*-
—uw—-2ul —-u+1=0.

R-26: 2 = (x,tx + ty, —xy), 3 = (X, tx + ty, ty), 4 = (x,1, —xy), kde t = xy +
+xy.(x+2)=-2x-3,x*+2x* +2=0.

R-27: 2 =(1,a,aty), 3 = (ty + t,t, ty), 4 = (1,a,a — t), kdea = t> — t? tx =
=t2—ty—y, tly+y=t—1t -t -2* -2 =1.

Schémata skupiny U.3

3—1t,

R-28: 2 = (x,xy, 1), 3 =(x +2,2xy, 2), 4=(2x,y + 2,2), kde 2y
4x =6 —t, t> -5t +2=0.

R29: 2=(Lyt+y-1),3=(t—-1-a+y—-x,y—at—1),4=
=(1,6—-2t—2y,3—a—t), kdeat=a+ 1, x +a=ax, ay +y = 2a, a* +
+al+a+1=0. ’

R30: 2=(L,L1+u,2+u—y), 3=(Lyt+y—1), 4=(x,txy —ty —y,
ix), kde xy=—t—u, t.(u+y)=u+1, y.Bu—-2)=2u*—uv® -4 +2,
2u” + v — 4u® — u* + 11u® + 12v?2 + 3u = 1.
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R=31:2=(ty,1,t), 3=(,at+a—1), 4=(L,y,t +a—1), kde ax =
=a4+yty=y+1—a y=a’—-12a —3a%+2a=1. .
R-32:2=(a+22t), 3=(@+2 t+1,t), 4=(a+221), kde y =2,
t.a+1l)=ax=3a+3—-ta’=a+1

R33:2=(Lt+u+y—2 t+u—1), 3=(Lut+u—1), 4=(1,t+
+u+y—22x+y—t), kdey=t—tx, tu=x—1+2u, u®—u’x+u?+
+3ux —2u—x=x>2—-x+1=0.

R34:2=(1,2—-x,x+1), 3=(1,2,x+1), 4=(1,2-x,2), kde t=x,
=1-x,x>-x+2=0.
R35:2=03-t—x5-2t—2x—-y,1),3=03-t—-x2+y—1t1),4=
=(x+y,2+y—tl),kdet=ax+1—-ay=a+l,x=a’x>-x+1=0.
R-36: 2= (l,a,t+a—1), 3=(1,a—2a’t+a—-1), 4=(l,a,a+1-y),
kde a’x =1, t =ax +y+ 1 —2a, y =a% — 2a* — 2a% 4 4a%2 — 3, a% — 5a* —
—2a% +3a2=a+1.

R37:2=(@u+t—-11,1), 3=@u+t—1L,x+ul), 4=(1-x,x+u,l),
kdexy=1lLut=y,y=1+u, v’ =1u=+l

R-38: 2 =(1,v%u), 3=(1,v,u), 4=(1,v* vu), kde t=xy, x* =x — 1,
=v+l—-unu=vix, v+ v —vi—-v-—vifrv+1=0.

R-39: 2=(1,1—u,2—y—u),3 =(2,2t —ux —uy + 4u + 2,4 — 2u — 2y),
4=(0,1—u, t—u), kde x=2u®—-3v’+6u*—-"7u®+3u?-u—-2y=
=—w+uv -2+ +3t=v*-ui+ui-u-1

R-40: 2 = (—=x,3y — t,»),3 =(—x, 1+ tx,y), 4 = (—x,3y — t, 2xy + 1), kde
t=y.2—-x), y=x+1, x* —2x* - 3x = 1.

R4l: 2=(a+l,ay+y—a,l), 3=(@+1,2y—1,1), 4=(1+a— ay,y,
1),kde2ty =2 — x,xy =ay + x,ax =a — 2,a° + a* —a* + 3a®’ —4a + 4 = 0.
R-42: 2 =(x,t,x — 1),3 =(x,2x — tx — 1, x — 1),4 = (x,t,at — 1), kdeay =
=a+t—x, x=at.(a—1), t=a.(a—1)? a®—4a’ +5a* - 2a% + 1 =0.
R43: 2=(xy —x,xy—2x+t+y—-3,x—tx), 3=(y—Ly—tyl—t),
4=(xy—-x,Xy —2x+t+y—3,xy—tx+y—1),kdet=2+x—y—xy+
+y,y=x3x"—2x° + 2x* =x + L.

R-44: 2 =(ay + l,a +y,a), 3=(1,a+y,a), 4=(l,a+y,t), kde x.(a +
+y-1)=1Lt=1-y y? =y+1—-aa’=a—1

R45: 2=(Lt+x,t) 3=(Lt+x+y—1, x+y+2t-2), 4=(1,t+
+x+y—1Lt+x),kdey=2—-t—x}tx=—-1,%x —x*+x>—x=1.

R-46: 2 = (1,ay> —2ay + a +y — 1, ay’> — 2ay + a), 3 = (L, ty + 1 — 2t
ty —t), 4=(Lty+1—2tt), kde y.(x+1)=2x—-a+1, x.(1—-a)=1,
t.(1+a)=a, a® —a*+2a®+ 3a=2
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R-47: 2 =(1,tux —ux + 2 + u — t, tux + u — ux), 3 = (u — tuy, x — tx, t),
4=(L,t+y—1t)kdeuy=x},u=x*—x+1L,t.(1 -2ux)=u.(2 - x—u),
x% — 4x® + 7x7 — 8x5 + 7x5 — 6x* + 7x3 — 5x% + 3x = 1.

R48: 2=(1,5—22,6—3t), 3=3,2,3t), 4=(3,2,2+a), kde 2t =a + I,
Jy=1,x=—1,a2=35.

R49: 2=(Lt+y+1—at, t+1—at), 3=(Lt+yt), 4=(Lt+y,
t+1),kdexy=1-a, x.(a+1)=t+1—at,t>?=t—a, a’ —2a®> - 3a? +
+a+4=0.

R-50: 2 =(x,1,1),3 = (x,ty + 2 — t,1),4 = (ty + X, ty + 2 — t, 1), kde 2x =
=3-2y—t,2y=(t—-12%t* -2 ~t>+ 2t +2=0.
R51:2=(t—x,1—tu,1),3=>t—-xty,1), 4=(u+1-1t1-x,1), kde
t=1+uvty=t—x+1-ytx=t—1Lu*+uvi=u-1.

R-52: 2=(2,1-2x,1), 3=(2, -4 -2x,x—1), 4=(2,1 — 2x,x — 1), kde
2y = —1,2y = =3x - 1,x2 +1=0.

R53:2=(22-2u,2-2u-y), 3=(Ly+ut), 4=(,1—uu-—ut),
kdex=t=1+uty=2u*+uv +u+1=0.

R-54: 2 = (vx,a,a—v), 3=(L,y,a—v), 4=(1,a,a—v), kde y=1+y,
vi=ty+y—a vt=(a—-12+v.2v—-1), av.(2v* + 1llv + 5) =1 + 5v +
+ 8vZ — 6v*, Tv® — 13v7 — 40v® — 20v5 + 12v* + 13v3 — v2 — 4v = 1.

R-55: 2 = (x,txy + vy, txy + vy — 1), 3 = (x, txy + vy, tx + v), 4 = (x, txy +
+1—ttx), kde xy.Bty—y—t—2)=1+y—t—y’ tv—t=v% vys=
=14+v—t v2— 5yl 4 14v10 — 24v® 4 29v® — 25v7 4 14v® — Tv* + 4v3 +
+2v? =3v — 1. »

R-56: 2 = (ax,a + x,x),3 =(a,y,1),4 =(a,y,at + y — a), kde ty.(x — 1) =
=x+a—-1-yxy=2x—2ax+3a—-1-2a%x.(2a+1).a>=—a’ +a°—
—2a% —a* +9a% — 3a? — 1, a'® — 2a° — a® + 6a” + 12a°® + 2a% + 18a* —
— 13a® + 3a? = 2a — 1.

R-57: 2 = (b,ay,1), 3=(a + 1,y,1), 4 =(b,ab + b — a — a? 1), kde ay =
=2-x, t.(a+1)=a+2-y, b=a*+a’+1, ax—x=a’ a®+a’-
—2a*+2a%2-2a+1=0.

R-58: 2 =(ax + x,x,t — 2),3=(l,y —ay,1 —a),4=(1,1 —x, 1 — a), kde
t=x+1-—a,y.(1—a%=1,ax=a’+6a%+ 6a + 2;a° + a* + 5a° + 7a’ +
+4a+1=0.

R-59: 2—(a+11—a—‘x2-—a)3—(x+1x+1+ax+1—a)4—

(a+11—a—xx+1+2a) kde x> +x=1,3t=6-2a—3y,a+x=
=ax, 3y + 2x = 1.

R-60: 2—(tx+xy—2xtxy—x—1+y,1—t+txy—x) 3—(1t+y—
—1Lt),4=(txy + 1 —tx — xy + x,ty,t), kde y.(x* + x — 1) = —tx? + 2x2
+x—1, t. (X +x*—x+1)=2x* +x>-x* + 1, x‘°—2x9—4x3+x7—
—x0 4+ x5+ 5x4 -5 —x2+3x=1.
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R-61: 2=(vx,av—a+l,av—a+1—-v),3=(l,y—ay,1—a)4=(1,y,
l—a+ay),kde2x=3a+1—v,2t=av—v—2a2ay=av+a-—1, 3=
=1+4+2v,v2+2=0.

R-62: 2 = (ux,u + x,x), 3=(L,1 —x—u,t—u—x), 4=(u,uy1), kde
tx=2x—-1—-ux, y.(u—t+x)=u+x—-1, x.(W*+u—1)=—u’, v® -
—u -2 -4’ + 50t +uP+uP-3u+1=0.

R63:2=02-t,14+y—ty1),3=02-tyl),4=(t—-1-y3t—2x—
—4,1),kdet=1+y—y3,2x=(y— 10, y* - 2y* = 1.

R-64: 2 =(1,a,2y —t),3=(L,t+1—a—y2y—t),4=(1,aa+1-y),
kde x =2y —4 —10a, t =4y —6a + 1, 2y =1 + 4a* 4a®.(a + 1) =2a + 1.

R65: 2=(ux,u+y—-1Ly—1),3=(ux,u—1,y—1), 4=(ux,u+y—1,
2y —1—y?), kde v’ =20’ +u* +3u —v?-2u+1=0, x.(y—1)=u.
(y-D)+Ly=vit=u+ 1l

R66: 2=(Lu+2+t—y,1+x+2t—y),3=(Lu+1t),4=(L,u+1,
24+u—y)kdex=tu=uy—y, y=u’+2u*—-u’—-3u? v +u® - 4 —
—3ut+S5u+ut-u+1=0.

R67: 2=(t+1,1,at), 3=(t+1,1,x+2a—1), 4=(t+1—a,l1,t), kde
t?=at—1,a’=a+1,x=at+t—2a,y=1-t.

R-68: 2 =(1,2y — y%, xy — x), 3= (L, 2y — y%t), 4=(L,x+ y, x + 1), kde
t=242y -y -2y +yL x=14+y  —y* y  —2y* +y  +1=0.

R-69: 2 =(x —tx,1,t), 3=(1—uxy —x,t), 4=(x—tx,xy—x,t), kde
x=24+uty=Lte) =1—-u,u*+20®+2u> —u—-1=0.

R-70: 2 =(1,xy,1 + ax), 3=(1,1 —t + axy,1 + ax), 4 =(1,y,a), kde
X —x*+2x*=1t=—x*+x>-2x—-1,y.(x*-tx+a-3)+a=0,t+
+y=1+a.

R-71: 2=(vx — x,v,1), 3= (v,av,a), 4 =(v,vy,a), kde vt =v + a — vy,
vy=v.(@a+vx)+a—-1, a=(1-v+v).(l-vx), vk =1—-v—2vZ+
+2v3 — V5 v — v — 3T 4 6vE 4 VI — 8Vt + 4V 4+ 3v2 —3v+1=0.

R-72: 2=(1,vy,va), 3=(1,1 +a—t,a), 4=(1,y,a), kde vx.(y —a) =1,
t=a+x—vx, ax=a+v—1 v.(@®—-a’+a—1)=a°—2a*+a®+ a?
al!t — 53'% 4 10a° — 8a® — 2a” + 9a% — 6a® — 3a* + 8a% — 7a? =1 — 3a.

R-73: 2=(t—y+xy —txy, ay +t —ty,at), 3 =(a,ay,at +ty —t), 4 =

=(a,ay +t —ty,at), kde (x + a —at).a’ =tx, axy =a +x, x.(1 —a) =1,
a®—-2a% +a°-a*+a2=1.

R-74: 2 = (txy + x> — tyx%, x + ty, txy), 3=(Ly,t +y—1), 4=(x+ty —
—txy,y,ty), kde x.(t—=1)=(1-t).(y—1).y—-1, (y—1).ty* = —-y* +

+ 3y* = 2y3 + y2 —y + 1, y't — 5y + 11y° — 15y® + 14y7 — 12y® + 12y°
— 12y* + 8y® — 4y?> + 2y = 1.

R75:2=(x—-y—tx,,t —txy), 3=(1—-x,y —xy, t —txy), 4 = (1 —x, 1,
t—txy), kdey=ux=1+x%ty=t—-1 v’ -2u? =1
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R-76: 2=(3x —2,a+x,x—2), 3=(1,y,2), 4=(a+ 2,y,a), kde x.
(l—a)=2t=a+1-y,y> =-3y+3=0,t.(t+1)=1
R-77: 2 =(x,t,a), 3=(1 —x,y — xy,y), 4 =(x,a — ax, a), kde a® — 2a* +
+a+1=0y=a*—-a% x=a*—-a%t=a+ 1 '
R78:2=(1,2a+3—-ta+2—-1t),3=(1—-ay+1—ay-2a),4=
(1,2a +3 —t,t), kde x.(a+1)=1, 2y=x+2+3a—1t, t.(a—1)
=a’+a—1,a%—a*—2a>+1=0.
R-79:2=(2,2y—-a~-1,x+2—-a),3=(L,y—ay,1—a)4=(22y+x
—1,x+2—a), kde a*+4a®> -2a+1=0, 44=7—-x—-2y, axy=1—
—a-—y, 2ay =a + 1.

R-80: 2 = (1,ay,a* — a%), 3 = (L, xy,xy —ay +t), 4 =(1,ay, t), kde x.
(t—a)=t—lat+1=a.(a+y)ay—y=aa’ —3a°+4a’ —a*—3a’+
+4a’ —-2a+1=0.

R-81: 2 =(2,x + 1,2a), 3 =(t,a,at), 4=(2a—x,a—1,2a), kde 2a* —
—5a’+6a+1=0tx=x+a-1,x.(a+y)=a.(a—-2),2y=1
R-82: 2= (tu —t, 1,tu —ty), 3=(u*—u,1,u), 4=(tu—t1t), kde x =
=uy+y—2u +1, 2y—uy=t—1, tu=u+1, u’ —4u* 4+ 50 -2u=1.
R-83: 2 =(x,a + 1,a), 3 =(x,a+x—tx,a), 4= (xy,ay +y,a+1), kde
3x =4a°> —a*>+3a2+2a+1,3y=2+a+a’>—-4a’,t=2+a+2a—a*+
+ 2a% 2a® +a° +a*+2a* +a?+a+1=0.

R-84: 2 = (a,a + t, aty + a’y —ay), 3 =(a,a+ l,at +1t), 4 =(a,a+t
at + t),kdet = (y — 1).ya’,axy =ay +y — 1,y.(1 + a*) = a* —a*> + 2a + 1,
a® —a® +2a° +3a*—a3—-a?—-a=1.

R-85: 2= (L,1 +2u—v,u—uv), 3=(2t,2,1), 4=(1,1 + 2u — v,t), kde
202 4+1=0,v?+1=0,x=u—uv+2t,2t=1+v,y=2.

R-86: 2 =(2u —t,y,1),3=Qu —t,u,1), 4= (u+ L,u, 1), kde u®> —u? =1,
tu+t—2u+l=ty—1=x—-—2—-5u+2t=0.

R87:2=02-t,1+y—ty1),3=(yy+1—ty1),4=(y,y +ty —t,1),
kdex =y% tx =1,y —y> —2y2 +1=0.

R-88: 2 =(3t,a,1), 3 =(y,a, 1), 4=3y,2a+2,3), kde x=2, t=y — 1,
3y=1+2a,ay=y + 1. '

R-89: 2 =(u,v+u1), 3=(uy 1), 4=(u,v+utu+v), kde x = —u?
vw.(v=1)=x—-2u,t.(y+u—1)=y+u—uyu’=yv> 3

4
— v =3y — 1, 0® — 2 — v — VO TV TV 4 8V 4+ Sv 4+ 1 =0.
' KAPITOLA 5

Rovinné konfigurace (124, 165) v projektivni roving nad t&lesem komplexnich
disel tvofi — jak znamo — mnoZina dvanicti navzdjem riznych bodi a $estnact
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navzajem riiznych pfimek uspofadanych tak, Ze kazdym z bodd prochdzeji (pravé)
Styti pfimky a na kazdé z pfimek leZi (pravé) tfi body.

Takto definované rovinné konfigurace nazyvejme reguldrni. Jestlize v definici
nahradime slova (pravg) slovy (nejméng), mohl by nastat i pfipad, kdy nékterym
z konfiguracnich bodl prochazi vice pfimek a na nékteré z piimek leZi vice bod.
Takové konfigurace nazyvejme singuldrni. Ze skute&n& singularni konfigurace
existuji, ukazeme si v nasledujicim a uvaZime zaroven, Ze to umoZiuje existence
E-bodi. Ma-li totiz konfiguraénim bodem prochdzet pfimka patd, pak na ni musi
lezet vSechny tfi body, od nichZ je zkoumany bod oddélen, ¢ili zkoumany bod musi
byt typu E.

Zaméfime se nejprve na konfigurace R-23.

Konfigurace R-23. Pro pohodli ¢tenafi vypisi podrobné jeji schéma a soutadnice
vsech konfigura¢nich bodi:

1 2 3 4 567

5796 346P 4PQ PQ 589

08PQ 980Q 678 05 709.
1=(1,1,1), 2=(Lu—-tu—t—x), 3=(Lu—t1-1t),

4=(x,u—t,u—t—1), 5=(1,0,0), 6=(1,x0), 7=(0,1,0),
=(1,0,1), 9=(0,0,1), 0=(0,1,1), P=(1,1,1 —t),
Q=(+Lx+yy), kde X*—ux?+x.(u—1>+2=u,
y=ux—1-x, tx=1.
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Tato jednoparametrickd konfigurace (obecn& reguldrni), umoZiuje dva ptipady

singularniho feSeni.

a) Pro hodnotu u = 0, tedy x* + x + 2 = 0, leZi E-bod 0 odd&leny od bodi 3, 8, Q
na konfiguraéni pfimce 3-8-Q.

b) V ptipad® u = 1, tedy x* — x> + 1 = 0 dostaneme dokonce dv& singularity,
které tvofi bod Q (odd&leny od bodii 7, 9, 0) a bod 3, (oddgleny od bodi 1, 5, 0).
Tato singularni konfigurace je nakreslena na pfiloZeném obrazku. Poznamendvam

k tomu, Ze v konfiguraci existuje vZdy (pro libovolnou p¥ipustnou volbu parametru u)

jedna ,cizi“ pfimka P-8-6. D4 se pomérné snadno dokazat, Ze konfiguraéni body

nemohou leZet na kubice.

Konfigurace R-37.
1 2 3 4 567
5796 34PQ 4PQ PQ 5-89.
OPQ8 7986 560 08 7-09.

1=(1,1,1), 2=@w+t-1,1,1), 3=@w+t—-1,x+uyul),
4=(1-xx+u1), 5=(1,00), 6=(x,1,0), 7=(0,1,0),
8=(1-x01), 9=(0,0,1), 0=(0,1,1), P=(1,y,1),
Q=(1,1,1), kde
xy=1, y=ut, y=u+1, u.5=1, u%l.

Lze dokazat, Ze toto schéma je moZno realisovat jen timto zptisobem a vZdy pfi ném
nastanou singularity:

E-bod 2 (odd&leny od bodi 1, 5, 0) leZi na pfimce 1-5-0,

E-bod 7 (oddé&leny od bodii 4, 8, Q) leZi na pfimce 4-8-Q ,

E-bod 9 (odd&leny od bodi 3, 6, P) leZi na p¥imce 3-6-P .

Konfigurace R-69.
1 2 3 4  5-6-7
5679 346P 4PQ QP 589.
08PQ 870Q 560 8 9 7-09
1=(,1,1), 2=(x—-tx,1,t), 3=(1—u,xy—xt),
4=(x—tx,xy —x,t), 5=(1,0,0), 6=(x,1,0), 7=(0,1,0),
8§=(1-x01), 9=(0,0,1), 0=(0,1,1), P=(1,y1),
o=(1,1,t), kde-
x=2+4u, ty=1, tw’!=1—-u, v*+20®+2u>  —-u-1=0.

Je to jedind moZna realisace a nastava u ni vzdy singularita u E-bodu 5, ktery je
oddélen od bodd 2, P, Q a lezi na pfimce 2-P-Q, jejiz soufadnice jsou (0, —t, 1).
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Konfigurace N-11.
1 2 3 4 567
5796 34PQ 4PQ PQ 5389.
OPQ8 7986 608 50 7-09

1=(1,1,1), 2=(x,x+1,x+1), 3=(x,1+xy,x+1),
4=(x,x+1,1+1tx), 5=(1,00), 6=(x1,0), 7=(0,1,0),
8=(1-x01), 9=(0,01), 0=(0,1,1). P=(1,y1),

0=(1,1,1),

t=-2x3-x2-3, y=—-x>-x>-2, x*+2x-1=0.

Tato jedind moZna realisace vede na singuldrni konfiguraci, kde E-bod 2, oddé€leny
od bodt 1, 5, 0 lezi na pfimce 1-5-0. Vysledky této prace 1ze shrnout do tohoto

Tvrzeni. Existuje celkem 104 schémat konfiguraci (124, 165) typu
B3B!B!C,E,, kde ade + 0.

Tato schémata patFi do riznych tFid a pokud jsou realisovatelnd (v projektivnf
roviné nad télesem komplexnich éisel) vedou ke konfiguracim navzdjem neekviva-
lentnim.

Devadesdt z téchto schémat je realisovatelnych. Jsou to schémata R-1 aZ R-89
a N-11. Z nich tfi (R-37, R-69 a N-11) pouze konfiguracemi smgularmmt Jedno
schéma (R-23) pripousti realisaci singuldrni i reguldrni.

Jen jedna z téchto konfiguraci byla jiZ v literatufe popsana. Je to konfigurace R-24,
jejiz body lezi na kubice. Je ekvivalentni s konfiguraci S,, uvedené v Casopise pro
péstovani matematiky, rodnik 91 (1966), str. 303.

Literatura

[1] J. de Vries: Uber gewisse ebene Konfigurationen. Acta matematica 12, 1889, 67.

[2] J. Metelka: O jistych konfiguracich (124, 163) v rovin€. Véstnik Krélovské ceské spoleCnosti
nauk, 1944, XXI, 1—S8.

[3] J. Metelka: O rovinnych konfiguracich (124, 165). Casopis pro péstovini matematiky 80,
1955, 133 a nasl.

[4] V. Metelka: Rovinné konfigurace (124, 165) s D-body. C‘asopis pro péstovani matematiky 82,
1957, 385 a nasl.

[5] V. Metelka: Uber ebene Konfigurationen (124, 165), die mit einer irreduziblen Kurve dritter
Ordnung inzidieren. Casopis pro p&stovani matematiky, 91, 1966, 261 a nasl.

Adresa autora: 461 17 Liberec, Halkova 6 (Katedra natematiky VSST).

253



Zusamenfassung

UBER GEWISSE EBENE KONFIGURATIONEN (12,, 16,),
DIE B-, C- UND E-PUNKTE ENTHALTEN
UND UBER SINGULARE KONFIGURATIONEN

VAcCLAV METELKA, Liberec

Die ebene Konfiguration (124, 16;) besteht — bekanntlich — aus zw&lf Punkten
und sechzehn Geraden, die in einer Projektionsebene liegen. Jeder Punkt inzidiert
(eben) mit vier Geraden und auf jeder von diesen Geraden liegen (eben) drei Punkte.

Die Gerade, auf der Z. B. die Punkte 0, P, Q liegen bezeichnen wir kurz 0-P-Q.
Man sagt, dass diese drei Punkte verbunden sind. Im anderen Falle, wenn zwei Kon-
figurationspunkte (z. B. I und 2) auf keiner der Geraden liegen, kénnen wir kurz
diesen Umstand als 1 : 2 bezeichnen und man spricht von zwei getrennten Punkten.

Nach der Definition der Konfiguration ist also jeder Punkt (gerade) mit acht ande-
ren verbunden und eben deswegen von den drei iibrigen getrennt.

Wenn z. B. ein Punkt 9 von den Punkten 0, P, Q getrennt ist (kurz 9 : 0, P, Q)
ergeben sich folgende Moglichkeiten. Den Punkt 9 bezeichnen wir als:

A-Punkt, wenn 0 : P; 0 : Q; P : Q ist;

B-Punkt, wenn 0-P; 0-Q; P-Q, aber nich 0-P-Q ist;

C-Punkt, wenn nur zwei von den Punkten 0, P, Q getrennt sind;
D-Punkt, wenn nur zwei von den Punkten 0, P, Q verbunden sind und
E-Punkt, wenn 0-P-Q ist.

So sind wir imstande alle Konfigurationspunkte zu klassifizieren. Fiir unsere Auf-
gabe ist aber diese Klassifikation noch ungeniigend und es ist daher notwendig eine
ausdruckvolle Klassifikation einzufithren, besonders bei den Konfigurationen, die
B-, C- und E-Punkte haben.

Wir betrachten vorerst einen B-Punkt 9 (der von den Punkten 0, P, Q getrennt ist),
dann sehen wir fast auf den ersten Blick, dass aus der Menge der sechzehn Kon-
figurationsgeraden nur dreizehn mit Punkten 9,0, P, Q inzidieren. Mit den Schnitt-
punkten der drei iibrigen Konfigurationsgeraden werden wir uns jetzt nédher beschaf-
tigen: \ :

Unter der Voraussetzen, dass diese Geraden drei verschiedenen Schnittpunkte
haben, konnen folgende Moglichkeiten vorkommen:

1. Entweder ein, oder zwei, oder alle drei Schnittpunkte sin Konfigurationspunkte,
dann ist der betrachtete Punkt 9 entweder vom Type B!, oder B2, oder B>.

2. In den iibrigen Fillen, wo alle drei Geraden nur einen Schnittpunkt haben, ist
dieser betrachtete Punkt 9 vom Type B*.
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Analogisch kénnte man auch fiir die C- und E-Punkte eine feinere Klassifikation
einfithren.

In der Literatur sind schon alle Konfigurationen, die 4-, oder D-Punkte enthalten
vollbeschrieben, ebenso wie die Konfigurationen, welche keine B-Punkte haben.
Die umfangreiche Menge der Konfigurationen mit B-, C- und E-Punkten in einer
iibersichtlichen Arbeit beschreiben ist fast unmoglich. Eben deswegen beschranke
ich mich in diesem Artikel nur auf die Fille mit B3-, C-, E- und ohne B*-Punkten.

Die Schemas dieser Konfigurationen sind in dem Kapitel 2 eingefiihrt. Gerade
neunzig von diesen (und zwar R-1 bis R-89 und N-11) sind realisierbar in der Pro-
jektionsebene, wie in dem Kapitel 4 bewiesen ist.

Und noch eine Bemerkung: Ersetzen wir in der Definition der Konfiguration (siehe
den ersten Absatz) den Ausdruck ,,eben* durch den Ausdruck ,,mindestens*, be-
kommen wir die Definition der singularen Konfiguration. Die Schemas R-23,
R-37, R-69 und N-11 bilden solche singuldre Konfigurationen und die erste von
ihnen ist auf dem zugelegten Bilde gezeichnet.

255



&asopis pro péstovini matematiky, ro&. 105 (1980), Praha

1,-NORM OF ITERATES AND THE SPECTRAL
RADIUS OF MATRICES

ZpeNEK DosTAL, Ostrava

(Received October 18, 1977)

Let B be a finite dimensional Banach space. Let L(B) denote the algebra of all
linear operators on B and let the operator norm and the spectral radius of 4 e L(B)
be denoted by |A| and |A|,, respectively.

If Ae L(B) and |4| = 1, then the spectral radius formula suggests the conjecture
that for some natural number m, nontrivial bounds for |A”'| in terms of |A|a and vice
versa may be given.

The first positive result of the kind was presented by V. PTAK and J. Makik [1],
who have computed the critical exponent of the I -space. If we denote the complex
n-dimensional vector space by B, ., the norm |x|w of the vector x = (xy, ..., X,)
being defined by the formula

|x|w = max |xi| s
i=1,..,n
then their theorem says that the spectral radius of 4 € L(B, ), |4|., = [4"7"*!|, =
= 1, is equal to one.

Later, V. Ptak [2] introduced for 0 < r < 1 the quantity

C(B,r,m) = sup {|A™| : Ae L(B), |4| = 1, |4|, £ 1}
and found, for an n-dimensional Hilbert space H,, a certain operator A € L(H,)
such that |A| = 1, |A|, = r and |A"| = C(H,, r, n). Recently, the present author [3]
has proved that this extremal operator is unique up to multiplication by a complex
unit and similarity by a unitary mapping. For further references see [2].

The purpose of this note was originally to find the extremal operators in L(B,
We have not succeeded in general, nevertheless, we have found for each r, 0 < r
< 2'" — 1, an operator A€ L(B, ) such that |4, =1, |4|, = r and |4"|,
= C(B,,«, r, m) for all natural m.

Let n be a fixed natural number and let M, denote the-algebra of alln x n complex
valued matrices.

Regarding a matrix 4 = (a;,) as an operator on B, ,, we can write

e

I IIA

n
|4]o = max ¥ |a;| .
i j=1
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Let «, ..., a, be given complex numbers. Consider the recursive relation
(1) Xgan = 0 X+ oo+ OpXppp—y -

For each i, 1 £ i < n, we denote by wyay, ..., a,) the solution (W, Wiy, Wiy, ...)

of this relation with initial conditions

-

(2 Wiotys oo @) = G441, 0SkSn—1.
In the following lemma we shall learn the meaning of w;:
Lemma 1. Let Ae M, and

(3) A" = E + 0,4 + ... + o, 4"

Then for all k = 0,

(4) A* = W E + wyd + ... + wu A"t

Proof. The statement is obvious for k < n. To prove the lemma for k > n by
induction, suppose that s > n and that (4) holds for k =0,1,...,s — 1. Put g =
= s — n. If we multiply (3) by A? and use the induction hypothesis, we successively
get

A=Yaqd* " =YY w4 =
s e i

i=1 i=1 j=

Let us denote now the companion matrix of the equation
5) X" =0y + apx + ... + o x""1

by T(ay, ..., a,), that is

010 ...07
0 01 .0
T=|+« ¢ & su35 = |s
000 ...1
oy Oty Oz ... O,

and observe that (5) is the characteristic equation of T. Thus by Cayley-Hamilton’s
theorem T satisfies the assumptions of Lemma 1 and we can write for each k =
=0,1,2,...

(6) T = wyE + wy T+ ... + w " 1.

This equation enables us to solve the special maximum problem:
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Lemma 2. Let A € M,, |A|OQ < 1. If the characteristic equation (5) of the matrix A

Sfulfils
) 3

then for all k = 0,
IAk|°o < T(ay, ..., o) =_=Z:1|W:k| .

-

1,

IIA

Proof. We may apply Lemma 1 to get
IAkloo = |i§1wik‘4i_llw éi;JWik' |Ai_1|w éizzllwikl

for each A under the assumptions. Note that, in particular, T'satisfies the assumptions.

The first row of T* being (wyy, W, - - ., W) (see (6)), we get

n
k| —
7o = X [wad
i=1

Now we shall denote, for 1 £ i < n, by E; the polynomial

€n

(8) Efxg, ... x) = Y  x§x5...x3.
eje{0,1}
ej+...te,=1i

For any complex numbers g, ...,0,and i = 1,2, ..., n, we put
ai(Ql; CRE) Qn) = (—l)n_i n—i+1(91’ CERP) Qn) P

so that the roots of the equation (5) with coefficients a; = «,(gy, ..., 0,) are exactly

le 2009 Qn‘
Let us compute an upper bound for such r’s that |Q,~| < r implies

©9) __leai(gl,f..., o) 1.
Lemma 3. Let g,,...,0, be any complex numbers. If |Qi| <2 — 1 for all
i =1,...,n, then the inequality (9) holds true.

Proof. Let 0 < r < 1 and note that

. e n -
o(r, 7, .. #) = (= 1) i(n — i+ l)r" o,

i=1,..,nIf |Q,| < r holds for all i = 1, ..., n, then la‘(gl, ey Q,,)| < |a,(r, r,
T r)l Thus the supremum r, of the set of all r’s we are interested in is the only

1—i('i')x"=0.

i=1

positive root of the equation
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Easy computation shows that r, = 2'/* — 1.
To compute C(B, , r, k) for r < 2'/" — 1 and given k, it is enough to find

n
max Z |Wik(Ql’ ceny Qn)l .
leil Sr,..slen| Sri=1

The fact that the maximum is attained for all natural k if g, = r is an easy con-
sequence of the following lemma, which was proved by V. KNicHAL ([2], Lemma 7).

Lemma 4. For each i = 1,2,...,n and each k = n,

Wik(Ql’ R} Qn) = 8iQik(le ceey Qn) >
where &, = (—1)""" and

Qik(Ql""’ Qn) = Z cik(eh"" en)Q‘ll’l "'Q:"9
e;j20
er+...+te,=k—i+1

where all cyley, ..., e,) = 0.
The point of the lemma is that for kK = n and i fixed, all the coefficients of w;,
are of the same sign. Thus if IQ:| <rfori=1,...,n, then ¢

lwik(Qli suey Qn)l = |Qik(gl, 5483 Qn)l =
§|Qik(r, ey r)| = Iw,-k(r, ey r)| , i=1,...,n.
We can sum up our results into the following theorem:

Theorem 1. Let 0 < r < 2" — 1, let

— (_1\—i h n—i+1
@ = (1) (n—i+1)r

fori=1,...,n and let

010 .07
0 01 .0\
T=|. . . ....
000 ... 1
Loy oy 03 ... 0t |

Then |T|°° =1, |T|,'= r and for each natural k,

n
k - p—
IT loo = Z Iwik| - C(Bn,oo’ r, k) )
i=1
where wy, are the solutions of the recurrent relation
Xs+n = Oy X + G2 Xs5+1 + s OpXs+n—1

with initial conditions w;; = 0;;44, i=1,..,n,j=0,1,..,n — 1.
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We close the paper by two simple corollaries of Theorem 1.
Corollary 1. Let 0-< r < 1. Then C(B, ,, r,n) = min {1,(1 + r)" — 1}.
Proof. Note that w;, = a; for i = 1, ..., n and apply Theorem 1.

Corollary 2. Let 0 < s < 1. If Ae (B, ,,),
> (1 + s) — 1.

Proof. If [4|, = r < (1 + s5)"/" — 1, then
|47 £ C(Byrron) S (L + 1) — 1 <5s.

Al, £ 1and |A",, = s, then |A|, 2

This study was suggested by V. Ptdk, to whom I wish to express here my thanks.
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INTEGRAL REPRESENTATION OF ORTHOGONAL
EXPONENTIAL POLYNOMIALS

OTAKAR JAROCH

(Received December 6, 1977)

An integral representation is derived for the orthogonal exponential polynomials
which have been used in engineering and science.

INTRODUCTION

The coefficients d,, in the linear combination of exponential functions Z,'EZ? e F =

= y,(t) can be chosen so that, for n = 1,2, 3, ..., a system of orthogonal functions
over [0, + o) is obtained.

Definition. Let t be a real variable and n = 1,2, 3, .... The functions

1) oep,(1) =k=i1 bue ™™, by = (—1)"“‘(2) (n :f 1 1)

will be called orthogonal exponential polynomials. [5]

The following equations are valid for arbitrary m,n =1,2,3,...: oep,,(O) =1,
oep,(+ ) = lim,_, , , oep,(t) = 0 and (3 oep,(t) oep,(t) dt = 5,,(2n)"*, where §,,,
is the Kronecker delta function. Orthogonal exponential polynomials have been used
in Automatic Control Theory and in Electrical Circuits Theory. One of the more
recent publications is Dmitriyev’s book on the applications of orthogonal exponential
polynomials in Hydrometeorology [4] However, not much detailed information is
available on the properties of orthogonal exponential polynomials, which might,
under certain circumstances, be treated as special functions sui generis. Orthogonal
exponential polynomials are entire transcendental functions if ¢ in Definition (1)
is considered complex.

Orthogonal exponential polynomials result by orthogonalization from the system
of exponential functions e, e™%, e~%, ... over (0, +o0) with the weight function
w(t) = 1, that is to say in L,(0, + o). The notation ¢,(t) or y,(t) was used for ortho-
gonal exponential polynomials in [5], [6], [8]. In this paper the acronym oep,
is used to denote orthogonal exponential polynomials so that a specific meaning
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need not be ascribed to Greek letters ¢ and y. The standardization oep,(0) = 1
for all natural n is implied.

INTEGRAL REPRESENTATION

First and Second Integral Representations of orthogonal exponential polynomials
will be derived. The terminology is analogous to that used by Lavrentyev and Shabat
to describe integral representations of Legendre polynomials [9].

First Integral Representation. Theorem I. Let ¥ be a closed Jordan’s curve of
finite length and assume that the point z, = e~ " lies inside €. Let oep,(t) be an

orthogonal exponential polynomial in accordance with Definition (1). Then, for
arealt,

@)  oepdr) = (2mi)* izn(z Ptz —e )"z, n=1,23,....

Proof. The connection between the orthogonal exponential polynomials and the
Jacobi polynomials as shown in [5],

(3) oep,(t) = (=1 ' ne™'6,-4(2.2,¢7"), n=1,23,...,

can be conveniently used to prove (2). The Jacobi polynomials G,(p, g, x) are ortho-
gonal over (0, 1) with respect to the weight function x?~*(1 — x)P"%, 4 > 0,p — g >
> —1, and their standardization is G,(p, ¢, 0) = 1 for all n (Courant-Hilbert [3]).
Rodrigues’ formula will be used in the form

(4) Go-1(2,2,x) = (xn))"' D" Ix"1 — x)""', n=1,2,3,...,

where the m-th derivative is denoted by D™. The function z > z*(1 — z)"! is an
entire function of the complex variable z so that Cauchy’s formula can be employed
to express the derivative in (4), and for arbitrary z, we find

() G,-1(2, 2, zo) = (2nmiz,)~* §¢Z"(1 — 2P (z = z,) " dz,

where € is a closed Jordan’s curve of finite length and the point z, lies inside €.
Equation (2) follows from (3) and (5) if z, is replaced by e™*. [

Remark. First Integral Representation is an analogue to the Schlafli integral
for Legendre polynomials [1], [9]. The proof of Theorem I is valid for any complex
t + co. First Integral Representation yields .

0ep,(0) = (2mi)~* § Mz —1)"'dz =1
€
for all natural n and this agrees with the standardization as accepted for oep,,.
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The integrand in (2) has an n-th order pole in z = e™* as long as t + 0. The
numerator is

zn(z _ 1).-—1 =y (_1)n+k(n - 1) k=1
=1 k-1
If the residue theorem is used we find

1

T n— _ . 2 _
oep,,(t) =k;1(_1)"+k (k - 1) zljee_st[z"*" l(z - ¢ t) ] =1§1bnke o

aekfnY(n+ k-1 c
e ()T, et

and this again agrees with Definition ( 1). Another expression for orthogonal exponen-
tial polynomials is found if the numerator in (2) is written as

éo (Z) (z = 1p+et,

where

We have

(6) oep,(t) =kngognk(1 — ey gy = (=1 (Z) (" * :— 1) :

If no changes are made in the numerator, the result is
(7) Oepn(t) = Z hnke_kl(l _ e—()n—k : h,,k - (_1)"+k n n—1 .
k=1 k/)\k -1

Y huy = 2" oep,(In 2).
k=1

Clearly, equations (1), (6), (7) follow directly from (4) if analogous changes are made
in Rodrigues’ formula.

Second Integral Representation. Theorem II. Let oep,(t) be an orthogonal exponen-
tial polynomial in accordance with Definition (1). Then, for a nonnegative t and
n=1,23,..., we have

®) oep,(t) = "_I‘J' [e™* +i(e™* — e )2 cos 0] .
0
267" — 1 + 2i(e" — e™2)!/2 cos 6]~ df .

Proof. Equation (8) is evidently valid for t = 0 as oep,(0) = n~! § df = 1 for
all n. Thus, only t € (0, +o0) needs to be considered. Suppose that in (2) a circle
with a radius (e™* — e~2*)!/? and its centre at z, = e * is chosen as &, that is to
sayz =¢" ' + ¢e'%e™" — e 2%)"2, G el, and I is an arbitrary real interval the length
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of which is 2n. We find dz = i(z — e™*) d6 and if the corresponding substitution is
made in (2) the result is

oep..(t) = (21!)'1‘[[6-' . (e—t _ e—zz)l/z eio] )
I
. [2e_l =1 Zi(e—l — e—zr)l/z sin 0],._1 de.

Replacing 0 by 6 + n/2 and choosing I = (—m, nt) we find

+=x
oep,(t) = (21!:)_1.‘. [e7F +i(e™* — e~ #)12el?],
(27" =1 4 2i(e™" — e )2 cos 0] dO,
and this is clearly equivalent to (8). [

Remark. The integrand in Second Integral Representation (8) is a complex
function of a real variable. Despite of this the result is evidently real. As a matter of
fact, Second Integral Representation can be rewritten as

n/2
) oep,(t) = (2/r) Rej [e™* +i(e”" — e™2) 2 cos 0] .
0
2e7t =1 4+ 2i(e™" — e72) 2 cos 0]" 1 d .
Second Integral Representation (8) is an analogue to the Laplace integral for the
Legendre polynomials [1], [9], [11]:
(10) P,(u) = n“J [u +i(1 — u?)% cos 6]"d0 .
0
Comparing (8) and (10) we find an important connection between the orthogonal
exponential polynomials and the Legendre polynomials:
(11) oep,(t) = 3[P,2e7* = 1) + P,_;(2¢7* = 1)]; n=1,2,3,....

For 0 < 0 < mand t = 0 the following inequalities hold: |e" +i(e™" — e72)12,
. COS 6| <1and |2e" — 1+ 2i(e™* — e ?)2 cos 0| < 1. As a result Ioep,,(t)l <1
forallt 2 0and n=1,2,3,.... Finally, Second Integral Representation may be
used for the calculation of values of orthogonal exponential polynomials. E.g.

oep,(In 2) = (2n)~* j (1 + icos ) (icos 6)*~* df .
0
The result is oep,(In 2) = } and, for k = 1,2,3,...:
(12) oepy(In 2) = oepyi44(In 2) = (—1)* 3(2k — 1)1/(2k)"!
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CONCLUSION

In the same way as First Integral Representation of the Legendre polynomials
P(u) = (2"+! in)'l§ (Z2=-1)(z—-—u)y"'dz
€

is a starting-point for their generalization [11] and for further study of their proper-
ties, the two integral representations (2) and (8) play a similar role in the case of the
orthogonal exponential polynomials. If a Taylor polynomial is used to express the

k=2n-1
numerator in First Integral Representation, z'(z — 1)" ! = Y Az — e %),
k=0

0 < a < +00, & = const., then the orthogonal exponential polynomials can be

k=n

written in the form E)ep"(t) =Y aule™" — e~ %), where a,; obviously depend on a.
k=0

Second Integral Representation may be used for the computation of values of oep,(t)

if a suitable numerical method is employed for the integration of a complex function
of a real variable in (8).
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CHARACTERIZATIONS OF THE SPHERE IN E* BY MEANS
OF THE PSEUDOPARALLEL MEAN CURVATURE VECTOR FIELD

KAREL SvoBoDA, Brno

(Received December 12, 1977)

In [2], we have characterized the 2-dimensional sphere in E* using the notion of
the parallelness of the mean curvature normal field. In the present paper, we are
going to introduce the concept of the pseudoparallelness of the mean curvature vector
field and to apply it to some characterizations of the sphere in E*.

1. Let M be a surface in the 4-dimensional Euclidean space E* and dM its bounda-
ry. Let {U,} be an open covering of M such that in each domain U, there is an ortho-
normal frame {M; vy, v,, v3, v} With vy, v, € T(M), v3, vs € N(M). where T(M),N(M)
denote the tangent and the normal bundle of M, respectively. Then we have

(1) dM =  o'v, + o?,,
dv, = 0, + oiv; + oiv,,
dv, = —wv, + wivy + wiv,,
dv; = —wiv, — W30, + i, ,
dvy, = —olv, — 0v, — 0lv;;

(2 do' = o* A ), do) =" A o],

ol +0j=0, @*=0*=0 (i,j,k=1,23,4).

The well-known prolongation procedure implies further the existence of real-valued
functions a;, by, ¢; (i = 1,2), a;, 1,7, 6; (i =1,2) and 4;, B;,...., E; (i = 1,2) in
each U, such that

(3) o] = a,0' + bw?, ;= b+ c,0?,
o} = a,0' + b0?, o = b0' + c,0?;
(4) da, — 2b,0} — a,0% = a,0' + p0?,

db, + (a; — ¢,) w} — byw = By’ + y0*,
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de; + 2b,07 — c,0% = y,0' + 8,07,
da, — 2b,0? + a,05 = 0! + B,0?,
db, + (az —¢;) o} + b0} = po' + 9,07,

dc, + 2b,0% + c 0t = y0' + 5,07 ;
1 3. =7

(5) dal == 3[5’1(0% - (120)‘; = Alwl + (Bl e blK - %azk) (D2 )

dﬂl + (al - 2y1) w% - ﬂ2w§ = (Bl + blK + %a2k) wl +
+ (Cy + a,K — 1b,k) 0?,

dy, + (2B; — 8,) 0f — 7,03 = (C; + ¢;K + }bk) 0! +
+ (D; + bK — {c,k) 0?,

dé; + 3y,07 — 6,03 = (D, — byK + $ck) 0! + E 07,

daz - 3/32(0% + (Xlwg = /42(01 + (B2 - sz + '}alk) (1)2 9

dﬁz + (az — 2')’2) w% + ﬂlw; = (Bz + sz - %alk) wl +
+ (Cy + a,K + 3bk) 0?,

dy, + (28, — 8,) o} + 9,03 = (C, + ¢,K — 1b,k) o' +
+ (D, + byK + }cik) 0, ,

dé, + 3y,0; + 8,05 = (D, — b,K — ic k) o' + E,0?

where
(6) K =ajc; — b} + aye, — b3, k=(a; —c;)b, —(ay — ¢;) by,

the function K being the Gauss curvature of M.
Denote by

(™) H=(a, + ¢,)’ + (az + ¢5)
the mean curvature of M and by
(8) E=(a; +¢;)vs + (a; + c;)v4

the mean curvature vector field in N(M). In the following suppose that ¢ # 0, and
thus H & 0 on M.

Let P(M) be the vector bundle on M such that P,(M) is the union of T,,(M) and &,
for each point m € M. The vector field ¢ is said to be pseudoparallel in P(M) if
t& € P(M) for each vector field t € T(M).

From (8) we see that

d¢ = [(ay +=71) @' + (By + 8;) @*] v + [(az + 72) @' + (B2 + 6,) @?] v,

(mod vy, v,)
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and thus ¢ is pseudoparallel if and only if
©) (3 + c1) (22 + 72) = (a2 + ¢3) (2 + 7,) =0,
(al + Cl) (ﬂz + 62) — (az + C2) (ﬂl + 51) =0.

Let us remark that, according to (9),

(10) (23 + 1) (B2 + 83) — (By + 6y) (22 + 7;) = 0.

Now, we have the following

Lemma 1. Let the mean curvature vector field & be pseudoparallel in P(M). Then

k=0
on M.

Proof. Differentiating (9) and using (4), (5) and (10), we obtain
(11) (ay + ¢1)(4z + C; + ;K — 3bsk) —
— (az + CZ)(AI + Cl + ClK + %bzk) = 0,

(a, + ¢;)[By + D, + ¥(ay + ¢y) k] —
—(ay + ¢3)[By + Dy — ¥(a, + ¢;) k] =0,

(ay + ¢y) [B; + D, — ¥(a; + ¢y) k] —
— (a; + ¢;)[By + Dy + ¥a, + ¢;)k] =0,
(ay + ¢;)(C2 + E; + a,K + 3byk) —
—(a; + ¢)(Cy + E; + a;K — 3bk) =0,

These equations yield immediately the assertion.
2. In the theorems proved in this paper, we use the 1-form
(12) T =10 + ,0* =
= [(ay — ¢;) By + (a; — Cz) B2 — by(xy — }’1) — by(x, — 72)] o' +
+ [(ay = ¢1) 71 + (a3 — €2) 72 — by(By — 8;) — by(B, — 3,)] @*.
By exterior differentiation of 7 we get

(13) dr = —[27 + (H — 4K) K — 2k*] o A o?

where -

(14) J = BBy — 9,) + 71(71 = “1) + By(B; — -52) + 7a(y2 — “z) .
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In this section we examine the dependence of the form 7 and the function J on the
choice of tangent frames of M. For this reason, consider another field of frames
{M; ©,, 5,, b3, 04} given, in each U,, by

(15) vy =€, €COSQ.0; —sin @.0,, V3 =¢C080G.D; —Sin o.7,,

v, =¢;8in@.0; +CosQ.0,, Uy =¢8in0.03+ COSC.D,;

and denote by a bar all functions and formulas related to {M; ©,, D,, D3, U}-

Lemma 2. On M, it is

f=81T, j=J.

Proof. From (1) and dM = @'%;, do; = ®@{7; we obtain

(16) o' = g(cosg. ' + sin ¢ . 0?),
@* = —sing.w' + cosg.w?;
(17) @7 = &(de + o}),
@3 = g(do + w3);
W] = £18,( COSQCOSO . W] + SINQCOSO.w; +
18 3 3 : 3

+ cosgsino . wj + singsino. w3),
@3 = &y(—singcos . w] + cosgcos . @3 -

— singsino.w{ + cosgsino. w3),

. . 3 . . 3

@t = &(—cos gsino. w} — singsino. w} +

+ cosgcos o . wf + singcoso.w3),
@3 = singsino.w} — cosgsino. w3 —

— singcos g .} + cosgcoso. ;.

Thus from (16), (18) using (3) and (3) we get

(19) a; = &)(Ry cos o + R,sino),
by, = &,6,(S; coso + S, sinoa),
¢, = &(Tycos o + Tysino),
a, = —(Rysino — R, cos g),
b, = &(S,sine — S, cos o),

¢; = —(Tysino — T, cos o)
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where

(20) Ry = Ry(ay,.by, ¢,) = ay cos® ¢ + 2b, singcos @ + ¢, sin’ @,
S; = Sy(ay, by, ¢;) = a, singcos g + by(sin® ¢ — cos® @) — ¢, singcos g,

T, = Ty(ay, by, ¢;) = a,sin> ¢ — 2b; sin g cos @ + ¢, cos® @,

and R, = Ry(ay, by, ¢;), S, = Sy(az, by, ¢;), T, = Ty(a,, by, c;) have the same
meaning. Further, from (17), (19) according to (5) and (5) we have

(21) &, = e.&,cos o(R] cos ¢ + Rfsin @) + &&, sin o(R3 cos ¢ + RS sin o),

B, = —é&; cos o(R] sin ¢ — Rf cos ) — &, sin o(Rj sin ¢ — R} cos @) =

= —g, cos o(S] cos ¢ + Sf sin @) — &, sin 6(S3 cos ¢ + S5 sin o),

J1 = &€, cos oSS sin g — S cos g) + &,¢, sin o(S3 sing — S cos ¢) =

€48, cos o( T cos ¢ + Tf sin @) + &€, sin o(T5 cos ¢ + T¥ sin @),

8, = —gycos o( T sin ¢ — Tf cos ) — &, sin o( T3 sin ¢ — T cos @),
&, = —e&, sin 6(R{ cos ¢ + Rf sin @) + &, cos o(R3 cos ¢ + RS sin o),
B, = sino(R]sino — Rf cos g) — cos (R sin ¢ — R cos ¢) =

= sin o(S] cos ¢ + Sf sin @) — cos o(S5 cos ¢ + S§ sin @),
7, = —&, sin o(S] sing — S{ cos @) + &, cos o(S3 sin ¢ — S} cos g) =
= —¢g, sin o(Tf cos ¢ + T/ sin @) + &, cos o(T5 cos ¢ + T4 sin @),
5, = sino(T¥sing — T/ cos @) — cos o(T5 sin ¢ — T¥ cos @)
where
(22) R} =R Buvi), ST =S Buvi), TP = T Bis 1)
R'g = Ri(ﬂis Yi» 5i) > S’il = Si(ﬂb Yi> 5i) > Tiﬂ = Ti(ﬂh Vi 5&) (i =1, 2) .
In virtue of (19) and (21) we get
(23) a; — ¢ = ¢&(Ry — Ty)coso + &(R, — Ty)sina,
a, — ¢ = —(Ry — Ty)sino + (R, — Ty)cos o,
& — 73 = &8, cosof(R] — T7)cos ¢ +'(Rf — Tf)sing] +
+ &8, sin dt(Rg — T5)cos ¢ + (RS — Tf)sing],
— g coso(R] — Tf)sing — (Rf — Tf)cos o] —
— g sino (R} — T3)sing — (R — TH)cos ¢],

=
-
|
S
]
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& — 7, = — & cos o[ (R} — Tf)cos ¢ + (R} — Tf)sing] +

+ &, sin o[(R; — T3)cos ¢ + (R — T%)sine],
sin 6[(R} — Tf)sing — (Rf — T{)cosg] —

— cos o[(R; — T3)sing — (R} — Tf) cos ¢] .

BZ—SZ

Using (19), (21) and (23), we obtain

7, = (Ui + Uj)cosg + (Uf + Uf)sing,
7, = —& (U] + Uj)sing + &(Uf + Uj)cos o
where .
U? = Si(R? - Txa) - S?(Ri = T.)s
Ul =S(RI - T!) - S¥R, = T)) (i=1,2).
However, direct calculation yields
Ui = (ay — ¢1) By — by(ay — 71),
Ul = (ay - 01) Y1 — bl(ﬂl - 51)
and analogous relations for U3, U4. Thus
T, = 1,C08¢Q + T,sing,
T, = —&T,8in @ + €T, COSQ

which proves, together with (16), the first identity of our lemma.
To prove the other one, introduce the symbols V;, V, by the relation

Vi= —SIRE - T0) + SR - T) (1= 1,2).

Using (21), (23), we get
j = Vl + V2 .

On the other hand, according to (20) and (22) we have
Vi = Bi(B1 — 1) + 74(ys — 1)

and analogously for V,. This and the equation (14) complete the proof.

3. The main tool used in the proofs of the theorems contained in this paper is the
Stokes theorem asserting

(24) _[ = J ar

for any 1-form = on M. Assuming that dM consists of umbilical points (¢, — ¢, = 0,

271



a, — ¢ =0,by =0,b, = 0), we have T = 0 on M and, according to (24) and (13),

(25) J"[Z(J—k2)+(H—4K)K]w‘ A @ =0,

Now, we are going to prove the first theorem characterizing the sphere among
surfaces in E*:

Theorem 1. Let M be a surface in E* and 0M its boundary. Let
(i) K > 0 on M;
(ii) & be pseudoparallel in P(M);
(iif) H = eonst. % 0 on M;
(iv) OM consist of umbilical points.
Then M is a part of a 2-dimensional sphere in E*.
Proof. From (4) and (7) we have
dH = 2[(a; + ¢;) (2, + 7)) + (a2 + ¢3) (22 + 72)] @* +
+ 2[(a; + 1) (By + 61) + (a2 + ¢2) (B2 + 8,)] ?
and according to (ii), (iii) we obtain (9) and
(ay + ¢g) (g +71) + (a2 + ¢2) (22 +72) = O,
(ay + ¢1)(By +6y) + (a2 + c2) (B, + 6,) = 0.
As H = 0, this system of equations has the only solution
(26) @+ =0, Bi+8=0,
o +y,=0, B, +6,=0.
Then the relation (14) has the form
J=2B + 97 + B3 + 7).

Thus we have, according to Lemma 1, k = 0.and J = 0 on M.
Further, from (6), (7) we get

H — 4K = (ql = cl)z -+ (az b Cz)z + 4b§ + 4b§
and hence H — 4K 2 0 on M. Thus, according to (i),
27 + (H — 4K)K 2 0-

on M. By the Stokes theorem we have

J‘|:2J+(H—4K)K]co1 Awt=0
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which implies H — 4K = 0 on M, so that each point of M is umbilical.
Remark. Using (4), the equations (26) imply

d(a; + ¢;) — (ay + ¢c;) w3 =0,
d(a, + ¢;) + (a + ¢;) 0§ =0.
Thus we have also proved that under the assumptions (ii), (iii) of Theorem 1 the
mean curvature vector field £ is parallel.
In the preceding theorem, we have given a modification of the H-theorem con-
cerning ovaloids in E3 to the case of surfaces in E*. Now, we are going to prove a
generalization of this result.

Consider the mean curvature H of M and its covariant derivatives defined, ac-
cording to [1], p. 16, by

dH = H,0' + H,0?,
dHl L) szi = H“(Dl + lewz, dH2 + le% = lewl + szwz.

Using (4), (5), (7), we have

(27) IH, = (a; + cy) (o + y1) + (a2 + ¢2) (2 + 72) 5
1H, = (a, + ¢,) (By + 6;) + (az + ¢2) (B2 + 62) ;
(28)  3H,; = (a; + ¢;)(4; + C; + ¢,K + 3b,k) +
+ (a, + ¢;) (A, + C, + K — 3bik) + (2 + y1)? + (22 + 72)%,
3H,, = (a; + ¢;)(By + Dy) + (a; + ¢;) (B, + D) +
+ (o + 71) (By + 8,) + (o2 + 72) (B2 + 63),
3H,, = (a; + ¢;)(C, + E; + a,K — }byk) +
+ (a; + ¢;)(Cy + E; + a,K + 1bik) + (B, + 6,)* + (B, + 82)%.
It is easy to prove that
(29) H? + H: = H? + H:.

Now, we prove

Theorem 2. Let M be a surface in E* and oM its boundary. Let
(i) K> 0 on M;

(ii) & be pseudoparallel in P(M);

(iii) 16(H — 4K) HK = H} + H3 > 0 on M;

(iv) 0M consist of umbilical points.
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Then M is a part of a 2-dimensional sphere in E*.

Proof. We use the integral formula
J Io* A @* =0
M

and, first of all we prove that I = 0 where
(30) I=2(J-k*)+(H-4K)K

and J is the invariant introduced by (14).

The assumption (ii) is expressed by the system of equations (9) and, according to
Lemma 1, implies k = 0 on M. As H # 0, the system (9), (27) has the only solution

(31) o« +7y,=%a, +c¢)H 'H;, By + 6 =¥a, +c)H 'H,,
a, +y, = ¥a, + ¢;) H'H,, B, + 6, =¥(a, + ¢c;) H'H,.
Hence in virtue of (31), the equation (30) has the form
I=—(a, + ¢,)H '(H,B, + Hyy,) — (a; + ¢;) HY(H,B, + Hyy,) +
+ 4B + y1 + B3 + 73) + (H — 4K)K
and consequently
I=1[2By — ¥ay + ¢;) H'H,* + [2y, — Ha, + ¢,)) H'H,]* +
+ [2B; — Ha, + ;) H'H,* + [2y, — Ha, + ¢;) H'H,]* -
—1¢H '(H} + H) + (H — 4K)K .
The condition (iii) thus yields I > 0 so that I = 0 on M. This implies
By =%¥a, +c)H 'H,, vy, =%a, +c¢)H 'H,,

ﬁ2=%(a2+C2)H~1H2, 'y2=%(a2+62)H—’H1
and '

(32) 16(H — 4K) HK = H} + H3.

According to (31), we have further
a, =4a, + ¢;)H 'H;, 6, =%, +¢,)H 'H,,
a; = ¥a, +c2)H“1H1, 6, = ¥a, + ¢;)H'H,

and hence

(33) ay =3y, 6, =3By, a;=3y,, J,=23pB,.
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We prove further that a surface M satisfying (32) and (33) is a 2-dimensional
sphere in E*,

Suppose that there is a point m € M which is not umbilical. In a convenient neigh-
bourhood U of m we can choose, according to (19) and the relation k = 0, a field
of orthonormal frames of M in such a way that

(34) al—Cl#O, b1=0, az"C'z:O, b2=0.
The equations (4) thus have the form
(35) da; — a,0% = 3y,0' + Bw?, da, + a,03 = 3p,0' + B,0?,
(ay — Cl) o} = g + 7,07, 0= p0" + y0°,
de;, — a,05 = y,0' + 3,07, da; + 0 = 70" + 36,0%,

because of (33). From (35) we have immediately 8, = 0, y, = 0 and, because of (33),
a, = 0, 8, = 0. Consequently, it is w} = 0. As H} + H} + 0, it follows from (27)
that a, + ¢, = 0 and this, together with (34), implies a, = 0, ¢, = 0. Thus (35) is
reduced to

(36) da, = 3y,0' + B,0?*,
(a; — ¢p) 0f = 0" + 9,07,
de, = y,0' + 3,0?
and (32) has the form
(37) (H — 4K) K = 4(B} + 7).

By exterior differentiation of (36) and using Cartan’s lemma we get the existence of
a function ¢ in U such that

d; + yi0f = (¢ — ascf) @,
dy; — B1w§ = (Q - a%"l)wl .
Repeated exterior differentiation yields the relation
dg = 3ciy, ! + 3aiB, 0
and hence, differentiating this equation and using again Cartan’s lemma, we obtain
(al = C1) Biy1 =0.

Now suppose B, =0, y, £ 0, the case B, + 0, y, = 0 being symmetric. The
relation (37) then yields

(al = Cl)z asc, = 4y;
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and thus, by successive differentiations of this equation, we get

- a} + 13aic; — 9a,c} + 3¢} = 8o,
11a? + 30a,c, — 21ci =0,
2a1 + ¢y = 0 ’
7?1 = 0 .
The last relation contradicts our supposition.

Thus we have B; = 0, y; = 0, and (34), (36) yield w] = 0. However, exterior dif-
ferentiation of this equation yields Kw! A w? = 0 and hence K = 0 in U. This
being a contradiction to (i), m € M must be an umbilical point of M.

To be able to introduce some consequences of Theorem 2, we define normal vector
fields

51 = (V@)N s fz = (sz)n s
¢ being the mean curvature vector field in N(M), V;, V, € T(M) orthonormal vector
fields on M and (X)" the normal component of the vector field X.
Corollary 1. Let M be a surface in E* satisfying the conditions (i), (ii) and (iv)
of Theorem 2. Let

(iii) 4(H — 4K) HK 2 <&, &,)* + (&, &2 > 0 on M.
Then M is a part of a 2-dimensional sphere in E*,

Proof. In each m € M choose orthonormal frames of M in such a way that V; =
= vy, V, = v,. It follows from (8) that

dé = [(ay + y1) vs + (22 + 72) vg] @' + [(By + 61) v3 + (B2 + 6,) v4] @?
(mod vy, v,)
and thus, by the definition, :

(38) & = (ay + 1) 03 + (%2 + 72) va,
& =B+ )0y + (52 + 8,) vy .
Then, because of (8), (27) and (38), we have
K& &) =(ay + ¢y) (g + 1) + (a2 + Cz) (ap + ')’2) = 1H,,
<& &) =(ag +¢))(By + 6y) + (a; + ¢;) (B, + 6,) = 3H,

and hence

& 8% + <& &% = H(H] + H)).

This equation and the condition (iii) together with the assertion of Theorem 2
conclude the proof.
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Corollary 2. Let M be a surface in E* with the properties (i), (ii) and (iv) of Theo-
rem 2. Let

(iii) 4(H = 4K)K 2 (€, + <8280 >00n M.

Then M is a part of a 2-dimensional sphere in E*.
Proof. Choose again a field of orthonormal frames of M in such a way that
Vi = vy, V, = v,. Then (27) and (38) imply
€ &> = (o + 1) + (202 + 72)* = $H 'H},

K€y &) =(By + 6, + (B + 6,)* = 1H™'H3
and hence

CEy, &) + K&, &) = HTY(HE + HY).

Thus (iii) and Theorem 2 prove our assertion.
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VARIATIONS OF DISCRETE ANALOGUES
OF WIRTINGER’S INEQUALITY

JARMILA NOVOTNA, Praha

(Received December 20, 1977)

Discrete analogues of Wirtinger’s inequality have been already studied by dif-
ferent methods of proofs. The basic theorem of the topic dealt with in our article is
Theorem 1. Its first proof was published 1950 by I. J. SCHOENBERG (see [5]). The
author uses the complex finite Fourier series and proves Theorem 1 for complex

- numbers.

In [3], published 1955, K. FAN, O. Taussky and J. Topp discuss discrete analogues
of several integral inequalities. The main tool they use to prove them are the proper-
ties of Hermitian matrices which are known from the calculus of variations (see [3],
p. 77). In this way the authors prove the first three theorems of those which will be
dealt with in this article (Theorems 1, 2 and 3). In [3], each theorem is proved
separately.

In 1957, H. D. Brock in [2] proved the complex case of Theorem 1 using the pro-
perties of operators in the n-dimensional unitary space.

O. SHisHA published 1973 another proof of Theorem 1 (see [6]). He uses geometrical
tools based on Fenchel’s theorem for a spherical curve.

In our paper we prove the basic Theorem 1 using the real trigonometric polynomials
(see [1], pp. 13—20). The method is analogous to that used by I. J. Schoenberg. As
compared with the results achieved as far, we obtain also a sharpening of Theorem 1
(Theorem 5). We show that Theorems 2 and 3 follow immediately from Theorem 1.
Theorem 4 is a discrete analogue of the integral inequality as proved in [4], p. 595.
We derive its sharpening (Theorem 6). Theorems 4, 5, 6 are mentioned neither in [2]
nor in [3], [5], [6]-

First we give Theorems 1 through 6. Then we derive Theorems 2, 3 and 4 from the
basic one — Theorem 1 — and Theorem 6 from Theorem 5. The proofs of Theorems
1 and 5 are given afterwards.

In the last part of the paper, a geometrical application — the proof of the iso-
perimetric inequality for some polygons — via Theorems 1 and 5 is given.

278



1. LIST OF THEOREMS
Theorem 1. Let x4, ..., X, be n real numbers such that
(1.1) é:lx,- =
Let us define x,,, = x,. Then
(1.2) -il(x‘ —xi ) 2 4sinzs '_ile.

The equality in (1.2) holds if and only if

211:

(1.3) x; = AcosZ® 4 Bsi , i=1,..,n, A,B=const.
n

n

Theorem 2. If x,, ..., x, are n real numbers and x, = 0, then

(14) T = e 2 4t B S

The equality in (1.4) holds if and only if

(1.5) Xy =Asin(l—_—£t, i=1,...,n, A = const.
2n —1

Theorem 3. If x4, ..., X, are n real numbers, then

(1.6) Z(x,' - xi+l)2 g 4Sin
i=0

2(n +1)

where xo = x,,, = 0. The equality in (1.6) holds if and only if

(1.7) x; = Asin i=1,...,n, A= const.

n+1’

Theorem 4. Let x,, ..., x, be n real numbers satisfying (1.1). Then

n—1

(1.8) Y (x; — xi41)* = 4sin?

T 2
~ i
i=1 2n

X .

|IM=

The equality in (1.8) holds if and only if

(2i-1mn

(1.9) x; = A cos
2n

i=1,...,n, A = const.
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Theorem 5 (sharpening of Theorem 1 for neven). Letn = 2m, n = 4, let x,, ..., X,

be n real numbers satisfying (1.1). Let us define x,,; = x;,i = 1,...,m. Then

™M=

(1.10) (¥ = xi41)* 2

1

L 28 L W o . 2T
2 (sin? = — sin? =) ¥ (x; + Xi4m)® + 4sin® = Y x}.
n n/i=t ni=1

-
[}

The equality in (1.10) holds if and only if

(1.11) x‘=Acos@+Bsin2—m+Ccos4—m+Dsin4—m,
, n n n n

i=1,...,n, A,B,C,D = const.

Remark. 1. For n > 4 the inequality sin? (2n/n) — sin® (n/n) > 0 holds.

2. Choosing a number g, 0 < p < sin? (2n/n) — sin? (n/n), we can derive in the
same way as in the proof of (1.10) (see the proof of (3.9)) that the following inequality
holds:

(1.10") Y (% = Xi41)? 2 1Y (% + Xigm)? + 4sin? " Y %2,

i=1 i=1 ni=1
where the numbers x,, ..., x, satisfy the assumptions of Theorem 5. The equality
in (1.10") holds if and only if x; satisfy (1.3).

Theorem 6 (sharpening of Theorem 4). Let x,, ..., x, be n real numbers satis-
fying (1.1), n = 2. Then
n—-1

(1.12) % (= xan)? 2

i=
> (sin? " — sin? -E) Y (% + Xpe1-0)® + 4sin? ~ Y%7 .
n 2n/ i=1 2n i=1
The equality in (1.12) holds if and only if

(2_'__1)_“+Bcos£2—l:—1)—", i=L..n,

(1.13) x; = Acos
2n n

A, B = const .

2. APPLICATION OF THE BASIC THEOREMS

Now it will be shown how to derive Theorem 2 from Theorem 1. Let y,, ..., ¥Y2(20-1)
be 2(2n — 1) real numbers defined as follows:
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, Xi s k=1,....n,
_ Xon—k+1 > k=n+1,...,2n—l,
(2.1) =) —xesiomms k=2n,..,3n—1,
—X4n_k Py k = 3", ey 2(2" = 1) .
2(2n-1)
Since Z ¥« = 0, we can, putting y,,_; = ¥, apply the results of Theorem 1 to

(2.1). As x; = 0, the following equalities hold:

2(2n-1) 2(2n-1)

Z .Vk = 42’% ’ 2 (.Vk - J’k+1)2 = 4:;1(&- - le)z ;

Hence, (1.4) holds. The equality will hold for (1.5), since y; = 0 in the new computa-
tion.

In an analogous way Theorems 3 and 4 can be derived from Theorem 1. We shall
show, only schematically, how to define the numbers {y,}.
For Theorem 3:

(22 0, X1, Xg5 eees Xps 0y —Xg, —Xgyeeey —Xp .
For Theorem 4:
(2.3) Kis Xauovve Xy s Xys moop Xgy Xy »

Theorem 6, a sharpening of Theorem 4, can be derived from Theorem 5 via (2.3).
Here, ny = 2m.

Remark. Theorem 2 can be derived from Theorem 3 when the numbers {y,}s¢; "
are defined as follows (schematically written):

X2y X35 000y Xy Xpyeoey X2y
Yo = Yan-1 = X = 0.

3. PROOFS OF THE BASIC THEOREMS

In [1], p. 13—20, W. BLASCHKE has defined trigonometric polynomials. Let
Zy, «..y Z, De n numbers. First we assume n odd n = 2m + 1.In [1] it is shown that

we can choose such numbers &, &y, ..., &y &1, ..., En that the following equalities
hold:

(3.1) z, =& + ), (ékcoskpﬁ+§{sinkpg), p=1,..,n,
k=1 n n

(3.2) Lyzoailye@eay,
np= 2 k=1
(33) L S (g, = 20 = 23(8 + Esin? k
n p=1 k=1
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Let now n be even, n = 2m. We can choose numbers cg, Cy, ..., Cpy C1» vy Chyq iN

an analogous way, but now
(3.1

m-—1
2 : 2 2n
Z,=Co + 2, (ckcoskp—n + c,fsmkp—n> +c,cosmp=—, p=1,...,n.
n n n

Inserting

(34) bo=cos &=, G=c, k=1,..,m—1,
=V em, & =0,

the equalities (3.2) and (3.3) will hold, too.

It can be easily shown that if Z z, = 0, then
p=1

(3.5) & =0.

The proof of Theorem 1 is now very simple. Using (3.2), (3.3) and (3.5) for x4, ...
..., X, We conclude that (1.2) will hold, provided
(3.6) sin?¥E 5 it ® k=1, .., m,
n n

is satisfied. (3.6) is true, since 0 < kn/n < nf2, k = 1,..., m. For x € <0, m/2) the
function sin x is growing. The equality in (1.2) holds if and only if &, = &F = 0,
i=2,..,m,¢&, & are arbitrary, i.e. if and only if (1.3) is satisfied.

To prove Theorem 5 we shall use (3.2), (3.3) (with (3.4)) and (3.5).

The equality

(3.7) Xi+ Xjom =D, {C,‘ [cos kiar + cos k(i + m) 2—"] +
k=1 n n
+ & [sin ki 2" 4 sin k(i + m) 2—“]}
n n
implies by virtue of (3.2) and (3.5) that

(3.8)

S | =

13

Z"(xi + Xipm) -l i(éf + &7 (1 + cos km 2_1r>2
=1 o 2k=1 n

Y&+ e+ (-0,
k=1 . ° -
(1.10) will hold if the inequality

(22 = st ) 2 St + e + (-0 +

N | =
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+2nsin? " Y (& + &) <2 Y (& + &) sin2 kT
nk=1 k=1 n

is fulfilled, i.e.

(39) Y (& +¢&?) {sinz PLISCLI <sin2 2 _ sin? 5) [1+ (—1)"]2} 20.
k=1 n 4 n n

n

Let us denote

o =sin?k~ —sin2 " — 1<sin2E — sin? E) [T+ (=1)]%.
n n 4 n n

In case of k odd,

P NPT
ox =sin k- —sin2= =0
n n

(see (3.6)) with the equality holding only for k = 1. In case of k even,

: T o5, 200
ox = sin? k= — sin? =
n n

and (3.6) implies again g, = 0. Here the equality holds only for k = 2. The ine-
quality (1.10) with the equality condition (1.11) is proved.

Remark. The inequality (1.10") follows immediately from the proof of (1.10)
given above. The form of the numbers g, in this case is

g,‘=sin2kE—sinZEgO for k odd,
n n

. T ., T
o =sin?k= —sin?= —u >0 for k even.
n n

Now g, > Ofor k > 1, ¢, = 0. The equality condition (1.3) for (1.10) is an immediate
consequence of this fact.
4. GEOMETRICAL APPLICATION

Let P = A, ... A, denote an equilateral closed n-gon in E, of area F and peri-
meter L. In [1], p. 13—20, the inequality

(4.1) ?z4ntglF
n

is proved on the basis of trigonometric polynomials. The equality in (4.1) holds if
and only if P is a regular n-gon.

283



(4.1) can be derived from Theorem 1. Let us choose a cartesian coordinate system
S = {0, x, y} in E, with O being the centroid of P. Let 4; = [x;, y;],i = 1,...,n,
in S. Let us denote 4,,, = A4,. Then the equalities

M:

x;=0, Zlyi=0, Xnt1 = X15 Yn4e1 = V1
i i=

hold and the assumptions of Theorem 1 for the numbers {x,}, {y,} are fulfilled.
For P the following relations hold:

(4.2) %2 =§=:1[(xi+l — %) + (Vier — 1%

1

]

(4.3) F = Hi;(xi)’in - .thi+1)| = I%i‘;[(xi + Xis1) (Vi — Yier) +

+ (Vi + Yiwr) (i = x1)]| -
Using (4.3) we can write

(44) 8tg F=
n

n o _ _
= 2tg; _Zl[(xi + X)) (£ F yirr) + i + Yisd) (%0010 Fx)]

M=

=
i

- T
l(iyi F yisr)® + t82; _Zl(xi + Xi41)” +

o - T
+ .Zl(ix"“ Fx)+ tgz; ‘Zl()’i + Yiser)? =

=x‘z::1[(xi = Xie1)? + (Vi — yisr)?’] +
+ tg? :1_': ‘3221{[4"? = (xi + xi00)"] + [497 = i = yinn)']} =
= i {(1 — tg? g) [(xi = xisa)® + (i — y“'l)z]} +

+ 4tg2£ PCESHE

Now, using (1.2), (4.4) and (4.2), we derive the following inequality:
(45 8tg F <
n

L

2
n

n T 1
§Z 1 —tg2—+ [(x('—xi+l)2 +(-Vi‘ yi+l)2] =2
i=1 ; n 2T ‘
cos” —
n
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(4.5) is the inequality (4.1). The equality condition (the regularity of P) follows from
(1.3) and the equality conditions in (4.4). '

Using (1.10°), we can derive a sharpening of (4.1) for n even. Let n = 2m, n 2 4.
In the coordinate system S let u; be defined as follows:

up = (% + Xiam)® + (Vi + Yiem)® >

where X,4; = X, Ypei = Vi» i = 1, ..., m. Then using (1.10’) for

1. ,mn
= -sin? -
# 4 n
and (4.4) we obtain the inequality
(4.6) antgF + 212l Y2 < 12
n 8 ni=t

with the equality holding only for the case of a regular n-gon.
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SOME REMARKS ON THE NEVANLINNA THEORY
OF HOLOMORPHIC MAPPINGS OF RIEMANN SURFACES

Avrois KLi¢, Praha

(Received January 4, 1978)

Introduction. This paper contains several remarks to H. Wu’s results published
in [1] and [2]. For this reason, the notation from [1] will be used here without further
comments. For the readers’ convenience we mention that the definitions of the funda-
mental quantities are found also in the Russian translation of [2]: X. By, Teopus
paBHOpAacnpeneeHUs Uil ToJIoMOp(dHBIX KpuBbIX, M3naTenscTBo “Mup”, MockBa
1973, pp. 35—80.

Throughout this paper it is assumed that V is an open Riemann surface, M is a closed
Riemann surface and f : ¥ - M is a holomorphic mapping.

1.

1A. H. Wu in [1], p. 508 gave a simple proof, in the case of a parabolic Riemann
surface, that f(V) is open dense in M. A stronger result is found in [2], p. 47: 6(a) = 0
for almost every a € M. We extend the latter result to Riemann surfaces admitting
finite harmonic exhaustion.

1B. Theorem. Let f:V — M be a 'holomorphic mapping of an open Riemann
surface V, admitting finite harmonic exhaustion, with unbounded characteristic
function T(r) (i.e. lim T(r) = o0). Then

5(a) =0
for almost every a e M.

Proof. Let us denote (here u,(z) is the proximity function, see [1], p. 483)
m(r, a) = L f*u, »dt,
21 J oviny

It is known (see [1], p. 508) that

o [ )@ = const.
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for every r 2 r(t). Equation (1) and the Fatou lemma yield
(2) lim inf m(r, a) < oo
forae. aeM.
Thus for every a € M\ N (where [y Q = 0) there exists a sequence {r{}{>, with the
following properties:
(3) limrf =5, limm(r},a) = o(a) < .

If the mapping f : V - M has unbounded characteristic function T(r), the defect
d(a) can be defined by

St i T @)
r-s T(r)
as is easy to see from First Main Theorem.
From (3) we obtain

0 £ 3(a) =l inf™29) < fim s B9 _ g
r—s T(r) i» o T(r)
and therefore
5(a) =0, _ QED.

2. In this paragraph let V denote an open Riemann surface admitting infinite
harmonic exhaustion, i.e. a parabolic Riemann surface.

2A. H. Wu calls the mapping f : V — M transcendental iff

P
4 lim—— =0.
( ) r—+ow T(r
The following interpretation of condition (4) is given in [1], Lemma 8.3, p. 516.
If V is obtained from a compact Riemann surface M’ by deleting a finite number
of points my, ..., m,, then f : ¥V — Mis transcendental iff f is not a restriction of a holo-
morphic mapping f: M’ - M.

2B. Another interpretation of the transcendental mapping is possible with the
help of the Weierstrass property.

Definition. A holomorphic mapping f:V — M is said to have the Weierstrass
property at the ideal boundary B of V if the global cluster set

() = NfV~vIr)

r=ro
at B is total, i.e.

Cv(f)= M.
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This definition originates from [3], p. 117.

Theorem. A mappjng f : V = M is transcendetal iff f has the Weierstrass property
at the ideal boundary B of V.

Proof. 1. Let f be transcendental. Then 6(a) = 0 almost everywhere on M by 1A,
hence f(V \ V[r]) is dense in M for every r 2 r(z).

2. Conversely, let us assume that f has the Weierstrass property at the ideal
boundary B of V. Then there exists a point a € M such that lim n(r, a) = o0 and
r-+o

also lim N(r, @) = oo. Thus as a consequence of First Main Theorem and because

r— o

" of m(r, a) = 0 we have

(5) ' T(r) + const. 2 N(r, a) .
If both sides of Inequality (5) are divided by r, we obtain
©) T(r) + const. > N(r, a).
r r

Furthermore, I’Hospital’s rule yields

limir)=1imMglimm=limn(na)= ©,

r+o I r—w r r—+oo r r-w

(or we can proceed without using ’Hospital’s rule, see [4];

n(t, a) dt ‘ n(t, a) dt
m AV lim'[ ro > lim 472 5 lim 5 sifrf2, @) = oo}

r-+o r r—+ow r r—+o r r+o I

QED.

3. In this paragraph, let V denote an open Riemann surface admitting finite
harmonic exhaustion.

Theorem. Let f : V— M be a holomorphic mapping with unbounded characteristic
function T(r). Then f has the Weierstrass property at the ideal boundary B of V.

Proof is an easy consequence of Theorem 1B.

4. In view of Theorem 3 we introduce the following definition.

Definition. Let f:V — M be a holomorphic mapping from an open Riemann
surface V having finite or infinite harmonic exhaustion, into M. The mapping f is
called transcendental iff

) limm = .

r=s T
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Remark. For the case s = oo, condition (7) is equivalent with condition (4). For
s < oo, condition (7) is equivalent with lim T(r) = oo.

Thus, if f : V— M is transcendental in the sense of our definition, then f has the
Weierstrass property at the ideal boundary B of V. Hence the boundary § of V behaves
as an essential singularity of the mapping f.

5. In this paragraph only open Riemann surfaces with finite Euler characteristic
x(V) are considered.

5A. If f: V> M is a transcendental mapping from a parabolic Riemann surface
into M, then the right hand side of the defect relation

(8) H;‘S(a) < x(M) + 2,

is finite, i.e. the set of deficient values is at most countable.

In the case of a Riemann surface with finite harmonic exhaustion, the condition
of transcendency does not ensure the finiteness of the right hand side of the defect
relation

©) agné(a) <xM)+x +e.

The finiteness of the right hand side of this relation is ensured by the following
condition:

(10) lim——" =0

5B. In the following, an interpretation of condition (10) is proposed.

Theorem. If f : V — M is a holomorphic mapping of an open Riemann surface,
admitting finite harmonic exhaustion, into M, for which condition (10) is valid,
then the covering surface (M)} is regularly exhaustible.

Proof. If the generalized L’Hospital’s rule (see Lemma 8.7 in [1]) is applied to
equation (10), we obtain

1
11 liminf —— =0.
(1) e (s—r) v(r)
Equation (11) proves our Theorem, see [3], p. 170, 18D. QED.

6. In [3], the following theorem has been proved (see [3], p. 118):

6A. Theorem. Let V be a parabolic Riemann surface. Every meromorphic func-
tion on V with the Weierstrass property assumes every value infinitely many times
in V except perhaps for a countable union of compact sets of capacity zero.
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6B. It is possible to generalize this theorem to the case of a holomorphic mapping
from an open Riemann surface admitting finite or infinite harmonic exhaustion,
into an arbitrary closed Riemann surface M.

Theorem. Let V be an open Riemann surface admitting finite or infinite harmonic
exhaustion, and M a compact Riemann surface. Every transcendental holomorphic
mapping f : Y — M assumes every value infinitely many times in Y except perhaps
Jor a countable union of compact sets of capacity zero.

Proof. IfK,,
K,={aeM; n(r,a) <n, re(ry,s)},

is of positive capacity then there exists a compact set K = K, such that K is of positive
capacity and ¢ontained in an open set U,. The set U, is determined by the following
conditions: U, = U, where {U, ¢} is a chart for which

o(U)={zeC, |z| <1}, ¢(U,) ={zeC, |z| <3}

Let g(z, a) denote Green’s function of the region U with a pole at ae U. For
aeU,ze M\U we put g(z, a) = 0.
First we prove the following assertion: For (z, a)e M x U,,

(16) u,(z) < g(z, a) + const.
holds.

The function u,(z) is, as a function of two variables (z, a), continuous on the
compact set (M\U) x U, (see Theorems 2.1 and 2.8 in [1]). Thus for (z, a)e
€ (M\U) x U, u,(z) is bounded, i.e. u,(z) < const.. For (z,a)e U x U, it is

(17) u(z) = log —— + .(2),
|z = 2(a)]
where ¢,(z) is a continuous function of two variables (z, @) on the compact set
U x U,. Thus for (z,a)e U x U, we have ¢,(z) < const.
Because g(z, a) is expressed in U as

(18) 9(z, a) = log 1 u(z, a),
|z — z(a)|
where v(z, a) is a harmonic function in a neighborhood of the point a, the validity
of inequality (16) is evident.
Let u be the equilibrium measure on K (for definition see C. Constantinescu, and
A. Cornea: Ideale Rinder Riemannscher Flichen, p. 48). Then

J g(z,a)du(a) <1 for zeU.
. )
Thus (16) implies

J. u,(z) du(a) < const. for zeM.
K
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Hence

f (@) dula) = J' K[ o, *dr]dy(a) - j ay[r].”xuao fdu(a)]*dr _ o(1).

avi(r]
Furthermore,
f N(r, a) du(a) = J‘ [I n(t,a)dt | du(a) =
K K ro =
= j [J n(t, a) du(a)] dt < const. r = O(r) .
ro K
Evidently

J.KT(r) du(a) = T(r) w(K).
From First Main Theorem we obtain
T(r) = 0(1) + O(r),

which contradicts the assumption of f being transcendental. Therefore the set K
is of capacity zero. QED.
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PATHS IN POWERS OF GRAPH

ELENA WiszToVA, Zilina
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1. Introduction. By a graph we shall mean a finite undirected graph with no loop
of multiple edge (i.e. a graph in the sense of monographs [1] or [2]). If G is a graph,
then we denote by V(G), V;(G), and E(G) the vertex set of G, the set of vertices of
degree one in G, and the edge set of G, respectively. The distance between vertices u
and v of G will be denoted by d(u, v, G). By the n-th power G" of G (where n > 1)
we mean the graph with the properties that V(G") = V(G) and that vertices u and v
are adjacent in G" if and only if 1 < d(u, v, G) < n. If n 2 1 and u is a vertex of G,
then we denote by G(u, n) the set of vertices which are adjacent to u in G".

If G, and G, are graphs, then we denote by G; U G, the graph with ¥(G, U G,) =
= V(G,) v ¥(G,) and E(G, v G,) = E(G,) v E(G,).

Let G be a graph. A path connecting vertices u and v in G is referred toasau — v
path in G. In the present paper a path in G will be regarded as a subgraph of G.
A path P in G is called hamiltonian if V(P) = V(G). We say that G is hamiltonian
if it contains a hamiltonian path.

Let G be a nontrivial graph. We say that it is hamiltonian-conneceted if for every
pair of distinct vertices u and v of G, there exists a hamiltonian 4 — v path in G.
Hamiltonian properties of powers of graphs, especially of the second and third
powers, were studied very intensively: see, for example, SEKANINA and CHARTRAND-
KAPOOR. Some further references can be found in LEsNIAK [7].

In the present paper we shall study a certain general modification of hamiltonian
connectedness for higher powers of graphs.

Let G be a graph. For every positive integer i, we denote by 2,(G) the set of all
ordered pairs (U,, U,) with the properties that U, and U, are disjoint subsets of V(G),
and |U,| = |U,| = i. Denote.

2(G) = ;Q@‘(G) .

Let (U,, U,) € 9(G). We shall say that a set 2 of baths in G is a (Uy, U,)-path
system in G, if

(i) given P € 2, then one end-vertex of P belongs to U,, and the other belongs
to U,,
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(i) [2] = [Ul,

(iii) every vertex of G belongs to at most one path in 2. We shall say that 2 is
a (Uy, U,)-path system on G, if it is a (Uy, U,)-path system in G, and every vertex
of G belongs to at least one path in 2. Let G be a tree, and let 2 be a (U,, U,)-path
system in (on) G", where n = 1. We shall say that 2 is n-good for G if for every
P e 2 and every pair of distinct vertices v and w of P it holds that if d(v, w, G) < n
andnou e V(P — v — w) belongs to the v — w path in G, then vw € E(P).

Let G be a graph, and let i be a positive integer. We shall say that G is i-traceable
if [V(G)| = 2i and for every (U,, U,) € 2//G), there exists a (U,, U,)-path system
on G. It is obvious that a nontrivial graph is 1-traceable if and only if it is hamiltonian-
connected. In the present paper we shall prove that if G is a connected graph with at
least 2i vertices, where i = 3, then G'*! is i-traceable. We recall four theorems
which will be very useful for this purpose.

Theorem A (J.-L. JoLIVET [3]). If G is a connected graph with at least n = 1
vertices, then G" is n-connected.

Theorem B (see Theorem 5.14 in HARARY [1]). A graph with at least 2n vertices
(n = 1) is n-connected if and only if for every (U, U,) € 9,(G), there exists a (U,
- U,)-path system in G.

Theorem C (M. SEKANINA [5]). If G is a nontrivial connected graph, then G* is
hamiltonian-connected.

Theorem D (M. Sekanina [6]). Let a, b, ¢ and be distinct vertices of a connected
graph G. Then there exista a — b path P, in G* and a ¢ — d path P, in G* such that
APy, P,} is a ({a, ¢}, {b, d})-path system on G*.

Corollary 1. Let G be a connected graph. If |V(G)| = 2, then G* is 1-traceable;
if |V(G)| > 4, then G* is 2-traceable.

2. Results. We first prove five lemmas.

Lemma 1. Let G be a connected graph with p = 2 vertices. Then for an arbitrary
pair of distinct vertices x and y of G there exists a hamiltonian x — y path P in G*
with the property that there exists s € G(x, 2) such that xs € E(P).

Proof. We prove the lemma by using induction on p. If p = 2, the result is obvious.
Assume that p = 3, and that the result is proved for every nontrivial connected
graph with at most p — 1 vertices. Let x and y be distinct vertices of G. Since G is
connected, there exists a spanning tree T of G. There exists exactly one vertex r of G
such that ry e E(T), and that r belongs to the x — y path in T. Clearly, T — ry
consists of two components, say T, and T,, where x € V(T,) and y € V(T,). Obviously,
at least one of the trees T, and T, is nontrivial.
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First, let T, be trivial. Then there exists s € V(T;) such that sy e E(T;). According
to Theorem C there exists a hamiltonian s — y path P, in (T;)>. If we denote by P
the path P, + xs, then we get the result of the lemma.

Next, let T, be nontrivial. Then there exists t € V(T, — x) such that t e T(y, 2).
By the induction assumption there exists a hamiltonian x — ¢ path P, in (T})?
with the property that there exists s € Ty(x, 2) such that xs e E(P,). If T, is trivial
and we denote by P the path P, + ty, then we get the result. Assume that T, is non-
trivial, and consider z € ¥(T,) such that yz € E(T,). According to Theorem C there
exists a hamiltonian z — y path P, in (T;)>. Obviously, d(t, z, T) < 3. If we denote
by P the path (P, U P,) + tz, then we get the result of the lemma, which completes
the proof.

Corollary 2. Let G be a connected graph with at least three vertices, and let
u € V(G). Then there exist vertices x, and y, of G — u such that x, € G(u, 1), y, €
€ G(u, 2), and that there exists a hamiltonian x, — y, path in G* — u.

Corollary 2 immediately implies the following result, which is due to Chartrand
and Kapoor [4]: If G is a connected graph with at least four vertices and u € ¥(G),
then G*® — u is hamiltonian.

Lemma 2. Let T be a tree with at least 2i vertices, where i = 1, and let (Ul, 2) €
€ 9(T). Then there exists a (U,, U,)-path system in T’ which is i- -good for T.

Proof. According to Theorem A, T is i-connected. From Theorem B it follows
that there exists a (U,, U,)-path system in T".

Consider a (Uy, U,)-path system 2 in T’ which has the following property: if
P e 2, then there exists no path P’ such that V(P’) = V(P), |V(P’)| < IV(P)I, and
that (Z — {P}) u {P'} is a path system in T'. We shall show that 2 is i-good for T.

On the contrary, we assume that £ is not i-good for T. From the definition of an
i-good path system it follows that there exists P, € 2 such that there exist distinct
v, we V(P,) with the properties that vw ¢ E(P,), d(v, w, T) 2 i, and that no ue
€ V(P, — v — w) belongs to the v — w path in T. Since v and w are distinct vertices
of P,, we have that there exists a v — w path Q in T* which is a subgraph of P,
Since vw ¢ E(P,), we have |[V(Q)| 2 3. We denote by P’ the path P, — V(Q — v — w).
Since P’ and P, have the same end vertices, we have that (? — {Py}) u {P'} is
a (U,, U,)-path system in T?, which is a contradiction. Hence the lemma follows.

Let T be a nontrivial tree, and let (U,, U,) e 2(T). We denote by T(U,, U,) the
minimum subtree T’ of T with the property that U, u U, = V(T’). Obviously,
Vi(T(Uy, U,)) € Uy U U,

We shall say that T is (U,, U2) -primitive if there exists 1o v V(T(Uy, U,)) —

— (U, v U,) with the property that each component T, of T — v satisfies (V(T,) N
N Uy, V(Tp) nU,) e 9(T,). It is obvious that if T is (U,, U,)-primitive, then
T(U,, U,) is also (U,, U,)-primitive.
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Lemma 3. Let T be a tree with at least 2i vertices, where i = 1, and let (Ul, Uz) €
€ 9(T). Assume that T is identical with T(Uy, U,), and that T'is (U, U,)-primitive.
Then there exists a (U, U,)-path system on T' which is i-good for T.

Proof. According to Lemma 2, there exists a (Uy, U,)-path system 2, in T*
which is i-good for T.
If 2is a (U,, U,)-path system in T%, then we denote

V(2) =QQQV(Q) .

Assume that 2 is a (U, U,)-path system in T* which is i-good for T, and that
there exists a vertex ve V(T) — V(2). Since T is (U,, U,)-primitive, there exists
a component T; of T — v such that (V(T,) n U,, V(T,) n U,) ¢ 2(T,). Therefore,
[V(T,) A Uy| # |V(T;) A U,|. Since |U,| = |U,| there exists a component T, of
T — v such that T, is different from T, and |V(T}) N U,| # |V(T;) n U,|. This
implies that there exists a path P € 2 with the property that there exists v, v, € V(P)
such that v,v, € E(P), and that v belongs to the v; — v, path in T. We denote by P’
the path obtained from P — v,v, by adding the vertex v and the edges v;v and vv,.
It is easy to see that (2 — {P})u {P'} is a(U,, U,)-path system in T’ which is
i-good for T, and that V(2 — {P}) u {P'} = V(2) u {v}.

If V(2,) = V(T), then 2, is a (U,, U,)-path system on T'. Assume that V(2,) *
+ V(T); if we reiterate the above procedure, then from 2, we can construct a (U,
U,)-path system on T* which is i-good for T.

Hence the lemma follows.

Let T be a nontrivial tree, and let (Uy, U,) e 2(T). If ve V(T(U,, U,)), then we
denote by T(v, Uy, U,) the component of T — E(T(U,, U,)) which contains v.
Further, we denote by m(T, Uy, U,) the number of vertices ve V(T(U,, U,)) —
— Vy(T(U,, U,)) with the property that T(v, U,, U,) is nontrivial.

Lemma 4. Let T be a tree with at least 2i vertices, where i 2 3, and let (U, U,) €

€ 2(T). Assume that T is (U, U,)-primitive and that m(T, U, U;) = 0. Then
there exists a (Uy, U,)-path system on T'*1.

Proof. We denote the tree T(U,, U,) by S. If v € V(S), then we denote T(v, U, U,)
by T(v). Moreover, we denote

W = {we V,(S); T(w) is nontrivial} .

Corollary 2 implies that for every w e W there exist x,, y,, € V(T(w) — w) such that
x, € T(w, 1), y, € T(w, 2), and that there exists a hamiltonian x, — y, path in
(T(w))® — w, say a hamiltonian path P(w). According to Lemma 3, there exists
a (U,, U,)-path system on S which is i-good for S, say a (U,, U,)-path system 2.
We distinguish two cases:
1. There exists no P, € # with the following properties:

(i) P, contains only two vertices, say a and b;
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(ii) a, be W; and

(iii) d(a, b, T) = i.

2. There exists Py € 2 with the properties (i)— (iii).

Case 1. Let P be an arbitrary path in 2, and let 4 and v be the end vertices of P.
There exist vertices #’ and v’ such that uu’, vv’ € E(P). Obviously, P is a path in T".
If u € W, then (P U P(u)) — uu’ + uy, + x,u’ is a path in T'*!. Let u, v e W; then
either |V(P)| 2 3 or d(u,v, T) < i; this means that (P u P(u) L P(v)) — uu’ —
— o' + uy, + x,u’ + v'x, + y,vis a path in T'*1, This observation yields that the
paths of 2 can be extended to a (U, U,)-path system on T**1.

Case 2. Without loss of generality we assume that a € U, and b € U,. We denote
by Z the set of all vertices of the a — b path in T which do not belong to U; u U,.
Since S is (Uy, U,)-primitive, we have that there exists no xe V(S — a — b) —
- ((Uy = {a}) v (U, — {b})) — Z such that every component S, of S —a — b — x
satisfies (V(So) N Uy, V(So) N U,) € 9(S,). Consider an arbitrary vertex ce Z.
We denote by S, or S, the component of S — ¢ which contains a or b, respectively.
Assume that ¢ has the following properties:

(1) Every component S, * S,, S, of S — c satisfies

(V(So) n Uy, V(So) nU,) € D(S,)
(2) either
[V(S) nUy| = [V(S) n U,  + 1,
[V(S,) n U, | = |V(S,) nU,| — 1
or
[V(S.) nUy| = [V(S) nUy| — 1,
[V(Ss) " Us| = |V(S;) n U, + 1.
Then every component Sg of S — a — b — c satisfies
(V(Sg) n Uy, ¥(S5) 0 Uyz) € D(So)-
We denote by Z’ the set of all ¢ € Z which have the properties (1) and (2). Moreover,
we denote Z, = Z' U {a, b}. Then every component S’ of S — Z, satisfies

(U, n V(S'), Uy 1 V(S)) e 2(S),
S is (Uy nV(S), U, n V(S'))-primitive
and S is identical with S'(U, n V(S’), U, n V(S')).

According to Lemma 3, for each component S’ of S — Z, there exists a (U; n V(S’),
U, n V(S’))-path system 2. on (S”)'~! which is (i — 1)-good for S’. Denote

P, = UPs., over all components S’ of S — Z,.
Subcase 2.1. Let |Zo| 2 3. Then there exists an a — b path P, in T*~* such that
V(Po) = Z, and that 2, U {P,} is a (U,, U,)-path system on S*~! which is (i — 1)-
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good for S. If we denote 2 = 2, U {P,}, we have a (U,, U,)-path system on S
which is i-good for S and which fulfils the condition of Case 1.

Subcase 2.2. Let |Zo| < 3. Then Z, = {a, b}. We denote by P, the graph with
V(P,) = {a, b} and E(P,) = {ab}. It is clear that S — a — b has exactly one com-
ponent. This implies that 2, is a (U, — {a}, U, — {b})-path system on (S — a —
— b)I~* which is (i — 1)-good for S — a — b (and therefore for S). Denote 2’ =
= Py U {Po}.

Subcase 2.2.1. Assume that there exists P, € ' — {P,} with the property that
at least two vertices of P,, say vertices v and w, belong to the a — b path in S. We
can assume that d(a, v, S) < d(a, w, S); for an illustration see Fig. 1. Obviously,

% Xr r S X Ye

: s
oo

Fig. 1.

Ya Xa a b Xy W

d(v,w, S) < i — 2. Since 2, is (i — 1)-good for S, we have that vw € E(P,). Let r
and s be the end vertices of P,. There exist vertices ' and s’ such that rr’ and ss’
are edges of P;. Without loss of generality we assume that if s € W, then r e W. We
denote by P, the path
(Po v P(a)) + ay, + x,b
and by P, the path
(Py U P(b)) + vxy + ypw, if r,s¢ W,
(PyuPB)UPE) +ovx, +yw+ry, +x0, if reW, s¢W,

(Py UP(b) U P(r) U P(s)) + vx, + W + X1 + 1y, + sy, + X8, if r,seW.

It is easy to see that both P, and P, are paths in T**!, If we continue for the paths
in #' — {P,, P,} as in Case 1, we can extend &' to a (U,, U,)-path system, say 2,
on T**! such that Py, P, € 2.

Subcase 2.2.2. Assume that for every Pe 2 — {P,} at most one vertex of P
belongs to the a — b path in S. Since d(a, b, S) = i, we have that for every P € ' —
— {P,} exactly one vertex of P belongs to the @ — b path in S. Since |V(S)| 2 2i,
there exists v € V(S) which is adjacent to a vertex on the @ — b pathin S, say a vertex z.
Since a, b € V(S), we have that a # z # b. There exists P; € #' — {P,} such that
v € V(P,). Obviously, there exists exactly one vertex w e V(P,) which belongs to the
a — b path in S. Without loss of generality we assume that d(a, z, S) < d(a, w, S).
We have that d(v, w, S) < i — 1. Since 2, is (i — 1)-good for S, we have that vw €
€ E(P,). Obviously, 2 < d(a,v,S) < i and d(y,, w, S) < i + 1. Assume that ve W
(see Fig. 2).
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If d(a, v, S) < i, then d(x,, x,,S) < i+ 1.
If d(a,v,S)=1i, then z =w, and therefore d(x,, x5, S) =4 < i+ 1 and
d(w, yb’ S) = 3. <

Fig. 2.

Let r and s be the end vertices of P;. The above observation shows that there exist
ana — bpath P§ in T'*' and a r — s path P in T**! such that V(P3) n V(P}) = 9
and

V(P3) v V(PY) = V(P,) v ¥(T(a)) v V(T(b)) v V(T)r)) v V(T(s)).

If we continue for the paths in 2’ — {P,, P,} as in Case 1, we can extend 2’ to
a (Uy, U,)-path system, say 2*, on T'* ! such that P, P} € 2*.
If T'is a tree with at least six vertices, then we denote

24(T) =i§3.oz,.(T) .

Lemma 5. Let T be a tree with at least six vertices, and let (Uy, U,) € 2*(T).
Assume that T is (Uy, U,)-primitive. Then there exists a (Uy, U,)-path system on
T'*!, where i = |U,|.

Proof. If m(T, Uy, U,) = 0, then the result follows immediately from Lemma 4.
Let m(T, U, U2) = 1. We shall assume that for every tree T’ with at least six vertices
and for every (Uy, Uy) € 9*(T") such that T’ is (U}, U3)-primitive and that m(T’,
U}, Uy) < m(T, Uy, U,) there exists a (Uj, Uj)-path system on (T7)"*!, where
v = Ui,

Sin|ce Im(T, Uy, U,) 2 1, there exists u e V(T(U,, U,)) — Vy(T(Uy, U,)) with the
property that T(u, Uy, U,) is nontrivial. We denote by S the graph T — V(T(u,
Uy, U;) — u). Obviously, S is a tree, (U,, U,) € 2*(S), and S is (U,, U,)-primitive.
Since m(S, Uy, U,) = m'T, Uy, U,) — 1, the induction assumption implies that there
exists a (U,, U,)-path system, say 2, on S'**. Let Q, be the path in 2 with the proper-
ty that u belongs to Q,. We distinguish the following two cases:

1. There exists Qe 2 — {Q,} with the property that there exist distinct v, w e
€ V(Q) such that vw € E(Q) and u belongs to the v — w path in S.

2. There exists no Q € 2 — Q, with the above property.
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Case 1. Corollary 2 implies that there exist x,, y, € V(T(u, Uy, U,) — u) such that
x, € T(u, 1), y, € T(u, 2), and that there exists a hamiltonian x, — y, path, say P,
in (T(u, Uy, U,) — u)>. Since d(v,w,S)<i+ 1 and Q + Q, we have that
d(v,u,S) < iand d(w, x,,S) < i + 1.

If d(v, u, S) < i, then d(v, y,, S) < i+ 1, and we denote by Q' the path
((Q — vw) U P) + vy, + wx,. If d(v, u, S) = i, then uw € E(S), d(v, x,. S) = i + 1
and d(y,, w, S) £ 3 < i, and we denote by Q' the path ((Q — vw) U P) + vx, +
+ wy,.

It is clear that Q' is a path in T**'. Therefore, (2 — {Q}) U {Q'} is a (U, U,)-
path system on T'*!,

Case 2. We denote by u, and u, the end vertices of Q, such that u, e U, and
u, € U,. Divide the tree S into two nontrivial trees S; and S, such that

(i) S is identical with S;uU S,,
(ii) V(Sy) N V(Sz) = {u},
(iii) u € ¥(S,), and
(iv) uy € V(S,) and u, € V(S,).
We denote by T, the tree S; U T(u, Uy, U,). Clearly, T is identical with T, U S,.
Since there exists no path Q e 2 — {Q,} with the property defined in Case 1, we

conclude that for every Qe 2 — {Q,} either V(Q) = V(T,) or V(Q) < ¥(S,).
Denote:

Uy, =U;nV¥(T),
Upp = (U0 V(Ty) v {u},
Uy = (U nV(Sy) v {u},
Uy, = Uy A V(S,).

Obviously, (Uyy, Uyz) € 2(Ty) and (U,y, U,,) € 2(S,). It is easy to see that T is
(Uyy, Uyy)-primitive, S, is (U,y, U,,)-primitive.

Since u € V(Ty(Uyy, Uy,)) N V(S2(Usy, Uyy)), we have that m(Ty, U,y, Uy,) <
< m(T,U,, U,) and m(S,, U,y, U,,) < m(T, Uy, U,).

Obviously, max (4, [Uy,| + 1, |Usy| + 1) £ i + 1. Combining the induction
assumption and Corollary 2, we get that there exists a (Uyy, U;,)-path system 2,
on (Ty)'*! and a (U,,, U,,)-path system 2, on (S,)'*!. Let P, €2, and P,e 2,
be the paths with the property that u e V(P,) n V)P,). Since T is identical with
T, u S, and V(T;) n V(S,) = {u}, we have that

(21 = {P1}) v (22 = {P2}) U {(Py L P,)}

is a (U,, U,)-path system on T***, which completes the proof.
Now, we can state the main result of the present paper.
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Theorem 1. Let i = 3 and let G be a connected graph with at least 2i vertices.
Then G'*! is i-traceable.

Proof. Since G is connected, it is spanned a tree T. Let (Uy, Uy) € 2(T). 1t is suf-
ficient to prove that there exists a (U, U,)-path system on T**!. '

It is easy to see that there exist vertex-disjoint subtrees T, ..., T, of T, where
k = 1, such that V(T) = V(T,) v ... U ¥(T;) and, for every j = 1,..., k,

(V(T)) n Uy, V(T;) nU;)e 2(T;) and
T; is (V(T;) n Uy, V(T;) n U,)-primitive .
Since i = 3, we have that
cmax (4, [V(T) AUy + 1,..., V() U, | + 1) S i + 1.
Combining Corollary 2 and Lemma 5, we get that for every j = 1, ..., k there exists

a(V(T;) n Uy, V(T;) n U,)-path system, say 2;, on (T;)** . This means that 2, u ...
... U @, is a (Uy, U,)-path system on T**. Hence the theorem follows.

Remark 1. G'*! in Theorem 1 cannot be replaced by G'. For example, if G is the
graphin Fig. 3 and U, and U, are the sets of vertices denoted by 1 and 2, respectively,
then there exists no (U, U,)-path system on G'.

Fig. 3.

Remark 2. According to Corollary 2, if G is a connected graph with at least four
vertices, then G* is 2-traceable. This power cannot be decreased. For example, if G
is the graph in Fig. 4 and U, and U, are the sets of vertices denoted by 1 and 2,
respectively, then there exists no (U, U,)-path system on G°.

In the end of the present paper we shall prove two results concerning 2-traceable
graphs.

Fig. 4.

Theorem 2. Let G be a 2-traceable graph with at least five vertices. Then G is
3-connected.

Proof. On the contrary, we assume that G is not 3-connected. Since |V(G)| > 3,
there exists a set U, of two vertices of G such that G — U, is disconnected. Let G’
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be a component of G — U, with the minimum number of vertices. Since |V(G)[ 25,
we have that IV(G) - U, - V(G')| = 2. Consider an arbitrary two-element subset U,
of ¥(G) — U, — V(G’). Let v e V(G’). It is obvious that in G the vertex v is separated
from U, by U,. This implies that there exists no (U,, U,)-path system on G, which
is a contradiction. Hence the theorem follows.

Theorem 3. Let G be a 2-traceable graph with at least five vertices. Then G is
hamiltonian-connected.

Proof. According to Theorem 2, G is 3-connected. Let u and v be distinct vertices
of G. Since G — u — vis connected, there exist distinct verticesaand bof G — u — v
such that ab € E(G). Since G is 2-traceable, there exists a ({u, v}, {a, b})-path system
on G. Without loss of generality we assume that there exist a u — a path P, and
a v — b path P, such that V(P,) n V(P,) = 0 and V(P,)u V(P,) = V(G). This
means that (P, U P,) + ab is a hamiltonian u — v path in G. Hence the theorem
follows.

Remark 3. The cycle with exactly four vertices is 2-traceable but not hamiltonian-
connected.
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&asopis pro péstovini matematiky, ro&. 105 (1980), Praha

EINE ISOPERIMETRISCHE UNGLEICHUNG FUR GESCHLOSSENE
KURVEN IM VIERDIMENSIONALEN RAUM

ZBYNEK NADENfK, Praha

(Eingegangen am 5. Mai 1978)

Im vierdimensionalen euklidischen Raum E, wird ein System von Orthogonal-
koordinaten x; zugrunde gelegt; stets i = 1, 2, 3, 4. Es bezeichne € eine geschlossene
rektifizierbare Kurve in E, mit dem Bogen s und mit der Gesamtlinge L; es sei

(1) x; = x{t), 7= (2n/L)se0,2n)

die Parameterdarstellung von ¢. Die Funktionen x; sind absolut stetig und haben
fast iiberall die (stets mit Strich bezeichneten) Ableitungen nach 7, welche quadratisch
integrierbar sind (vgl. [7], Abschn. 3).

Wir setzen

2n
(2) F,; = %J (xxj — xix;)dr, (i=1,2,3,4;j+i);
0

wenn die totalorthogonale Projektion von € auf die Koordinatenebene (x;x;) eine
einfache Kurve its, so its |F ; j| der Flacheninhalt des durch diese Projektion begrenzten
Bereiches. ’

[Nach V. HLAVATY ([5], Band I, Kap. I, Abschn. I) stellen die Funktionale (2)
* einen K-Punkt dar; wenn wir also fiir eine andere Kurve ¥* die Funktionale F‘,'}
bilden, so ist '

|Fi2F34 + Fi3Fs; + FiuF35 + F3,Ff; + FaoFl; + Fa3Fty|

eine Bewegungsinvariante. ]

I. J. SCHOENBERG [8] hat bewiesen, dass fiir eine Kurve €, welche noch auf E,
konvex ist, erstens %,IF 12F34 + Fi3F4 + F 14F23| das Volumen ihrer konvexen
Hiille ist und zweitens die Ungleichung besteht:

(3) L* — 2'n%(Fy3F34 + Fi3F4p + F14F33) 2 0;

die Extremalkurven sind spezielle Hyperkreise.
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L. BoCek [3] hat gezeigt, dass
(4) I* - 16n* Y F4 20,

i<j )
wo die Gleichheit nur fiir einen Kreis gelten kann (es handelt sich um das vier-
dimensionale Analogon zu einer Ungleichung in E; aus [2], S. 77).
Wir beweisen diesen Satz:

Es seien
(5) cij = —cji
beliebige reelle Zahlen, welche nicht alle Null gleich sind. Wir setzen
(6) C= Z‘cfj >0, ¢ =c13634 + C13€42 + €123 .
i<J

Fiir jede Kurve € gilt die Ungleichung

(7) L —d4nk™' ¥ ¢;;Fi; 2 0
i<j
mit
(8) k = [3C + }(C? — 4c?)'?]'2 > 0.

Das Gleichheitszeichen in (7) gilt dann und nur dann, wenn € ein Kreis ist, dessen
Parameterdarstellung — falls sein Mittelpunkt zum Nullpunkt gewdhlt ist —
folgendermassen geschrieben werden kann:

9) X; = p;cosT + q;sin 1,
wo die Konstanten p;, q; folgenden Gleichungen geniigen:
4 4
(10 kq,-+zlci_,-pj=0, —kp,-+ZCijq}=0.
Jj= j=1
Fiir die weiteren geometrischen Eigenschaften der Extremalkreise siche Abschn. 4.
Im folgenden unterscheiden wir die entgegengesetzten Félle
(11) Ci2 = 8C34, C13 = EC43, C14 = EC23;
(12) (€12 — €c34)* + (13 — €45)* + (14 — €653)> >0 (e = £1).

Wihrend im Fall (12) die Ebene des Extremalkreises (9) eindeutig als Durchschnitt
folgender vier dreidimensionalen Rdume

(13) (€126 — K*c34) X3 + (€3¢ — k?cq2) X3 +
+ (cr4¢ — kPcy3) x4 =0,
(c216 = K?cq3) x4 + (c23¢ = KPcra) x5 +
+ (c24¢ — k?c31) x4 =0,
(c316 — Kk%cy4) x; + (c35¢ — kPcqy) %, + (c3qc — k%¢y3) x4 =0,
(carc — k?c33) X1 + (cazc — kPcy3) X, + (cazc — kZeyy) x5 =0
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bestimmt ist, gibt es im Fall (11) eine zweiparametrige Familie von solchen Ebenen
(siehe wieder Abschn. 4).
Nach L. Bogek [3] folgt aus (4) die Ungleichung

14 L —4nC V2N, F;; 2 0
g =

i<y
mit der Gleichheit nur fiir einen Kreis, dessen Ebene aber schon wieder eine spezielle
Lage in Bezug auf das Koordinatensystem hat. Wegen k™' = C~%/2 ist (7) schérfer
als (14) (k' = C™ Y2 nur fiir ¢ = 0).
Wir heben noch zwei Spezialfélle hervor:

a) Es sei
(15) ' cl4=0, 024=0, C34=0;

wegen der Ungleichung in (6) gilt (12). Dann reduziert sich die Ungleichung (7) mit k
aus (8) auf

- 4"(‘—'32 + 35 + C§1)_”2 (c12F12 + €23F53 + ¢3:F3) 20
und das die Ebene des Extremalkreises bestimmende System (13) auf
X4 = 0, C32x1 + cl3x2 + CZ1X3 = 0 3

Es handelt sich also um das erwihnte Ergebnis von L. Bo&ek [3] fiir n = 3 oder um
den Fall der identischen Kurven aus [7] (siche (8) in [7]).

b) Es sei ¢;; + 0, ¢;3 = ¢34 = €33 = €34 = ¢34 = 0. Dann vereinfacht sich (7)
auf I* — 4n|c 5| ™" ¢;,Fy, 2 0 und (13) auf x4 = 0, x; = 0. Darin ist die klassische
isoperimetrische Ungleichung enthalten.

Im Abschn. 1 motivieren wir die Wahl (8) der Konstante k, im Abschn. 2 beweisen
wir die Ungleichung (7) und im Abschn. 3 entscheiden wir iiber die Gleichheits-
bedingung. *

1. Bekanntlich ist (vgl. [8], Abschn. 8 oder [7], Abschn. 3)

2n '
(1,1) J- (x® + x32 + x¥ + x?)dt = *[2n;
0

die durch k[2n multiplizierte linke Seite in (7) ist folglich in Hinsicht auf (2) gleich
(mit bisher unbestimmter Konstante k > 0)

2n . -
(1,2) I {k(x? + x52 + x3* + xi2) = ¥ e(xix; — xix;)} dr.
0 i<J

Angenommen, die Funktionen x(t) seien zweiter Klasse. Die notwendigen Bedin-
gungen fiir das Extremum des Funktionals (1,2) fiihren zu den Eulerschen Gleichun-
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gen. Sie bilden in diesem Fall fiir x; das d’Alembertsche System

(1,3) kx} + Zc x' =0

iy

mit dem charakteristischen Polynom

(1,4) A+ Ck™% + 2kt
(vgl. [6]). Die Nullstellen sind durch
(1,5) 22 =[-C £ (C* - 4c?)"?] : (2k?)

gegeben. Hier ist nach (6)
(1,6) C* —dc® = (] + 33 + c31 — cla — Cha — €ha)* +

+ 4c31C1a + €32024)% + HciaCoa + €13634)° + HC23C3a + €21€14)°
und man bestatigt leicht, dass

C? _ 4¢? {> 0 im Falle (12),

(1.7) =0 im Falle (11).

Da bekanntlich die zur einfachen Wurzel A von (1,4) zugehérende Lésung von (1,3)
von der Gestalt x; = y,¢** mit y; = konst. ist und da — wegen der Geschlossenheit
der Kurve % und wegen der Wahl (1) des Parameters © — nur periodische Losungen
mit der kleinsten Periode 2w in Betracht kommen, so ergibt sich daraus A = + i.
Nach (1,5) fiihrt das fiir k entweder zu (8) oder zu k = [$C — }(C* — 4c?)'/2]'/2,
Aber in diesem zweiten Fall (fiir geniigend kleines ¢?) ist k™! beliebig gross.

2. In diesem Abschn. zeigen wir, dass das Funktional (1,2) mit k aus (8) nicht-
negativ ist; dadurch wird die Ungleichung (7) bewiesen.
Fiir jedes k > 0 lasst sich (1,2) folgendermassen umformen:

2,1 1k E (x; + k1 E cl x;)? dt + 3k 2"(x’z - x?)dt +
( ) 17 Z
0

2n

+%kz dt — «}k'lz (Zc,’,-x‘,)2 dr.
0 i=1 Jo J=1
Die erste Summe im Ausdruck (2,1) ist offenbar nichtnegativ und was es die
nachfolgende Summe wieder (2,1) betrifft, so kann man die Nichtnegativitat errei-
chen: Wir verschieben den Nullpunkt in den Schwerpunkt der Kurve %; dabei
bleiben die Funktionale (1,1) und (2) unverdndert und fiir die Miuelwerte der
Funktionen (1) auf <0, 2r) gilt dann

(2.2) rnxi(t) dt=0,

0
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so dass nach dem Lemma von W. WIRTINGER (siehe [1], Kap. V oder [4], Kap. VII)
alle Integrale in der zweiten Zeile in (2,1) auch nichtnegativ sind.
Die zweite Zeile-von (2,1) lasst sich folgenderweise schreiben:

(2,3) e (5 (=T it - %

4
=1 i,j=1
i*j

4
(‘Zl cucj) X%} dt ;

stets haben wir (5) benutzt.
Im weiteren bleiben wir bei k aus (8).

4
In dem zu (12) entgegengesetzten Fall (11) folgt aus (5), (6), (8), dass k* = Zlcf o
=

4
Yeuci=0(i,j =1,2,3,4; i + j)ist und dass die Form in den Klammern { }
1=1

in (2,3) identisch verschwindet.
Im Fall (12) ist nach (8) und (1,7)

(2,4) 2% — C = (C* - 4c%)'2 > 0

und die Form in den Klammern {} in (2,3) ist gleich der durch die Konstante
k*(2k* — C) > 0 dividierten Form

(2,5) [(e12¢ — kPc3q) x5 + (c13¢ — kPegy) x5 +
+ (c14¢ — k%cp3) x4]* +

+ [(ca1¢ = kPcq43) x4 + (ca3¢ — k?cyq) x5 +
+ (cac — KPc3y) x4]% +
+ [(casc — kPcz4) X1 + (c32¢ — kPcqy) x, + (c3qc — kPcyy) x4 ) +

+ [(caze — kPc3z) Xy + (cazc — kPey3) X5 + (casc — k%cpy) x3]* .

Man verifiziert das nach einfachen Umformungen auf Grund von (5), (6) und (2,4).
Somit haben wir die Nichtnegativitit des Ausdruckes (2,1) oder (1,2) — und folglich
auch die Ungleichung (7) — bewiesen.

3. Um jetzt iiber die Gleichheitsbedingung in (7) zu entscheiden, miissen wir
bestimmen, wann die Summen in denzwei Zeilen von (2,1), deren Nichtnegativitat
wir im Abschn. 2 schrittweise bewiesen haben, verschwinden.

Fiir die erste Summe in (2,1) ist das genau dann der Fall, wenn

4
(3,1) x; + k—l Zcijxj =0.
- . j=1 .

Die nachfolgende Summe wieder in (2,1) verschwindet nach dem Lemma von
W. Wirtinger unter der Bedingung (2,2) dann und nur dann, wenn

(3,2) x{t) = picos T + g;sint (p;, g; = konst.).
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Die zweite Zeile von (2,1) verschwindet im Fall (11) identisch und im Fall (12)
nach (2,5) dann und nur dann, wenn die Gleichungen (13) gelten. Man bestatigt
unter Zuhilfenahme von (5), (6) und (8) oder (2,4), dass im Falle (12) der Rang der
Matrix des Gleichungssystems (13) gleich 2 ist.

Die Konstanten p;, g; in (3,2) miissen so gewéhlt werden, dass (3,2) eine Lésung
von (3,1) ist. Daraus ergeben sich die Bedingungen

(3,3) kq; +,~;c”pj =0, —kp; +j;c,.jqj =0.
Die Elimination von g; liefert

(34) k*p; +;§:1 l;"ucﬂpt =0

oder in ausfiihrlicher Schreibweise

Pi(k?* — ci2 — i3 — cla) —Pa(e13 €23 + Cra€aq) —

— Pa(c12€32 + €14€34) = Pa(C12€a2 + €13¢43) =0,
—pilc23cys + Cz4‘514) + pa(k* - 5y — €33 — c§4) =

— Ps(cz1631 + 024‘734) — pa(ca1€ar + ‘323"43) =0,
—Pi(€32€12 + €34€14) — Pa(C31€21 + €34C24) +

+ p3(k? — ¢ — €32 — €34) — Pa(C31€a1 + €32€42) = 0,
—Pi1(Ca2€12 + €43€13) — Pa(C€a1Ca1 + C43C23) —
— P3(Ca1C31 + Ca2€32) + Pa(k? — ¢y — ci; —¢23)=0.

Von jetzt ab unterscheiden wir die entgegengesetzten Fille (11) und (12).

Im Fall (11) verschwindet das System (3,4) identisch, wie leicht aus (5), (6) und (8)
folgt, und die Systeme (3,3) sind dquivalent. Folglich gilt in (7) das Gleichheitszeichen
nur fiir (9) = (3,2) mit (10) = (3,3).

Im Fall (12) zeigen wir zuerst, dass der Rang der Matrix des Systems (3,4) min-
destens 2 ist, dass also die Lsung von (3,4) hchstens von 2 Parametern a, § abhéngt.
Es bezeichne 4;; (i < j) die aus den i-ten und j-ten Reihen der Matrix von (3,4)
gebildete Hauptdeterminante. Unter Verwendung von (5), (6) und (2,4) erhalten wir

Ay; = (34 — ci5) K + ¢,C — 2¢y5034¢,
A34 = (c12 — €34) k* + €34C — 2c34¢5¢

und dhnliche Ausdriicke fiir 4,5, 4,4 und 4,4, 4,;. Angenommen, alle 4;; verschwin-
den. Die Elimination von c aus 4,,, 43, bzw. aus 4,3, 4,, bzw. aus 4,4, 4,, liefert

(3a — ¢l2) (2> = C) =0, (ci; —c}3)(2k* - C) =0,
(35— 3H@k*-C)=0,
was aber in Hinsicht auf (2,4) und (12) ein Widerspruch ist.
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Zweitens zeigen wir: Ist
(3.5) ) k? * iy + ¢33 + ¢y,
so ist die allgemeine Lésung von (3,4) durch
(3.6) P1 = a(casc — kPcyq) + Bk(ciaCra + €13€34)
P2 = ac31¢ — kPczq) + BR(c21€1a + €23C34)

Ps = a(ciz¢ — k%c34) + Phlcsicra + €32€24)

Py = Bk(—k* + ¢, + ¢33 + ¢3))
gegeben. Ist dagegen
(3,7 , k* =c2, + c3;, + 2,
so lautet die allgemeine Lésung von (3,4) bei ¢,3 + 0 folgendermassen:
(3.8) py = akesy + Bkey,,
p2 = —oakeys,
pPs = — Bkeas,
pa= 0.

Es geniigt zu beweisen, dass (3,6) und (3,8) fira =1, f =0odera =0, f =1
linear unabhéngige Lésungen von (3,4) sind.

Wir beginnen mit (3,5).

Eine lingere Rechnung, welche sich auf (5), (6) und (2,4) stiitzt, fiihrt zur Fest-
stellung, dass (3,6) fir « = 1, f = 0 oder « = 0, B = 1 tatséchlich die Lésungen
von (3,4) sind. Angenommen, sie seien abhéngig. Wegen (3,5) wire dann ¢4 =
= €335¢k™2, €34 = €316k™%, €34 = €1ock™?, also k%c = c(c}; + ¢33 + ¢%,) nach
(6). Fiir ¢ % 0ist das im Widerspruch mit (3,5). Fiir ¢ = O wire ¢;4, = ¢34 = €34 = 0
und (8) gibe den Widerspruch mit (3,5).

Gilt dagegen (3,7), so folgt daraus-unter Zuhilfenahme von (8) und (6) nach ein-
fachen Umformungen

(39) (12624 + €13¢34)* + (21614 + €23634)" + (c31€14 + €32€24)* = 0.
Aus der Ungleichung in (8), aus (3,9), (6) und (3,7) ergibt sich
(3.10) cy4 = ca3ck™?, Cp4 = C3ick™?, 34 = cypck™?; ckT? % £1,
weil wir den Fall (12) betrachten. Das System (3,4) reduziert sich dann auf
P1€23 + Pa€31 + P3c12 =0, . py = 0.
Die zu (3,6) oder (3,8) zugehorigen Konstanten g, ergeben sich aus (3,3):
(3,6%) gy = ak(cy3c24 + €13¢34) — PB(c23c — K?cyy),

g2 = ak(cz1¢14 + €23¢34) — B(csic — Kkcy4),
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qs = ak(c31c14 + €32€24) — B(C12¢ — k%Ca4),

q4 = ak(—kz + C{z + 033 + C%l);

(3’8*) g9y = 0Cy13C23 — Peascsy s
2 = 0C12C3y + Bclz + ¢33),
43 = —a(cdy + ¢31) — Beyacsy s
gs= 0.

Auf Grund von (5), (6) und (2,4) verifizieren wir, dass x; aus (3,2) mit p; und g,
aus (3,6) und (3,6*) oder (3,8) und (3,8*) auch die Gleichungen (13) befriedigen;
bei (3,8) und (3,8*), d. h. fiir (3,7), benutzt man auch (3,10) (vgl. Abschn. 4, Fall (12)
mit (3,7)).

4.Es bleibt noch, den geometrischen Sinn der obigen Losungen zu erklaren. Wir
bezeichnen mit y den im Nullpunkt gebundenen Vektor (yy, 2, V3, Va)-
Im Fall (11) ist nach (3,3), (5), (6) und (8)

(4.1) p.Pp=q.q9, p.q=0.

Folglich ist (3,2) = (9) fiir p.p > 0 die Parameterdarstellung eines Kreises in der
durch p und q aufgespannten Ebene. Diese Ebene hdngt von zwei Parametern ab.

Im Fall (12) mit (3,5) folgt aus (3,6) und (3,6*) in Hinsicht auf (5), (6) und (2,4),
dass wieder (4,1) gilt. Diesmal ist die Ebene des Extremalkreises als Durchschnitt
der vier Raume (13) eindeutig bestimmt.

Im Fall (12) mit (3,7) gilt ebenso (4,1). Nun reduziert sich nach (3,10) das die
Ebene des Extremalkreises bestimmende System (13) auf xc;3 + X5¢37 + X3¢15 =
=0, x4 = 0 (vgl. dazu die Ungleichung aus dem Absatz a) in der Einleitung).

Das 6-Tupel C = (cy,, €23, €313 Ca45 C1a, C24) ist ein Bivektor dann und nur dann,
wenn ¢ aus (6) verschwindet, d. h. wenn C der Pliickerschen Relation geniigt. Ist das
der Fall und setzen wir ¢; = (c;y, €3, €3, €14) (¢;; = 0), s0 ist €; A ¢; = ¢;;C. Das
6-Tupel

* _ (K _ * * _ Lox x  _ *
c* = (Clz = C345 C23 = C1q, C33 = C24; C34 = Cy35 C14 = C23, €24 = 031)

bildet einen Bivektor unter derselben Bedingung ¢ = 0. Sind C und C* die Bivekto-
ren, so sind sie orthogonal in dem Sinne, dass jeder der Vektoren c; zu jedem der
Vektoren ¢} orthogonal ist.

Dagegen das 6-Tupel
(4,2) cC — le* = (CCIZ = k2034, CCy3 — k2C14, CC3y — k2C24;
cc3q — k*cyz, ey — kP35 CCoq — k2c31)

ist immer ein Bivektor, da nach (5), (6) und (2,4) die Pliickersche Relation erfiillt ist.
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Der durch die i-te Gleichung (13) bestimmte dreidimensionale Raum ist zum Vektor
cc; — k*c} orthogonal. Folglich kénnen wir sagen:

Im Fall (12) ist die Ebene des Extremalkreises zum Bivektor (4,2) orthogonal.

Das ist in Ubereinstimmung mit der von L. Bo&ek [3] hergeleiteten Gleichheits-
bedingung fiir den Spezialfall (14) der Ungleichung (7) fiir ¢ = 0, wann der Bivektor
(4,2) zum Bivektor C* proportionell — also zum Bivektor C orthogonal ist; folglich
ist die Ebene des Extremalkreises zum Bivektor C parallel (d. h. die Bivektoren C
und p A qsind proportionell; vgl. [3], Satz 2).
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CONSTRUCTING THE MINIMAL DIFFERENTIAL RELATION
WITH PRESCRIBED SOLUTIONS

Jiki JArNIK, Praha

(Received May 16, 1978)

Let R" be the n-dimensional Euclidean space, &, the system of its nonempty
compact convex subsets, Xy = X, U {0}.

Let us denote by B(x, r), B(x, r) respectively the open and the closed ball in R*
with a centre x and a radius r.

Given M < R", then Q(M, ¢) is the e-neighbourhood of the set M, (M, ¢) the
closure of the neighbourhood. The symbol conv M stands for the closed convex
hull of a set M = R", m(A) is the (one-dimensional) Lebesgue measure of a set A —R.
If J is an interval, M < R", then the upper semicontinuity of a mapping F : J X
X M- A ,orF:J x M- A0 is defined in the usual way.

Our aim is to prove the following theorem:.

Theorem. Let « < f. Let E denote a set of functions x : J, = R" with the following
properties:

(i) for each x € &, J, is a closed subinterval of J = [a, B];
(ii) x is absolutely continuous;

(iii) there exists a function & : [a, f] » R* = [0, + ) with [% &(t)dt < 1 such
that |%(t)| < &(t) holds for almost all te J,;

(iv) to each x € E there is T, € J, such that |x(z,)| S 1.

Then there exists a mapping Q :H — X, where H = [a, f] x B(0, 2), such
that Q(t, ) is upper semicontinuous for almost all t € [a, B], each x € Z is a solution
of the relation

(1) %€ Q(t, x)

and Q is minimal in the following sense: if S:H — A3, S(t, *) is upper semi-
continuous for almost all t € [, B] and each x € & is a solution (on J,) of the rela-
tion

xeS(t x),
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then
Q(t, x) = S(t, x)
for almost all t € [a, B] and all x € B(0, 2).

Remarks. 1. Let us notice that the minimality property of Q guarantees its
uniqueness.

2. In addition to the upper semicontinuity of Q, it will be clear from the proof
that Q(t, x) = B(0, &(t)) (cf. condition (jii) of Theorem). Hence Q satisfies as-
sumptions for the existence of solutions of (1).

3. According to [1, Definition 1.4], a mapping F : H — X' belongs to the class
F9*(H — A7) if it satisfies the condition: to every ¢ > 0 there is a measurable
set A, = R such that m(R — 4,) < ¢ and the function F|g,c,xgn) is upper semi-
continuous; mappings from ¥2*H — #J) may be called Scorza-Dragonian
mappings as Scorza-Dragoni introduced the corresponding class of functions
f:H->R.

The main result [1, Theorem 1.5] applied to the mapping Q : H — %7 with the
properties specified in Theorem yields that there exists a Scorza-Dragonian mapping
Qo : H » X, which fulfils Qo(t, x) = Q(t, x) for almost all te [, ] and all xe
€ B(0, 2), and each u € Z is a solution of the relation

% € Qyt, x) .
Hence necessarily Q = Q,, i.e. Q is Scorza-Dragonian.
Proof of Theorem. If x, y are two functions satisfying conditions (i)—(iv),
let us introduce the distance g(x, y) in the following way:

Denote by J, = [a,, b,], J, = [a,, b,] the definition intervals of x, y, respectively,
and set

x(t) for telJ,,
x(t) = {x(a,) for a £t <a,,
x(b,) for b, <t=p;

then X : J — R". Introducing y : J — R" analogously, we define
o(x, y) = ma-l'x |%(t) = 5(1)] + |ax — a,| + |bx — b)| .
te.

It is easily verified that this formula defines a metric on the set of functions satisfying
(i)—(iv). We shall show that the set = has an at most countable dense (with respect
to g) subset. Indeed, set

I = {x:J - R"| x satisfies (ii), (iii), (iv)} -

The set = with the above defined metric g is naturally imbedded into the Cartesian
product I' x J x J. As I is separable in virtue of (ii)—(iv), we conclude that Z is
separable as well.

312



Consequently, there is an at most countable dense subset of =, say
V= {vl, Uy, ...} cE.
Let us denote
A; = {teJ, | o) does not exist}, i=1,2,...,
A =J-U 4;.
i=1
Then m(A) = B — a.
Let us define functions Q; : [«, f] x B(0,2) » X5, i=1,2,... by

_ ({0} for te[a,p]—4
@ g“x)‘%iﬁ{%m|%meﬁaﬁﬂn for ted
and put @
o(t, x) =iDlQi(" x).

We shall prove that the mapping Q has the properties from Theorem. First, let us
introduce an auxiliary result.

Lemma. Let x; : [a, B] = R" satisfy the assumptions (ii), (iii) of Theorem (with x
replaced by x;). Let there exist x : [a, f] - R,

x(0) = lim x,()

for all te[a, B].
Then

(1) ejam (0, %1a1(D), )

for almost all t € [a, B].
For this lemma, see [2, p. 395, Theorem D 18.3.10] or [3, Lemma 2].
Now we shall prove that each u € E satisfies the relation

(3) a(r) € (1, u(1))
for almost all t e J,. /

Indeed, since Vis a set dense in Z, there exists a sequence w; = v, € V,j = 1,2, ...,
such that

4 u(f) = lim w(t) .
jo o
According to Lemma there is a set A < [a, ], m(4) = B — a, such that
u(r) e.ﬂlconv {w;(8), wy41(0), ...}
=

forallte An J,.
Given t € A n A, there exists forevery positive integer i a positive integer j such that

conv {w;(t), w;+4(t), ...} = Qi(t, u(?)) .

313



(To this aim it is sufficient to choose j large enough to satisfy |w,(t) — u(f)| < i™*
for all g = j.)

Hence :

u(t)e Qt,u(t), i=1,2,...

for almost all t which implies (3) immediately.

Further, we shall prove that the mapping Q(t, -) is upper semicontinuous for almost
all te[a, B].

Let us first mention an elementary assertion which is an immediate consequence
of the compactness of the sets Q(t, x), i = 1,2, .... For every ¢ > 0 there is a positive
integer i(e) such that

(5) , Qi(t, x) = Q(Q(t, x), €)
for all i = i(e). Indeed, if this were not the case and if Q(t, x) + @ then we could
choose n > 0and a sequence z; € Q(t, x), |z; — y| = n > Ofor y € Q(t, x). However,
passing to a convergent subsequence if necessary we obtain z, € Q(t, x) for z, =
= lim z;, a contradiction. On the other hand, if Q(t, x) = @ then Q(t, x) =0 for i
sufficiently large and (5) is obvious.

Now let (¢, x,) € H and & > 0. Find i(e) so that (5) holds for i 2 i(¢) and suppose
|x — xo| < (2i(e))™", z € Q(t, x). Thenalso z & Qy;)(t, x), i.e. for every n > 0 there
exists a convex combination

ilﬂj 0,(t) 'glﬁj =1, ;>0

with v; e V so that

p
|2 “,Zlﬁj o(0)] <n
j=
and simultaneously
1

}x -_iiﬂj v,(t)] = 2i(e) ’

hence
P 1
[xo = X B vi(0)] < —.
=1 i(e)
This means z € Q;,(t, x,). Now we conclude from (5) that

Q(t, x) = Qaie(t: X) = Qi1 Xo) = 2(Q(t, %), €)

provided |x — xo| < 6 = (2i(¢))™* which proves the upper semicontinuity of the
map Q.

It remains to prove that Q is minimal in the sense mentioned in the theorem.
Let us suppose that S has the properties from the theorem, i.e. S : H = %5, S(t, *)
is upper semicontinuous for almost all t € [«, f] and each u € £ is a solution of the
relation

(6 %=5(x).
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Let ¢ > 0, te[a, B]. Then there exists a positive integer i with the following
property: if y € B(x, i) then
(7 S(t, y) = 2S(t, x), €) .

On the other hand, as the set Vis at most countable and all v; € V are solutions of
(6), there exists a set D = [«, B] with m(D) = B — « such that

(8) 0;(t) e S(t,v(t)) for teDnJ,, j=12,....
Let x € B(0, 1), te D n A. Then we have in virtue of the definition of Q; (see (2))
9) Qi(t, x) = conv {6,(t) | v,(t) € B(x, i™")} = conv U S(t, v,(t))
p

where the union is taken over all p such that
v,(t)e B(x,i7").
Consequently, (7) and (9) together imply
o(t, %) =fi 0.(t, x) = B(S(t, x). ¢).

The number ¢ > 0 has been arbitrary, hence the last inclusion holds for all ¢ > 0.
This implies immediately Q(t, x) = S(¢t, x) for all t € D n A, i.e. for almost all
t € [a, B] which completes the proof of the theorem.
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&asopis pro p&stovini matematiky, roé. 105 (1980), Praha

STRUCNE CHARAKTERISTIKY CLANKU OTISTENYCH V TOMTO CLANKU
V CIZIM JAZYKU

ZpENEK DOSTAL, Ostrava: [ -norm of iterates and the spectral radius of matrices. (1,-norma ite-
raci a spektrdlni polomér matic.)

V préci je odvozen rekurentni vzorec pro max {|4*|,:|d|, <1, |4|;=r, 4€C™, kde
r=21Y"_ 1 a k = n. Dile je explicitn& vy&islena matice, kterd maxima dosahuje.

OTAKAR JAROCH, Praha: Integral representation of orthogonal exponential polynomials. (Integral-
ni vyjadfeni ortogonalnich exponencidlnich mnohoélenti.)

Ortogondlni exponencidlni mnoholeny oep,(¢) jsou vysledkem ortogonalizace soustavy
exponencidlnich funkci v L,(0, 4-0) a maji aplikace v nékterych technickych a pfirodnich
védach. V &lanku se dokazuji dvé integralni vyjadieni, kterd odpovidaji integralu Schldfliho
a Laplaceovu z teorie Legendreovych mnoho¢leni.

KAREL SVOBODA, Brno: Characterizations of the sphere in E* by means of the pseudoparallel
mean curvature vector field. (Charakterizace kulové plochy v E* pomoci pseudoparalelnosti
vektorového pole stfedni kfivosti.)

V ¢&lanku je zaveden pojem pseudoparalelnosti vektorového pole & stfedni k¥ivosti a za pouZiti
této vlastnosti pole £ je dokdzdna 4-dimensiondlni verze klasické H-véty a jisté jeji zobecnéni.

JARMILA NOVOTNA, Praha: Variations of discrete analogues of Wirtinger’s inequality. (Obmény
diskretnich analogii Wirtingerovy nerovnosti.)

Clének je vénovan diskrétnim analogiim Wirtingerovy nerovnosti. Tfi z uvedenych nerovnosti
byly jiz dfive v literatufe zndmy. V ¢&ldnku je uveden jednoduchy postup dikazu hlavni véty
zaloZzeny na pouZiti redlnych trigonometrickych mnohoélenti, ktery umoziiuje dokéazat i jeji
zostfeni. Ze zdkladnich nerovnosti jsou odvozeny dalsi, pfip. také se zostfenim. V zavéru je
ukdazdno jedno pouZiti diskrétnich nerovnosti v geometrii.

Avrois KLi¢, Praha: Some remarks on the Nevanlinna theory of holomorphic mappings of Riemann
surfaces. (N&€kolik poznamek k Nevanlinnové teorii holomorfnich zobrazeni Riemannovych
ploch.)

V ¢lanku jsou studovdny vlastnosti transcendentnich holomorfnich zobrazeni otevienych
Riemannovych ploch do kompaktnich Riemannovych ploch.

ELENA WiszToVA, Zilina: Paths in powers of graphs. (Cesty v mocninach grafov.)

V ¢ldnku je Studovand istd modifikdcia hamiltonovskej suvislosti pre vy$§ie mocniny grafov.
Je zavedeny pojem i-priechodného grafu a dokazané, Zze ak G je suvisly graf s aspoii 2i vrcholmi,
kde i= 3, potom G'*! je i-priechodny.

ZBYNEK NADENIK, Praha: Eine isoperimetrische Ungleichung fiir geschlossene Kurven im vier-
dimensionalen Raum. (Izoperimetrickd nerovnost pro uzaviené kfivky ve &tyfdimensionilnim
prostoru.)

Pro délku kiivky a pro plo$né obsahy jejich projekci na 6 soufadnicovych rovin ortogondlniho
systému plati nerovnost s mnoha specidlnimi pfipady.
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Jiki JARNIK, Praha: Constructing the minimal differential relation with prescribed solutions.
(Konstrukce minimdlni diferencidlni relace s pfedepsanymi fesSenimi.)

Necht £ je mnozina absolutné spojitych a lokdlné omezenych funkci. Autor dokazuje, Ze existu-
je takové zobrazeni Q z R"*! do mnoZiny kompaktnich konvexnich mnozin v R", Ze kazda
funkce u € Z je feSenim diferencidlni relace x € Q(T, x) a pfitom Q je minimélni v tom smyslu,
Zze ma-li S obdobné vlastnosti, je (¢, x) = S(¢, x) pro skoro vSechna ¢ a viechna x.
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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 105 (1980), Praha

. RECENSE

John Wermer: BANACH ALGEBRAS AND SEVERAL COMPLEX VARIABLES. Graduate
Texts in Mathematics 35. Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—New York 1976. Stran ix + 161.
Cena DM 36,20.

Béhem posledniho &tvrtstoleti byly objeveny hluboké souvislosti mezi teorii analytickych funkci
jedné i vice proménnych a teorii komutativnich Banachovych algeber. Tak naptiklad G. E. Silov
uzil silnych prostfedkt teorie funkci k FeSeni takovych algebraickych otdzek jako je otdzka
existence netrividlnich idempotentii v Banachové algebie. Tyto problémy se dodnes nepodatilo
rozfedit jinou cestou. Na druhé strané pojmy vznikajici z teorie Banachovych algeber (prostor
maximalnich ide4ld, Silovova hranice, Gleasonovy &4sti aj.) vedly k novym otizkdm a novym
metodam v teorii funkci.

Recenzovand kniha je, jak sdm jeji ndzev dobfe vystihuje, vénovana této oblasti vztahi mezi
analyzou a algebrou. U (tenafe neptedpoklada prakticky zddné znalosti z teorie analytickych
funkci vice proménnych a potfebny aparat rozviji sobéstaénym zpisobem v mife nutné pro ucely
této knihy. V této &asti kniha sleduje vyklad R. Gunninga a H. Rossiho resp. L. Hé6rmandera,
jejichz knihy o teorii komplexnich funkci vice proménnych jsou u nds zndmy téz z ruského pre-
kladu. Z aplikaci v teorii Banachovych algeber, ke kterym Wermerova kniha sméfuje, jmenujme
operaéni kalkulus vice proménnych, Silovovu vétu o existenci idempotentii, Rossiho lokalni
princip maxima, ddle autorovu vétu o maximalité algebry analytickych funkci na jednotkovém
kruhu v algebfe viech spojitych funkci a Rudinovu charakterizaci algebry analytickych funkci
(obraceni principu maxima). Zejména na poslednim ptikladé je vidét, jak prirozené je uvazZovat
algebru jistych objektil, nikoli jen objekt saim. V téchto partiich se kniha vhodné dopliiuje s mono-
grafiemi A. Browdera, T. W. Gamelina a E. I. Stouta vénovanymi teorii uniformnich algeber.
V odli$nosti od nich je dalsi ¢ast Wermerovy knihy zaméfena hlavné na otdzky teorie uniformnich
aproximaci na kompaktnich mnoZinach v prostoru » komplexnich proménnych. V knize Game-
linové je systematicky probrdn rovinny pfipad (» = 1). Pro » > 1 Gplna teorie nexistuje, aviak
nékteré zavazné diléi problémy byly vySefeny. Domnivam se, Ze pravé v téchto otidzkach zaujme
kniha své originalni misto v matematické literature.

Jaroslav Zemdnek, Praha

Fred H. Croom: BASIC CONCEPTS OF ALGEBRAIC TOPOLOGY. Undergraduate Texts
in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—New York 1978. Stran x + 177, 46 obr.,
cena DM 36,—.

O algebraické topologii bylo napsano mnoho praci, monografii i u¢ebnic. Téméf viechny se
hemzi posloupnostmi pismen a $ipek, z nich jsou sestavovany riizné diagramy a smysl toho vieho
nezasvéceny Ctendf jen t€Zko muze vyjadfit natoZ pak ocenit obyCejnymi slovy. Recenzovana
kniha Freda Crooma viak zarucené neni tohoto druhu. Pfedeviim se &tenaf koneéné dozvi, Ze
algebraickd topologie se snazi studovat zcela pfirozené otdzky jako je napf. struktura (rozloZeni)
dér v topologickém prostoru nebo pojem souvislosti topologického prostoru. Pro tyto udely
vytvafi se urCity algebraicky aparat, sloZeny z jistych grup, pomoci n€hoZz lze srovnavat resp.
charakterizovat vlastnosti ptivodnich prostorti. Smysl algebraické topologie vyplyva tedy z ucin-
nosti algebraickych metod pfi feseni problémi v topologii a geometrii.
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Autor nasel zfejmé jedinou rozumnou cestu pro uvedeni zacatednika do oblasti algebraické
topologie. Zakladni duraz je kladen na f4dnou motivaci zavddénych pojmu. Kniha je prostoupena
velmi cennymi historickymi poznidmkami s uvedenim problémi, jez byly aktudlni v obdobi
vzniku algebraické topologie a tento vznik vlastné vyvolaly resp. ovlivnily pocateni vyvoj (jde
zejména o problémy spojené s roztindnim roviny, exaktni dikaz Jordanovy véty apod.). To zpt-
sobuje, Ze knihu bude schopen ¢&ist, a to dokonce se znaénym potéSenim, kazdy matematik
véetné posluchacu vysokych $kol.

Jsou vyloZeny dva zplisoby zavedeni algebraického aparatu: homologie a homotopie. V samot-
né algebraické topologii nejde oviem kniha pkili§ daleko, zistiva na elementdrni urovni: geo-
metrické komplexy a polyédry, simpliciidlni homologické grupy, simplicidlni aproximace, funda-
mentdlni homotopickd grupa, nakryvaci prostory, vy$§i homotopické grupy a né€které dalsi
otazky (jako napt. Lefschetzova véta o pevném bodu a jeji disledek — véta Brouwerova).
Neékteré hlubsi vysledky, jejichz formulaci muze ¢tenaf na dané drovni porozumét a ocenit jejich
smysl, jsou uvedeny bez diikkazu. V knize jsou také vhodna cviCeni a tii dodatky pro osvézeni
zakladnich védomosti z teorie mnozin, obecné topologie a algebry. Myslim, Ze je to jedna z nej-

darilejsich knih ledni dobé.
ZCARHIEASICL KIhl. §- posiednl da Jaroslav Zemdnek, Praha

1. Stewart: LIE ALGEBRAS GENERATED BY FINITE-DIMENSIONAL IDEALS.
Research Notes in Mathematics 2. Pitman Publishing, London—San Francisco—Melbourne
1975. Stran 154. Cena neuvedena.

Autor se pokousi o jisty pfistup k teorii nekone¢né-dimenzionalnich Lieovych algeber zaloZeny
na zobecnéni strukturni teorie kone¢né-dimenziondlnich Lieovych algeber nad algebraicky uza-
vienym télesem charakteristiky nula. Motivaci pro tento pristup se staly analogické postupy
v teorii grup pti pfechodu od grup kone¢nych k nekoneénym. Myslim, Ze je to vhodna cesta i pro
nespecializovaného ¢tendre k proniknuti do teorie Lieovych algeber.

Jaroslav Zemdnek, Praha

0tté Steinfeld: QUASI-IDEALS IN RINGS AND SEMIGROUPS. Disquisitiones Mathe-
maticae Hungaricae 10. Akadémiai Kiad6, Budapest 1978. Stran xi + 154. Cena neuvedena.

V pologrupé S se kvazi-idedlem, podle definice, rozumi neprazdna podmnozina Q, ktera spliiuje
inklusi S N SQ < Q. Obdobné v asociativnim okruhu A je kvazi-ideal definovdn jako (adi-
tivni) podgrupa Q aditivni struktury {4, + ), kterd spliiuje inklusi Q4 N AQ S Q. Tento
pojem zobeciiuje pojem jednostranného idedlu v obvyklém smyslu. Je viak zajimavé, Ze také napf.
prunik levého a pravého idedlu je kvazi-idedlem. :

Pojem kvazi-idedlu zavedl autor této knihy v letech 1953—1956 ve snaze pochopit analogie
resp. odliSnosti mezi dvéma velkymi oblastmi algebry — teorii okruht a teorii pologrup. Recen-
zovana kniha shrnuje a uspofadava prakticky vSechny vysledky, kterych se v tomto sméru dosud
dosahlo. V novém oboru pracovalo aktivné asi dvacet matematiki. Mnoho zajimavych problému
zustdva otevienych. Tyto jsou uvedeny na pfislusnych mistech v textu a je$té jednou drobnéjsim
tiskem na konci knihy. Myslim, Ze v dobé stdle vét§iho pronikani algebraickych metod do nej-
raznéjsich odvétvi matematiky muze tato mlada teorie i kniha ji vénovana sehrat ispé€$nou roli.

Jaroslav Zemdnek, Praha

E. E. Moise, GEOMETRIC TOPOLOGY IN DIMENSIONS 2 AND 3. Springer Verlag,
Berlin—Heidelberg—New York 1977, 92 obr., x + 262 str., cena DM 45,—.
Kniha se zabyva topologii metrickych, separabilnich, lokdlné euklidovskych prostort, zkracené
variet, dimenze 2 a 3. Obsah lze rozdélit do tfi vétsich celku:
I. Topologie 2-dimenzionalnich variet — kapitoly 1.—8. a 21.—22.
II. Topologie euklidovskych prostori R, a Ry — kapitoly 9.—20.
III. Topologie 3-dimenziondlnich variet — kapitoly 23.—36.
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Cést 1. obsahuje tfi hlavni vysledky. Jsou to triangulagni v&ta: Kazdd 2-dimenziondlini varieta
je triangulovatelnd (kap. 8). Hauptvermutung: KaZdé dvé triangulace téZe 2-dimenziondlini variety
jsou kombinatoricky ekvivalentni (tj. existuji zjemnéni téchto triangulaci, kterd jsou izomorfni)
(kap. 8). V kapitole 4 je dokdzdna Jordanova véta. Tfetim hlavnim vysledkem je klasifikace
kompaktnich 2-dimenziondlnich variet v kapitoldch 21.—22. Zde jsou také spolitany Eulerovy
charakteristiky a homologické grupy téchto variet.

Kapitoly 9.—20. jsou vénovany studiu euklidovskych prostort dimenze 2 a 3.

Triangulovatelnd podmnozina M euklidovského prostoru R, se nazyva krotkd (tame), existu-
je-li homeomorfismus prostoru R,, ktery zobrazuje M na polyedr. V opaném pfipad€ se nazyva
divoka (wild).

Také zde jsou dokdzana tfi hlavni tvrzeni tykajici se R,.

a) Schonflieova véta: Uzdvér vnitfku topologické kruzZnice v R, je homeomorfni s 2-dimenziondlnim
simplexem (kap. 9).

b) KaZdd triangulovatelnd podmnoZina R, je krotkd (kap. 10).

¢) Kazidy homeomorfismus dvou kompaktnich, totdiné nesouvislych podmnozin R, lze rozsifit na
homeomorfismus celé roviny R, (kap. 13).
Kapitola 17. obsahuje slabsi verzi Schonflieovy véty ve tteti dimenzi: Pro kaZdou polyedrdlni

sféru S v Ry existuje po &dstech linedrni homeomorfismus R, ktery S zobrazuje na hranici 3-dimen-
ziondlniho simplexu.

Kapitoly 18.—20. obsahuji pfiklady, které vyvraceji véty a), b), ¢) v prostoru R;. Je zde
Antoineova konstrukce totdln€ nesouvislé kompaktni mnozZiny v Rj, jejiz dopln€k neni jednoduse
souvisly. Pomoci této mnoZiny je zkonstruovdna divokd useCka a divokd sféra v R3. Dilkaz
divokosti je zaloZzn na skutenosti, Ze Zddnd z téchto mnoZin nema jednoduse souvisly doplnék.
Tyto ptiklady jsou v néasledujicich kapitoldch vylepSeny o divokou usecku a divokou sféru
s jednoduse souvislymi dopliiky.

Zbyvajici ¢ast je vénovana 3-dimenziondlnim varietdm. Zikladnim prosttedkem studia je
Papakyriakopoulosova véta (Loop theorem): Bud M 3-dimenziondlni varieta s hranici B a necht K
Jje triangulace M. Necht ddle existuje spojité zobrazeni kruznice do B, které je homotopicky trividlni
v M a neni homotopicky trividlnf v B. Potom existuje polyedrdlni (vzhledem k triangulaci K) 2-di-
menziondin{ burika X, jejiZ hranice lezi v B a neni v B homotopicky trividlni (kap. 25). Ddle jsou
dokazana néktera zesileni Papakyriakopoulosovy véty a s jejich pomoci je vybudovan aparat
k diikazu trianguladni véty a Hauptvermutung pro 3-dimenzionalni variety (kap. 3 5. a 36.).

Kapitola 28. obsahuje ptiklad 3-dimenziondlni kompaktni souvislé variety, kterd neni jednodu-
e souvisl4 a jejiz homologické grupy se rovnaji homologickym grupam 3-dimensiondlni sféry.

Cést 1. s vyjimkou kapitol 21. a 22. je elementirni a nevyZaduje 24dné predbé?né znalosti,
stejné jako tvrzeni o rovin€ v ¢asti II. Ke konstrukci protiptikladi v R; je hojné vyuZivdna teorie
uzll, kterd je v potfebné mife uvedena. Bez diikazu jsou ponechdna pouze tvrzeni tykajici se
fundamentédlni grupy. Polinaje kapitolou 22. je pfedpokldddna znalost homologickych grup
simplicidlnich komplexi. RovnéZ bez diikazu je ve tfeti ¢dsti pouZita Poincarého dualita a van
Kampenova véta o fundament4lni grupé sjednoceni dvou topologickych prostori, jejichZ prinik
je jednoduse souvisly. .

Prakticky cela &ast III. klade zna¢né ndroky na prostorovou predstavivost.

Jiri Tima, Praha

C. C. Heyde, E. Seneta: 1. J. BIENAYME STATISTICAL THEORY ANTICIPATED.
Springer-Verlag, New York—Heidelberg—Berlin 1977. Studies in the History of Mathematics
and Physical Sciences 3. xiv 4+ 172 stran, 1 obr., cena DM 46,—.

Kniha je nejen vyznamny pFispévek k dosti zanedbdvané historii matematické statistiky, ale
i pfipomenutim dila vynikajiciho, i kdyZ dnes jiZ téméf zapomenutého francouzského statistika,
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1. J. Bienaymé (1796—1878). Autofi uvadéji étendfe do zajimavého matematického svéta tehdejsi
doby a ve svétle soucasného stavu teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky diskutuji
Bienaymého prispévky teorii i aplikacim. Jejich hloubka i §ife soutasného matematika, ktery
toto jméno zna nejvyse v souvislosti s Bienayemého-CebySevovou nerovnosti, prekvapuji. Vzdyt
Bienaymé predstihl Galtona a Watsona o 28 let pfi studiu jednoduchého vétviciho se procesu,
vyznamné jsou jeho ptispévky k zdkonim velkych &isel v souvislosti se studiem statistické homo-
genity a stability, nalezl simultdnni konfiden¢ni oblast pro koeficienty vicendsobné normalni
regrese, zformuloval centralni limitni vétu v bayesovském modelu teorie pravdépodobnosti,
byl prvnim statistikem, ktery si uvédomil princip postaditelnosti, vyznamné jsou jeho ptispévky
v demografii.

JiZ tento struény vycet ospravedliiuje titul monografie.

Bienaymé byl vynikajici védeckou osobnosti své doby (od r. 1852 ¢lenem francouzské akademie)
a fundované napsand monografie je nejen ocenénim jeho dila, ale i zajimavym materidlem pro
historiky matematiky a vabec pro vSechny statistiky, ktefi se zajimaji o filosoficko-historické
zdroje své védy.

Josef Stépdn, Praha

F. Rehbock: GEOMETRISCHE PERSPEKTIVE. Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—
New York 1979, str. ix 4+ 155, 80 stran obrazki, cena DM 29,50.

Knih, ve kterych lze najit pouceni, jak snadno a jednoduse konstruovat ndzorné perspektivy
bud hotovych objektii nebo jejich navrhii pred realizaci, neni mnoho, klade-li se souasné navic
pozadavek teoretického zdivodnéni. Jednou z nich je pravé tato kniha. V ni pouZil autor stejné
metodické uspofadani jako ve své knize Darstellende Geometrie, ktera vysla v témz nakladatelstvi
poprvé v roce 1957, v 2. opraveném vyddni v roce 1964 (jeji recense je v Apl. mat. 10 (1965),
154—155) a v roce 1969 jiz ve 3. vydani. Autortv pfistup k vykiadu spo¢iva v tom, Ze vlevo od
obrazové strany je vidy text a lze proto pfti studiu knihy bez rusivého obraceni listi sledovat vie
co spolu souvisi.

Teoretickad &ast je ¢lenéna do Sesti odstavcl, zavér tvori prakticky odstavec vhodné nazvany
,,Obrazy bez textu — podnéty‘‘.

V prvnim odstavci je vyloZen zaklad sttedového promitdni se zfetelem k vyuZiti v geometrické
perspektivé, v nasich uéebnicich Castéji zvané trojibéznikova perspektiva. Uz zde se v obrazech
doprovézejicich text objevuji technické objekty, nap¥. krabice v rtiznych polohich vzhledem
k pramétné, Zelezni¢ni koleje s praZci a kfizovatkou se silnici (v téZe urovni) apod.

V druhém odstavci jsou pojednany obrazy rovnobéznych pfimek a rovin nejen v tzv. obecné
poloze, nybrz i pro jejich zvla$tni polohu k primétné i zvolené zdkladni roving€, zejména ve spe-
cidlnim pfipadé€ tzv. linedrni perspektivy.

Ve tfetim odstavci nasleduje vyklad o kolmosti pfimek a rovin v geometrické perspektivé,
¢tvrty a paty odstavec obsahuje dalsi daleZité pojmy tykajici se méfeni iihli a usetek. Viestém
odstavci jsou aplikovany vyloZené pojmy a konstrukce v linedrni perspektivé zvlasté na sestrojeni
vlastnich a vrZenych stini daného objektu, na perspektivu kruZnice a jeho zdvér tvori vyklad
k pouziti vdzané perspektivy zvlasté v tzv. architektském uspofddani.

Pri studiu knihy je oviem nutné, aby &tendF vie co je vykladano (na sudé strance) a je doprova-
zeno pFislu§nym obrazkem (na liché strdnce) sam si znovu rysoval a to zejména proto, Ze v obraz-
cich, které jsou znalné vétsi nez je obvyklé v nasich uéebnicich, jsou imysIn€ vynechdny pomocné
konstrukce. Také ozna&eni pojmi je jiné nez u nds, pfi pozorném &teni nedini potize, navic jsou
viechny dulezité pojmy a jejich oznadeni uvedeny souhrnné na zvlastni strance na konci knihy.
Linedrni perspektiva jako &ast deskriptivni geometrie neni jiz v ulebni osnové pro gymnizia.
Na stavebnich fakultach a fakultdch architektury vysokych technickych $kol vzhledem k nyné&;jsi
hodinové dotaci je tfeba ji vyklddat vice z hlediska praxe a jako velmi dobry metodicky navod
miuZe poslouZit pravé Rehbockova kniha, jejiz zpusob vykladu je oviem vhodny také pro zédjemce
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z Yfad studenti a absolventi Akademie vytvarnych uméni a Vysoké skoly umélecko-primyslové.

Jedn4 se o velmi pékné ptipravenou publikaci a i kdyZ co do obsahu neni v ni zdaleka uvedeno
tolik latky jako napf. v.uCebnici Kadetavek-Klima-Kounovsky: Deskriptivni geometrie 1, pfinasi
z hlediska metodiky nékteré nové prvky pro vyuku a psani ucebnic deskriptivni geometrie.

Karel Drdbek, Praha

Oswald Giering, Otto Kozinowski, Hans Seybold: KONSTRUKTIVE INGENIERGEO-
METRIE. Carl Hansen Verlag, Miinchen—Wien 1976, str. 176, obr. 174.

V této udebnici deskriptivni geometrie pro vysoké technické $koly je velmi stru¢né a u vétsiny
vét, zvlasté souvisejicich s diferencidlni geometrii kiivek a ploch, bez ptislusného dikazu, vylo-
zeno vse, co z této discipliny potiebuje student pro dal§i pouZiti v teoretickych i praktickych
pfedmétech. Je viak zndmo, Ze deskriptivni geometrie neni v ucebnich osnovéach vétsiny technic-
kych 8kol, i kdyZ na druhé strané napf. absolventi mnichovské techniky s deskriptivni geometrii
jsou obvykle ptijimani pted t€mi, ktefi ji za svého studia neabsolvovali.

Rovnéz v praxi lze knihu s uspéchem vyuZivat a to pravé vzhledem k praktickym aplikacim
v ni obsaZzenym. Cely vyklad je rozvrzen do 16 kapitol a pouZiva se v ném dusledné uivah v rozsi-
feném euklidovském prostoru. Po zobrazeni bodu, pfimky a roviny je zavedena nejdfive afinita
mezi dvéma riznob&Zznymi rovinami, pak v roviné a jeji pouziti pro konstrukce elipsy. Pro
prifazené pravouhlé pruméty se disledné pouziva pravotoCivy systém soufadnic. V tzv. Mon-
geové promitdni (ndzev pouzivany nyni v naSich ucebnicich) jsou provedeny vSechny zakladni
ulohy polohy a metrické ulohy. Velmi ¢asté je pouziti tfeti primétny pfi feSeni jednotlivych uloh.
Uvahdm o ktivkach a plochich predchazeji pomocné konstrukce tykajici se diferencialné geo-
metrickych vlastnosti s aplikaci na vlastnosti skute¢ného a zdédnlivého obrysu. Po klasifikaci
ptimkovych ploch jsou uvedeny nejjednodusi vlastnosti hyperbolického paraboloidu a jednodil-
ného hyperboloidu, jako jedinych ploch s dvéma soustavami povrchovych p¥imek. Kuzelose¢ky
jsou pojednéany jako rovinné fezy rotacni kuzelové plochy s jednotnou definici vyuzivajici fidici
pfimky a z toho teprve plynoucimi ohniskovymi vlastnostmi. Rovinny fez kuZelové plochy je
pouzit pro vyklad o pojmu kolineace. Pro plochy druhého stupné, rota¢ni plochy a rourové
plochy po zakladnich pojmech nésleduji jejich zakladni konstrukce. Priniky ploch jsou konstruo-
vany bodové, zvlaité je ukdzdna konstrukce teény v bod€ priniku. Pfi téchto konstrukcich je
uzito také Dupinovy indikatrix a Meusnieurovy véty. Po ukdzce rozvinuti ploch s konstrukci
rozvinutelné plochy spojujici dvé dané rovinné ktivky je vyuZit Sroubovy pohyb ke konstrukci
kruhové Sroubovice s jejimi nejdiileZitéj$imi vlastnostmi a nékterych technicky dilezitych Sroubo-
vych ploch. Kniha je ukoncena vykladem o kétovaném promitani s aplikaci v topografickych
plochich a axonometrickym promitdnim, specialné pak pravotihlou axonometrii. Zavér je poplat-
ny dobé: jde v ném o tzv. konstruktivni poéitaovou geometrii, kde jsou velmi stru¢né uvedeny
zasady pouziti kresliciho stroje.

Textem je rozsah knihy velmi maly, vétSina stran je zaplnéna obrazky jednak doprovazejicimi
text, jednak urenymi pro cviteni (tzn. Ze je tu uloha d4na zdkladnimi tidaji a student ma do néj
zakreslit jeji prisluiné feSeni). Domnivam se, Ze kniha ma ziskat dal$i zdjemce o deskriptivni
geometrii a jeji aplikace v praxi a tim zpétné pusobit pro jeji vétsi uplatnéni ve vyuce zdkladnich
teoretickych pfedméti na technickych §koldch, moZnd i pro jeji zavedeni — asponi v zdkladech —
na stfedni 3koly v NSR. Pro naSe poméry neni vhodny zpisob vykladu pouzity v knize: na jeji
rozsah je tu piili§ mnoho véci uvedeno bez dikazu, dile je zde znaéné praktickych aplikaci
(i kdyz jinak potfebnych), které ma Etendf sdm provést, takoyou tlohu staci uvést jako cvi¢eni

na konci jednotlivych odstavci.
Karel Drdbek, Praha

J. Lindenstrauss, L. Tzafriri: CLASSICAL BANACH SPACES II, Ergebnisse der Mathematik
und ihrer Grenzgebiete 97, Springer-Verlag Berlin, Heidelberg, New York, 1979; 243 stran, cena
DM 78,—. '
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Kniha je druhym dilem &tyidilné prace, kterd si klade za cil seznamit Ctendfe s hlavnimi
vysledky a modernimi sméry vyzkumu v geometrii Banachovych prostord, s dirazem na studium
struktury tzv. klasickych Banachovych prostori, jako jsou prostory C(K), L,(x), apod.

Zatimco prvni dil (Classical Banach spaces I, Springer-Verlag 1977) se zabyvd prostory po-
sloupnosti, tento dil, nazvany Prostory funkci, je vénovan pfevazné€ studiu Banachovych svazi.
Od &tenafte se predpoklada kromé znalosti bézné latky z funkcionalni analyzy a teorie miry rovnéz
znalost prvniho dilu knihy.

Kniha je rozdélena na dvé ¢asti. Prvni z nich, obsahujici sedm kapitol, se zabyvd obecnou
teorii Banachovych svazii. Prvni kapitola je uvodni, druhé dvé jsou vénovany representaci a struk-
tufe podprostori Banachovych svazi. Zvlastni pozornosti zasluhuje kapitola &tvrtd, kde je
detailné studovédna teorie p-konvexity a p-konkavity, ktera je uZiteCnym ndastrojem ke studiu
Banachovych svazi. Dalsi dvé kapitoly jsou vénovany pojmim uniformni konvexity a hladkosti
prostoril a pojmu typu a kotypu, a to nejen pro piipad Banachovych svazil, ale i pro obecné
prostory. Sedma kapitola se zabyva vlastnosti aproximace, obsahuje Szankowského priklad
uniformné konvexniho Banachova svazu, ktery nema vlastnost aproximace (tedy ani Schaude-
rovu basi).

Druhd c&ast, obsahujici opét sedm kapitol, se zabyva specidlnimi typy prostori méfitelnych
funkci nad prostorem s mirou £, které jsou invariantni vzhledem k libovolné miru zachovavajici
transformaci prostoru € (tzv. r.i. prostory). V prvni kapitole jsou uvedeny zakladni vysledky
a priklady r.i. prostorti nad intervalem (omezenym i neomezenym) s Lebesgueovou mirou, druh4
kapitola obsahuje Boydovu interpolacni vétu, kterd zobeciiuje klasické interpolaéni véty Rieszo-
vu-Thorinovu a Marcinkiewiczovu. Treti a Ctvrta kapitola studuji bezpodmine¢nost basi a doplii-
kové prostory v r.i. prostorech nad [0, 1]. Jemnéj§i studium Haarovych systémi divd v paté
kapitole vysledky o jednoznacénosti r.i. struktury na daném r.i. prostoru nad [0, 1]. V Sesté kapi-
tole jsou studovany prostory, které lze representovat jako vhodné r.i. prostory nad [0, o) a ko-
neéné posledni kapitola se zabyvd geometrickymi aspekty interpola¢ni teorie v obecnych Bana-
chovych prostorech.

Knihu uzavira bohaty soupis literatury obsahujici 137 citaci.

Vcelku jde o publikaci velmi uziteCnou a zdafilou. Kniha neni a ani nechce byt vyCerpavajici
ve studovaném oboru. Jeji hlavni pfednosti je jeji modernost, pfevazna &ast vysledki je z pomérné
nedavné doby. Prinik s ostatnimi knihami je skute¢né minimdlni a obsahuje vlastné jen zdkladni
materidl. I kdyZ vétSina vysledka je velice novd, podafilo se autorim napsat knihu pfehledné
a zajimavé, a to bez jmy na piesnosti.

Jifi Vilimovsky, Praha

L. A. Steen, J. A. Seebach, Jr.. COUNTEREXAMPLES IN TOPOLOGY. Second edition.
Vydalo Springer-Verlag, New York—Heidelberg—Berlin 1978. Stran xi 4 244, cena DM 26,—.

Je dobfe zndmo, Ze ve vyvoji matematiky i pfi jejim studiu je vedle vystavby teorie duilezité
i tvofeni a zkoumadni pfikladd. V této knize je shromdzdén velky soubor riznych pfiklada topo-
logickych prostort. Vlastni obsah knihy (po instruktivni predmluvé) se déli na &tyFi &asti.

Prvni ¢ast je nazvana Zdkladni definice. Jeji rozsah je 38 stran. Text neni ¢lenén na definice
a véty, jsou viak struéné a pfehledné uvedeny viechny pojmy a vlastnosti (Bez ditkazi), s nimiz
se bude dale pracovat. Je rozdélena na pét oddila: 1. Obecny uvod. Topologii na mnoziné se
rozumi soustava viech otevienych podmnoZin. Vedle zcela zdkladnich pojma (nap¥. okoli, base,
podprostor, uzdvér) se uvazuji rizné typy limitnich bodu, rizné druhy zobrazeni, souiny, kvo-
cienty, filtry. 2. Axiomy oddélovdni. Jsou zavedeny axiomy Tj, T, atd. a jesté€ dalsi pribuzné.
Autofi nékdy postupuji nezvykle ale peclivé, odliduji napf. prostory regularni a T5. 3. Kompakit-
nost. Sem jsou zafazeny i rizné oslabené kompaktnosti a rizné typy parakompaktnosti. 4. Sou-
vislost. Jsou zavedeny rtizné druhy souvislosti a nesouvislosti. 5. Metrické prostory. Po nejzaklad-
néjSich pojmech se probiraji totdlni omezenost, uplnost, podminky pro metrisovatelnost a ele-
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mentarni fakta o uniformitich a uniformisovatelnost. Oddily 2, 3 a 4 jsou ilustroviny mnoha
péknymi Vennovymi diagramy a implika¢nimi schematy, jeZ ukazuji vztahy mezi uvaZovanymi
vlastnostmi a vSude jsqu doplnény odkazy na pfiklady v druhé &asti knihy.

Druha &ast zaujima 120 stran a ma nazev Protipfiklady. Obsahuje 143 &islovanych a vystizné
nazvanych pfikladd topologickych prostorii. V kaZdém ptikladé se po definici prostoru podrobné
rozebiraji jeho vlastnosti, formou podobnou cvi¢enim s navody. Vysettuji se viechny vlastnosti
zavedené v prvni ¢asti. Zacina se diskrétnimi prostory, potom prichazeji p¥iklady stale obtizné&;si,
mezi nimi napf. rizné uspofddané prostory, ddvno klasické priklady Aleksandrovovy a Uryso-
novy, dale ptiklady novéjsi; nejnov&jsi je z roku 1969 (Prvni vydani knihy vyslo v roce 1970.).
Pochopeni usadiiuje spousta obrazkt. Nékteré priklady nejsou doslova prikladem prostoru;
bud jsou obecné (napf. f-obal, zvla$tni metriky) nebo se zase zkoumaji specidlni podmnoziny
zndmého prostoru.

Ctvrtéa &ast se nazyva Dodatky. Prvnich 17 stran zabiraji riizné prehledné tabulky. Za &islem
prostoru ihned vy&teme o kazdé uvaZované vlastnosti, zda ji ma ¢i nema. Tabulek mizZeme uzit
i obricené; kdyZz hleddme prostor, ktery urdité vlastnosti ma a urité nema. Dile nasleduje 149
cviteni, jez dopliiuji vyklad v prvni i druhé &4sti. Po cvitenich jsou zafazeny pozndmky, a to opét
ke viem oddilim prvni ¢4sti i k pf¥ikladim. Poznamky jsou pfevazné odkazy na literaturu. Jsou
ruzného charakteru, od obsdhlej§ich dopliikd vykladu aZ ke sdéleni, kdo je autorem ptikladu.
Ctvrtou &4st a celou knihu uzavird bibliografie se 139 prameny a rejsttik.

Treti Cast je nazvdna Teorie metrisovatelnosti a byla zafazena teprve do druhého vydéni.
Zaujima 21 stran a je revidovanou versi Steenova ¢lanku, jenZ vysel v roce 1972 v Casopise
American Mathematical Monthly. Metrisovatelnost je zde chidpana ve velmi obecném smyslu,
zkoumayji se napf. semimetrisovatelnost, existence specialnich basi, kolektivni normalita. Nejprve
je podéan pfehledny vyklad vSech pojmi, doplnény diagramy a schematy. Nasleduje struény popis
15 ptikladi prostori, opét oZiveny obrazky a ukonceny pfehlednou tabulkou. V3ude v tfeti ¢asti
se pfimo v textu vyuzivd odkazl na literaturu. T¥reti ¢4st obohacuje knihu o novou problematiku.
Zpracovanim viak budi dojem, Ze do knihy viibec nepatti. Na strandch 163 a 165 se znovu defi-
nuji jiz zavedené pojmy, pro hvé€zdu se zavddi odli¥né oznaceni. Opakuji se i nékteré pfiklady,
jsou oviem zkoumané z jinych hledisek. P¥i dal§im vydéani by bylo rozhodné uZite¢né obsah tfeti
&asti vélenit do textu tak, aby pavodni koncepce byla zachovana.

Kniha je napsana petlivé a srozumitelnég, jistou zb&hlost a zkusenost ¢tenéafe viak predpoklada.
Néktera oznateni jsou nezvykla aviak dislednd. Tak oznateni A° pro hranici mnoziny 4 nevy-
pad4 nakonec ptili§ neobvykle vedle znaki A°, A~ pro vnitfek a uzivér. Zcela nevhodny se
viak zd4 znak x* pro hvé€zdu bodu x vzhledem k pokryti. Hvézdi¢ky se totiz Casto pouZiva jen
k odliseni riiznych objekti. V knize se najde hodné pfikladi topologickych prostorii, ne viak
kaZdy, tieba i ddvno zndmy. V tom je voditkem rozsah vykladu v prvni a tfeti ¢4sti. Nesetkaime
se tedy napf. viibec s pfiklady z teorie dimense nebo s prostory, kde uzavér nemusi byt uzaviena
mnoZina. Problematika uniformit je zastoupena velmi chudé. Myslim, Ze vSechno o uniformitich
se dalo z knihy vypustit a hodnota knihy by se nesniZila.

Kniha rozhodné neni uéebnici topologie. Je viak velmi uZite¢nou pfiru¢kou pro kazdého, kdo
chce rozsirit svou znalost obecné topologie.

: Jan Hejcman, Praha
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&asopis pro péstovini matematiky, ro&. 105 (1980), Praha

ZPRAVY

VZPOMINKA NA AKADEMIKA BOHUMILA BYDZOVSKEHO

KAREL SINDELAR, Praha

14. bfezen 1980 je dnem stého vytodéi narozeni velikého &eského matematika aka-
demika BoHUMILA BYDZOVSKEHO, profesora Karlovy university v Praze a naSeho
vyznamného vefejného, Skolského a kulturniho pracovnika.

O neobydejném svétovém kulturnim vyznamu tohoto vyrogi svéd¢i jiz ta okolnost,
Ze je UNESCO zafadilo na rok 1980 do svého kalendafe vyroci svétovych osobnosti
a udélosti.

Bohumil BydZovsky se narodil dne 14. bfezna 1880 v Duchcové, kde jeho otec,
stavebni inZenyr, pracoval na vystavbé doli a Zeleznic. Své 1itlé d&tstvi proZil mezi
severoCeskymi doly, horniky a ZelezniCafi. JiZ ve &tvrtém roce véku do jeho Zivota
tragicky zasahl osud: ztratil svoji matku, kterd zemfela, kdyZ ji bylo teprve 24 let.
Jeho otec se po druhé jiZ neoZenil a sim vychovaval své &tyfi déti, které mu tak
zlstaly. Tak vyriistal Bohumil BydZovsky od té doby v rodiné jen svého otce, svych
dvou bratfi a jedné sestry. Pfi astych zménach piisobisté svého otce v severoeském
pohraniéi musel mlady Bohumil BydZovsky nékolikrat chodit i do némecké Skoly.

Teprve ve véku deseti let se dostal do. Prahy na Akademické gymnazium, které
jako vynikajici Zak ukondil maturitou roku 1898. Dalsi &ty¥i roky jeho Zivota vyplnilo
studium na filozofické fakult& university v Praze, kde byl zapsan jako poslucha¢ mate-
matiky a fyziky. Nejvétsi vliv na université na néj mé&l profesor Eduard Weyr, ktery
vzbudil jeho zdjem o geometrii. Za rok po ukondeni studia statni zavéreénou zkous-
kou ziskal hodnost doktora filozofie na zakladé své disertaéni prace O integrdlech
hypereliptickych na namét od profesora Karla Petra. To bylo jiZ roku 1903 uprostied
jeho piisobeni na riiznych stfednich $kolédch v Praze a ve stfednich Cechéch, z nichz
roku 1910 po své habilitaci na filozofické fakulté pieSel trvale na praZské vysoké
skoly. .

Jesté pred tim roku 1904 pojal za manZelku PhDr. Marii Kominkovou, profesorku
prazského divéiho gymnazia Minerva. Jejich manzZelstvi bylo obdafeno dvéma syny,
roku 1906 Janem a roku 1908 Ladislavem. .

Jako docent plisobil kratce mimo universitu i na CVUT v Praze. Mimotddnym
profesorem university byl jmenovin roku 1917. Po osvobozeni roku 1918 piesel
na nové vytvofené ministerstvo Skolstvi a narodni osvéty, z néhoZ se po roce opét
vratil na filozofickou fakultu university v Praze. Roku 1920 byl jmenovan jejim
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fadnym profesorem. Po rozdéleni filozofické fakulty na fakultu filozofickou a pfiro-
dovédeckou byl roku 1930 zvolen dékanem ptirodovédecké fakulty Karlovy univer-
sity v Praze. -

Kdyz byly dne 17. listopadu 1939 &eské vysoké §koly uzavieny, uchylil se do jiho-
&eského rodisté své choti ve Veseli nad LuZnici. Tam vSak byli oba roku 1942 zatéeni
a véznéni v koncentraénim tabofe ve Svatoboficich u Kyjova. Ale ani toto utrpeni
profesora BydZovského nezlomilo. Po propusténi a ndvratu do Veseli organizoval
hrdinné a dspésné hnuti odporu proti okupantim.

Ve znovuosvobozené vlasti se roku 1945 ihned vratil na universitu do Prahy a roku
1946 byl zvolen jejim rektorem. Ufad rektora zastival tém&F dva roky a ve funkci
rektora vedl oslavy Sestistého vyroéi zaloZeni Karlovy university v Praze. Na trvaly
odpocdinek odesel aZ roku 1957 v 78. roce svého Zivota.

Béhem svého pilsobeni na Karlové universit€ v Praze napsal tfi vysokoskolské
udebnice né€kolikrat vydané a vénované analytické geometrii, linedrni algebie a ob-
sahlou udebnici algebraické geometrie.

Védecké dilo akademika BydZzovského obsahuje Sedesat praci. Kromé dvou z nich
z diferencidlni geometrie, vénovanych geodetickym kfivkam na stfedovych rotaénich
kvadrikach, patfi jako celek do algebraické geometrie. Ta je obsaZena ve vsech jeho
zbyvajicich pracich, jez je moZno rozdélit zhruba do tfi skupin. I v nich vSak autor
ukazuje, Ze algebraickou metodu zkoumani geometrickych tutvarti dovede vhodné
spojovat s metodou syntetickou.

Nejobsahlejsi z téchto tfi skupin tvofi pojednani o algebraickych ¢arach, rovinnych
i prostorovych. Pozoruhodnych vysledkii bylo v této oblasti dosazeno zejména
mistrnym pouzitim teorie eliptickych funkci, které pfineslo profesorovi BydZovskému
svétové uznani jiz v prvni poloviné jeho Zivota. V dalSich pracich autor ukazal na
moznost aplikace eliptickych funkci i na éary vysSich rodt neZ jedna prostiednictvim
jejich adjungovanych &ar, zvlas§té pfi vySetfovani jejich systémi, zejména siti. Tato
tématika vzbudila velky zajem v zahranidi, zvlasté profesora Godeauxa v Belgii.
Profesor BydZovsky vyuzZil dosaZenych vysledkid v mnoha oblastech geometrie, zejmé-
na vSak vrhl nové jasné svétlo na nékteré vysledky nejvétSich matematikid pfedchaze-
jici generace od Salmona aZ po Cremonu. Nevyhybal se ani vySetfovani ploch.

Druba z nich je vénovana biraciondlnim transformacim. Od linearnich zobrazeni,
hlavn& kolineaci, vede cesta badatele BydZovského ke Cremonovym transformacim
v tésném sepéti se studiem &ar rovinnych i prostorovych a skupin bodi na téchto
Carach. Nejobecnéjsi vysledky jsou pak involutorni kvadratické transformace v pro-
jektivnich prostorech libovolné dimense a jejich rozklad na transformace jednodussi.

Posledni tfeti skupina praci akademika BydZovského je vénovana konfiguracim.
Nejprve vysetfoval konfiguraci Brianchonovu, potom Pascalovu a Hesseovu opét
skv&lym vyuZitim eliptickych funkci. Rovinné konfigurace (124, 16,) zkoumal jiZ
pfed druhou svétovou valkou a vratil se k nim jesté n€kolikrat po ni.

Posledni védeckd prace akademika Bohumila BydZovského vysla roku 1963,
ve kterém slavil své 83. narozeniny.
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Vedle védecké a pedagogické Ginnosti se akademik BydZovsky mnoho angaZoval
v naem vefejném Zivoté. Po cely Zivot pracoval v didaktice stfedo§kolské matemati-
ky, byl autorem a spoluautorem mnoha pokrokovych stfedoskolskych ucebnic
a sbirky matematickych pfikladf, které vysly v mnoha vydanich a byly piekladany
i do cizich jazykt.

Jako tadny profesor Karlovy university v Praze byl povolan do &ela snah o pfebu-
dovani naseho $kolstvi, zejména stfedniho. 1 kdyZ vSechny své zaméry nemohl tehdy
prosadit, pfece Skolska reforma z roku 1933, vypracovana komisi pod jeho pfed-
sednictvim, ovlivnila uz tehdy vyznamné nase Skolstvi a pfispéla k jeho pokrokovému
a demokratickému charakteru. Po ukondeni druhé svétové valky se stal profesor
BydZovsky jednim z prednich zastanch a propagatord jednotné $koly, jez byla usku-
teénéna az po roce 1948.

Mnoho prace vykonal profesor BydZovsky v Jednoté ceskoslovenskych matema-
tikd a fyzikd. Za to byl uz roku 1928 zvolen jejim Sestnym Elenem. Po mnoho let
byl hlavnim redaktorem Casopisu pro péstovani matematiky a fyziky a dvakrat
stanul v ¢ele Jednoty ve funkci pfedsedy, kterou zastaval celkem 13 let.

Mnoho ¢asu, sil a schopnosti vé€noval profesor BydZovsky organizaci naseho vé-
deckého Zivota. Pracoval Casto i na vedoucich mistech nasich dfivéjSich pomérné
roztfisténych védeckych instituci, jejichZz nastupkyni se stala na sklonku roku 1952
Ceskoslovenska akademie véd. Za své zasluhy se stal hned od poéatku jejim f4dnym
¢lenem — akademikem. I vé svém pokrocilém véku téméf 73 let vykonal akademik
Bydzovsky v CSAV jesté mnoho prace, zejména v oblasti vydavatelské.

Na poli mezinarodni spoluprace v matematice vytvofil jiZ roku 1920 s prof. Petrem
a prof. Hostinskym Narodni komitét zastupujici Ceskoslovensko v Mezinirodni
matematické unii. Ceskoslovenskou matematiku reprezentoval na mnoha svych
cestach do zahranici, zvlasté na mezinarodni matematické kongresy, jichz se ti¢astnil
velmi aktivné, védecky i organizaén€. Mezinarodni referativni matematické Caso-
pisy pfinasely po mnoho let zpravy o éeskoslovenskych matematicich i jejich praci,
napsané s nesmirnou peclivosti a vzdcnou objektivnosti profesorem BydZovskym.
Na druhé strané naSemu Zivotu pfiblizoval vysledky svétové matematiky velmi
uzite€nymi recenzemi zahrani€nich publikaci, hlavné z oboru algebraické a diferen-
cialni geometrie.

Nasi $irsi vefejnosti vénoval akademik BydZzovsky svoji spolupraci pfi vydavani
nauénych slovniki, encyklopedii i publikaci podobného charakteru, pro néz s velikou
peclivosti sestavoval matematicka hesla. Jméno akademika BydZovského je také uva-
déno v mnoha naSich i zahrani¢nich publikacich pro informaci matematické i $ir$i
vefejnosti.

Za své zasluhy byl akademik BydZovsky vyznamenan Radem republiky a mnoha
dalimi poctami, zahraniénimi i domacimi.

Po cely svij zZivot v§ak zistal nesmirné skromny, lidsky a laskavy, nesmirné dobry,
pokrokovy a §lechetny, vzdy schopny a pfipraveny rozdavat svoji pomoc i vzicnou
dusevni pohodu vSem, ktefi potfebovali. Jeho hluboka dusevni rovnovaha, smysl pro
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krasu a nesmirnd dobrota srdce vyzafovaly z celé jeho osobnosti: z jeho pfednasek,
seminafl, zkousek, z kazdého jeho slova i &inu.

O tom by nejlépe mohli vypravét jeho Zici. Skola algebraické geometrie, kterou
u nds zaloZil, dosud stavi na jeho védeckém i lidském odkazu.

Akademik Bohumil BydZovsky nas navZdy opustil dne 6. kvétna 1969 a byl za tfi
tydny nasledovan svoji choti Dr. Marii BydZovskou rozenou Kominkovou. Jeho
zpopelnéné ostatky jsou uloZeny na OlSanskych hibitovech v t€sné blizkosti tfidy Jana
Zelivského, ale jeho pamétka stale Zije v srdcich jeho Zakt a nikdy v nich neuhasne.

KOBRA

Ve dnech 1.—5. Fijna 1979 se v hotelu Rekreant na Hornim Bradle v Zeleznych horach konala
podzimni $kola Kobra o teorii obrazcti. Uspotadala ji zavodni pobotka CVTS p¥i Matematickém
ustavu CSAV ve spolupraci s matematickou védeckou sekci JCSMF. Hlavnim cilem §koly bylo
seznamit u&astniky s Grenanderovou teorii syntézy obrazci a se zdkladnimi matematicko-
statistickymi metodami rozpoznavani obrazcii. Kromé& toho méli ucastnici $koly moZnost pfed-
nésti zde sdéleni o svych vysledcich i o zku§enostech s praktickymi aplikacemi metod vicerozmérné
analyzy. Na programu $koly byl rovnéz diskusni vefer o otevienych otazkach.

Podzimni $koly Kobra se zudastnilo 61 odbornikli z 39 vyzkumnych a vysoko$kolskych
pracovist. Byly pfedneseny tyto referity a sdéleni:

Z. SipAK: Zdkladni orientace o syntéze a rozpozndvdni obrazcii

F. Zitex: Generdtory — zdkladni kameny vystavby obrazcii

J. HusTY: Bayesovskd teorie rozhodovdni

S. Hosek: Konfigurace

P. PupiL: Kvantitativni mira efektivnosti pFiznaki vybranych metodami diskriminaéni analyzy
P. KRATOCHVIL: Pravdépodobnosti na konfiguracich

Z. SIDAK: Obrazy v syntéze obrazcii, 1.

E. NEUSTUPNY: Syntéza archeologickych struktur

I. PAvVLU: Algoritmus krystalizace tFid

V. Koutnik: Odhadovdni parametrii a uceni s ucitelem

M. JosiFko: Nékteré problémy uZiti diskriminacni analyzy v socidlnich védach

M. KvasNicA: Rychly algoritmus pro uréeni orientace kvddru

J. VONDRACEK: Neparametrické odhady rozloZeni pravdépodobnosti

A. FILACEK: Linedrni diskriminaéni funkce

P. KrRATOCHVIL: Obrazy v syntéze obrazci, 11.

A. LESANOVSKY: Deformace v syntéze obrazci, 1.

A. LukasovA: Hierarchickd aglomerativni shlukovaci procedura

P. NaHODIL: Nékteré rychlé metody shlukové analyzy a jejich aplikace v mediciné
Z. SipAK: Deformace v syntéze obrazca, 11.

Kromé toho byla ve stfedu 3. fijna odpoledne uspofdddna exkurse do Slatifian s navstévou
hippologického musea a Vyzkumné stanice pro chov koni, coz je pracovisté, kde se Usp&sné
uplatiiuji metody matematické statistiky v chovatelské praxi.

Podzimni $kola Kobra splnila bezpochyby sviij u¢el. K jejimu zdaru pfispélo téz pkijemné
prostfedi hotelu Rekreant i po&asi, které $kole opravdu pfilo.

Skola Kobra voln& navazala na letni $kolu shlukové analyzy, kterou poradala JCSMF v zafi
1976 v Harrachové. Zacina se tak realisovat zamér uspofadani del§iho cyklu $kol v&novanych
postupné riznym metoddm vicerozmérné analyzy dat. S dalsi §kolou cyklu nazvanou Diana
a zaméfenou piedev§im na problematiku diskrimina¢ni analyzy se pfedb&zn& potita na rok 1982.

Frantisek Zitek, Praha
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