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ADJUNKTIONSFAHIGE ZWEIDIMENSIONALE KUGEL-
UND LINIENMANNIGFALTIGKEITEN
IM DREIDIMENSIONALEN EUKLIDISCHEN RAUM

ZDENEK VANCURA, Praha

(Eingegangen am 16. Mai 1977)

Im vorgelegten Artikel, der mit [11], [12], [13] eng zusammenhiéngt, versuchen
wir den Begriff von adjunktionsfahigen bzw. adjunktionsunfihigen zweidimensiona-
len Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen euklidischen Raum
zweckmissig zu definieren und systematisch zu studieren*).

Definition 1. Die zweidimensionale Kugelmannigfaltigkeit (Kugelkongruenz)
wollen wir als adjunktionsfdhig bezeichnen, wenn zu ihr eine adjungierte zwei-
dimensionale Linienmannigfaltigkeit existiert.

Die zweidimensionale Linienmannigfaltigkeit (Linienkongruenz) wollen wir als
adjunktionsfdhig bezeichnen, wenn eine zweidimensionale Kugelmannigfaltigkeit
existiert, zu welcher die zweidimensionale Linienmannigfaltigkeit adjungiert wird.

Die zweidimensionale Kugel- bzw. Linienmannigfaltigkeit, welche mcht adjunk-
tionsfahig ist, wollen wir als adjunktionsunfdhig bezeichnen.

Satz 1. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Kugelkongruenz
"zp("'!(*u,, *“2); "'(*“1’ *“2)) = zp(*uv "‘uz) = 4p("‘u1, "‘uz, %y = g M, = c4) =
= p(*uy, *uy, *uy = c3, *uy = c,), wo *uy, ..., *u, Parameter aus [12] (Gleichun-
gen (9)) des Kugelraums p sind, adjunktionsfihig ist, besteht darin, dass bei den
Tensoren **T,(*uy, *u;) = **T,(*uy, *u,, *u3 = c3, *ug = c,) = **Ty,,
'“Tu('“p *“z) = '“Tij(*i‘v *“2) = *lsTu(*“p Yy, *uy = 3, *uy =¢) = *"Tu
aus [12] (Gleichungen (3) bis (8)), und-also mit Riicksicht auf [11] (Satz 1.10,
Gleichung (1,89)) und [12] (Gleichungen (10)) bei

*) Wegen der Druckfihigkeit erscheint man notwendig die Bezeichnungen aus [11], [12], [13]
folgendermassen zu vereinfachen: Die iiber den Buchstaben T, f, p stehenden Indizes links oben
an -diese Buchstaben anzubringen, alle anderen {iber bzw. unter den Buchstaben stehenden In-
dizes wegzulassen, das Symbol aus [13] (Gleichung (79) bzw. (81)) durch D bzw. D zu ersetzen.
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(1) *IST'U = *r*r,‘*r':j = *r'ru = *ri‘r‘, + *"nj ’ i,j =1, 2 >

a*!.!]"jn + a*!&na _ a*SST"‘j
o*u,  o*uw; oty

k,a,b=1,2,

'y, - &*“T"“( ) em =,

einer der folgenden Fille eintritt:

a) Die Mittelpunktfiiche *s ist unabwickelbar.
b) Die Mittelpunktfiiche *s ist abwickelbar, von einer Ebene verschieden, und
bei ihren Asymptotenlinien *u; = konst (i ein von den Werten 1, 2) gilt

(2) (*IST“+(_1)!+1(*“1, *uz) = *"'Tii+(_l)(+l(*u1, *uz, *u3 = Cj3, *u4 = C4) ’

1 =
* sTi+(—1)‘“i+(—1)'“(*ul’ *“2) =

= *lsTH-(—l)”1i+(—1)”1(*u1’ *uy, *uy = c3, *uy = ¢4)) # (0,0).
c) Die Mittelpunktfliche *s ist eine Ebene und es gilt
(3) det [*T;(*u,, *u;) = **Ty(*uy, *uy, *us = c3,*uy = c,)| # 0,
i,i=1,2.

Beweis. Aus [11] (Behauptungen d), €), f), h), Gleichungen (4,8) bis (4,13)), aus
[12] (Gleichungen (10)), aus der Unabhangigkeit der Tensoren *r, *r;, **T;;, **T;;
von Bewegungen, die ein kartesisches Hilfskoordinatensystem (*S; *s,, *s,, *d)
in das fest gewahlte kartesische Koordinatensystem Oxyz iiberfiihren, aus der Defini-
tion der Linienkongruenz unter Anwendung der Pliickerschen Linienkoordinaten
([5] 1, Definition (1,1). S. 108) und aus der Definition 1 folgt:

Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Kugelkongruenz
p(*u,, *u,) adjunktionsfahig ist, besteht darin, dass die Matrix

4) 0, 0, —1, =*r*r*=T;,\ 2,
d; *ss—1 *Ss—1/2 xss—1/2 %xls
o STII sTll 3 0, 0’ Tll * T22 i le’
d: =g —1 %l
0, =TTy, 0, **T,, **T),,

*r*rl*ssTl-llﬂ, 0

__%kss—1 xlis *,, kSS—1 kssp—1/2 %xds
Ty **Tyy, r2**Tyy T;, Ty,

__kSs—1/2 gess—1/2 %xls %y kSS—1/2 gSs—1 %ds
Ty, T;, Ty, *ry*Tyy T;, **Ty,

den Rang 3 hat.

Von hier aus und daraus, dass die Fliche *s unabwickelbar bzw. abwickelbar,
von einer Ebene verschieden, mit Asymptotenlinien *u; = konst (i ein von den
Werten 1, 2), bzw. die Ebene durch die Bezichungen **T;,**T,, + 0, **T,, = 0,
bzw. *#T,; + 0, ** Ty, _gye1 =0, **T, _jyerppogyer =0, bzw. **T, =0
(i,j = 1, 2) charakterisiert wird, folgen die Behauptungen des Satzes 1.
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Satz 2. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die, in beliebigen
Parametern u,, ..., u, des Kugelraums p = “p(uy, u,, us, u,) durch die Gleichungen

09

+0, ¢ =konst, (k,j=3,4)
Ou;

"~ (5) oy, Uy, U3, u,) = ¢, det

ausgedriickte Kugelkongruenz 2p = 2p(uy, u,) = (s(sy(uy, u,), s2(uy, uy), s3(uy, u,));
r(uy, u,)) adjunktionsfihig ist, besteht darin, dass (bei zweckmdssiger Bezeichnung
von Parametern, bei Summationsindizes k = 1,2, m,n, p,q,u,v = 1,2,3,4 und
bei nicht gebundenen Buchstabenindizes b, c = 1,2) einer der folgenden Fille
a), b); ,, c) eintritt:

a)

(6) det |D}DI“T, | + 0,
b),
(7, ST T, D3DY(D?DE — D3DY) + 0,

(7) DrDMT,, + 0, DID%_1yisiTpm = Dl 1yie1Dly o 1yi0i Ty = 0,
(8) (rD*(det|D5DE*T,o|)™* DiruDYy —syessDs = ayess *Tua[(D 72Dy (_gyiss -
. DE*T,), D} + (D™2DEDE*T,.), D', — 1yirs — (D™2DEDY, _yyuns .
 5T,0)p D] = 2rDD7, (_1yios( D™ D7)y — 2D7D% (yivimln +

+ 2D7DYy (— 141 ¥ T »
rD*(det| DED? *T,o|) ™! Dir Dy~ 1ye+ 1Dy = gyess *Ta A D™ 2D%y (_gyis1 -
- DE*Tog)y DYy 1yivs — (D72D8y (_yyieaDiy (—1yees *Tpg)o DY) —
- 2"DD';+(—1)‘H(D—1DT+(-1)H!"m)n = 2D%y (—1y+1Dyy (mryi sl +
+ 2D7, (- 1y01 D o 1yie1 P Tm) # (0, 0),
i ist einer der Werte 1, 2, — :
b,) ‘
(), T, T, D'DYD"DE — DID%) =0, j=1,2,
ST T,(DiD4 + D3DY) (D7D — D3D%) + 0,
und die Gleichungen (7), (8) fiir DT = D7 und i ist einer der Werte 1,2,
)
9 DIDj*T,y =0 i,j=1,2,
und bei (immer erreichbarem Wert) s; = 0
(10) det |[rry8;s — 771852 — (83152 — $7251) i (511822 — 512821) —

- [rrzs” = Trry8y; — 5&(31151‘2 - S,zskl)] (311522 - 312321)4 +0 i,j = 1, 2.
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Dabei werden r,*T,,, ©T,, und D%, D, D% in (6), (7), (7), (8), (7)2, (9) aus [12]
(Gleichungen (8)) und aus [13] (Satz 17) genommen.

Beweis. Fiir den Tensor ***T*, fiir welchen mit Riicksicht auf **T*® *sT,, = §;
(k,a, b =1,2) und auf [12] (Gleichungen (9)) **T** = &**(det |[*T;[)~*
T (= 1)kttt (—1)arr Bilt, flr die zustindigen Christoffelschen Symbole T
aus (1) und fiir "'r*rk*l"',‘j, —*r*ry, —*r*r;, **T;; bekommt man im Fall b);, im
Fall b), fiir DT = D7, unter Anwendung von [13] (Satz 17, Gleichungen (84), (85),
(86) und ihrem Beweis)

(11) *=T* = §*(det |[D~2DEDI*T,,|)™* D™2Dpy (—1yx+1Dis(—1yass T »
*I't; = $D(det | DEDZ T, |) ™" Dy~ 1yx+1Dps (= 1yee1 “Thun -
.[(D~2D%D{ *T,,), D} + (D~2DD}*T,,), D} — (D~2D?D%*T,,), Di] ,
*r*r 1% = yr(det |DEDE =T, |) ™" Dir,Dpt = 1ye+1Dps (= 1yest * T -
.[(D~2D3D§*T,,), D} + (D~2DID§ *T,,), D — (D~2D}DY*T,), D] ,
—**r,; = —rD™'DY(D'D}r,),
—*r#*r; = —D™2DID’r,1,
e DPEADYDYT, .
und daraus folgt, unter Anwendung von (1) und von [12] (Gleichungen (7), (9), (10))
(12)  *BT;; = $D~2{rD*(det | D§D? =T, |)™* Dir, Dy~ yyess -
. D}y (—1yerr *Tpu[(D~2D2DE =T,,), D} + (D~ 2D}D§ *T,,), D —
— (D™2D%D4*T,,), D;] — 2rDD}(D~*D}r,), — 2D D11, +
+2D7D}*T,,}, i,j=1,2.

Aus dem Satz 1, Behauptungen a), b) und daraus, dass (6) bzw. (7) eine unab-
wickelbare bzw. abwickelbare (von einer Ebene verschiedene, mit den Asymptoten-
linien *u; = konst) Flache charakterisiert, folgen die Behauptungen a), b), , des
Satzes 2.

Aus dem Satz 1, Behauptung c) und aus [11] (Satz 5.3, Behauptung a) im Fall
einer. Ebene, Satz 1.3 im Fall s; = 0, und also, mit Riicksicht auf Gleichungen

(1, 2), (1, 3), aus dy3 = dy3 = 0, k(B) = k(4B) = 0) bekommt man:

Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Kugelkongruenz
(s(sy> 52, 0); ) adjunktionsfahig ist, besteht darin, dass die Mittenfliche | =
= 2"Y(d, 41}, —d4d7;,0) eine Fliche ist, d.h. die Vektoren I, I, sind linear
unabhéngig, und demzufolge gilt ' '

det Idl4‘d12 - dj4d12.~| 4: 0 ’ i,j o 1, 2 .
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Daraus und weiter aus (9) (mit Riicksicht auf [12], Gleichungen (10), (7) und auf
[13], 1) im Beweis des Satzes 17 fiir eine Ebene charakteristisch) und aus (27), (29')
im Beweis des Satzes 3 bekommt man die Behauptung c) des Satzes 2.

Satz 3. 1. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Linien-

3
kongruenz p = p(p*(uy, u3), ..., p°(uy, u5)), Y. (p%)* =1, p* + 0, wo h den Rang
der Matrix o=t

', v, P
(13) Pi, Pi, Pi
P2 P35 P
bezeichnet, adjunktionsfihig ist, d. h. dass eine Kugelkongruenz (s = s(sy(u,, u,),
sa(uy, u5), 53(uy, u5)); v = r(uy, u,)) existiert, zu welcher die Linienkongruenz p
adjungiert wird, besteht darin, dass
entweder h = 3,
P, P74 PP
(14) si=(=1)""\pl, i, Pi| |40 PL p1
p;’ P%, pg ’12’ PZ’ Pz

j¥xi*+k, j<k, ij,k=1273,
oder h = 2, p'p! — plp’ + 0, i < j, dabei sind i, j zwei von den Werten 1,2, 3,

c einer der Werte 1,2, h, = 2 der Rang der aus (13) durch Erweiterung um die
Spalte A, Ay, A, entstehenden Matrix,

i pd i — pro, p

15 s, = (—1)e—i+injk P; P po, p ,
(15) v=(=1) s ot| |k - b bl
A — p'o, p'

s; = lk Jj+invik P pj‘ s ,
1= (=1) |ph Pl | A — plo, Pl

ss=0, i¥k*j, k=1,2,3,

oder h =1, h; = 1 der Rang der aus (13) durch Erweiterung um die Spalte
Ay Ay, A, entstehenden Matrix,

2
(16) si=lo i=1,2, s3=0p%"'(A-Yp),
. =
und :
3 1/2
(17) T= [2j(p3)—1 (P4-5f21 - pSS” + p3 lejs'") dui + C] >0
s i=

sind, dabei stellen A = Muy, u,), bzw. A = Muy, u,), 0 = a(uy, uy), bzw. A =
= Muy, u,), ‘o = 'o(uy, u;) i = 1, 2 solche Losungen der partiellen Differential-
gleichungen
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(18') [(Ps)_l P‘]: S21 — [(Ps)-l Ps]z S11 = [(1’3)~1 P‘]l S22 — [(1’3)"1 Ps]l S12

(18) i:Zl Psy =0, j=1,2

dar, fiir welche

(19) Sy1822 — 8428524 *# 0,

(20) 1 — (DR(r + ug)m)® (DD} *T,,)"' >0,

gilt und ausserdem im Fall h = 2 gelten die Bedingungen b), , aus dem Satz 2,
und im Fall h = 1 die Bedingungen c) aus dem Satz 2, wo die in (7)y, (7), (8), (7)2,
(9), (20) stehenden Ausdriicke aus [12] (Gleichungen (4), (5), (6), (8)) und aus [13]
(Satz 17), unter Anwendung von *p;=s; + d;3u; (i =1,2,3), *pg=r + u,
(*ps = 1), ¢ = u; (k = 3, 4) entstehen.

2. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Kugelkongruenz
(s = s(s4, 52, 53); 7) aus der Behauptung 1 von Kugeln mit konstantem Halbmesser
gebildet wird, besteht darin, dass

’ 3
(21) p452i = pssli + psszSji = 0, i= 1, 2
i=1 .
gilt.

Beweis. Mit Riicksicht auf die Proportionalitit der Pliickerschen Linienkoordina-
ten p!, p%, p®> mit den Richtungskosinen von Geraden der Linienkongruenz kann

3
man immer erreichen, dass Y (p?)? = 1, p* + 0 gilt.
a=1

1a) Es sei eine adjunktionsfahige Linienkongruenz p(p, ..., p°) gegeben, d. h. es
existiert eine Kugelkongruenz (s = s(s;, s,, 53); 7), zu welcher die Linienkongruenz p
adjungiert wird. Mit Riicksicht auf [11] (Behauptung ¢) im Beweis des Satzes 4.1)
kann man dann die Pliickerschen Linienkoordinaten so normieren, dass

(22) —-d =(p',p%p°), P*+0,

(23) —dx Il = (p“, p°, p°)

und also fiir I = I(I;, 1,, I;) mit Riicksicht auf p'p* + p?p® + p*p® =0
(24) L= () [p'(0°A - p'P° + P*p*) + P,

L = ()7 [P*(P°2 — p'p° + P?p*) — p*], s = p°4 — p'p° + pPp*
gilt, wo A = A(u,, u,) eine stetig differenzierbare Funktion bezeichnet.

Aus [11] (Definitionen 1.1, 1.2, 4.1, Satz 1.2, Gleichungen (1,2), (1,18)), aus den
Gleichungen (22), (24) und aus der Theorie der Hiillflichen des zweiparametrigen
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Flachensystems folgt, dass die Mittelpunktfliche s(s, s,, s;) der Kugelkongruenz
(s(sy, 52, 53); 7) als Hiillfliche des zweiparametrigen Systems von Ebenen

(25) ] p'x +ply +p'z =12

erscheint, und also (18),

(26) p'sy + P’s; + ps; =4,
pis; + Pisz + piss = 4,
PaSy + P3Sz + P3s3 = Ay,

(27) diz = 2511522 — S12521) + 0

gilt. .

Aus den vorhergehenden Festellungen, aus den Eigenschaften des-sphérischen
Abbildes der unabwickelbaren (h = 3) bzw. abwickelbaren (h = 2) Flichen, aus
den Gleichungen d.d =1d.d; =0 (i = 1, 2) und aus dem Satz 1 folgt die Not-
wendigkeit der Erfiillung derjenigen Bedingungen von der Behauptung 1 des Satzes 3,
welche die Gleichungen (14), (15), (16), (18) und die Ungleichheit (19) enthalten.

Aus der Definition der hesasphérischen Koordinaten bekommt man, dass

3
(28) ° p=s(=1,23), p4=r2—k§1s,f, ps=1, ps=r

die hexasphirischen Koordinaten der Kugelkongruenz (s = s(sy, 5, 53); r) sind.
Daraus, mit Riicksicht auf [10] (S. 317—318), [12] (S. 224—225, 221222, Glei-
chungen (7)), mit Riicksicht darauf, dass bei der am Schluss des Teiles 1 des Satzes 3
erwihnten Parametrisierung des Kugelraums die Kugelkongruenz (s; r) die Glei-
chungen u, = 0 (k = 3, 4) hat und mit Riicksicht auf [13] (Satz 17, Gleichungen
(85), (86)) erscheint die Ungleichheit (20) mit der vorausgesetzten Existenz zweier
reeller verschiedener Brennpunkte von Kugeln der Kugelkongruenz (s; r) aquivalent.

Aus [11] (Satze 1.2, 1.3) und aus den Gleichungen (22), (24) bekommt man

(29) dig = 2Ap*) "' pdyy, dye =2(p°)7! pdy,.

Aus den Gleichungen (28) und aus [11] (Satz 1.2) bekommt man

3
(29') du, = 4[—812""1 + Si1rr, — 2 Sk(silskz = sush)] » i= 1, 2 .

k=1

Das System der Gleichungen (29), (29’) hat mit Riicksicht auf (19) genau eine Losung
e -3
(30) 2rry = 2p*) " (P2 — PPsu+ PP Y ssy) i=1,2.
i=1

Daraus, mit Riicksicht auf (infolge der Ausgangsvoraussetzung) die erfiillte Integra-
bilititsbedingung - ' :
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3
(31) [(P:l)_-1 (P4521 — p’syy + p3jzlsjsjl)]2 =

3
= [(Ps)_l (P4szz - p’sy2 + PP .lejst)]l
j=

des Systems (30), die mit der Bedingung (18') dquivalent ist, folgt die Notwendigkeit
der Erfiillung derjenigen Bedingungen der Behauptung 1 des Satzes 3, welche die
Gleichungen (18’), (17) enthalten. '

Aus der Ausgangsvoraussetzung, daraus, dass h = 2 bzw. h = 1 eine abwickel-
bare (von einer Ebene verschiedene) Fliche bzw. eine Ebene charakterisiert, aus dem
Satz 1, aus der am Schluss des Teiles 1 des Satzes 3 erwdhnten Parametrisierung des
Kugelraums und aus dem Satz 2 bekommt man die Notwendigkeit der Erfiillung des
Schlussteils von Behauptung 1 des Satzes 3.

1b) Es sei p(p", ..., p®) eine solche Linienkongruenz, welche die Bedingungen der
Behauptung 1 des Satzes 3 erfiillt. Aus diesen Bedingungen, aus [11] (Sitze 1.16,
1.2, Gleichung (1,18)), aus [10] (S. 317—318), aus [12] (S. 224—225), aus [11]
(Definition 4.1), aus den Sitzen 1, 2, daraus, dass die Gleichungen (14) bzw. (15)
bzw. (16), immer mit betreffenden Bedingungen, den Gleichungen (26), (27) dqui-
valent sind, und aus der Theorie von Hiillflichen des zweiparametrigen Flachen-
systems folgt: :

Die Fliche s = (s, 5,, 53) und der Halbmesser r bestimmen die Kugelkongruenz
(s = s(sy, 525 s3); r) von Kugeln mit zwei reellen, verschiedenen Brennpunkten, deren
Verbindungslinien die adjungierte Linienkongruenz 'F 2F(*p!,...,*p®) bilden.
Dabei kann man die Pliickerschen Linienkoordinaten so normieren, dass fiir sie und
den Einheijtsvektor *d der Normalen der Fliche s = s(s,, 55, 53)

3
(32) ‘Zl(*p")z =1, *p*+0, *p'=p'(i=1273),

*d(*p', *p?, *p*) = d(p, p%, p°)
gilt.
Aus [11] (Gleichung (1,2), Satz 1.2), aus (32), (28), (17), (27), aus [11] (der dritten
Gleichung in (1,3)), aus der ersten Gleichung in (26) und aus *p; = p, (i = 1,2, 3)
ergibt sich

(33) *diy; =di;, J*K(B) = —(p)"'dyy, *dys = —(p%)7! PPy,
*dys = (P3)_1 Pldu s *diy= 2(173)_1 P4d1z , *dyy = 2(P3)_1 pdys,
*k(AB) = —4di,(p)"2(p°4 — p'p° + P°p%).

Aus den Gleichungen (33) und aus [11] (Satz 1.3) bekommt man fiir die Mitten-
fliche *I(*1,, *I,, *I;) der Kugelkongruenz (s = s(sy, 5,, 53); r) die Beziechung .

(34) *,(*lb *12’ *13) = ’(lb 12’ 13) ] *li = li ’ i= 1, 2: 3 ’
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wo [, (i =1, 2, 3) durch die Gleichungen (24) gegeben werden. Daraus, mit Riick-
sicht auf die Gleichungen (32), (34), auf [11] (Behauptung €) im Beweis des Satzes
4.1) und mit Riicksicht auf die Aquivalenz (23) mit (24) ergibt sich

(35) (%, p% p%) = —d x | = —*d x *I = (*p*, *p%, *p%) .

Aus den Gleichungen (32) und (35) folgt, dass die der Kugelkongruenz (s =
= $(s,, §3, 53); r) adjungierte Linienkongruenz 'F 2F(*p', ..., *p®) mit der betrachte-
ten Linienkongruenz p(p', ..., p°) identisch ist.

Daraus folgt, dass die Bedingungen von der Behauptung 1 des Satzes 3 fiir die
Adjunktionsfihigkeit der Linienkongruenz hinreichend sind.

Der Beweis der Behauptung 2 des Satzes 3 ergibt sich aus der bewiesenen Behaup-
tung 1 des Satzes 3, aus der Ungleichheit in (17) und aus der Gleichung (30).

Satz 4. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Kugelkongruen:z
(*s(*uy, *uy); *r(*uy, *uy)) = (*s; *r), wo *uy, *u, die Kriimmungsparameter der
Mittelpunktfliiche *s bezeichnen, adjunktionsunfihig ist, besteht darin, dass einer
der folgenden Fille eintritt:

A. Die Mittelpunktfliche *s stellt eine abwickelbare, von einer Ebene verschiedene
Fldche dar und die h-te Brennfiiche *"f(h = 1,2) der Kugelkongruenz (*s; *r)
wird durch die gemeinsamen h-ten Brennpunkte von Kugeln der Kanalflichen
mit den Mittelpunktkurven in den Asymptotenlinien der Fldche *s gebildet.

Wenn dieser Fall eintritt, werden entweder beide Brennflichen durch Kurven,
oder eine Brennfliche durch eine Kurve und die andere durch einen Punkt gebildet.
Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Brennfliche *'f einen
Punkt darstellt, besteht darin, dass bei den Asymptotenlinien *u; = konst der
Fliche *s

2 "
(36) *'sTii = (_1)h+1 *l‘(l - 2 *rf *ssTEI)l/Z *dsTii
j=1
gilt.

B. Die Mittelpunktfliche *s ist eine Ebene und die Brennfiiichen **f(h = 1, 2)
der Kugelkongruenz (*s; *r) stellen keine Fldichen dar.

Wenn dieser Fall eintritt, werden beide Brennflichen entweder durch Kurven
oder durch Punkte gebildet. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dass beide Brennflichen durch Punkte gebildet werden, besteht darin, dass

(37 6Ty =0 i,j=1,2
gilt.

Beweis. Aus dem Satz 1 und aus der Definition 1 folgt:

1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Kugelkongruenz
(*s(*uy, *uy); *r(*uy, *u;)), wo *uy, *u, die Kriimmungsparameter der Mittel-
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punktfliche *s bezeichnen, adjunktionsunfdhig ist, besteht darin, dass einer der
folgenden Fille eintritt:

a) Die Mittelpunktfliche *s ist eine abwickelbare, von einer verschiedene Fléche
und bei ihren Asymptotenlinien *u; = konst, d. h. bei **T,; + 0,
*"’71-+(-1)q+xi+(_1)i+n = * Ts(—1yer = 0 gilt

1 I
(38) *sTii+(—l)“1 =* sTi+(—1)‘“i+(—l)“1 =0.

b) Die Mittelpunktflache *s ist eine Ebene, d. h. *"‘Tu =0fiiri,j=1,2 und es
gilt

39 det[**T,| =0 i,j=1,2.
! J

Aus [11] (Behauptung 1, Gleichungen (6,3), (6,4) im Beweis des Satzes 6.1, Satz
1.9, Gleichungen (1,48), (1,50), Behauptung 11, Gleichung (1,80) im Beweis des
Satzes 1.9, Satz 1.10, Gleichungen (1,86), (1,89)), aus [12] (Gleichungen (10)) und
aus der Unabhingigkeit der Tensoren *r, *r;, **T;;, **T;;, L A j von Bewegungen,
die ein kartesisches Hilfskoordinatensystem {*S; *s,, *s,, *s;)> in das festgewihlte
kartesische Koordinatensystem Oxyz iiberfiihren, ergibt sich:

2. Fir die Brennflichen **f (h = 1,2) der Kugelkongruenz (s*(*u,, *u,);
*r(*uy, *u,)) gilt fiir die Kriimmungsparametern *u,, *u, der Mittelpunktfliche *s

2
(40) *hfi' - (*ssT;11/2 *lsT“, + (_l)h *r(l - Z *rlg *ser}; 1)1/2 .
i=1
. *5‘1 *ssTl:i}/Z *dsTi’i' , *sst—zl/Z *ISTZi’ + (_l)h .

2
* *,.2 kss—1\1/2 2 wss—1/2 xds
(L= 3 T )R G T M T
j=1

2 2
*l‘*l’i: *ssT;l_l, *“Ti'i' + (_ l)h (1 _ ‘Zl*ri *ssTE_ 1)— 1/2kzl*rk *’“T;‘;l *ISTH:)
i= =

h=1,2, i =12.
2

Aus den Bedingungen in 1a), aus **T}; > 0 und aus *r(1 — ) *r} **T;")}/2 > 0
folgt: #=1

3. Die Gleichungen (38) sind mit den Gleichungen *f;, _;)is1 = 0 (h = 1,2)
aquivalent. Im Fall *f,, _;)i:: = 0 (h = 1,2) ist die Gleichung **f; = o mit der
Gleichung (36) dquivalent. ‘

Aus den Bedingungen in 1b), aus (40), aus **T}; > 0, aus

2
*r(1 —-j;"‘r,z *sT77')"/2 > 0 und daraus, dass die dritte Spalte der Matrix ||**f, **f, ||

eine Linearkombination ihrer iibrigen Spalten darstellt, ergibt sich:

4. Die Gleichung (39) ist mit der linearen Abhangigkeit von Vektoren *'f,, *f,
(h = 1,2) dquivalent. Im Fall der linearen Abhéngigkeit von Vektoren **f,, **f,
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kann dann (fﬁr h=1, 2) entweder hochstens einer von ihnen oder jeder von ihnen
einen Nullvektor darstellen. Der Fall *'f, = **f, = o (h = 1, 2) ist mit der Gleichung
(37) aquivalent.

Aus den Behauptungen 1 bis 4, aus [11] (Definition 2.1) und aus den Bemerkungen
1A), B) folgen die Behauptungen des Satzes 4.

Bemerkung 1. A) Die Kugelkongruenzen

zp(up Us, (ul + “2)2, 1’ 1’ (uf + ug + (ul + u2)4 + 1)1/2) 4
2
2p <Ji(u1 — uy), ¥uy + uy), ui, 0, 1,\/7(2u‘1‘ + u? + u§)"2>

kann man als Beispiele der adjunktionsunfahigen Kugelkongruenzen aus dem Satz 4,
Behauptung A auffassen. Zwei Kurven bzw. eine Kurve und ein Punkt bilden die
Brennflachen der ersten bzw. der zweiten Kugelkongruenz.

B) Die Kugelkongruenzen
2p(uy, ugy uy, —ui, 1, (ui + u3)?) u; >0, u, >0,
2p(uy, Uy, uy, 1, 1, (2uf + ul + 1)1/2)
kann man als Beispiele der adjunktionsunfdhigen Kugelkongruenzen aus dem Satz 4,

Behauptung B auffassen. Zwei Kurven bzw. zwei Punkte bilden die Brennflichen der
ersten bzw. der zweiten Kugelkongruenz.

Satz 5. Hinreichende Bedingung dafiir, dass die Linienkongruenz p(p'(u,, u,), ...
3
s P(ug, 43)), Y (p*)? =1, p* + 0 wo h = 2 der Rang der Matrix (13), p*p? —
a=1
— p?pl * 0, c einer der Werte 1,2 ist, adjunktionsunfdhig ist, besteht darin, dass
(41) (@)1 p*)e = (P°)7"' P°). = 0,
(P°) 7 PY)er-nyers F —=PH0Y) 7 (P°) 7! PDer - 1yers
gilt.
Beweis. Aus den Gleichungen (15) bekommt man bei p'p — p?p} + 0, k = 3,
c einer der Werte 1, 2, fiir s,, = 9s,[0u, (i = 1, 2)
42) s =(p'P2 —p?p) 2 {[(- 1) (p'P2 - PP} PFV +
+ (=)D (plp2 — p?pk) Pl VT A +
+ (=) (p'pl - pPpr)e P A, +
+ (=1 (p'p2 — p?p:) PV A + [(-1) ("D - PPL). -
LpHEDTIRE — PPt DY) (1) (pip? — p?pt).
. (PH(_I)“IPS - PSP:”-I)‘“)::] o+ [(_l)i (PIP: = Pzpi)c .
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. pi+(—1)i+1p3 + (—I)H(-l)‘”(plpf _ pzpcl) .
LT - PR+ (- (018l - P75l
POV P o, + (1) (pp2 — pPpl)pt TV PP} .

Mit Riicksicht auf (p°p} — p’pl). = p°pl. — P°pi(a, b = 1,2, 3) beweist man,
dass

(43)  p*=-p(p")" ' (-P"),
- (p'p; = P*p2)e P2 + (PP — PPP)Pic =
= —p*(p") "' [(p'P2 — P?p:) p: — (P'PZ — P°P:) Pic] s
— (p'p? — p°pl). (P’p2 — P°P2) + (p'P: — P°p:) (PP} — P°P2). =
= —p*(p")" ' [(p'P2 — P?p2)c ('P2 — PPp:) —
- (p'p2 = P’pc) (P'P] - P°P)]
— (p'p? — p?pi). P°P° + (p'P. — P*p2) (P°P2). +
+(p?p2 — P°p2) (p'PZ — P*pl) = —P*(0") "' [(P'P2 — P°P). P'P° —
— (p'p2 - p*p}) (P} — P°p}) — (p'P2 — P*PY) (P'P°)c]

gilt.

Aus (42), (43) folgt

(44) S1c = —pz(Pl)_l S2c -

Aus dem den Fall h = 2 betreffenden Teil des Saizes 3, aus (41) und (44) ergibt
sich, dass bei s5,; +0 bzw. 5,; = 0 kein, mit Riicksicht auf den Satz 3 in Betracht
kommender, Vektor s(s,(uy ,uy), so(uy, u,), s3(uy, #,)) existiert, der die Gleichung
(18) bzw. die Ungleichheit (19) erfiillt, und also mit Riicksicht auf die Definition 1
die betrachtete Linienkongruenz adjunktionsunféhig ist.

Bemerkung 2. Die Linienkongruenzen

!

pz(cos (uy + uy), 1/2—35in (uy + uy), dsin(uy + uy), a(u,)sin (ug + u,),
\

BBy o) ~3 [a(uz) ool 5] 2 % ) ey + uz)]),

2d_a + J/(3) tg (u, + uz)ib—, O<u; +u, < =,

du 2 du2 2
kann man als Beispiele der adjunktionsunfiahigen Linienkongruenzen aus dem Satz 5
auffassen.
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