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POZNAMKA O LINEARNI MIRE VITUSKINOVYCH MNOZIN

MirosLAv DonT, Praha
(Received May 23, 1977)

Bud M < (0, 1) x €0, 1) = R? uzavfend mnoZina takova, Ze jeji projekce (orto-
gonélni projekce) na osy x a y jsou celé usetky <0, 1> x {0} a {0} x <0, 1). Na prvni
pohled by se zdélo zfejmé, Ze potom linedrni mira této mnoZiny je rovna alespoii
délce uhlopritky &tverce <0, 1> x <0, 1) (tj. \/2), nebot by se zdalo, Ze uhlopfitka
tohoto ¢&tverce je “‘nejmensi” mnoZina s tou vlastnosti, Ze jeji projekce na osy x a y
jsou celé tisecky <0, 1> x {0}, {0} x <0, 1). UkaZeme viak, %e tomu tak neni a Ze
mnoZina s danou vlastnosti miZe mit linedrni miru men3i neZ /2. V této pozndmce
viak nebudeme pracovat pfimo s podmnoZinami &tverce <0, 1) x <0, 1), které maji
uvedenou vlastnost, ale z technickych diivodii budeme pracovat s podmnoZinami
&tverce C = {[x, y] € R%; |x — 4| + |y| < 4} takovymi, Ze jejich projekce na ptimky
y =x, y= —x jsou celé hrany tohoto &verce (o délce % ./2), tj. usetky p; =
={[x,y]eR?* y =x, xe0, 3}, p, = {[x, y]e R y = —x, xe0, $>}. Uké-
Zeme, Ze v C existuje uzaviena mnoZina s danou vlastnosti, jejiZ linedrni mira je
mensi neZ 1. Nejprve viak pfipomeiime definici linedrni (Hausdorffovy) miry a defi-
nici topologické limity posloupnosti mnoZin, kterou budeme potfebovat. Dile
zopakujme definici mnoZin (které zde nazyvame Vituskinovymi), o kterych A. G.
VITUSKIN v citované praci [1] dokazal, Ze maji kladnou linedrni miru, ale nulovou
analytickou kapacitu (uvidime, Ze pravé tyto mnoZiny maji — mimo vlastnost, o které
mluvi A. G. Vituskin — nasi uvedenou vlastnost).

Necht {4,}7; je n&aka posloupnost mnoZin A, = R? Definujme mnoZiny
lim sup A,, lim inf 4, takto: Pro z € R? piSeme

zelim sup 4,

pravé kdyZ pro kaZdé oteviené okoli U bodu z plati U n 4, + @ pro nekone&nd
mnoho n; piSeme
zeliminf A4,

n— o

pravé kdyZ pro kaZdé oteviené okoli U bodu z je U n 4, = 0 pouze pro kone&ng
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mnoho n. Ekvivalentn¥: z € lim inf 4, pravé kdyZ existuje posloupnost {a,}, a, € 4,,
liha, = z; zelimsup 4, pravé kdyZ existuji n; < n, < ..., a, €A, tak, Ze

lima, =z V pl‘ipa;dé
lim inf A, = lim sup 4,

n— o n—+ o

fekneme, Ze existuje lim A, (topologicka limita posloupnosti mnoZin 4,) a piSeme

n— oo

lim A, = limsup A, (=liminfA4,).
n—ow n—* o n— o
Poznamenejme, Ze lim A4, je vZdy uzaviena mnoZina.
Bud A c R% Vyrazem h(A) budeme znaéit lineirni miru mnoZiny 4, tj. Haus-
dorffovu jednodimenzionalni miru definovanou nasledujicim zptisobem. Pro ¢ > 0
poloZime

h(A) = inf ) diam (B,),
n=1

kde infimum bereme pfes vSechny spoletné systémy {B,}, které pokryvaji 4 (tj.

A = |J B,), takové, Ze diam (B,) < ¢ pro kaZdé n. Dale poloZime

n=1
h(A) = lim h(4) .
e->0+

Nyni zopakujme definici Vituskinovych mnoZin z [1]. Necht {n}%, je n&aka
posloupnost pfirozenych &isel, no = 1, n, > 1 pro k = 1, 2, ... . Indukci definujme
mnoziny r;,;, ;.kdek =1,2,...,i; =1,2,...,n;_,. PolozZime r;, = r; = <0,1) x
x {0}. Pfedpoklidejme, Ze jiz mame sestrojenou usedku ry;, ; ,. Tuto usetku
rozdélime na n,_, stejnych &sti (use€ek) a kazdou tuto &ast v roving R? otocime
o thel 11T kolem jejiho stfedu. Tyto use€ky pfitom uvaZujme uzaviené. Tak dosta-
neme n,_, Usecek, které oznaéime

Piigioyies W=1,2,..,m_y.

Dale pro k = 2, 3, ... poloZime

Re=U U .- UPrupns
i2=1 i3=1 k=1
R, = ry. Pro pevné k tedy R, tvofi vSechny useCky tvaru r;; ., které jsou bud
vSechny rovnobéZné s osou x nebo vSechny rovnobézné s osou y. Podet t&chto tiselek
jenyn, ... m_y. Zkonstrukee je dale vidét, Ze délka téchto usedek je (nyn, ... n_y) ™!
(tyto usetky vzniknou délenim uisetky o délce 1 na stejné dily). Nejprve si viimneme,
Ze posloupnost mnoZin R, ma topologickou limitu. Je jasné, Ze

lim inf R; < lim sup R, .

k= k—

24



UkaZime, Ze plati i obrdcend inkluze. Bud z = [xo, yo] € lim sup R,. Pro ¢ > 0
oznadime

U, = {[xy]; |x—x0| +|y—y0| <e}.

Nyni staci dokazat, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje m tak, Ze pro vSechna k > m je
R, n U, # 0. Budtedy ¢ > 0. JelikoZ z € lim sup R,, je R, n U,;, # @ pro nekone¢né
mnoho k. Zvolme m tak, Ze R, nU,, + 0 a zaroveii (nyn,...n,_,)"" < le
(pro k=1 je n, 2 2 a tedy takové m jisté existuje). Potom ale existuji indexy
iy Qg ens iy tak, Ze vy, o N U, ;p # 0. JelikoZ délka této tseCky je menSi nez ie
(a jelikoZ je rovnob&zna bud's osou x nebo y), plati tedy jistd r; ;, ; < U,. ZtvaruU,
a z konstrukce danych tsecek je ale vid&t, Ze pro tyto (pevné) indexy iy, iy, ..., i, je
Fisiaoimimsrnin © Us Pro libovolné indexy iy, ..., 0 (k>m, 1 £i, < n,, pro
p=m+1,...,k). Odtud R, n U, + 0 pro kazdé k > m, tj. zeliminf R,, takZe
skutecné

lim inf R, = lim sup R, .

k— © k— o

Dile si v§imneme, Ze (ortogonalni) projekce mnoZiny lim R, na pfimky y = x,

y = —x jsou celé usecky p; = {[x,y]; y=x, xe0, 1}, p, ={[x,y]; vy =
= —x, x €0, 1)}. Pfedeviim je zfejmé, Ze tyto projekce nemohou byt v&tsi, nebot
R, = C pro kazdé k a tedy i lim R, = C. JelikoZ pfi toeni danych useéek tvaru
¥i i, kolem jejich stfedu o tuhel 11T se jejich projekce na pfimky y = x, y = —x
neméni, je pfedev§im ziejmé, Ze projekce vSech mnoZin R, na dané pfimky jsou
celé useCky p;, p,- Bud napt. z, € p,. Je-li p prinik &tverce C s pfimkou kolmou
na p, prochdazejici bodem z,, pak p je kompaktni tiseCka a pro kazdé kje p n R, + 0.
Volme z, € p N R,. Potom existuje vybrana konvergentni posloupnost {z,}; necht
lim z;, = z. Potom jisté

z €lim sup R, = lim R,

k— o k—
a odtud je vidét, Ze z, leZi v projekci lim R, na pfimku y = x, takZe tato projekce je
opravdu rovna p,. Podobné pro p,.
Dale pouZijeme je$té toto oznaceni: Pro pevné indexy iy, i, ..., iy, m > k oznaéme

ni R+ 1 Rm—1
m
Ryt = U U e U Pyt
ik+1=1ix4+2=1 im=1

(jsou to tedy ony tseZky v R,,, které vzniknou d&lenim usecky r ); déle polozme

iiz... ik

— m
R - hm Riliz...ik

m— oo

i1i2.. ik
(Ze tato limita existuje se dokaZe Gipln& stejn& jako existence lim Ry).

Nyni se zabyvejme pfipadem, kdy n, = 2 pro kazdé k = 1 (pfi konstrukci r;,;, ;.
budeme tedy v tomto pfipad& vZdy ,,pfedchozi* isetky d&lit na poloviny). UkaZeme,
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%e v tomto pfipadé, pokud znadime R, = lim R,, plati
. h(Ro) < 1.

K tomu sta¥i ukazat, ¥e existuje konstanta ¢ < 1 tak, Ze h(R,) < ¢ pro ka¥dé
e > 0. K tomu opét stadi ukazat, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuji mnoZiny A4, tak, Ze
diam 4, < &, U4, o R,, ) diam 4, < c.

V na¥em pfipadé budeme R, pokryvat jistymi obdélniky (mohli bychom R,
pokryvat kruhy o stejném diametru jako tyto obdélniky — coZ pro Hausdorffovu
miru byva nejéast&j§i — ale z technického hlediska bude uZiti obdélnikd jednodussi).
Sestrojime obdélniky A4} ;, ; pron=1,2,...,i; =1,i;=1,2proj =2,3,... na-
sledujicim zpisobem. PoloZime

Al =D x (LD

je to minimalni obdélnik takovy, ¢ R, = A}, R; = A}. Z konstrukce R, je vidét,
¥e potom R, — A} pro kaZdé k = 2. Vzhledem k tomu, Ze A} je uzavieny, je R, =
= lim R, < A}. P¥itom je

diam 4] = /(& +3) =31./(13) < 1.

Obdélniky A}, ; sestrojime takto: obdélniky A; dilatujeme konstantou 2'~",
oto¥ime o tihel (n — 1) 31T a posuneme tak, aby mél stfed ve stfedu tsecky ry;,. ;.
Z konstrukce tohoto obdélniku a z konstrukce tsedek r;;, ; je vidét, Ze pro pevné
indexy iy, iy, ..., i, j€

m n
Rl']iz...i,. < Ah i2...in

pro kaZzdé m = n + 1. JelikoZ

Rm = e LE U Ri)iz in?
i2=11i3=1 in=1
jeprokazdé m =2 n + 1
2 2 2
(1) R,<cU U...U 4i,.-
i2=1 i3=1 in=1
Dile plati

diam 4}, , =2'""},/13

a pro pevné n je potet obdélniki tvaru A7 ;, ; roven 2"” 1 Odtud

M™Me

2 .

2 2
] iZ‘,l...lzldiam A =13,
3= -

»
Konstrukce uvedenych obdélnikd je nazorné vidét z obr. 1. Na obr. 1 volime n tak,
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Ze r;,,.., je rovnob&Zna s osou x. Jak je vidét z obrazku, hrany obdélnika 47 ., ;

jsou
ly =diamry;, ;4 =27",
I, = diamr;;, ;. + diamr;;, ;4 =3.27"71,
n
Aifii"'in
Pijiy-eeintt r-q7---<----1-7
| 1 |
I
|
t
F iy ovin 12 |
’ |
Figty i =
Obr. 1.
takZe

diam 43,;, ;. = /(1 + 15) = 27"} J/13.

Vzhledem k tomu, Ze uvedené obdélniky jsou uzaviené, dostavame podle (1)

2 2 2
(3) Ro — Iim Rm c U U oee U A"l"[l'z...i,. .
m— oo i2=1 iz=1 in=1
Bud ¢ > 0. Potom existuje n tak, Ze 2' ™" } \/13 < ¢, takZe podle (2) a (3) dostavame
ha(RO) é i \/13

a tedy také
h(Ro) < }/(13) < 1.

Dostavame tedy piiklad mnoZiny s vlastnostmi, o kterych jsme mluvili v uvodu.
Poznamenejme, Ze v kaZdém pfipadg plati h(R,) = 4 /2, nebot z toho, Ze napf. na
pfimku y = x ma mnoZina R, projekci rovnou usecce o délce 4 \/2, plyne, Ze kazdé
spodetné pokryti R, ma soudet diametris >4 /2, a tedy dokonce h,(R,) = % /2 pro
kazdé ¢ > 0. Pro nasi uvedenou mnoZinu tedy dostdvime odhad

32 = h(Ry) £ /13

Autoru neni zndmo, jakou ma mnoZina R, skutedng linedrni miru (zfejmé viak je,
Ze horni odhad by bylo moZné zlepit).

Nakonec budeme je3t& uvaZovat pfipad, kdy poloZime n, =2k prok = 1(n, = 1).
MnoZinu R, budeme v tomto, podobné jako v pfedchozim pfipadg, pokryvat jistymi
obdélniky. Pro k pfirozené zkonstruujeme obdélniky A%, ., kde iy =1, i, =
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=1,2,..,n,_y =2(p—1),j =1,2,..., k nasledujicim zpisobem. Bud 4, uzavfe-
ny obdélnik o hranach

1
o= (%), =% (14 ——),
pfiemz hrana o délce [, je kolma na r,;, ; (druhd hrana je s r;;, ; rovnob&ina).

Usetky Piiiy..icics, VZhiknou rozd&lenim usetky r;,;, ; na 2k stejnych dilii (a otoce-
nim t&chto dil& o 4IT). Pro pevné indexy iy, i,, ..., i, je tedy t&hto GseSek 2k. Téchto
2k usefek sestavime do k dvojic ,,sousednich usedek a tyto dvojice pokryjeme
obdélniky 4%, .; (j = 1,2, ..., k), které dostaneme tak, Ze obdélnik A4, posuneme,

k
Ay iy Ay i2

il e’ i g o
riaiz"-ik
|
, l | = et w ..
Fiyigiy | éu;_u_

Obr. 2.

Py i1

aby jeho stfed lezel na tseCce r;;, ; uprostied pfislusné dvojice ,,sousednich**
usecek tvaru r;;, ;.i.+1 — viz obr. 2. Na obr. 2 volime k tak, Ze r; ;, ,; je rovno-
b&Zna s osou x. Pfitom je vidét, Ze obdélniky A% A¥ ... musi mit hrany

1i2...0k1> P1i2...0p20
o délce

ll = dlam r,‘l,-z.._ikl = (nlnz e rlk)_1 = (Zkk!)_l >

12 = diam Vijiy...ixl + diam Fiiiy..inll = (2kk!)_1 + (2k+1(k + 1)!)_1 =

= (2kkg)~1 (1 + 2(k—1+1—))
Odtud .

2
0 diamdt, = — 14141
2*k! 2(k + 1)

1 1 1
— 43 + :
2%k! Ck+ 1 4k + 1)
Déle je snadno vidét, Ze prom = k + 1 je

k

k

Ry, = U 4
j=1

1‘1...ikj ?
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