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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 104 (1979), Praha

ISOPERIMETRISCHE UNGLEICHUNGEN
FUR RAUMLICHE KURVEN UND POLYGONE

Leo BoCEek, Praha

(Eingegangen am 20. Dezember 1977)

Wir bezeichnen mit V(E,) den Vektorraum aller Vektoren des n-dimensionalen
euklidischen Raumes E, und mit W = V(E,) A V(E,) das antisymmetrische Tensor-
produkt des Raumes V(E,) mit sich selbst. Fiir den Vektorraum W fithren wir das
Skalarprodukt so ein, daB (a A b) (¢ A d) = (ac) (bd) — (ad) (bc) gilt, wo ab das
Skalarprodukt der Vektoren a, b in V(E,) bezeichnet. Es ist dann [la A b||? =
= ||| |b]|* — (ab)>. Dabezi benutzen wir dieselbe Bezeichnung fiir die Norm eines
Vektors in V(E,) und fiir die Norm eines Vektors in W.

Es sei in E, eine geschlossene und rektifizierbare Kurve € durch ihre parametrische
Darstellung x : R — E, gegeben, wobei wir den Punkt x(f) mit seinem Ortsvektor
beziiglich eines fest gewdhlten Anfangspunktes P identifizieren. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit kénnen wir voraussetzen, daB wir als Parameter ¢ die Bogenlinge
oder ein konstantes Vielfaches der Bogenldnge genommen haben. Wir bezeichnen
mit L die Lange der geschlossenen Kurve € und nehmen an, den Parameter ¢ so
gewihlt zu haben, daB x(t + 2n) = x(t), [dx/dt| = L[2x gilt.

- Es ist dann
2 - 2z
L_ = d_x ‘1’.‘) dt
2n 0 dt dt

2n ’
I-'=l x~/\d—x dtew
2J)o dt

und bezeichnen diesen Vektor als Fldchenvektor der Kurve €. Ist namlich
{ey, e,, ..., e,} eine orthonormierte Basis in V(E,), so ist

F = ZF“’(Q‘ A -ej),
i<j

Wir setzen

wo FY der ,,orientierte Flicheninhalt des Normalrisses der Kurve € in die Ebene
{P, e,, e} ist. Es ist unmittelbar zu sehen, daB F nicht von der Wahl des Nullpunktes
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P und bis auf das Vorzeichen auch nicht von der Wahl des Parameters ¢ abhingt.
Fiir das weitere Verfahren werden wir voraussetzen, daB3 wir den Nullpunkt P im
Schwerpunkt der Kurve € gewéhlt haben, also

rux(t) dt=0

0

gilt. Dann ist nach dem Lemma von Wirtinger

L (3’: ‘::) dt 2 f (xx) dt,

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn x = acos t + bsin t ist; a, b
sind fest gewihlte Vektoren aus V(E,). Nach einer Verschirfung des Lemmas von
Wirtinger (s. [4]) ist sogar

2n
dxdx) g — [T (xx)dr 2 20
o \dr dt 0

und das Gleichheitszeichen gilt jetzt genau dann, wenn x(f) = a@cos ¢t + bsin t +
+ €2 — nsin t|), a, b, ce V(E,) ist. Wir benutzen weiter die Ungleichung 2[a A
A b|| < aa + bb, in der das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn ab = 0
und |a|| = ||b| ist. Wir bekommen somit den

x(0) + x(n)|?
2

Satz 1. Fiir eine geschlossene und rektifizierbare Kurve € in E, gilt [} 2
2 4n|F| + 2n?d?, wo L die Linge der Kurve bezeichnet, F ist ihr Flichenvektor
und d ist der Abstand des Schwerpunktes der Kurve von dem Mittelpunkt zweier
solcher Punkte der Kurve €, die die Kurve in zwei gleich lange Teile halbieren.
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn die Kurve eine Kreislinie ist.

Beweis. Es ist
2zn 2n 2n
dx dx dtgl xday g 2 (xx)dt + =
o \dt dt 2 ), \dt dt 2Jo
2r 2r
gj j <x A 95) dt
0 0 dl 1

das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn auBer x =acost + bsint +
+ ¢(2 — = [sin #]) noch

x(0) + x(m)|? >

xt\d—x dt + nd® = + nd?,

dt

xx dx dx und x d_x =0
T dt dt dt
gilt. Die letzten zwei Bedingungen ergeben ¢ = 0, [a|| = ||b|, ab = 0, die Kurve

ist eine Kreislinie.
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Bemerkung. Fiir n = 2 und eine einfache geschlossene Kurve geht die abge-
leitete Ungleichung I 2 4x|F| in die klassische isoperimetrische Ungleichung iiber,
im Falle n =3 bekommen wir die Ungleichung von BLASCHKE und LEICHTWEISS,
die als Ubungsaufgabe in [2], S. 77 angegeben ist.

Satz 2. Fiir jeden Einheitsvektor A€ W ist
I* 2 4n(AF) + 2n%d?,

das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn € eine Kreislinie mit der Darstellung
x(f) = acost + bsin t ist und

A= |a A b|™*(a A b) gilt.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Ungleichung von Cauchy
und des vorstehenden Satzes.

Es sei € ein rdumliches m-Eck in E, mit den Eckpunkten x,, x,, ..., X,, = X,.

m
Wir setzen F = %) x;_; A x; und bezeichnen diesen Vektor aus W als Fldchen-
i=1

vektor des Polygons . Er hiangt nicht von der Wahl des Nullpunktes P ab und weil
auch

F= %‘Zl(xi—x + x;) A (% — x;_y)
gilt, ist

8 tg = IF| < 2tg = Y (ki1 + %)) A (x; = x;- )| <
m mi=1
<2 Y -z + x| - [ = x| <
mi=1 j

=) ("xi — x| + tg? = |xi-y + ’“"2) -
i=1 5 m
m
-5 [un =il + g Z e - - xie 1n=>]

i=1

Wir koénnen wieder voraussetzen, daB wir den Nullpunkt im Schwerpunkt des
Polygons gewdhlt haben. Nach der diskreten Analogle des Lemmas von Wirtinger
(s. [3]) gilt dann die Ungleichung

m m
4sin? T > =] S X %= x4
mi=1 i=1



mit dem Gleichheitszeichen genau dann, wenn gilt

(1) x,-=acos—2—n—l+bsin@, i=1,2,....,m.
m m

Aus den letzten zwei Ungleichungen folgt der
Satz 3. Fiir ein m-Eck in E, mit den Seitenldgen d; (i = 1, ..., m) gilt
Ydi z4tg—|F|,
i=1 m

das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn es sich um ein ebenes kon-
vexes und regelmdpiges m-Eck handelt. Fiir jeden Einheitsvektor A€ W ist

S > 4tg ~ |AF|,
i=1 m

das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn das m-Eck eben, konvex und regel-
mdpig ist und A die Form ¢ A d hat, wo ¢, d Vektoren aus der Ebene des m-Ecks
sind.

Beweis. Es geniigt nur noch zu ermitteln, wann in der bewiesenen Ungleichung
das Gleichheitszeichen gilt. Das kann nur dann geschehen, wenn (1) gilt und gleich-
zeitig |x;—; — x| = tg(n[m) |x; + x;_| und (x,-; + x;)(x; — x,_,) = 0 also
[ x| = ||x:-4]| gilt. Daraus folgt ||a]| = ||b||, ab = 0, das Polygon ist eben, konvex
und regelmaBig, F ist ein Vielfaches von @ A b. Umgekehrt ist einfach zu sehen, daB3
fiir ein ebenes, konvexes und regelméBiges m-Eck das Gleichheitszeichen gilt. Der
zweite Teil des Satzes folgt unmittelbar aus der ersten Aussage.

Bemerkung. Fiir ein gleichseitiges m-Eck nimmt die abgeleitete Ungleichung die
Form I? 2 4m tg (n/m) |F| an, wo mit L die Gesamtlinge des Polygons bezeichnet
wurde. Fiir n = 2 ist diese Ungleichung mit der klassischen isoperimetrischen
Ungleichung fiir ebene m-Ecke identisch, siehe [1].

Wir werden jetzt noch zeigen, wie man die bevorstehenden Sitze mittels der
Fourierschen Reihen (im Falle der Kurven) oder mittels der Fourierschen Polynome
(im Falle der Polygone) beweisen kann.

Beweis des Satzes 1. Wir setzen
x(t) = 4@y + Y, (@ cos kt + by sin ki) .
k=1
Aus
2x
J x(t)dt =0 folgt a, =0,

0
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weiter ist

) d)(;gt) =kz‘1k(bk cos kt — a sin kt) .

Aus der Rektifizierbarkeit der Kurve folgt die Konvergenz der Reihe

(- «]
7Y k*(a,a, + b.b,)
k=1

I? 2 /dx dx
Z o () g,
2n o \dt dt

und ihre Summe ist gleich

Fiir F bekommen wir

weiter gilt

Wir sollen also die Ungleichung

) 3 ko(aa, + bb) 2 2] 3 Kay B + 3 aua,

beweisen. Wir beweisen sogar die wegen aa + bb > 2|a A b| stirkere Ungleichung
(3) kik’(aka,‘ + b,b,) _Z_kilk(akak + bb,) +k§;1a2,‘02m .

Es ist

(4k* — 2k)~* (4m*> — 2m)™* |[(4k* — 2k) @y — (4m> — 2m) @,,[> 2 0.

und damit
-] [}
Y (4k* — 2k) (4m* — 2m)"! |ay[* 2 Y @45,
km=1 km=1
und weil

° o .
Y (4m* —2m)"' ='In2 <1
m=1

gilt, ist die Ungleichung (3).und also auch (2) bewiesen. In der Ungleichung (3) gilt
das Gleichheitszeichen genau dann, wenn a, = b, = 0 fiir k = 2, 3, ... ist. In der
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Ungleichung (2) gilt das_Gleichheitszeichen, wenn auBerdem noch |a,| = ||b,,
a,b, = 0 gilt, also genau dann, wenn die Kurve eine Kreislinie ist. Die Giiltigkeit

der schwicheren Ungleichung I? > 4z F|| folgt unmittelbar aus

kZIkZ(akak + bb,) ;k;k(akak + bb,),

Gleichheit besteht nur im Fall einer Kreislinie.

Beweis des Satzes 3. Das Polygon sei durch seine Eckpunkte x,, x,, X, =

.oy

= X, gegeben, der Schwerpunkt soll im Nullpunkt liegen, d. h. , x, = 0. Wir setzen
k=1

m . m .
¢:k=l ZXI.coszlkl, bk=lejsin@, k=0,1,....,m.
m j=1 m mj=1 m
@ =a, b, = —b. Wegen

Es ist dann a,=4a,=0 b, =b, =0,
Y sin (2nkj/m) = 0 und wegen Y cos (2nkj/m) = m wenn j ein ganzes Vielfaches
£=1 k=1

von m ist und ' cos (2nkj/m) = 0 wenn das nicht der Fall ist, bekommen wir
k=1

x; =Y (akcos@ + bksmznﬁ>, j=1..,m.
k=1 m m

Wir haben also
X, — X;_, =Y [(1 — cos 21r_k> a + sinzik.bk]cos 2rkj A+
k=1 m m m
+ Y |:—sin2—nl—c .a, + (1 — cos 27.I—k)b,‘:| sin2n—k] .
k=1 m m m

Daraus erhilt man
i 2 ks .2 Ttk
Zl""; I me14 sin - (axa, + byby) .
Jj= =

Ahnlich erhalt man fiir F das Ergebnis

F=2stin£’fcosn—-k(a,‘ A by).
k=1 m m :
Wir wollen die Ungleichung

€) 4m Y sin® L (axa, + bby) 2
k=1 m
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