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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 103 (1978), Praha

U BER DIE CHARAKTERISIERUNG DER VERBANDE
DURCH IHRE ¢-TEILVERBANDE

VACLAV VILHELM, Praha

(Eingegangen am 22. Dezember 1976)

Ein Teilverband L, eines Verbandes L heisst ein c-Teilverband in L, wenn jede
Kette in L,, die keine echte Verfeinerung in L; besitzt, zugleich keine echte Ver-
feinerung in Lhat. Sei K eine Klasse der Verbinde, K, ihre Teilklasse. Die Klasse K,
heisst nach JAkuBfk [1] in der Klasse K durch c-Teilverbidnde charakterisierbar,
wenn es eine Menge S < K\ K,; mit der folgenden Eigenschaft gibt: ein Verband
Le K gehort zu K\ K, genau dann, wenn er einen zu einem Verband der Menge S
isomorphen c-Teilverband enthilt. In der vorliegenden Arbeit wollen wir u. a. das
in [1] gestelltes Problem iiber die Charakterisierbarkeit der Klasse aller distributiven
Verbdnde in der Klasse aller modularen Verbande durch c-Teilverbdnde untersuchen.

Ist L ein Verband und K seine Kette, so werden wir unter der Lénge l(K) der Kette K
die Michtigkeit der Menge K verstehen; die Kardinalzahl (L) = sup {{(K) | K eine
Kette in L} heisst dann die Lange des Verbandes L. L heisst ein Verband mit lokal
endlicher Lange, wenn die Linge jedes Intervalls {a, b) — L endlich ist. L heisst
ein Verband mit lokal endlichen Ketten, wenn jede seine Kette von lokal endlicher
Léange ist.

L

Sei C eine Klasse der Verbédnde, die mit jedem Verband alle mit ihm isomorphen
Verbinde, mit jedem System der Verbdnde der Klasse C auch sein cartesisches
Produkt und mit jedem direkten System der Verbdnde aus C zugleich den direkten
Limes des Systems enthilt. Setzen wir weiter voraus, dass C eine nichtleere Teil-
klasse C, # C enthilt, in der mit jedem Verband L, alle Verbinde der Klasse C
liegen, welche einen mit L, isomorphen Teilverband besitzen. Unter diesen Voraus-
setzungen iiber die Klassen C und C, werden wir fiir jede regulire Kardinalzahl m
einen Verband L(m) e C, konstruieren, in dem I(K) = m fiir jede seine maximale
Kette K zwischen beliebigen Elementen a, b € I(m) (a < b) ist.

Konstruktion des Verbandes.L(m). Es sei w die erste transfinite Zahl der regularen
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Michtigkeit m. Wahlen wir in C, einen Verband L,. Infolge der Voraussetzungen
iiber C; muss L, mehr als ein Element enthalten. Es sei ¢ (1 < ¢ < o) eine transfinite
Zahl. Setzen wir voraus, wir haben schon die zunehmende Kette {L,},<,<, der
Verbinde der Klasse C konstruiert. Ist ¢ keine Limeszahl, so setzen wir

Li=L_yxL_,

und betten den Verband L,_, mittels der Abbildung a i~ (a, a) fiir jedes aeL,_,
inden L, ein. L,_, ist dann ein Teilverband des L, und L, ist ein Element der Klasse C.
Es sei ¢ eine Limeszahl. Fiir jedes « (1 < « < ¢) bilden wir das cartesische Produkt

S,=JIL,(a sy <y

der Verbande L,. Wieder ist S, € C. Definieren wir nun fiir jede Zahlen a, f (x <
< B < ¢) den Verbandshomomorphismus

g;:sa—)sﬁ’

wo g5[(a,)esy<.] = (a,)p<y<. ist. Das System (S,, g3) ist offenbar ein direktes System
der Verbinde der Klasse C. Es sei lim S, = (L,, (I7)s<.) sein direkter Limes. Dann ist
L, € C und fiir jede Zahlen &, f (1 < « < B < ¢) ist das Diagramm

la

t

Sﬂ = LL
T

g5 l
Sp

lﬂ

kommutativ. Die Einbettungen h,:L, > S, (1 £ a < ¢), wo ha) = (a,)agy<1>
a, = a ist, geben die Homomorphismen [[h, : L, - L, und das Diagramm

L, = L

I*h, Ih,

— L, <

ist wieder fiir jede o, f (1 < a < B < ¢) kommutativ. Die Homomorphismen [/},
sind schon injektiv: es seia, b € L,, I{ h(a) = I h(b). Danngibteseiny (¢ <y < ¢),
so dass

| 95(ha)) = g(h(2))
ist. Es ist also (a5),<s<. = (bs)yss<i» @ = @, b; = b. Daher ist @ = b. Jedes Element
aeL, (1 £a¢) kann so mit dem Element 1fh(a)e L, identifiziert werden;

jeder Verband L, (1 £ & < ¢) ist dann ein Tcllverband des L,. Setzen wir endhch
L(m) = lim (L) = UL, (1 £ ¢ < w). Es ist L(m)e C.
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Satz 1. Der oben konstruierte Verband L(m) liegt in der Teilklasse C, und jede
seine maximale Kette zwischen Elementen a, b eL(m) (a < b) hat die Mdchtig-
keit = m.

Beweis. Die erste Behauptung ist klar, denn L(m)e C, L, = L(m), L, € C, ist.
Sei K eine Kette im L(m) der Linge I(K) < m und es sei a £ x < b fiir jedes x € K.
Offenbar geniigt es die Existenz eines solchen Elementes c € [(m) zu beweisen,
dass x < ¢ < b fiir jedes x e K ist: dann kann K U {a, b} keine maximale Kette
zwischen a, b sein. Zu jedem x € K U {a, b} gibt es eine transfinite Zahl a(x) < o,
fir die x € Ly, ist. Weil Card {«(x)|xeK U {a, b}} < m und m eine regulire
Kardinalzahl ist, kann man eine transfinite Zahl ¢« < @ finden, so dass a:(x) <o
fiir jedes x € K U {a, b} ist. Die Kette K U {a, b} liegt also im Verband L, = L(m).
Hat K das grosste Element d, sei ¢ = (d, b)e L, X L, = L,,,. Fiir jedes x e K ist
dann im L(m)

x<d=(dd) <(db)<(bb)=b.

Nehmen wir jetzt an, K besitze kein grosstes Element. In diesem Fall enthilt K eine
in der Anordnung < wohlgeordnete und mit K konfinale Teilkette T. Schreiben wir
die Elemente der Kette T'in der Form x,, wo die Indexen die Menge M = {y ] a s
< y < ¢} der transfiniten Zahlen durchlaufen und x, < x; gleichbedeutend mit
y < dist. Es gilt « < w, Card M £ Card K < m and o ist die erste transfinite Zahl
der Michtigkeit m; daher ist ¢ < w. Die Zahl ¢ ist offenbar eine Limeszahl. Nehmen
wir das Element y = (x,),<,<: € S, und sei ¢ = I}(y) € L(m). Wahlen wir ein f € M,
so ist fiir jedes 6 (B < 6 < ¢)

g:(ha(xﬂ)) = (ta)6§a<t sy I

g:(ha(b)) = (za)6§a<L s Z,=Db,

Xg

g:()’) = (xo')d Sa<t

Fiir jedes ¢ (6 < 0 < ¢) ist aber t, = x; < X, < b = z,. Darum gilt _
g5(hxp)) < 95(») < g3(ha(b))
im S, fiir jedes 6 (8 < 6 < ¢)und im L, = L(m) ist also
X5 = I hy(x5) < I5(y) = ¢ < B h(b) = b

fiir jedes ff € M. Weil die Kette T mit der Kette K konfinal ist, folgt daraus fiir jedes
x € M die Ungleichung x < ¢ < b, q.e.d.

Satz 2. Die Klasse C, = C\C, ist nicht in der Klasse C durch c-Teilverbdnde
charakterisierbar. '
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Beweis. Setzen wir voraus, der Satz ware falsch. Sei S die entsprechende Menge,
mit deren Hilfe die Klasse C, in C durch c-Teilverbande charakterisiert ist. Sei
S = {K, | Be B}. Weil C; + C ist, muss B % 0 und I(K,) > 1 fiir jedes B € B sein.
S ist eine Menge; daher gibt es eine Kardinalzahl m, so dass I(K,) < m iiber jedes
B € B ist. Wir konnen voraussetzen, dass m eine regulire Kardinalzahl ist. Fiir die
Zahl m bilden wir den Verband L(m)e C,. L(m) ist ein Verband der Klasse C,
welcher nicht zur Klasse C; gehort. Es gibt also einen mit einem Verband K (f € B)
isomorphen c-Teilverband L des L(m). Weil I(K,) > 1, enthlt L verschiedene ver-
gleichbare Elemente a, b. Jede maximale Kette in L zwischen a, b ist aber zugleich
die maximale Kette im D(m) zwischen a, b und diese hat nach dem Satz 1 die Mich-
tigkeit = m. Es ist also I(L) = m, aber gleichzeitig ist L = K,, I(K;) < m; das ist
ein Widerspruch. '

Als eine unmittelbare Folgerung des Satzes 2 bekommen wir die folgerde Be-
antwortung der Fragen (a) und (b) in [1].

Korollar. (a) Die Klasse K, aller distributiven Verbdinde ist nicht in der Klasse K,,,
aller modularen Verbdnde durch c-Teilverbdnde charakterisierbar.

(b) Sei K, die Klasse aller Verbinde. Es sei K, (0 + K, + K,) eine Teilklasse
der K,, die mit jedem Verband alle zu seinen Teilverbdnden isomorphen Verbdinde
enthdlt. Dann ist die Klasse K, nicht in der Klasse K, durch c-Teilverbdnde cha-
rakterisierbar.

Beweis. Die Klassen K,, und K,,\ K,, resp. K, und K, \ K, erfiillen offenbar
die Voraussetzungen iiber die Klassen C und C,. Die Behauptungen folgen dann
aus dem Satz 2.

II.

Wesentlich verschieden ist der Sachverhalt in der Klasse K aller Verbinde mit
lokal endlichen Ketten. Bezeichnen wir mit K, resp. K,, resp. K,,, resp. K, die Teil-
klassen aller Verbiande mit lokal endlicher Lénge, resp. aller semimodularen, resp.
modularen, resp. distributiven Verbiande der Klasse K. Es sei weiter K, die Teil-
klasse der Verbinde der Klasse K, in denen jede zwei maximale Ketten R:, S° zwi-
schen beliebigen vergleichbaren Elementen a, b des Verbandes die gleiche Lénge
haben. Es ist gut bekannt, dass die Teiklassen K, K,,, K; in der Klasse K; durch
c-Teilverbande charakterisierbar sind. (Siehe z. B. [1].)

Diese Ergebnisse kann man noch etwas verscharfen. Fiihren wir zu diesem Zwecke
die folgende Definition ein. : :

Definition. Sei K eine Klasse der Verbdnde, K sei ihre Teilklasse. Die Teilklasse K,
heisst in der Klasse K durch c-Teilverbande stark charakterisierbar, wenn es eine
Menge T < K\K, gibt, so dass Le K\ K, genau dann ist, wenn L ein Intervall
{a,b) und im {a, b) solche c-Teilverbande L, (xe 4, 4 + 0) enthilt, dass
sup {I(L,) | « € A} = I(<a, b)) und L, = L, L, e Tfiir jedes a € A ist.
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Seien m,n (2 < m, 2 £ n) natiirliche Zahlen. Mit L(m, n) bezeichnen wir den
Verband mit Elementen

X=X <X < ...<Xp=Y, X=)<P<...<y,=Yy,

wo x;, y; fiir 1 < i < m, 1 <j < n unvergleichbar sind. (L(m, n) ist also ein zykli-
scher Verband.) Ferner sei M5 ein modularer nicht distributiver Verband mit fiinf
Elementen, B ein Verband mit dem Diagramm auf Abb. 1 und B’ der zum B duale
Verband.

Abb. 1

Satz 3. (a) Die Klasse K, ist in K durch c-Teilverbinde stark charakterisierbar.
Die entsprechende Menge aus der Definition ist T = {L(m, n)l 3<m<n}

(b) Die Klasse K,, resp. K, resp. K, ist in der Klasse K,, resp. K,, resp. K,,
durch c-Teilverbinde stark charakterisierbar; die entsprechende Menge ist
{L(m, m)| 4 £ m} U {B'}, resp. {B}, resp. {Ms}.

Fiir den Beweis beweisen wir zuerst das folgende

Lemma. Sei Le K, {a, b) ein Intervall in L. Dann sind entweder jede zwei
maximalen Ketten in L zwischen a, b von derselben Linge oder es gibt ein Teil-
intervall {a’, b') < (a, b), so dass <a’,b') c-Teilverbinde C, (xe A % 0) des L
enthdlt und sup {I(C,) | xe A} = I(<a’, b)), C, = L(m,, n,) (m, * n,) ist. (Vergl.
[2], Thm. 7.)

Beweis. R, S seien maximale Ketten in L zwischen a, b. Ist I(R) = 2, so ist die
Behauptungen richtig. Setzen wir voraus, die Behauptung gelte fiir jedes Intervall
{c¢,d)y = L, welches eine maximale Kette P mit I(P) < n (n 2 2) enthalt. Es sei
{a, b) ein Intervall in L, in dem n die kleinste Lénge seiner maximalen Ketten ist.
R sei eine maximale Kette in {a, b), l(R) = n. Fiir den Beweis kann man sich offen-
bar nur auf den Fall begrenzen, in dem {a, b) eine maximale Kette S (I(S) > n)
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