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DEUX MESURES SPECIALES DANS L’ESPACE E,

MiLosLAV JUzA, Praha

(Regu le 8 mars 1976)

C. CARATHEODORY a défini dans [1] la notion de mesure extérieure. F. HAUSDORFF
a défini et étudié dans le Mémoire [2] des types différents des mesures extérieures.
Dans le dernier temps, les mesures de Carathéodory étaient étudiées systématique-
ment par ex. dans [4] et [5].

En examinant les singularités des solutions des équations aux dérivées partielles,
on a besoin parfois de mesures de type spécial (voir [3], [6], [7]). Dans ce travail-ci,
nous examinons la relation qui existe entre deux mesures de ce type.

1. Ayons un espace euclidien E, avec un systéme de coordonnées cartésiennes.
Si x, yo sont des nombres réels et > 0, alors I’ensemble

(1'1) K={[xs}"]5E2:x05x§.xo+5,.Vo§}’§.}’o +5}

sera appelé carré fondamental; le nombre 6 sera appelé norme du carré K et
désigné par |K| Si M est un systéme de carrés fondamentaux, le nombre

|| = sup |K]|
KeM
est appelé norme du systéme M. L’ensemble de tous les systémes dénombrables’)

de carrés fondamentaux sera désigné par K.
Etant donné des nombres entiers ¢, d, k, k = 0, nous appellerons ’ensemble

.c c+1 d d+1
(1.2) K={[x,y]eE2.?§x§ b §§y§ 2"}

carré dyadic. L’ensemble de tous les systémes de carrés dyadics sera désigné par D.
Evidemment on a D < K.

1) Des ensembles finis sont aussi considérés comme dénombrables.
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2. Si M < E,, nous posons pour & > 0:
KeM

ou la borne inférieure est prise sur tous les systemes M tels que M e K, |§Ut| <
Mc K;
kel H(M) = inf ¥ |K]|
KeM

ol la borne inférieure est prise sur tous les systémes M tels que Me D, |M| < &,
M < UK. On a D c K, donc pour tout ¢ > 0 et pour tout ensemble M < E, on a

Ket
h(M) £ H(M).
Pour e,' 2 €, > 0 et pour tout ensemble M < E,, on a évidemment:
B (M) < b (M), H,(M) S H(M).
Alors, il existe des nombres (éventue]]ement égaux a + oo)
k(M) = lim h(M) = sup h(M), H(M) = lim H(M) = sup H(M)
&0+ e>0 g0+ >0

et on a
h(M) < H(M)

pour tout ensemble M < E,.
3. Pour tout & 1 > & > 0, et pour tout ensemble M < E, on a?)
H(M) £ 9.h(M), donc H(M)<9.h(M).

Tout d’abord nous allons prouver: Pour chaque carré fondamental K avec la
norme |K| =< 1 il existe un systéme My € D tel que

Ke UD, M=K, ¥ |b=9.lK|.
DeMx DeMx

Cependant, K étant donné par la formule (1.1), soit k le plus petit nombre naturel
tel que 27* < 4. On a alors
2—k é S < 2—k+1 .

1l existe un nombre entier c tel que
XoSc.2F<xo+ 6.
Sic.27% < xo + 46, posons ¢, = ¢ — 1; autrement posons ¢, = ¢ — 2. Alors on a
€o.27% < X0 < X0+ & < (co +3).27F. |

2y Voir [6], p. 43 et [7], p. 11.
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D’une fagon analogue, nous pouvons trouver un nombre entier d, tel que

do.27% < yo<yo+6<(dy+3).27%.

En désignant
cot+i+1l do+j
D,j={[x,y]eE2: 2 o +J

b 2k

co+i<x
2k = 9k

IIA
IIA
IIA

dy +j+1
y——~———°1},

2k
nous avons

2 2
|Dj|=2"*<6=|K|, KU UD,;,
j=0 i=0 -

ji=

2 2
Y YDy|=9.27<95=9.|K].

Jj=0 i=0

Alors nous pouvons poser My = {D;;}o<i<2-
0<js2

Si maintenant 1 > & > 0 et si 'ensemble M < E, est couvert par les carrés d’un
systéme M € K avec |sm| < &, nous pouvons couvrir M par I"'union

N = MeD.
KeM

On voit aisément que
wsim, lol= (3 |o)s 5o [K.
Delt Ked DeMK Kelt
D’ici on déduit que H(M) < 9. h (M), alors aussi H(M) < 9. h(M).

4. Nous allons prouver qu’il existe des ensembles M tels que (M) < H(M). En
effet, nous avons le

Théoréme 1. Soient o, a, b des nombres réels, a < b. Définissons I'ensemble

(4.1) My ={[x,y]eE:a<x<b y=x+a}.
Alors on a
(4.2) h(Mg) =b—a,
b—a
(4.3) H(Mg) = T~ ,
01®) ,
(4.9) Pa= lkim inf (min (a.2* — [«.2"], [«.2"] + 1 — «.2Y).
o

k naturel

3) r étant un nombre réel, [r] signifie naturellement le nombre entier ntel que n < r < n 4+ 1.
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La démonstration du théoréme 1 sera réalisée successivement dans les para-
graphes suivants.

-

5. Si o est un nombre réel, on a
(5.1) 0sp.=1%.

Démonstration. A) Evidemment «.2* — [0.2¥] 20, [«.2¥] + 1 — a.2F >
> 0, donc p, = 0.

B) Sia.2* — [a.2*] > % pour un certain k naturel, alors [a.2"] — a.2* < —14,
et [x.2"] + 1 — a.2* < 4. Donc

min (.2 - [0.2*], [¢. 2]+ 1 —a.2) < 4

pour tout a réel et k naturel.

C)Si a.2"-[a.2"] <4, alors «.2"' =2 . [«.2¥] <1, et [a.2"'] =
=2.[«a.2"].Siencore . 2* — [«.2*] > },onaa.2¥*! — [a. 2] = a. 2! —
—2.[a.2]>% [0.2"]-a. 2" < — % et [@a.2""']+1 —a. 2" < L

D)Si [¢a.2]+1—-a.2"<4, alors 2.[x.2"]+2— .21 <1, et
2. [0.2] +1 < «.2**"; mais parce que toujours [a.2] + 1 > «.2% on
a2 [a.2]+2>a.2%"; donc [x.2*"'] = 2. [«.2¥] + 1. Si encore [«.2*] +
+1—-a.2*>4alors[e. 2] — . 2" =2 [0. 2] +1 - a. 2" > % — 1,
donc . 2%+ — [a.2""1] < L.

E)Si a.2*—[a.2"]=14, alors a.2"*' —2.[a.2"] =1, et [x.2**'] =
=2.[«.2"] + 1, d’olt 'on déduit a . 2**! — [¢.2**1] =0 < L.

F) On déduit de B)—E), que si pour un certain k naturel I'inégalité

min (.2 — [0.2"], [«. 2] +1 - a.2%) >}

a lieu, alors
min (. 2**! — [a. 2**1], [@. 2**'] + 1 — «. 2**!) < &.

Alors d’aprés (4.4) on a p, < 4.

6. Légalité suiuante‘ est valable
h(Mg) = b —.a.
Démonstration. A) ‘Si K est un carré fondamental, notons
(6.1) #(K) = {x e R: il existe y € R tel que [x, y] €K} .
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Alors n(K) est un intervalle et sa longueur |n(K)| est égale a la norme |K|. Si M est
un systéme dénombrable de carrés fondamentaux couvrant I’ensemble Mg, alors
{a, by = U n(K), et

KeM

(62) K;ﬁ K| = Kezm |n(K)| 2 b —a,

donc on a h(Mj,) = b — a pour chaque ¢ > 0, d’ou il résulte que h(M3,) 2 b — a.

B) Par contre, ayant un nombre ¢ > 0, choisissons un nombre naturel n tel que
n2(b— a)fe. Pour i =0,1,...,n — 1, définissons le carré
i+ 1

n

(b -a),

Ki={[x,y]eE2:a+l(b-—d)§x§a+
n

a+i(b—a)+a§y§a+ﬂ(b—a)+a}.
n n

Nous avons
M:, cn(_)lK,-, |Ki| =(b—a)n<e
et -
':g:IKi|=n.b;a=b—a.

Alors h(M7,) £ b — a a lieu pour tout ¢ > 0, donc aussi h(M,) < b — a.

7. Pour m = 0,1, 2, ... écrivons

(1.1) 0.(a) = ¥ d*.

k=0

Alors pour chaque m entier non-négatif on a
(7.2) H(MZ,) 2 0.(p.) - (b — a).

Démonstration. A) Si p, = 0, alors Q,(p,) = 1. Mais si le systtme M de carrés
fondamentaux (spécialement de carrés dyadics) couvre I’ensemble Mj,, nous avons
(6.2), et dans ce cas pour chaque ¢ > Oon a

Hc(M:b) 2b—-a= Qm(pa) . (b_ a) s
donc aussi

H(MZ) 2 0.(p.) - (b — a).
B) Soit p, > 0. Tout d’abord nous allons prouver
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Lemme 1. Pour chaque nombre q, 0 < q < p,, il existe un nombre & > 0 tel
que, M étant un recouvrement arbitraire de I'ensemble My, formé des carrés
dyadics avec |ﬂR| < 8, pour chaque m = 0 entier on a

(7.3) K§R K| 2 Qu(g)-(b — a).

Démonstration du lemme 1. Ayons un nombre a et un nombre g tel que
0 < g < p,. D’aprés (4.4) il existe un nombre k, tel que I'on ait pour k = k,

(7.4) €. 2"~ [e.2]>q, [¢.2]+1-a.2">gq.

Posons & = 27%. Si |K| < & pour un carré dyadic K défini par (1.2), alors 27% =
= |K| < 6 =27%, donc k = ko, donc (7.4) a lieu. Nous allons prouver maintenant
que pour ce  le lemme 1 est valide pour tous les ensembles M, a < b étant ar-
bitraires.

Nous effectuons la démonstration par I'induction d’aprés m. Nous avons Qo(q) =
= 1. Mais pour un recouvrement arbitraire de I’ensemble Mj,, nous avons (6.2),
dons aussi (7.3) pour m = 0. Alors pour m = 0 le lemme 1 est valable.

Supposons que la formule (7.3) est déja prouvée pour m = u — 1 (u naturel)
pour tous les ensembles M}, (pour notre o fixé, mais pour a, b arbitraires) et pour
chaque recouvrement dyadic M de 'ensemble M, tel que || < 8. Ayons maintenant
un ensemble Mg, fixement donné et son recouvrement dyadic It avec |‘.Ul| < 6. Nous
allons prouver la formule (7.3) pour ce recouvrement M et pour m = p.

K étant un carré dyadic défini par (1.2), alors I'ensemble n(K) défini par (6.1) est
Pintervalle <c.27% (c + 1).27%). K, L étant des carrés dyadics avec K| 2 |L|,
alors (L) = n(K) ou n(L) N n(K) est vide ou contient un seul point.

Le recouvrement M est dénombrable, car le nombre de tous les carrés dyadics est
dénombrable. S’il existait un nombre n > 0 tel que |K| = 7 pour une infinité de
carrés K € M, on aurait %IKI = oo et (7.3) aurait lieu. Donc, nous pouvons nous

Ke

borner au cas ou il n’existe pour chaque nombre # > 0 qu’un nombre fini de carrés
K e M tels que |K| = 1.

Nous allons définir des systémes M, < M, N, <« M (i =0,1,2,...) et (pour
certains i naturels) les carrés L; € M de la fagon suivante:

My =M;

N, soit 'ensemble des carrés K € M, définis par la formule (1.2), pour lesquels on a

c+1
(7.5) = <a ou

[\

b;

Rle

M, N; étant déja définis pour tous j < i, nous allons poser

i-1

'(7-6) m, =M,_, —jyomj >
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si maintenant M; = O, posons aussi N; = O; dans le cas contraire nous choisissons
pour L; un carré arbitraire de I'ensemble M, tel que |L;| = |L| pour chaque Le M;
et N; sera I'ensemble de tous les carrés Le M; tels que n(L) = n(L;).

Par le symbol A nous désignerons le plus grand nombre i tel que L; est défini
ou oo dans le cas ou L est défini pour chaque i. Nous avons

(1.7) UR = m.

i=0,

Car si Le M, il n’existe (dans le cas auquel nous nous bornons) qu’un nombre fini n
de carrés K € M tels que |K| = ILI Alors si L n’a pas été choisi dans quelque R; pour
0<i<n-—1,onadfchoisir L, = L, donc Le N,. Comme N; = @ pour i > 4,
(7.7) a lieu.

Si K e M, désignons
(7.8) o(K) = n(K) n <a, b) .

Pour K e R; et i > 0, o(K) est toujours un intervalle. Nous désignerons par [a(K)J

sa longueur. Si x € (a, b), il existe un nombre y tel que [x, y] € Mj,. Le point [x, y

est couvert par un carré K € M. D’ici on déduit x € n(K). D’aprés (7.5) on a K ¢ Ry,

alors d’aprés (7.7) on a K € %; pour un i > 0. Mais d’ici on déduit x € n(L;), n(L;) >
A

> n(K). D’aprés (7.8) on a aussi x € o(L;). Alors (a,b) = U o(L;). De cela on
obtient i=1

(7.9) l_i lo(L)|2b—a.

Maintenant a partir de ’hypothése d’induction que la formule (7.3) a lieu pour
= pu — 1, nous alons prouver pouri =1,...,4

(7.10) 3 Ikl 2 0. Jo(L].

Pour la démonstration de (7.10), supposons que

(7.11) Ly= {[x, y]eE,: c_k,‘ <x =

5 9

ok’ gk 2

D’aprés (7.5) nous avons (c; + 1)[2* > a, ¢;/2% < b, car L; ¢ R,. Nous distingue-
rons deux cas:

a) Supposons d’abord que
(1.12) . M2d —c.
Le nombre d; — c; étant entier, on en déduit

[«.2%] 2 d; — ¢,
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donc
«. 2% —(di—c)za.2—[a.2"],

alors d’apres (7.4) on obtient
.2 —(d;—¢c)>q

ou bien
: c di+q
(7.13) 2—k;+d>—‘2T—.
Notons
N={[x,y]eEz:£'—-%‘<x<ﬁz_:—il, y=x+a}.

Si x >.(c, + 1 — g)/2* alors d’aprés (7.13) on a

1-qg_di+q 1-¢q d;+1
2ki > 2'(( + 2'” = 2k1

’

y-—x+a>2—h+a+

et d’aprés (7.11) aucun point de I’ensemble N n’est placé dans le carré L;.

@) Sini
C; +1- q C; +1 b C; Ci + 1
ae 2&( § 2*‘ ni € '—i"_' 5 2‘:!

n’a lieu, alors N = Mg, et N doit &tre couvert par les carrés de M. Mais N ne peut
étre couvert que par les carrés de 9;, car 'ensemble n(K) N n(L;) est pour K ¢ N,
vide ou contient un seul point, donc

ﬂ(x)n<ﬁ c"“)=o,

2ki 2 2k;

et a fortiori

n(K)n(c‘+1_q, c¢+l>=

ol

Alors I’ensemble N doit étre couvert par les carrés du systéme R, — {L;}. D’aprés
(7.3) et d’aprés la supposition d’induction, on a

Y K|z 0u-i(a). 2

KeW'2 (L) 2t
Comme |L;| = 27%, |o(L;)| £ 27", on en déduit selon (7.1):
S K227+ 0ui@)- 027 = 0a) .27 2 0u(a) - [olL)]
ce qui est la formule (7.10).
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(ii) Si ¢;/2 < b < (c; + 1 — g)[2%, alors |o(L;)| < (1 — ¢)/2%; on a encore
Y K| 2 |L| =27%, dou

Kgl“thl g 1—1—; ) |6(Li)| =k§‘0q" ’ |0(Li)| > Q“(q) . |0(L,-)| ’

ce qui est de nouveau la formule (7.10).
(iii) Si (c; + 1 — g)/2* < b < (c; + 1)/2*, nous avons avant tout

(7.14) |o(Ly)| < b — -267 £ 9%,

Définissons dans ce cas I’ensemble

N'={[x,y]eE2:c"+2#<x<b, y=x+a}cN.

L’ensemble N’ = M}, doit étre couvert par les carrés du systéme R; — {L;}. Alors
d’aprés (7.3) et (7.1) et d’aprés la supposition d’induction on a

L Kz 0 (b - et it . (b -2 %ilq" -

2k(

KeM;—{Li} j=0
1 Bl e Ao 1
-1 =-4).Yg=[b— L R I
pal 9) j;oq ( 2"‘) J';Oq 2k QM d

donc

AL |
LKz (b 2) T e

KeN;

d’apreés (7.14) nous obtenons d’ici

u=1 oo
b3 |K| = IG(L,-)| Y+ Ia(L,)l .q* = |a(Li)| g,
KeN,; ji=0 j=0
ce qui est de nouveau la formule (7.10).

(iv) Si enfin b¢(c)/2", (c; + 1)/2%), mais (c; + 1 — q)/2" < a < (c; + 1)2%,
alors
¢ + 1

2"

|°(Lx)| = -
Si nous définissons
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—N’={[x,y]eE2:a<x<-c"7t‘-—1-, y=x+a}cN,

nous avons N’ = M{,, et N’ doit étre couvert par les carrés du systéme 9; — {L;}.
Alors d’aprés (7.3) et d’aprés la supposition d’induction nous avons

> Kz i) (M5 ~ @) = ei(a)- o)

KeRi—{Li}

donc
KE%;JK] 2 |Li| + Qu-1(9) - |o(L)| 2 |o(L)| (1 + Qu-1(2)) >

> Jo(L)] - (@ + Qu-1()) = 2u(a) - |o(L)]
ce qui est de nouveau la formule (7.10).
b) Maintenant nous allons examiner le cas ou (7.12) n’est pas valable et alors
(7.15) .2 <d;—¢.
Le nombre d; — c; étant entier, on déduit de 1a que

[«.2]+15d;— ¢,
alors
0.2 —(di—c)Sa. 2%~ ([x.2] + 1),

et d’aprés (7.4) on a
.2 —(dj—¢c) < —¢q

ou bien
(1.16) LIPIPY.
. o o pral
Désignons
c ¢ +
N={[x,y]eE2:2—k"<x<—?‘—q, y=x+tx}.

Six < (c; + g)[2", alors d’aprés (7.16) on a

_ Ci q di—q
y—x-{\-oz<:27‘+a+?<——2h 2,“—2'“

Q_dd

’

alors d’aprés (7.11) aucun point de 'ensemble N n’est placé dans le carré L;.

(i) Siniae(cf2", (c; + 1)2) ni be(c)/2", (c; + q)[2*) n’a lieu, alors N = M3,
et N doit &tre couvert par les carrés de M. Mais N ne peut étre couvert que par les
carrés du systtme 9, — {L,}. Alors d’aprés (7.3) et d’aprés la supposition d’induc-
tion, on a

222



K| = Qu-4(a) - %

Kegh {Li}

Comme |L;| = 27%, |a(L,)| < 27" on en déduit d’aprés (7.1):

K
KeN (| | 2"

Dt Qu-i(0) 5 = Qu0) - 2 Q) - [o(L)
ce qui est de nouveau la formule (7.10).
(ii) Si (c; + q)/2 S a < (c; + 1)[2%, alors |o(Ly)| < (1 — ¢)[2%; si de plus

y |K| |L| = 27" alors
KR,

5 K12 el = Tt Jo(L)] > 0,0) - Jo(L)

ce qui est la formule (7.10) de nouveau.
(iii) Si ¢;/2% < a < (¢; + g)[2*, on a avant tout

C; +1 1
< .
2 2kl

(7.17) |o(Ly)]| =
Définissons dans ce cas I’ensemble

N’={[x,y]eE2:a<x<fi—t—g, y=x+oz}cN.

a

L’ensemble N’ = M%, doit étre couvert par les carrés du systéme 9%, — {L,}. Alors
d’aprés (7.3) et (7.1) et d’aprés la supposition d’induction on a

K12 0ia). (%552 =) = (%5t - ) o' -

2kl

KeR;—(Li}

donc

d’ot selon (7.17) nous obtenons
n—1 W
> |K| 2 |o(Ly)| . ¥ ¢’ + |o(Ly)| ¢* = |o(Ly)| . X o,
KeM; j=0 j=0
ce qui est la formule (7.10) de nouveau.
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(iv) Si enfin a ¢ (c;/2*, (c; + 1)[2*), mais b e (c;[2", (c; + g)[2*), alors |o(L;)| =
= b — ¢;/2*. Si nous définissons

N’={[x,y]eE2:§;"—i<x<b, y=x+a}<:N,

nous avons N’ = Mj,, alors N’ doit &tre couvert par les carrés du systéme R; — {L;}.
Alors d’aprés (7.3) et d’aprés la supposition d’induction nous avons

K| 2 0,-1(a) (b - —) = 0,-4(a). |o(L)] .

KeRy—{L} ke

d’ou
K;Zm‘lKI 2 |L.’| + Q,,_l(q) . |G(Li)| > |U(Li)l . (1 4 Qu—l(Q)) >
> |o(Ly)] - (¢ + Qu-1(9)) = Qu(q) - |o(L))],

ce qui est de nouveau la formule (7.10).

Ainsi nous avons prouvé la formule (7.10) pour 1 < i < A sous la supposition que
la formule (7.3) a lieu pour m = y — 1. Maintenant par I'union de (7.10) et (7.9)
nous allons obtenir

xgm'Kl = t=i1‘ (xgthD ;12 Q"(q) ’ 'a(Li)l = Q,,(q) (b B a) ’

ce qui est la formule (7.3) pour m = u. Alors, le lemme 1 est prouvé par I'induction.

C) Du lemme 1 on déduit:

Si0 < g < p, et m est un nombre entier non-négatif, alors
H(MZ,) Z Qu(g) - (b — a).
D’ici nous allons.obtenir ‘
H(M) 2 (b — a) . lim Q,(q) = (b — a) . Qu(p.),
ce qui est la formule (7.2). o
D) Comme 0 < p, < 1, on obtient des formules (7.2) et (7.1):

b—a
l_pz.

(7.18) H(M) 2 lim Q,(p.) . (b — a) =

8. Il reste a prouver l'inégalité .
(8.1) HM,) < 2=@
: 1~ P.

La formule (8.1) résulte aisément de ce lemme:
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Lemme 2. Etant donné deux nombres ¢ > 0, 6 > 0, il existe un recouvrement M
de 'ensemble M3, formé de carrés dyadics et tel que

(8.2) |m <5,

(8.3) TIK=279 4.
KeM 1 -

Démonstration du lemme 2. a) Compte tenu de (5.1), nous pouvons choisir un
nombre g tel que

1 e
8.4 , < g<mnf-, p,+——m-].
(8.4) Pa =4 (2 P 16| )

(b — a)

D’aprés (8.4) nous avons 1 — g >4, 1 —p,> %, q — p, <¢[16(b — a) et nous
obtenons

1 _ 1-p  _(-a+(@-p)_
1l-q (1-q90-p) (Q—-9q1-p)
1 4— Pa 1 1 €
= + 49 — p, 5
1—-p, (1—4q)(1-p) 1—p,+(q p)<1—g,+4(b—_a)
alors
(8.5) 08 228 o,

l-q 1-p,

B) 11 résulte de (4.4) et (8.4) I'existence d’un nombre naturel k, avec

(8.6) 3R <,
(8.7) kg )
16
et encore avec
(8.8) .2 —[a.2%] < ¢
ou avec
(8.9) [w.2T+1 -a.2" <q.

Pour i =1,2,...,N, = [b.2%] — [a.2"] + 1, définissons les carrés dyadics

1 _ . Ci ¢t 1 d; di+1
Ki—{[x’Y]EEz-?‘Téxé ok’ ?—S'yé k1 >
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ou
g=[a.2"7+i-1
et
d;=c; + [a.2%],
si (8.8) a lieu, ou
di=c+[a.2"]+1,

si (8.8) n’a pas lieu (et alors (8.9) a lieu).
De la définition des nombres c;, il résulte

o _[6.24 _a.28 o+l _[a.27+1 a2t

2*1 2k1 = 2"1 . 2k 2kt 2k| =a,
e _[6.2°]_, ewt+1_[b.2°7+1
Mg T T T gm T

Nous avons donc les inégalités

G+l e _c+1 ¢

€1
(8'10) F 'S_ B 2'(1 - 2’(1 2k1 - 2’“
cy—1 + 1 ey cy, +1
2 2 2

On en déduit que

N
1) _Cv, +1 ¢ 2

alors compte tenu de (8.7) nous avons

L

(8.11) %

Ny
“YIK|sb—a+ =9
i=1 8

D’aprés (8.6) on a encore
(8.12) K}=2%=6 pour i=1,..,N,.

Soit [x, y] € Mg,. Alors a < x < b et d’aprés:(8.10) il existe un i (1 £ i < N;)
tel que
c; + 1

c
L Ly 5
1

2k -
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Distinguons maintenant deux cas:

a) Soit (8.8) valable. Si maintenant ¢;.27" < x Z(¢; + 1 — ¢g).27", alors
x+aze. 27 +a=2"5(c; +a.2%) 2 278(c; + [a.2%]) = d;.27*; ensuite
x+a<2Me+1—q)+a=2"Mc+1—-g+a.2") <2Mc, +1+
+ [o. 2%]) = 27%(d; + 1); alors les points [x, y] € My, pour lesquels ¢;.27% <
Sx=Z(e;+1—-9q). 27" sont situés dans le carré K}. Alors les points non couverts
par les carrés K} ne peuvent étre que les points de I’ensemble M%, contenus dans les
ensembles

(8.13) L} ={[x,y]eE; :al” <x<b’, y=x+0a}, i=12,..,N,,

ou

a(l) _ C; +1 - q b(l) _ C; + 1
i - k1 ) i = % .
2 2

Il y a N, des ensembles L] et pour chacun d’eux on trouve
(8.14) bV~ £q.27", i=1,...,N,.

b) Supposons (8.9) valable. Si maintenant (c; + q).27% < x < (¢; + 1).27%,
alorsx + a 227", + ) +a=2""(c; + g + a.2%) > 27%(c; + [«. 2] +
+ 1) =27% . d; ensuite x + 2 <27(c; + 1)+ =2""(c; + 1 + «.2") <
< 27M(e; + [@. 247 + 2) = 27M(d; + 1); alors les points [x, y] € M%, pour les-
quels 27%(c; + q) < x < 27%(c; + 1), sont situés dans le carré K;. Alors les points
non couverts par les carrés K} ne peuvent étre que les points de I'ensemble M2
contenus dans les ensembles (8.13), ot

Il y a N, des ensembles L; et pour chacun d’eux (8.14) a lieu.

C) Maintenant pour chaque nombre naturel m formulons cette

Affirmation A(m). Pour chaque j = 1,2,...,m, un systéme de carrés dyadics
K3, K3, ..., K{vj est défini. Les ensembles LY, L3, ..., Ly ,

(8.15) L’,"={[x,y]eE2:a§""§x§b$"'),y=x‘+a}, i=1,..,N,,

existent, tels que

Nm m Ny
(8.16) “—UL'< U UK.
i=1 ji=1i=1
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Ensuite on a

(8.17) |K{|=2""’§6 pour i=1,,..Ny, j=1,..,m;

Nl . J .
(8.18) l;]xﬂ =N;.27% < g7 (b — a) + 4e(1 — q) Zlqm ol

pour j=1,....,m;
(8.19) B™ — g™ £ q.27%,

Démonstration des affirmations A(m). En B) on a prouvé que nous pouvons
définir des carrés dyadics K}, ..., Ky, tels que I'on ait A(1) (voir (8.12), (8.11) et (8.14)).
Supposons maintenant que A(m) vaille pour quelque m naturel. Sous cette supposi-
tion nous construirons des carrés dyadics K7*', ..., Ky*! tels que A(m + 1) sera

Nm+1
vraie. Par cela, A(m) sera prouvée pour chaque m naturel.

D’aprés (4.4) et (8.4), il existe un nombre naturel k,, . ; tel que 27*"*! < §, et que

1 e. (1 -
(8.20) 2km+1 = 16 .(N,,,.Z?"
et ou bien
(8.21) a. 25t — [a. 2] < g
ou bien
(8.22) [w. 2]+ 1 —-a.2"* <q.

Choisissons un tel k,,, ;. Pour chaque ensemble L™ définissons v; carrés dyadics

C,'J < x < Ci,‘ + 1 di,, < < di,l + 1} .

2km+l

(823) Kii'= {[x, y]€E,:

= km+1 km+1 km+1
2 2 2

=12, = [0 2] = [ 2] 4 1
ou
ciy=[a™. 2] +i-1
et

(8.24) di;=ciy+ [a.2*1], si(8.21)a lieu,
(825) diy=ciy+ [x.2"*] + 1, si(8.21)n’a pas lieu (et alors (8.22) a lieu).
De la définition des nombres c; ; on déduit '

(m) Km + 1 (m) km + 1
c a P a .2
1 - _ [ i ] < 2t - a?") ,

2kn.+| 2kmn = 2km+1
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¢y + 1 — [agm) 2,‘""*] +1 < a(‘m) et

— lm
2km+1 2km+l 2*:-.4»1 =&,
Coe _ [B7.270]
2k.,.+1 2hm'¢l
Civ, +1 _ [bgm) . 2km+‘] +1 b(m)
2km+1 - 2km+l e i :
Nous avons donc les inégalités
Ci1 m _ Ciat+1 ¢, Cipt+1 _ ¢
(8.26) Kmet é a; < Km + 1 - km+1 km+1 - Km + 1
2™ 2 2 2 2
" < ci.w;l + 1 — Civi é b?n) < Ci,v +1 .
Qkm+1 kau zkmn

D’ici on déduit que

’

Vi

civ, +1 c
Z |Km+1| — Siw _ tia = b(iM) _ a(‘"‘) +
I=1 ‘

L 2*...41 2km+1 2km;l

d’ou compte tenu de (8.19) et (8.20) nous obtenons

vi _
(8.27) L ) A/ I Gl I
=1

Soit [x, y] € L7. Alors a{™ < x < b{™ et d’aprés (8.26) il existe un (1 £ I < v))
tel que

Cii

% Cg,, + 1
2&,..“ 2km“

lIA
IIA

Distinguons maintenant deux cas:

a) Soit (8.21), donc aussi (8.24) valable. Si maintenant c¢;,. 2L < x <
S(cp+1—gq).27%* alors x + a = ¢;;. 27" 4 @ =27+ (c,, +
+ . 2501) 2 27 (e, ) + o, 2%41]) = d, ;. 27%*; ensuite x + a
S27Fmei(e + 1l —q)ra=2" (e, + 1 — g+ a. 2" ) <27F (e + 1+
+ [o. 25+1]) = 27%+Y(d,; + 1); alors les points [x, y] € L}, pour lesquels
.27 < x S (e + 1 — g).27%*1, sont situés d’aprés (8.23) dans le carré
K711, Alors les points non couverts par les carrés Ky ! ne peuvent étre que les points
des ensembles L' contenus dans les ensembles
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(8-28) Lt = {[x, y] e E; : a}* Y <x< bntY, y=x+a},

. I=12,..v,
ol _ '
- cu+l—q ci,l+1
(8.29) a(l,l+l) = 2km+l ’ b?.+1 = 2km+1 :

Le nombre des ensembles L',"_Tl est v; pour i fixe et pour chacun d’eux on a
(830) bV —antV <q.27* s I=1,..,v; i=1,.,N,.

b) Si (8.21) n’a pas lieu, alors (8.22) et (8.25) ont lieu. Si dans ce cas (c;; + q) .
27M S xS (e + 1) 275 alors x + a2 (cip+ q). 27 b=
=27hmi(e 4 g 4 . 20 > 27k, [, 2] 4 1) = d, . 270 en-
suite x + a S (c;p + 1). 27" +a=2"F4 (e, + 1 + o 25) < 270 (e, +
+ [a.2"*1] + 2) = (dy,; + 1).27%*1; alors les points [x, y] € LT, pour lesquels
(cop+g).27"** < x < (¢ + 1). 272, sont situés d’aprés (8.23) dans le carré
K71, Alors les points non couverts par les carrés K7; ' ne peuvent &tre que les

points des ensembles LT contenus dans les ensembles (8.28), out

m+1 Ci,1 m+ 1 Cq, + q
(8.31) a,f = 5;;: ’ bi,l = #

Le nombre des ensembles L7'; ' est v; pour i fixe et pour chacun d’eux on a (8.30).
N,

m
Posons maintenant N,,, = Y, v, et changeons le numérotage des carrés K;’:f‘ en
i=1

posant

KT+1 =K,1n,+11 s K;H—l = KT.-;I’ ""KT,-'.I — T;fv-ll ,
K:';:-ll = ,2".-:1’ ee9 K:':,_l” = Kg:’: 4 K;::n—l = ';:'IVN.”-‘ ’ Kp::: = K';:...IVN,., <
De la maniére analogue nous allons désigner des ensembles

L = L7, LY = L5, . Ly, = Lyl

et les nombres

‘m+1) __(m+1 (m+1) _ _(m+1)
a(l ) = 01":1 )’, v ONppyy = aN":n;VNm ’
+1) _ 3 (m+1 (m+1) _ +1
b(l.”I ) = bl,l ); seey Nmn) = b)(V".l,.,y;m *

D’aprés la construction des carrés K7+' et des ansembles L}** (8.16) a lieu aussi,
si nous y écrivons m + 1 au lieu de m. D’aprés (8.23) et d’aprés le choix du nombre
Km+1, (8.17) a lieu aussi pourj = m + 1.
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De (8.27) il résulte

Hatrd m m Nm 1-
i; IKi+1| Z ZlK +1| — 2"."“ - 2,‘“:]1 é e( ‘1) .

2&,.. g.om

Si nous appliquons maintenant (8.18) pour j = m, nous obtenons d’ici
Nm+1 m
'—21 |K7*Y| < q(g (b — a) + }&(1 — q) Zlq"'" 217+
8(1 — ) — m _ o m+l=t Al=¢ . -m
+ g o = q"(b —a) + $¢(1 q)zlq 2770+ te(l — g). 27,

ce qui est la formulé (8.18) pour j = m + 1.
Enfin, de (8.30) on déduit (8.19) avec m + 1 au lieu de m. Nous avons donc prouvé
laffirmation A(m + 1).

D) D’aprés (8.18) nous avons

Ni< g <(b—a)+%e(1—q)2(2). 1)

2%
=g’ (b~ a+ (1 - q).—————1 = (29) .
1-2g
D’aprés (8.4) on a 0 < 2g < 1; il en découle
limN,;.27% =0.

Jj=o

Choisissons un nombre naturel A tel que

(8:32) N;.27% <e.

De (8.16) il résulte

(8.33) u e u UK’.
=1 i=1i=1

Le carré K? soit donné par
Ki={[xyleE :n.27 < xS (y, +1).27%,
5,27 sy (5, +1).27%}.

a) Sia.2" — [a.2%] < q, alors d’aprés (8.23), (8.28) et (8.29) on a

+ 1= + 1
L;={[x,y]eEz:ﬂ—_zT_q§x§l’isz’ y=x+a}.
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D’aprés (8.24) nous avons dans ce cas encore

oy =y + [«.2%].

Définissons dans ce cas pouri = 1,..., N, des carrés
Ki={[xy]eE:(vi+3) .27 sx (0 +1).27%,
Gi+1).2<ys@ +3).27%.

Si maintenant [x, y] € L}, alors

M+l—q i+l ut+td o ntl
XE< 2ka ’ 2ka >C< 2ka ’. oka ‘

1n+l-—gq
2k

Ensuite

y=x+a= +a=2"M) +1-qg+a.2%2

227y +1-q+ [0.2%])=2"%0, + 1 — q) > §,.27%;
y=x+a<@+1).27% +a=2""F +1+ a.&"“) <
<27y + 1+ [@. 2+ q) =2""(6, + 1 + q) < (6; + 3).27*.
Il\en découle que [x, y] e K} ou [x, y] €K,

b) Silonn’apasa.2* — [«.2"] < g, alors [«.2"] + 1 — «.2" < q a lieu;
d’apres (8.23), (8.28) et (8.31) on a

Li={[xy]eE:y,. 27 Sx<(n+4q).27" y=x+a}

et d’aprés (8.25) on a -
=7+ [@.2%] + 1.

Définissons dans ce cas pour i = 1, ..., N, des carrés
Ki={[xyleE :p.27"sxs(n + -}).2"“,(;5, -3 .27 gy <45,.270),

Si maintenant [x, y] € L{, alors
I vu+ta "o onti
xe <2,‘“, o > e <274 : ok > .

y=x+a§‘(y,+q).2'*‘+a_= 2%+ g+ a.2M) <

Ensuite

<2+ g [0 2]+ 1) = 2756, + q) < (6, + 1) 27

-
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y=x+a2y.27%+a=2"%y +a.2%) >
> 2_“‘(?.' + [¢.2")-] +1 = q) - 2-k4(5i _ q) > (5.' o %).2—“_

1l en découle que [x, y] €K} ou [x, y]eK,.
Alors, dans les deux cas, nous avons

(8.34) L} <« K}UK;. s r
Puis d’aprés la définition des carrés K; et selon (8.17) on a

(8.35) |K‘| =4.27% <5, pour i=1,...N,,

et d’aprés (8.32) on obtient

Na
(8.36) YIK|=Ni.3.27% < 2e.
i=1

Pour le systéme M nous allons choisir maintenant ’ensemble des carrés
1 1 2 2 LKA A
Kl’ ooy KN]’ Kl’ ooy KNZ’ ceey K‘, ey KNA,’ Kl’ ey K.N;, .

1l résulte de (8.33) et (8.34) que M est un recouvrement de I'ensemble M,. D’aprés
(8.17) et (8.35), on a (8.2). Enfin, d’aprés (8.18), (8.36), (8.4) a (8.5) nous obtenons

A Ny N _ A . : A
YIKI=F SIKi|+ LIK| =X a7 Hb-a) + T ie.
KeM j=1i=1 i=1 j=1 i=1

™M

(1= q)‘;qj“.Z"' +3e<(b- a)-iqj—l + 1e(l — q)

A
Ya.
1 j=u

@

, .21-l+-}8<ll)_;:+§e(l—q) ) qu—‘-zl—'+}6<

1=1 j=1
b_ -]
< a+ie+§s(l~q)z 1__1.——1 + 3¢ =
- 12 1 ¢
=b_a+ie+4}e(l—q).——2 +<}8=b_a+e,
1—-p 1-g¢q 1 - p.

alors (8.3) est aussi valable. Donc le lemme 2 (et alors aussi la formule (8.1)) est
démontré.

9. a) Soit & un nombre rationnel de la forme a = ‘r .27! ou I est un entier non-
négatif, r entier. Alorsonae.2* — [a.2*] = 0 pour k 2 1, donc p, = 0 a lieu d’aprés
(4.4) et d’aprés (4.2) et (4.3) on a

h(M:b) = H(Mg,) .
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b) Soit « un nombre rationnel, mais pas de la forme a = r.2"'avecr, I entiers.
Alors (voir [8], chap. V, § 22, page 218)

8

S

+ 1 2H~U 2

_r
Y

ol r, s sont entiers, [ entier non-négatif, j naturel et 0 < s < 2/. On en déduit
a.2*-[a.2]=a.2" - [a.2"*] >0,
[@.2T+1-a.2*=[a.2**]+1—-a.2"*/ >0
pour k 2 1, d’ot d’aprés (4.4) il découle

p. = min (min (a. 2"** — [, 2"*¥], [«.2"** + 1 — «.2M*¥)) > 0.
0sk<j

D’aprés (4.2) et (4.3) on a donc dans ce cas toujours
h(MG,) < H(MG,) .

c) Soita =} =1212‘”. Alors pour k pair on trouve

0. 2*~[a.2]=1%, [¢.2]+1-a.2"=%,
pour k impair on aura

.2~ [«.2]=%, [0.2]+1-a.2"=1,
alors on a '
min (.2 - [0.2"], [0. 2]+ 1 - a.2%) =%

pour chaque k naturel, et d’aprés (4.4) on a p,;; = 3. D’aprés (4.3) nous obtenons
alors :
H(M?) = 3(b — a) = 3h(M_) .

@
d) Soit @ = ¥ 277°. Cet « est irrationnel. Nous avons
j=1

P L [a. 21:1] =1212k2—11 _ [2121:2-—12] = Z =it Zoz—u—l-j = 22k
= j=

i=k+1 j=
Alors d’aprés (4.4) nous obtenons
P, < liminf (x. 2" — [«.2¥]) < liminf27%* =0,
k- o k=
d’ou

p. =0, h(M;,)=H(M).
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