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Casopis pro p&stovani matematiky, rot. 102 (1977), Praha

SHLUKOVA ANALYSA

ApoLF FILACEK, VAcLAv KouTNiKk a Jiki VONDRACEK, Praha
(Doslo dne 1. &ervna 1977)

Metody shlukové analysy (anglicky cluster analysis) se vyvinuly z potfeby analyso-
vat a vhodné€ koncentrovat informaci obsaZenou v mnohorozmérnych tudajich.
Jednotlivé postupy feSici problém klasifikace idaji se objevuji ve étyficatych a pade-
satych letech. Teprve v posledni dob& v§ak dochéazi k pokusiim vybudovat ucelenou
teorii, kterd by umoziiovala analysu vlastnosti jednotlivych postupt, jejich porovnani
a posouzeni, za jakych podminek je moZno je pouZit. Nicméné je shlukova analysa
stdle spiSe stfechovy nazev pro volny soubor heuristickych postupft neZ ucelena
disciplina aplikované matematiky.

Zakladni situaci pfi shlukové analyse miZeme popsat takto:

Je dano N objekti. Na ka¥dém objektu je zméfeno p charakteristik, takZe ziska-
vame N p-rozmérnych vektort X,, X,,..., Xy. MiZeme ztotoZnit pozorovani
a pfislu$né objekty, takZe v dal§im nazyvame vektory X; objekty. Oznaéme X mno-
Zinu viech objektd, tj. X = {X,, X,, ..., Xy}. Ukolem shlukové analysy je seskupit
objekty X; do n shlukd S,, S5, ..., S, (tj. mnoZina § = {S,, S,, ..., S,} tvofi rozklad
mnoZiny X) tak, aby si objekty pattici do tého¥ shluku byly v jistém smyslu podobné
¢i blizké, kdeZto od objektl patficich do riiznych shlukt poZadujeme, aby byly odli§né
¢i vzdalené. Pfitom obvykle chceme, aby podet shlukii n byl podstatné mens3i neZ
pocet objekti N. N&kdy je tloha shlukové analysy formulovdna obecn&ji v tom
smyslu, Ze shluky nemusi byt disjunktni, a cilem neni rozklad, ale pokryti mnoZiny X
jejimi podmnoZinami.

Podle cile miiZzeme rozeznéavat tfi druhy tloh shlukové analysy:

1) Cilem je nalezeni rozkladu S = {S1, S3, ..., S,}, kde polet shlukii n neni pfedem
stanoven.
2) Cilem je nalezeni rozkladu S pfi pfedem daném poétu shlukd n.

3) Cilem je vytvofit tzv. hierarchicky strom, tj. posloupnost rozkladé $, t =
=1,2,..,K, kde S = {{X,}, {X,}, ..., {Xn}}, $® = {X} a ka¥dy rozklad S
je zjemn&nim rozkladu S+,

389



Zikladnim pfedpokladem tspéSného pouZiti shlukovacich metod je, Ze objekty
maji tendenci seskupovat se do shlukil a nemaji charakter vice méné€ homogenniho
chaosu. Ovéfeni tohoto pfedpokladu byva obtizné a neni mu vzdy vénovana néleZita
pozornost. Dalsim dilezitym problémem je volba vhodného shlukovaciho postupu.
Obecné pravidlo, jak zvolit pro dany problém optimalni postup, neexistuje a volba
byva &asto subjektivni. Vyznamnou roli zde hraje studium vlastnosti jednotlivych
postupti a vyuZiti nékterych kriterii pro hodnoceni ziskanych shlukd z hlediska jejich
konipaktnosti a vzdjemné isolovanosti.

Problematice shlukové analysy byl vénovdn seminaf, ktery probihal v oddéleni
teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky Matematického ustavu CSAV.
Na seminaf navazala Letni §kola shlukové analysy, kterou uspofadala v roce 1976
matematickd v&decka sekce Jednoty Ceskoslovenskych matematikii a fyzikd a libe-
reck4 pobotka JCSMF. Letni $kola ukézala, 7e metody shlukové analysy se v Cesko-
slovensku na riizné urovni na fad€ pracovist pouZivaji a vedou v mnoha pfipadech
k velmi dobrym vysledkim. Souasné se projevila velka nejednotnost v pouZivané
terminologii. To vyplyva ze skute€nosti, Ze o shlukové analyse nebyly dosud uvefej-
nény v Ceské matematické literatufe Zadné prace. Samotny termin cluster se vyskytuje
v &estin€ v riznych podobach jako hnizdo, shluk, svazek, trs apod. Nazev shluk
se ndm jevil jako nejvhodnéj§i mimo jiné proto, Ze od slova shluk lze snadno tvofit
slova odvozend; miiZeme napf. hovofit o shlukovacich postupech a rozklad S &
pokryti M mnoZiny objektl nazvat shluknutim a jejich vytvafeni nazyvat shluko-
vdnim.

Ukolem tohoto &lanku je prehledné zachytit zakladni my3lenky shlukové analysy
a pfispét tak k dal$imu rozSifeni jejich metod, informovat o literatufe a pokusit se
o sjednoceni Ceské terminologie. V prvni &asti pojedname o mirdch nepodobnosti
(respektive podobnosti) objektt a shlukil a funkciondlech kvality rozkladu. Druhd
&st se zabyva jednotlivymi typy shlukovacich postupti. Cést tfeti je v&novana
vlastnostem téchto postupil.

1. MIRY NEPODOBNOSTI A FUNKCIONALY KVALITY ROZKLADU

Necht je ddna mnoZina N objektd X = {X,, X,, ..., Xy}. Ukolem shlukové analy-
sy je nalézt rozklad § = {S,, S,, ..., S,} mnoZiny X do n shluki tak, aby objekty
patfici do tého¥ shluku si byly v jistém smyslu podobné a objekty patfici do riiznych
shluk®i se svymi vlastnostmi co nejvice li§ily. V n&kterych pfipadech poZadavek
vzdjemné disjunktnosti shlukii neodpovidéd skute¥né situaci. Proto ulohu n&kdy
zobeciiujeme v tom smyslu, ¥e shluky S, se mohou vzdjemné pfekryvat, a misto
rozkladu hleddme pokryti mnoZiny X shluky S, tj. takovou mnoZinu § = {S,, S,, ...

<o 5.}, aby X = U S,
i=1
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Podobnost ¢i odliSnost objektii X; posuzujeme na zakladé p urlitych znakd,
jejichz hodnoty na objektech zméfime a jeZ jsou zvoleny podle konkrétni ulohy.
Proto v dal§im budeme ztotoZiiovat objekty X; s vektory (x,l, wou Xl Kde xy; je
hodnota nam&fend na j-tém znaku i-tého objektu. (Pokud by na riiznych objektech
byly namé&feny stejné vektory, mohli bychom je rozlisit tfeba tak, Ze bychom formalné
pfipojili dalsi soufadnici oznadujici index objektu.) Zpravidla lze vektory X; povaZo-
vat za prvky néjakého prostoru X, ktery nazyvame zikladnim prostorem. Casto
byva X eukleidovsky prostor &, nebo alespoii linedrni prostor.

Shlukovaci metody jsou obvykle zaloZeny na mirdch nepodobnosti (resp. podob-
nosti) objektl a shlukil, nebo na funkcionalech kvality rozkladu do shluki.

1.1. Miry nepodobnosti objekti. Mira nepodobnosti na X je nezaporni realna
funkce d definovand na X x X takovd, Ze d(X, X;) = d(X;, X;) pro vSechna
X,X;eXadX,X)=0,i=12..,N.

Miru nepodobnosti na X miiZeme napf. zavést tak, Ze nejprve definujeme miru
nepodobnosti d na X a miru nepodobnosti na X definujeme jako restrikci miry
nepodobnosti d na X. Tuto restrikci budeme nazyvat indukovanou mirou nepodob-
nosti. Ziejmé kazdd metrika na X indukuje miru nepodobnosti na X.

Necht X = {X,, X,, ..., Xy} a d je mira nepodobnosti na X. Z vlastnosti miry

nepodobnosti vyplyvd, Ze d je jednoznain& uréena svymi (N) hodnotami d(X;, X ;)

2

pro i < j. MuzZeme proto d povaZovat za prvek (g)-rozmérného eukleidovského

prostoru ﬁ(N). Tato representace miry nepodobnosti d je uZitend, jestliZe chceme
2

definovat vzdédlenost dvou mér nepodobnosti.

Miru nepodobnosti d na X nazyvame ultrametrickou, jestliZe d spliiuje tzv.
ultrametrickou nerovnost

d(X;, X;) < max [d(X;, X;), d(X;, X;)] prokazdé X,X; a X,eX.

V tabulce 1 uvddime nékteré miry nepodobnosti definované na &,, které jsou
dasto uZivany k zavedeni mér nepodobnosti na X v pfipadé, Ze hodnoty znakid
meéfenych na objektech jsou vesmés redlnd Eisla. :

O matici W v mife nepodobnosti d,, pfedpokladdme, Ze je positivné definitni.
W byva volena jako

™M=

W=
i

N
kde X = (1/N) Y X,, za ptedpokladu |W| + 0. V takovém ptipadé se W n&kdy
i=1

X, - X)(X, - X,

1

nazyva matice rozsevu.
Miry nepodobnosti d, a d, jsou zvla§tnim pfipadem miry d,,. Dal8i miry nepodob-
nosti jsou uvedeny v [5] a [3].
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Tabulka 1: N&které miry nepodobnosti

Néazev Tvar
p
l,-metrika dy(X,X;) =Y ‘xik - xjkl
k=1
Eukleidovsk4 u
metrika d)(X, X)) = [,‘;(xu‘ = xgz)*]'?
p
l,,-metrika do(Xu X)) =X Ixik = xjklm]l/m
k=1

Sup-metrika

Mahalanobisova
zobecnéna metrika

Uhel sevieny X
aX;

Uhel sevieny
Xi = X‘aXJ _Xj

do(X, X)) = mgx {Ixa = xal}
(X0 X) = (K, — X WX, )
P
2 XuX i
d(X; X;) = arccos —*=1—
P )4
[ Z X5 > sz'k]llz
k=1 k=1
d(X, X,) =arccosr;,
14

> (a = X) (x — X))
kde rij = k=1

[ki(xik B Xi)zuﬁl(x”‘ - X)) ,

Xi= - qu:
pk=1

Mira nepodobnosti je n&kdy zavad&na pomoci tzv. potencidlové funkce K(X;, X ;)
definované na X x X, a to vzorcem

de(X i, X)) = J(K(X,, X)) + K(X), X;) — 2K(X;, X)) ..

P
Jelli X < &, a volime-li K(X;, X;) = (X, X;) = ) x4X;,, dostaneme miru nepo-
R =51 :

dobnosti d,. Potencidlovou funkci miiZeme definovat prostfednictvim né&které pfiro-
zené miry nepodobnosti d na X jako nerostouci funkci d, napf.
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nebo
K(X,.,XJ-) = [1 + ozdz(Xi,Xj)]’1 , a>0,

Miry nepodobnosti na X je nékdy vhodné kombinovat, coz miZeme provést
nasledujicim zpiisobem: jsou-li d,, d,, ..., d, miry nepodobnosti na X a je-li V
symetrickd positivné semidefinitni matice typu k x k, potom d = d’' VY d je zfejmé
mira nepodobnosti na X, kde d je vektor d = (dy, d,, ..., d,)’. Matici V = (v;;)
miiZeme interpretovat jako matici vah v;; a podobnosti v;; (i + j) mér dy, d,, ..., d;.

Duélnim pojmem k mife nepodobnosti je mira podobnosti. Mira podobnosti na X
je redlna funkce sna X x X takova, Ze 0 < s(X;, X;) = s(X;, X;) £ 1 pro viechna
X, X;eX a s(X;, X;) = 1. Kazdé mife podobnosti s na X je ptifazena mira nepo-
dobnosti d, na X vztahem d(X;, X;) = 1 — s(X;, X)).

Miry podobnosti jsou pouZiviany ponejvice v ptipadé binarnich znakt. Ozname

nyy - .. pocet znakl k, pro které x; = x5 =1,
n;; ... poCet znaki k, pro které x; = x; =0,
n; ... poCet znaki k, pro které x; =0, x;, =1,
ny; ... pocet znakl k, pro které x; =1, x; =0,

Casto uzivanymi mirami podobnosti jsou nasledujici miry:

nyl(ny + ny + ny),
(s + ny)lp,
"IJ/P ’

2ny,/(2ng + ngj + ny),
2ngy + ny)/(p + nyy + ny),

nyf[n + 2("1] + ny)],
(ney + n)/(p + ny; + ny).

Je-li s mira podobnosti a f neklesajici funkce takova, Ze f(0) 2 0, f(1) = 1, potom

f(s) je zfejm& mirou podobnosti na X. Jestlize f j Je nerostouci funkce a f(l) =0,
pak f(s) je mira nepodobnosti na X.

1.2. Miry nepodobnosti shluki. Pfi mnohych shlukovacich metoddch, pfevdZné€ pak
u tzv. hierarchickych metod, o nichZ bude pojedndno v &asti 2, shlukujeme objekty
z X v 1. kroku shlukovaciho algoritmu na zdklad€ miry nepodobnosti objektil;
vytvofené shluky povaZujeme za nové ,,objekty, které v dalSich krocich opét
shlukujeme na zaklad€ mér nepodobnosti shlukt. Miry nepodobnosti shluki jsou
obvykle definovany pomoci mér nepodobnosti objektii. Né€které miry nepodobnosti
shluki jsou uvedeny v tabulce 2, kde d znaéi miru nepodobnosti na X, a S;, S,, jsou

> prvky rozkladu S. Symbol |S| znadi v celém &l4nku pocet prvki mnoZiny S.
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Tabulka 2: Miry nepodobnosti shluku

Nazey

Tvar

Vzdalenost
nejbliZ§ich prvkd
shlukt S, a S,
(nejbliZsi soused)

Vzdalenost
nejvzdélendjich
prvki shlukt S,
a S,, (nejvzdale-
n&jsi soused)

Primérna vzdale-
nost prvkl
shluki S, a S,,

Vzdalenost prii-
mérid shluki
(centroidni)

Kolmogorovova
zobecnéna
vzdélenost

d\(Si, S») = min  {d(X, X,)}

€Sk, X j€8m

dy(Sy, Sp) = max {d(X, X,)}

X €Sk, X j€Sm

a3(sk$ Sm)

2 Y dX, X))

| k| |Sm| X ieSk X jeSm
ac(sk’ S"') = d(Sk’ m) s

kde 5, = — Y X,

lSk X,esk

#6505 =[5 . Lo x|

X(ES;‘ XJES,,.

Mira nepodobnosti shlukt d" zahrnuje jako zvlatni p¥ipad miry nepodobnosti d,
resp. d, resp. d,pfir - —oo resp. r - +ooresp. r = 1.

1.3. Funkciondly kvality rozkladu. Funkciondl kvality rozkladu je redlnd funkce
f(S) definovana na mnoZin& viech rozkladii § mnoZiny objekt X. Ulohu shlukovani
pak miZeme formulovat jako ulohu nalézt extrém vhodn& zvoleného funkcionalu
f(5) na mnoZin& viech rozkladii nebo na nékteré jeji podmnoZing. Funkcional
kvality rozkladu by mél vystihovat naSe apriorni pfedstavy o optimalnim shluknuti

v konkrétni situaci.

Uvedme nékteré b&Zné uZivané funkcionaly kvality rozkladu (d je mira nepodob-

nosti na X):

1(5)—2 2 P(X0 ), Kde S = (1 |Sa]) 3, Xi.

XieSm

Q.(S) = Z L FX.X),

m=1 X;,X;eSm
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Q4(S) = det (Y |Sn| W), kde W, je vybérova kovariani matice shluku S,, ,
m=1
04(S) = [1 (det W,,)Is~!
m=1

Qs(S) = 1,(S) + I,(S), kde I(S)= i 2 d(X;, S,) nebo I,(S) = Q,(S)

m=1 XeS,,

a I(S)=c.n=c.|S|, kde ¢ >0 jekonstanta.

Funkcionaly Q,(S) — Q,(S) se pouZivaji pfi rozkladech na pevny podet shlukd
n < N nebo pro n splitujici n; < n < n, < N. Funkcional Q4(S) je pouZivén, neni-li
pocet shluk@ n pfedem dén, a I,(S) hraje roli ztratové funkce zévisejici na po&tu
shlukii.

A. N. KoLMoGorov pfedlozZil obecné schéma, pouZivajici dvou funkciondld,
z nichZ prvni je mirou koncentrace objektl v rozkladu S a druhy stfedni mirou po-
dobnosti objektii ve shlucich.

Mira koncentrace je dana vztahem

Z(S) = [% :i (%ﬂl .

kde v(X;) je pocet objektit ve shluku obsahujicim objekt X,. Volba &isla s z4visi
na typu feSené ulohy shlukovani. Pro n&které hodnoty s mé funkciondl Z(S) tvar:

2 S S
log Z(S) = ;1%'1 log IFMI ,

Z.,(8) = -

20) =y B Bl
2.9 = min (),

2.9 = mex (5) |

Poznamenejme, Ze pro libovolné s md mira koncentrace minimalni hodnotu 1/N,
dosaZenou pro rozklad X na jednoprvkové shluky a maximdlni hodnotu 1, kterou
nabyva pfi spojeni vech objektii do jednoho shluku.

Stfedni mira podobnosti objektil uvnitf shluki je dina vztahem

r© =[5 Jo @5 5]

1/r
’
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kde d" je Kolmogorovova zobecnéna vzdalenost, &ili

© e[l L e
1) =[5 2 5] B 5 5|

€S(X1)

kde S(X;) je shluk obsahujici objekt X .
Funkciondly kvality rozkladu na shluky jsou pak voleny jako funkce f(Z(S),

I'(s))

Zcela obecné uvedme, Ze vétinu funkcionald f(S) Ize vyjadfit ve tvaru

1(8) = f(uy, ..., wy),

kde u; = u(S) jsou funkcionaly vyjadfujici riizné vlastnosti, které oekdvame od
optimélniho rozkladu na shluky, a charakterizujici strukturu uvnitf shlukd nebo
mezi shluky, napf.:

u, ... stupeil podobnosti objektli uvnitf shlukd,

u, ... stupeil odliSnosti shlukii,

u; ... homogenita rozloZeni objektli uvnitf shlukd,

u, ... rovnomérnost rozloZeni objektti do n shlukt apod.

2. TYPY SHLUKOVACICH METOD

Mezi dosud navrZzenymi metodami shlukovani muZeme vysledovat tii zakladni
typy metod konstrukce shlukt, a to metody hierarchické, metody paralelni a metody
sekvenéni. VétSinu znamych shlukovacich metod miZeme zadlenit pod néktery
z té€chto typi.

Pti hierarchickych metoddch shlukovani se vytvati posloupnost $© (1 =1, 2, ...
..., K) rozkladd mnoZiny objéktd X takova, Ze rozklad $ je zjemn&nim rozkladu
S prot < t,(t,t = 1,2,..., K). Obvykle je rozklad $® tvofen jedinym shlukem,
mnoZinou X, a rozklad $'*) systémem jednoprvkovych mnoZin, z nichZ ka?d4 obsa-
huje pravé jeden objekt z X. PfisluSnost objektli shlukiim v posloupnosti rozkladi
Ize vyjadfit tzv. dendrogramem. Hierarchie vytvafeni navzdjem nepodobnych skupin
podobnych si objektti je zakladnim poZadavkem v biologické taxonomii. Proto
hierarchické shlukovaci metody jsou pomocnym nastrojem poznéni v této discipliné
a hlavnim pfedmétem studia tzv. numerické taxonomie.

Paralelni shlukovaci metody jsou nehierarchické iteraéni metody, které pfi kaZzdém
iteraénim kroku vyuZivaji pro konstrukci shlukil v§ech shlukovanych objektt X; € X.
Jejich cilem obvykle je uréit globalni nebo alespoii lokalni extrém néjakého funkcionalu
kvality rozkladu. Mezi paralelni metody lze napf. zafadit metodu postupného pfe-
nosu objektu ze shluku do shluku a postupy zaloZené na tzv. vzorovych mnoZinich.
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Sekvenéni metody jsou iteraéni shlukovaci metody, jimiZ jsou pfi kaZdém iteraénim
kroku vytvafeny shluky na vybrané vlastni podmnoZiné mnoZiny shlukovanych
objektii. Vybér podmnoZziny mtiZe byt realizovan napf. ndhodnym vybérem prvki z X.
V kazdém iteraénim kroku je mnoZina objektt vybranych ke shlukovani roziifenim
mnoziny objektll shlukovanych v kroku pfedchazejicim.

JelikoZ pfi paralelnich shlukovacich metodach je v kaZzdém iteraénim kroku zpra-
covavana velkerd informace obsaZzena v méfenich na shlukovanych objektech, jsou
paralelni metody pfi strojovém zpracovani velmi ndro¢né na kapacitu paméti a stro-
jovy &as potitadt. Tim je omezena praktickd pouZitelnost paralelnich metod, které
jsou vétiinou aplikovany na shlukovani nevelkého (vzhledem k parametrim po&itade)

po&tu objektti. Naproti tomu jsou sekvenéni metody svymi vlastnostmi ureny pro
shlukovani velkého po¢tu objektil.

2.1. Hierarchické shlukovaci metody. Pfedpoklddejme, Ze pro objekty z X je ddna
mira jejich nepodobnosti d. Oznaéme C(X) mnoZinu viech m&r nepodobnosti na X.

Posloupnost rozkladd S, §@), ..., %) mnoZiny X nazveme hierarchickou, je- 11
rozklad $ zjemné&nim rozkladu S(' 3 prot<t,(t,t' =1,2,..,K).

Hierarchickou metodu miiZeme chapat jako metodu pfifazeni prvkﬁ mnoZiny y(X)
viech kone&nych hierarchickych posloupnosti rozkladii mnoZiny X méram nepodob-
nosti z C(X). V tomto smyslu je hierarchickd metoda zobrazeni C(X) —» #(X).

Rozklad mnoZiny objektli X na disjunktni shluky je jednozna&né uren ekvivalen-
ci na X, tj. reflexivni, symetrickou a transitivni relaci r definovanou na X. Relace r
je podmnoZina X x X. Relace je

reflexivni, jestliZe (X, X;) € r pro viechna X, € X,

symetrickd, jestlize z (X;, X,) e r plyne (X;, X)) er,

transitivni, jestlize z (X, X;) e r a (X;, X,) € r plyne (X, X,) e r.

Je-li r ekvivalence, pak mnoZiny Sx, = {X;:(X;, X;)er}, i =1,2,...,N, tvofi
rozklad mnoZiny X. Naopak, je-li § = {S,, S,, ..., S,} rozklad mnoZiny X, je r =

n
= U S; x S, ekvivalenci na X.
Necht S, §@ ... §%) je hierarchickd posloupnost rozkladii. Zapiéme SOt =
=1,2,..., K, ve tvaru § = {SP, SP, ..., S} a oznaéme r(S§?) = S(‘) x S

ekvivalenci urenou rozkladem $®. Ztejmé je r($) = r(8“"), pro ¢ < t’. Pfedpo-
kladame-li, Ze $® je tvofen jedinym shlukem, jimZ je mnoZina vSech objekti (tj.

(™) = X x X), je moZno vyjadfit hierarchickou posloupnost rozkladii tzv.
dendrogramem rozkladu X.

Oznadme E(X) mnoZinu vSech ekvivalenci na X. Dendrogram rozkladu X je
funkce c : [0, o) — E(X), kterd mé vlastnosti:

a) je-li 0 < h < K, pak c(h) = ¢(h'),

b) existuje h tak, Ze c(h) = X x X,

c) ke kaZdému h existuje & > 0 tak, Ze c(h + 6) = c(h).
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Necht ¢ je dendrogram. Definujme na X x X funkci U, vztahem
(1) U X, X)) =inf{h:(X;, X;)ec(h)}.
Potom ekvivalence ¢(h) je pro h € [0, o) uréena vztahem
) c(h) = {(X,, X;) : ULX,, X;) < h}.

Snadno lze dokazat, Ze funkce U, je ultrametrickd mira nepodobnosti na X.
MnoZinu viech ultrametrickych mér nepodobnosti na X oznatime U(X). Plati
UX) = C(X).

Z (1) a (2) plyne, Ze zobrazeni ¢ — U, je jednojednozna&né. Kone&né hierarchické
posloupnosti rozkladii z #(X) jsou tudiZ ureny ultrametrickymi m&rami nepodob-
nosti na X. Hierarchickou shlukovaci metodu budeme proto definovat jako zobra-
zeni D : C(X) — U(X).

NejuZivan€jsimi hierarchickymi metodami jsou metoda nejblizsiho souseda (D,),
metoda nejvzddlenéjsiho souseda (D,), metoda nevdfenych primérii (Ds) a vdZenjch
primérii (D,). P¥i téchto metodéach je po&atetni rozklad $*’ tvofen jednoprvkovymi
mnoZinami {X;}, X;eX, i =1,2,...,N. Do tého? shluku rozkladu $?® =
= {SP?, 8P, ..., S} jsou zatazeny viechny objekty, jejich? vzdjemna nepodobnost
je rovna m = min d(X, X,). Tedy pro X; + X; a X, X;€ S, k = 1,2,..., n,,

Xi,XjeX
plati d(X;, X;) = in Pro takto vytvofené shluky je zplisobem popsanym déle sta-
novena mira nepodobnosti shlukli a postup se opakuje tak, Ze shluky povaZzujeme
za objekty pii dal$im kroku shlukovani. Proces se ukon¢i, kdyZ vSechny objekty X
vytvofi jediny shluk.
Pfedpokladejme, Ze v t-tém kroku vytvofi shluky S, S{?, ..., S{” shluk S{'*"
a shluky SO, S%), ..., 8% shluk SG*Y. Pfi metoddch Dy, D,, D3, D, jsou miry
nepodobnosti shlukl uréovéany takto:

Dy: dy(S{*Y, Sy*Y) = mind, (i, ) ,
(i,)
D,: dy(S{'*", S§*Y) = max d,(S(?, S,

(i,J4)

Dy: dy(SPHD, SEHD) = rois71 Y Ydy(S, 8,
iJj
D (5K S+ = [0 50 £ Sty ] iy, 59).

Miry nepodobnosti shlukil pro metody Dy, D,, D; jsou po fad& shodné s mérami d,
tabulky 2, (i = 1, 2, 3).

Nejstar$i z téchto metod, metodu nejbliziiho souseda, kterd je nékdy nazyvana
dendritovou metodou [7], miZeme charakterizovat nésledujicim zpiisobem. Je-li
d,d' e C(X), nazveme miru nepodobnosti d dominantni vzhledem k d’ a oznadime
d' < d, jestlie d'(X,, X;) < d(X,, X;) pro vSechna X, X; e X. Metoda nejbliz§iho
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souseda je zobrazeni D : C(X) — U(X), které m&rdam nepodobnosti d € C(X) pfifa-
zuje prvky D(d) € U(X) takové, Ze D(d) je nejvétsi prvek z U(X), pro ktery D(d) < d.

Dal3i hierarchickou metodou je centroidni metoda (D,), pti které pfedpokladéme,
Ze objekty X ;€ X lze representovat jako prvky X; e X, kde zékladni prostor X je
linearni. Necht je na X ddna mira nepodobnosti d, kterd indukuje miru nepodobnosti
na X. Pfi centroidni metodé je mira nepodobnosti shlukii volena jako mira d,
tabulky 2.

Definici hierarchické shlukovaci metody lze zobecnit tak, aby zahrnula téZ ptipad
nedisjunktniho pokryti mnoZiny objektd X jejimi podmnoZinami. MnoZinu M =

n
= {M,, M,, ..., M,} podmnoZin M; < X nazveme pokrytim X, je-li UM, = X.
i=1
Kone¢nou posloupnost pokryti MM, M@ . M® (MO = (MP, MY, ..., M},
t=1,2,...,K, M{” c X) nazveme hierarchickou, je-li pokryti M zjemn&nim
pokryti M prot < ¢/, t,t' = 1,2,..., K.

Oznacime-li .//l(X) mnoZinu hierarchickych posloupnosti pokryti (jejiz prvky
spliiuji pfirozené poZadavky specifikované niZe), potom hierarchickou metodu mu-
Zeme v §ir§im smyslu chépat jako zobrazeni C(X) — #(X).

Od metody shlukovdni poZadujeme, aby vytvafela pouze takovd pokryti, kterd
maji rozumné vlastnosti. Z Gvah budeme zfejmé chtit vyloucit napf. takova zobrazeni
C(X) » #(X), ktera n&které mife nepodobnosti d € C(X) pfifazuji hierarchickou
posloupnost pokryti, v niZ existuje prvek M = {M{", MY, .., M} a i % j tak,
Ze M = M{?. MnoZinu #(X) proto vymezime podminkou, aby byla tvofena jen
takovymi hierarchickymi posloupnostmi pokryti, jejichz prvky maji v nékterém
smyslu dobrou strukturu pfekryvani.

Dobrou strukturu piekryvani miiZeme zavést napf. pomoci tzv. maximalné va-
zanych mnoZin. Necht r je symetrickd a reflexivni relace na X. MnoZinu M < X
nazveme maximdlné vdzanou vzhledem k relacir, je-liM x M < r(atedy rn M x
x M je ekvivalence na M) a jestliZe pro kazdé X;€ X — M existuje X; € M tak, Ze
(X: X,) ¢ r. Kazdé pokryti M = {M,, M,, ..., M,} mnoZiny X urduje relaci {M) =

n
= U M; x M;. Pokryti M nazveme pokrytim s dobrou strukturou prekryvdni,
i=1

tliZe M; jsou maximaln& vazané mnoZiny vzhledem k relaci r(M).

MnoZinu .,Il(X) pak definujeme jako mnoZinu viech hierarchickych posloupnosti
pokryti s dobrou strukturou pfekryvani. V daliim pfedpokldddme, Ze #(X) je takto
definovana.

Je-li r symetrick4, reflexivni relace na X, pak mno¥ina M(r) = {M,(r), ..., M, (r)}
vSech maximaln€ vazanych mnoZin vzhledem k r tvofi pokryti X s dobrou strukturou
pfekryvani. Mezi reflexivnimi, symetrickymi relacemi na X a pokrytimi s dobrou
strukturou pfekryvani je tudiZ pfirozeny jednojednoznaény vztah. Pfitom pror, < r,
plati, Ze pokryti M(r,) je ziemn&nim pokryti M(r,). '

Hierarchické posloupnosti pokryti z #(X) miZeme vyjadfit pomoci tzv. funkce
stratifikovaného shlukovdni.
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Oznacme E(X) mnoZinu vSech reflexivnich, symetrickych relaci na X. Funkci
¢ : [0, o) - Z(X), kterd spliiuje podminky a), b), c) poZadované pro dendrogram
nazyvame funkci stratifikovaného shlukovani. Funkce stratifikovaného shlukovani
je zobecn&nim dendrogramu; u dendrogramu jsou c(h) ekvivalence na X, kdeZto
u funkce stratifikovaného shlukovéni jsou c(h) reflexivni, symetrické relace na X.

Necht ¢ je funkce stratifikovaného shlukovani, potom definujeme-li na X x X
funkci U, vztahem (1), je U, mira nepodobnosti na X (tj. U, € C(X)). Naopak, je-li U,
mira nepodobnosti na X, potom je vztahem

(3) ch) ={(X X;): U(X, X;) < h}, he[0, ),

uréena funkce stratifikovaného shlukovani a tedy hierarchickd posloupnost pokryti
z M(X).

Mezi funkcemi stratifikovaného shlukovani a mérami nepodobnosti tudiZ existuje
piirozeny jednojednozna&ny vztah. Hierarchickou metodu v $ir§im smyslu miZeme
proto definovat jako zobrazeni C(X) — C(X). Hierarchické metody v 3ir$im smyslu
pfifazuji mé€rdm nepodobnosti d € C(X) hierarchické posloupnosti pokryti s dobrou
strukturou pfekryvani. V tomto smyslu jsou hierarchické. ProtoZe vak v literatufe
se hierarchickymi nazyvaji pouze takové metody shlukovani, které lze vyjadfit
dendrogramem a graficky znazornit hierarchickym stromem, a tuto vlastnost
hierarchické metody v $ir§im smyslu obecné nemaji, budeme je nazyvat stratifikova-
" nymi metodami shlukovani.

Necht A = C(X), Z = C(X). Stratifikovanou metodu shlukovdni definujeme jako
zobrazeni D i A —» Z.

Trividlni metodou shlukovani pfi A = Z je metoda D(d) = d, pro d € A. ProtoZe
metoda shlukovani objekt by méla koncentrovat informaci, ktera je obsaZena v mife
nepodobnosti d € A, je vhodné poZadovat A > Z. MnoZina mér nepodobnosti A je
né€kdy nazyvana mnoZinou dat a mnoZina Z cilovou mnoZfinou.

Cilovd mnoZina Z miZe byt volena tak, aby stratifikovana metoda shlukovani
vytvafela pokryti mnoZiny X s dobrou strukturou pfekryvani a s né€kterymi dal§imi
vlastnostmi struktury pfekryvani. Volime-li napf. Z = U(X), potom stratifikovana
metoda shlukovéni D : A — U(X) je hierarchickou metodou shlukovani, tj. metodou
vytvafejici disjunktni shluky. Vzhledem k jednojednoznaénému vztahu mezi relacemi
re Z(X) a pokrytimi X s dobrou strukturou pfekryvani miZeme dal$i vlastnosti
struktury prekryvani formulovat jako vlastnosti relaci. Volba struktury pfekryvani
je tak volbou podmroZiny E*(X) c Z(X). Stratifikované metody shlukovani, které
vytvéfeji pokryti se strukturou prekryvani Z*(X), jsou pravé takové metody, které
pfifazuji m&4m nepodobnosti funkce stratifikovaného shlukovéni c* : [0, o) —
— X*(X). Oznadme Z* = Z*(X) tu &st C(X), kterd odpovida takovym funkcim c*.
Potom kaZda stratifikovand metoda shlukovani, ktera vytvafi pouze pokryti se struk-
turou pfekryvani Z*(X), je zobrazeni D : A — Z*,
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PoZadujeme-li kupfikladu, aby stratifikovand metoda shlukovdni vytvéfela jen
takova pokryti s dobrou strukturou pfekryvani, jejichZ mnoZiny se pfekryvaji nejvyse
v (k - 1) objektech, Ize dokazat, Ze v§echna takova pokryti jsou pravé uréena mnozi-
nou Zy(X) viech tzv. slab& k-transitivnich relaci.

Relaci r € X(X) nazyvame slabé k-transitivni, jestliZe z {{X;} x SUS x SU S x
x {X;}} = r plyne (X;, X;)er pro viechna X; X;€X a viechna S = X takovi,
Ze ]Sl = k.

Cilovd mnoZina Z; = C(X), kterd odpovidd podmince struktury pfekryvéni
Z3(X), je mnoZina viech slabych k-ultrametrickych mér nepodobnosti na X.

Miru nepodobnosti d € C(X) nazyvame slabé k-ultrametrickou, jestliZe pro kazdé
ScX, |S| = k a libovolnd X, X; € X plati tzv. slabé k-ultrametrickd nerovnost:

d(X, X;) < max {d(Y,Z): Ye S U {X, X,}, Ze S} .

Vsechny stratifikované shlukovaci metody, které vytvafeji pokryti se strukturou
prekryvani Z;(X), jsou pravé viechna zobrazeni D:A — Z¥. Pro k = 1 je Z; =
= U(X).

V porovnani se slabou k-transitivitou je silnéj§i podminkou kladenou na strukturu
pfekryvani silnd k-transitivita relaci ze 2(X).

Relaci r € 2(X) nazyvame silné k-transitivni, jestlize z {{X;} x SU S x {X;}} =
< r plyne (X, X;)er pro viechna S c X a |S| = k, X, X ;e X.

Oznatime-li Z;*(X) mnoZinu viech siln& k-transitivnich relaci na X, je Zy*(X) <
< Z§(X). VSechny shlukovaci metody, které vytvateji pokryti se strukturou prekry-
vani Zy*(X), jsou viechna zobrazeni typu D : A —» Z}* kde Z* je 'mnoZinou viech
siln€ k-ultrametrickych mér nepodobnosti na X.

Miru nepodobnosti d € C(X) nazyvame silné k-ultrametrickou, jestliZe pro kazdou
mnozinu S < X, |S| =k a viechna X;, X;eX plati tzv. silné k-ultrametrickd
nerovnost

(X, X;) < max {d(Y, Z) : Ye {X, X}, ZeS}.

Ziejmé Z}* < Z7,

Stratifikované metody shlukovani jsou oproti metoddm hierarchickym lepS$im
modelem shlukovéni v t&h redlnych situacich, kdy méfeni x;; na objektech X, jsou
provadéna s relativn€ velkou chybou, kterd ma ndhodnou povahu. Tehdy je moZno X,
(pti X,€8,), i =1,2,..., N, povaZovat za realizace ndhodnych veli&in. Vzhledem
k nepfesnosti méfeni je pak pfirozen&j§i poZadovat, aby metoda shlukovani vytvafela
pokryti a nikoli jen rozklady mnoZiny objektd X. Stratifikované metody shlukovani
vytvéfejici pokryti se strukturou piekryvani Z*(X) resp. Z**(X) jsou prvnim krokem
aproximace takové redlné situace. Otevienou ziistiva otdzka konstrukce algoritmu
téchto metod. Doposud navrZené algoritmy stratifikovanych metod shlukovani se
strukturou pfekryvani Z*(X) resp. Z**(X) jsou velmi komplikované a neefektivni
pro vypoget i v pfipad¥ jednoduchych stratifikovanych metod [9].
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2.2. Paralelni a sekven¢ni shlukovaci metody. Nejéastéji uZivanymi paralelnimi
metodami jsou metoda vzorovych mnoZin a metoda pfenosu objektu ze shluku
do shluku.

Necht X = {X,, X,, ..., X5} je mnoZina shlukovanych objekt. BudiZ m,, m,, ...

n
..., m, n-tice pfirozenych &sel, Y. m; < N. Systém E = {E,, E,, ..., E,} disjunktnich
i=1

podmnoZin E; = X, které maji postupné mohutnosti m,, m,, ..., m,, nazyvime
systémem vzorovych mnofin. V pitipadé m;, = m, =... = m, =1 hovofime
o systému vzorovych bodi.

Algoritmy shlukovdni metodou vzorovych mnoZin jsou zaloZeny na funkcich
o, Y. (p(X » A) je funkce definovana pro X, € X, A < X. Interpretujeme ji jako miru
moZnosti vyjadieni objektu X, mnoZinou A. Y(X;, A) je rovn& definovéna pro
X;eX, A c X. Interpretujeme ji viak jako miru moZnosti vyjidieni mnoZiny A
objektem X ;. Je-li d mira nepodobnosti na X, miiZzeme funkce ¢, ¥ volit napf. takto:

o(X;, A) = éd(xi, Y), (X, A)=o¢X,A).

Pti shlukovédni metodou vzorovych mnoZin vyjdeme z jistym zpisobem zvoleného
pocatedniho systému vzorovych mnoZin, kterému pomoci funkce ¢ pfifadime systém
shlukd (rozklad mnoZiny X). Takto vzniklému systému shlukd p¥ifadime pomoci
funkce Y novy systém vzorovych mnoZin a postup opakujeme. Proces ukoncime,
kdyZ v souslednych itera&nich krocich dostaneme stejny rozklad.

Pfedpoklidejme, Ze podet shluki, které ma metoda vytvofit, je <n. Necht E©® =
= {E, ED, ..., E{”} je potatedni systém vzorovych mnoZin. Systému E'® ptifa-
dime rozklad $® = S(E®) = {S,(E?), S,(E?), ..., S,(E?)} mnoZiny objektd X,
pomoci funkce ¢, vztahem

) S© = S(E®) = {Ye X : o(Y, E) < o(Y, E{) ;
i=i=j,j=1,2,...,n}, i=1,2,“.’n'

Do S{? jsou tedy zafazovany ty objekty, které jsou nejlépe representovany mnoZi-
yty y pe rep
nou E{”. Jestlie pro ndkterd i,j,i +j a YeX je min (Y, E{”) = ¢(Y, E{”) =
k

= ¢(Y, E{*), zatfazujeme prvek Y do shluku s nejmensi hodnotou indexu.

K $© ptifadime pomoci funkce Y systém vzorovych mnozin E®) = E($‘?) =
= {Ey(5), E4(5), ..., E,(S©)}. Necht F(S©) = {Ye X :y(¥, S{*) < (Y, S”);
i*j,j=12,.., n}, i=1,2,..., n. V pfipad€ rovnosti zafazujeme Y do mnoZiny
s nejmen3i hodnotou indexu. Je-li |[F{S$)| < m,;, poloZime E{" = E(5®)=
= F($©). Je-li |F(S‘”)| > m,, zafadime do E(S'”) m; objektd Ye F(S”) s nej-
men3imi hodnotami funkce y(¥, S{%).

Postup opakujeme a ukon&ime v t-tém kroku, jestlife E¥ = EC¢~1), tj, §(0=
= §t-1) .
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Konvergence metody a vlastnosti rozkladu, ktery metodou ziskdme, ziejmé& zdvisi
na volbé funkci @, Y. Necht E, E jsou dva systémy vzorovych mnoZin a S(E) rozklad
ptifazeny pravidlem (4) systému vzorovych mnoZin E. Oznagme Y(E,,, S{(E)) soudet

Y (Y, S(E)), kde = =(m;) je permutace mnoZiny indexd 1,2,...,n.

YeE,“

Y(E,, S{(E)) je mirou moZnosti vyjadfeni vzorové mnoZiny E,, mnoZinou S(E).
Potom

AE, E) = min 3 Y(Ex S{(E))

je globélni mirou moZnosti vyjadfeni systému vzorovych mnoZin E rozkladem S(E).

Vyjadfuje-li rozklad S(E) n&jaky systém vzorovych mnoZin E lépe ne? systém E,
z kterého vznikl, je pfirozené poZadovat, aby E bylo vyjadfeno shluky S(E) lépe neZ
shluky S(E).

Proto poZadujeme, aby funkce @, Y spliiovaly podminku
(%) z A(E, E) > A(E,E) plyne A(E, E) > A(E,E).

Systém vzorovych mno%in E = {E,, E,, ..., E,} je lokdIné optimdlni, jestlize pro
viechna Ye X — E;, Z € E; plati

Y(Y, S(E)) = ¥(Z, S(E)) pro i=1,2,...,n.

JestliZe funkce ¢, ¥ spliiuji podminku (5) a funkce ¢ je takova, Ze

(6) o(X;,S)+ o(X,,S") pro §,8 <X, SNnS' =0 aviechna X;eX, -

potom E® — E, kde E je lokéln& optimélni systém vzorovych mnoZin [4]. Podminka
(5) je zfejmé splnéna napf. pro ¥ = o.
BudiZ E systém vzorovych mnoZin. PoloZme ¥ = ¢, kde ¢ spliiuje (6), a definujme

0(S)) =y§¢(Y, S), i=1,2...n,

kde S; = {YeX: (Y, E) < @(% E);j *i,j = 1,2, ..., n}.
Potom H(S(E)) = Y.Q(S;) miZeme povaZovat za hodnotu funkciondlu kvality
i
rozkladu S(E); v dalsim znatime H(E) = H(S(E)). V tomto ptipad& E® — E a H(E)
je lokalni minimum funkcionalu H(E). Ve specidlnim pfipadg, kdy E = {e;, e, ..., e,}
je mnoZina') vzorovych bodi, Ize pfi volbé funkce ¢ = d*(X;, ¢;), X;€ X, e;€E,
kde d je mira nepodobnosti na X, funkcionil H(E) psit ve tvaru H,(E) =

= d*(X;, e;). Je-li mira nepodobnosti d na X takova, Ze d(X,;, X;) = 0 pravé
J J 1% :

i=1 Xye8;

1y Pro zjednoduSeni zapisu ztotoZnime zde i v dal§im jednobodové mnoZiny {e‘} s body
ei € X.
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tehdy, kdyZ X; = X; a dale, Ze pro (X, X;) + (Y;, Y;), X; # X, plati d(X;, X}) +

- d(Y,, Yj), potom paralelni postup zaloZeny na systému vzorovych bodid vede

k lokalni minimalizaci funkcionalu H,(E).
Poznamenéjme jeSté, %e postup lze zobecnit na piipad volby prvkii vzorovych
mnoZin ze zdkladniho prostoru X. Je-li X linearni prostor, pak miiZeme napf. volit

(X, 4) = d(X,, X(4)), kde X(4) = (1/|A|)XzE:AX,-.

Neékdy je téZ vhodné definovat funkci ¢, kterou jsou pfifazovany systémy vzoro-
vych mnoZin E® rozkladim S, indukci tak, aby zdvisela na systému vzorovych
mnoZin E¢~Y), z n&ho? shluky S{” vznikly, tj. ¢ = (X, S{’(E“~V)).

Ptikladem je funkce

X, S{(E)) o(X, E
.p(Xh SI(E)) = (P( j( )) (,0( i)

(Colku EF

kde E je systém vzorovych mnoZin a S(E) = {S,(E), S,(E), ..., S,(E)} rozklad
tomuto systému pfifazeny pravidlem (4). A

Paralelni postup shlukovani se obvykle aplikuje na né€kolik pocatenich systémi
vzorovych mnoZin a z vyslednych rozkladt se vybira ten, ktery ma v jistém smyslu
nejlepdi strukturu. Je-li struktura napf. charakterizovdna funkciondlem, vybereme
ten rozklad, pro ktery je hodnota funkciondlu kvality rozkladu nejvétsi (resp.
nejmensi).

Postup lze zobecnit na pfipad, kdy pocet shlukt ve vytvafenych rozkladech neni
omezen ¢islem n < N. V tomto pfipadé€ se postupuje tak, Ze v prvnim kroku algoritmu:

1) Urd& se ng, 0 < ny < N, pfirozena &isla m,, my, ..., m,, a potatetni systém
vzorovych mnoZin E® = {E® E{, ..., E?}, kde IE‘O)I = m,

2) Déle se zvoli tzv. prahovd hodnota ¢, funkce ¢. Pomoci funkce (p(X » A)
se systému vzorovych mnoZin E‘© pfifadi rozklad, jehoZ prvky tvofi mnoZiny

@) 59 = {YeX : (L EM) < oL E™); j 24, j=1,2,,.,n) N
N{YeX :9(Y, E) S @}, i=1,2,..,m,

a dale jednoprvkové mnoZiny {X,}, kde X, jsou objekty, které nejsou vztahem (7)
zafazeny do mno%in S{*.

3) Vytvotené shluky postupn& spojujeme pomoci funkce ¥(S;, S;), ktera je mirou
podobnosti shlukil S;, S; a miiZe byt volena napf. takto:

¥s, 5) = [l RIS+ kzsj./,(y s)]

Zvolime prahovou hodnotu ¥, funkce ¥(S;, S;) a spojime shluky, pro které §(S, S;)
je minimalni a men3i ne% ¥,. Postup spojovant shlukii opakujeme a ukon&ime, kdy%
pro viechny dvojice shlukii v rozkladu je funkce ¥ = .

Postup spojovani zfejmé nemusi byt jednozna¢ny. Nazna¥me, jak shlukim vytvo-
fenym spojenim dvou shlukii pfifazujeme vzorové mnoZiny: jednobodové shluky
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{X,} povaZujeme za shluky vytvofené jednobodovou vzorovou mnoZinou X, a spo-
jeni S; U §; shluki S, S;, které byly vytvofeny vzorovymi mnoZinami E;, E;, pfifa-
dime vzorovou mnoZinou E;;, do niZ zafadime m;; = max (|Ei|, |Ej|) prvki Ye X,
na kterych nabyva funkce Y(Y, S;u S ;) nejmensich hodnot. Tak vznikne systém
vzorovych mnoZin E®) pro dal3i iteraéni krok algoritmu.

Metody shlukovani zaloZené na vzorovych bodech miiZe byt v né€kterych pfipadech
uZito k lokdlni optimalizaci funkciondld kvality rozkladu (napf. funkciondld typu
H(E)).

Metodou, ktera je uZivina vyhradné k optimalizaci funkcionalt kvality rozkladu,
je metoda pfFenosu objektu ze shluku do shluku. Pfi této metodé pfedpokladame,
Ze objekty z X jsou uspofddany v posloupnost X, X,, ..., Xy. Metoda je zaloZena
na iteraénim algoritmu. V prvnim kroku vychdzime z po&iteéniho rozkladu $® =
= {S{, S, ..., S} a bod X, se postupn& pfenasi do viech shlukii. Vzniknou tak
rozklady S, i = 1,2,..., n. Z nich vybereme rozklad S, pro ktery je hodnota
0(5{?) daného funkcionalu Q(S) minimalni. V rozkladu ${* pfensime bod X,
ze shluku do shluku a ze vzniklych rozkladii vybereme rozklad S$$° s minimélni
hodnotou funkciondlu Q, atd. Prvni krok algoritmu uzavie pfenaSeni bodu Xy,
které vede k vybéru rozkladu ) = S${*, ktery je vychozim rozkladem dal3iho kroku
algoritmu.

Metoda zfejmé& z4visi na pociteénim rozkladu $‘” a na uspofdddni mnoZiny
objektii X v posloupnost. '

S paralelni metodou shlukovani zaloZenou na vzorovych mnoZinich je pfibuzna
sekvencni metoda priuméri.

Pfedpokladejme X; e'é’p. Metoda primérii vytvafi postupné systém n vzorovych
bodii E® = {e”, €Y, ..., e"}, kterému je funkci ¢(X, A) pfifazovan rozklad
$® = S(E) pravidlem (4). Poznamenejme, Ze pro aplikaci pravidla (4) v pfipadé
vesmés jednobodovych vzorovych mnoZin staéi funkci ¢ definovat jen pro jedno-
bodové mnoZiny A = X. Nechf je mira nepodobnosti d' na X indukovana mirou
nepodobnosti d na &,. PoloZme ¢(X,;, Y) = d(X,, Y) pro X;e X, Ye &,

Metoda priméri vychdzi z po®éteéniho systému vzorovych mmo¥in E© =
= {e{”, &P, ..., e}, kterym jsou pfitazeny vahy o = = ... =0V = 1.
Necht E¢™D = {ef™1, ef'™V, .., "V} je systém vzorovych mnoZin vytvofeny
v (t — 1) kroku a oznadme v{*~ ), v§~V, ..., v~ postupn& véhy vzorovych bodi
e, ef ™, .., e V. V t-tém kroku vybereme (napf. nihodng) z mno¥iny X
objekt X, Necht e{'"" je vzorovy bod z E*~D, pro ktery d(X,, e{' V) =
= m;:n d(X,, €'~ ). Potom E® = {¢{"}3_, s vdhami {v}"};:,, kde

(t—1)
t € + X, t t—1)
e(,)=————(‘__l) , o ="V 4+ 1
v; +1

( -1 -1 C _
e =V, o ="V pro j4i, j=1,2,..,n.
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Podate&ni systém vzorovych mnoZin E© se n&€kdy vytvafi ndhodnym vyb&rem bez
vraceni na X. Vlastnosti metody primérii lze v ptipadé ¢ = d(X;, ¢;) = o(X,, e),
kde ¢ je euk}eidovské metrika na &, charakterizovat pravd€podobnostné.

Piedpokladejme, Ze & je p-rozmérna spojita ndhodna veli¢ina a necht ji induko-
vani pravdépodobnostni mira P na &, ma vlastnost, Ze existuje uzaviend, omezena
a konvexni mnoZina U* < &, pro kterou P(U*) = [y dP =1 a pro jejiz kazdou
otevienou podmnoZinu U < U* s positivni lebesgueovskou mirou je P(U) > 0.

Necht S = &, a P(S) > 0. Ozname p(S) = (1/P(S)) s YdP(Y) podmin&nou
stfedni hodnotu veli€éiny & za podminky S. Je-li § ={S,,S,,..., S,,} rozklad
prostoru &, takovy, Ze P(S;) > 0, i = 1,2, ..., n, ozna&ime

u[S] = (u(S1), K(S2), --- 1(S))

vektor podminénych stfednich hodnot veli¢iny & vzhledem ke shlukim S, S,, ..., S,.
Budi¥ E = {e}, e,, ..., €,} systém vzorovych bodd a S(E) = {S,(E), S,(E), ...
..., Sy(E)} rozklad prostoru &, pfifazeny systému E uZitim pravidla (4) pro Ye &,.
Poznamenejme, Ze vzhledem ke spojitosti veli¢iny & ma mnoZina, na které je rozklad
nejednoznacny, nulovou pravdépodobnost.
MnoZinu vzorovych bodl nazyvame nestrannou, jestlize u[S(E)] = (ey, e,, ..., €,)-
PoloZme

0B =Y [ % us(E) Py

i=1 ) s5E)

0,6)=3% [ o(ve)ray).
=158

Funkcionaly Q,(E) a (,(E) jsou funkcionaly kvality rozkladu prostoru &, a jsou
zobecnénim funkcionalu Q,(S). Funkciondl §,(E) je zobecnéni funkcionalu H,(E).

Necht Y,, Y,, ..., Y,, ... je posloupnost nezdvislych ndhodnych veli€in, které maji
rozloZeni pravd€podobnosti shodné s rozloZenim ndhodné veli¢iny #. Necht pfi
metod® primérd je E = {Y,, Y,,...,Y,} a X, = Y,4,, t =1,2,.... Velitina X,
ma vyznam ndhodného vybéru objektu v t-tém kroku algoritmu.

Za téchto predpokladi s pravdépodobnosti 1 plati

lim —— ¥ 3 P(S{) o(u(SP), &) = 0.
s S + 1 ¢=0i=1

Dile plati [12], Ze posloupnost ndhodnych veli¢in §,(E”) konverguje skoro
viude a s pravdépodobnosti 1 je lim J,(E®) = Q,(E), kde E je n&jakou nestrannou
mnoZinou vzorovych bodi. oo
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3. VLASTNOSTI SHLUKOVACICH POSTUPU

Z ptedchozi &asti vyplyva, Ze pro feSeni dané lohy shlukové analysy mame k dis-
posici velké mnoZstvi shlukovacich postupil. Stojime tedy pfed problémem, ktery
postup zvolit. Jak jiz bylo fe€eno, ve shlukové analyse nejsou znama pravidla, kterda
by umoZiiovala zvolit pro danou tlohu v jistém smyslu nejlep$i shlukovaci postup.
K usnadnéni volby shlukovaciho postupu se definuji riizné Zadouci vlastnosti, které
by rozumné shlukovaci postupy mély mit, a pak se zkouma4, které shlukovaci postupy
tyto vlastnosti maji. Takové postupy se n€kdy nazyvaji pfipustné shlukovaci postupy
vzhledem k dané vlastnosti ([6]). Budeme tohoto nazvu pouZivat, i kdyZ neni zcela
vhodny. Mohl by totiZ svadét k domnénce, Ze nepfipustnost shlukovaciho postupu
znadi jeho nevhodnost pro aplikace. SpiSe vSak jde o to uvé€domit si, jaké pfednosti
a nedostatky dany shlukovaci postup ma a zd4 jeho vlastnosti odpovidaji poZadav-
kim kladenym na feSeni konkrétni tilohy shlukovani. Pfipustné shlukovaci postupy
miZeme definovat dvojim zpisobem. V prvém piipadé klademe podminky pfimo
na shlukovaci postup. Casto vsak nejprve definujeme pipustné rozklady a poZadu-
jeme, aby dany postup vytvarel pouze ptipustné rozklady.

Je zcela pfirozené pozadovat, aby shlukovaci postup pouZity na mnoZinu objekti,
kterd ma vyraznou strukturu, tuto strukturu odhalil. Rozezndvame t¥i druhy dobré
struktury objektli. Objekty X,, X,,..., Xy maji dokonalou strukturu, jestliZe
existuji shluky S, S,,..., S, a Cisla d; < d, tak, Ze pro X;€S, a X;€8S,, plati
dX,X;)=d,prol=madX,X;)=d,prol+m, I, m=1,2,...,n Objekty
X, X,, ..., Xy maji dobrou n-strukturu, jestliZe existuji shluky S,, S,, ..., S, tak,
Ze max {d(X, X;):X;eS,, X;€8, 1=1,2,...,n} <min{dX;, X;):X;€ S,
X;€S,, j + m}. Koneén& objekty X, X,, ..., Xy maji pfesnou strukturu dendro-
gramu, jestliZe mira nepodobnosti d spliiuje ultrametrickou nerovnost, tj. d € U(X).
Shlukovaci postup je pFipustny vzhledem k dokonalé struktufe, respektive vzhledem
k dobré n-strukture, jestlize pfi pouziti na objekty s dokonalou, respektive dobrou
n-strukturou vede k vytvofeni pfislusnych shlukt S,, S,, ..., S,. Hierarchicky shlu-
kovaci postup je pfipustny vzhledem k presné struktufe dendrogramu, jestlize pfi
pouZiti na objekty s pfesnou strukturou dendrogramu vytvofi pfislu$ny dendrogram.
Pro stratifikované shlukovaci postupy se zavadi vlastnost pFimérenosti. Postup
D : A > Z je pFiméfené pFipustny, jestliZe ) + Z =« Aa D : Z = id, kde id je iden-
tické zobrazeni Z na sebe. V pfipadg, Zze Z = U(X), je hierarchicky shlukovaci
postup pfiméfené piipustny pravé tehdy, kdyZ je pfipustny vzhledem k pfesné
struktufe dendrogramu. Z hierarchickych postupti jsou metoda nejbliz§iho souseda
a metoda nejvzdilenéj§iho souseda pripustné jak vzhledem k dobré n-struktufe,
tak vzhledem k pfesné struktufe dendrogramu. Naproti tomu metoda centroidni je
sice pfipustna vzhledem k dobré n-struktufe, avSak neni pfipustnd vzhledem k pfesné
struktufe dendrogramu. Ani metoda nejmensich &tvercti ani metoda pfenosu nejsou
pfipustné vzhledem k dobré n-struktufe. Zde i v dal§im metodou nejmensich ¢étverc

n
rozumime nalezeni globdlniho minima funkciondlu Q,(S) =Y Y d*X,S)). U
I=1 XS,
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metody pfenosu pak uvaZujeme pouze specidlni pfipad, kdy metodou pfenosu hle-
dédme lokélni minimum téhoZ funkciondlu Q(S).

Dalsi skupina vlastnosti vychédzi z poZadavku, aby pfi vynechani objektt ¢i shlukii
nebo pfi jejich zdvojeni vedl shlukovaci postup ke stejnému vysledku. Necht jsou
dany objekty X, X,, ..., Xy a necht shlukovaci postup vytvafi shluky S, Sz, sy g
Nekteré objekty X; vezmeme vicekrat a dostaneme tak objekty Yi, Y, ..., Yy
pfitom podet opakovani miZe byt pro riizné objekty rtizny. Shlukovaci postup je
pripustny vzhledem ke zdvojovdni bodi, jestliZe pfi pouZiti na objekty Yy, Y, ..., Yy,
dostaneme stejné shluky jako pro objekty X, X,,..., Xy. Slab$i podminkou je
zdvojeni shlukii, kdy postupujeme jako v pfedchozim pfipadg, avSak podet opakovani
musi byt pro viechny objekty v ur¢itém shluku S; stejny. Obé tyto vlastnosti jsou
vyznamné v pfipadé Ze geometrickyetvar shlukid je dileZitéjsi nez hustota objekti
ve shlucich. Metoda nejbliz§iho souseda a metoda nejvzdalenéj§iho souseda jsou
pfipustné jak vzhledem ke zdvojovani objektd tak vzhledem ke zdvojovani shluk,
kdeZto metoda nejmensich ¢tvercii a metoda pfenosu nejsou pfipustné vzhledem ani
k jedné z t&hto vlastnosti. Metoda centroidni je pfipustnd vzhledem ke zdvojovani
shluk, ale neni pfipustna vzhledem k zdvojovani objekti.

Pfi vynechdni shlukii poZadujeme, aby shlukovaci postup, ktery pro objekty
X,, X,, ..., Xy vedl ke shlukim S,, S,, ..., S,, vedl pfi pouZiti na objekty z mnoZiny
X — S; k vytvofeni shluki Sy, S,,..., S;—1,Si+1, --.» Sy Metoda nejbliz§iho sou-
seda, metoda nejvzdalen&j§iho souseda, centroidni metoda i metoda nejmenSich
&tvercl jsou viechny pfipustné vzhledem k vynechani shlukt. Podobné Ize definovat
pFipustnow vzhledem k vynechdni objekti. Pfi tom pozadujeme aby shlukovaci
postup ktery v mnoZiné objektl X vytvofil shluky S; S, ... S,, vytvofil pfi pouZiti
na objekty z mnoZiny X — Y kde Y < X, shluky Si, S3, ..., S,, tak, Ze ke kazdému
j=1,2,..., mexistuje i; takové, Ze S; = §; ,» ti. vynechdni n€kterych objektti miiZe
nejvySe zpusobit rozdéleni ptivodnich shlukd na shluky mensi, nikoliv viak jejich
spojeni ¢&i prolinani.

Velmi Zddoucim se jevi poZadavek, aby nebylo moZno dosahnout lepsiho vysledku
tim, Ze objekty jinak uspofdddme. Nechi § = {S,, S, ..., S,} je rozklad mnoZiny
objektd X = {X,, X,, ..., Xy} a nechf 7 : X — X je permutace mnoZiny objektl X.
Definujme n(S) = {n[S,], n[S.], ..., #[S,]}. Rozklad § je pFipustny vzhledem k per-
mutacim, jestliZe neexistuje permutace = tak, Ze rozklad 7(S) je stejnomé&rn& lepi
v tomto smyslu: pro libovolné X;€ S, a X, €S, plati d(n(X,), n(X))) < d(X,, X)
pro | = m a d(n(X;), n(X;)) 2 d(X;, X;) pro | % m a pfitom alespoil pro jednu
dvojici indext (i, j) plati ostrd nerovnost. Metoda nejbliZ§iho souseda, metoda
nejvzdélenéj§iho souseda a metoda nejmensich &tverch jsou viechny piipustné vzhle-
dem k permutacim, kdeZto metoda pfenosu pfipustnd vzhledem k permutacim neni.
Obecné nelze olekédvat, Ze lokdlni optimalizaini postupy zaloZené na potate¢ni
volbé uréitého rozkladu by byly pfipustné vzhledem k permutacim.

V pfipadé, Ze objekty jsou prvky linedrniho prostoru, miiZeme definovat konvexni
ptipustnost. Rozklad {S;, S,, ..., S,} je konvexné pripustny, jestlize C(S;) n C(S;) =
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= 0, kde C(S;) je konvexni obal shluku S;. Mezi konvexn& pfipustné postupy patfi
metoda nejmensich ¢tverctt a metoda pfenosu, zatimco metoda nejbliz§iho souseda,
metoda nejvzdilenéjSiho souseda a centroidni metoda nejsou konvexné& piipustné.
Konvexni pfipustnost je motivovidna pozadavkem, aby shluky byly jasné oddéleny
a nebyly do sebe zaklinény. U této pfipustnosti je dobfe vidét, Ze neni tak zcela jed-
noduché fici, které vlastnosti shlukovych postupl jsou Zadouci. PoZadavek, ze
kterého definice vychdzi, je zcela pfirozeny. Na druhé stran€ mohou byt objekty,
které maji tendenci vytvafet shluky, jejichZ konvexni obaly nejsou disjunktni. Pro
takové objekty se konvexné pfipustné shlukovaci postupy naopak nehodi, protoZe
shluky, které vytvafeji, jsou vZdy konvexné pfipustné.

Ve specielnim pfipad€, kdy objekty lezi v rovingé, miZeme podminku konvexni
ptipustnosti oslabit. Necht je ddn rozklad {Sy, S,, ..., S,}. Na mnoZin& S; sestrojime
strom nejmensi moZné délky (tj. s nejmensim soudtem délek hran) a vzniklou sou-
vislou mnoZinu usefek oznalime Lg,. Postupujeme pii tom tak, Ze objekty mno-
Ziny S; spojujeme metodou nejbliziiho souseda. Rozklad {S;, S,, ..., S,} je souvisle
pfipustny, kdyZ Lg, n Ls, = @ pro i % j. Krom& metody nejmensich &tverct a metody
pfenosu je souvisle pfipustnd i metoda nejbliz§iho souseda. Metoda nejvzdélenéj§iho
souseda a centroidni metoda viak souvisle pfipustné nejsou.

V pfipadech, kdy se nemiiZeme zcela spolehnout na velikost hodnot miry nepodob-
nosti a vyznamné je spiSe pofadi velikosti hodnot neZ hodnoty samy, je dileZity
pozadavek, aby vysledek shlukovaciho postupu nezévisel na monotonni transformaci
hodnot miry nepodobnosti. Necht shlukovaci postup pouZity na objekty s mirou
nepodobnosti d vede k rozkladu {S,, S,,...,S,} a necht f:[0, o) — [0, ) je
rostouci funkce takovd, Ze f(0) = 0. Shlukovaci postup se nazyvd monoténné
pfipustny, jestlize jeho pouZiti na stejné objekty s mirou nepodobnosti f(d) vede
k tému? rozkladu {S;, S,, ..., S,}. Metoda nejbliz§iho souseda a metoda nejvzdale-
néjsiho souseda jsou monoténné pfipustné, kdeZto centroidni metoda, metoda nej-
mensich ¢tvercll a metoda pfenosu nejsou monotonné piipustné. Slab$i podminku
dostaneme, kdyZ uvaZujeme pouze funkci f(x) = ax, kde a > 0. V tomto pfipad&
si zajistime invariantnost vzhledem k linearni zméné méfitka a shlukovaci postup
nazyvame pripustnym vzhledem k linedrni zméné méfitka.

Kone¢né uvedeme nékteré definice pfipustnosti pro stratifikované postupy. Necht
D : A — Z je stratifikovany shlukovaci postup a necht plati: jestliZe d € A, pak existu-
je d’' e Z tak, 7e d' < d. Postup D je pFipustny vzhledem k zachovdvdni shluki,
jestliZe plati: je-li M maximaln& vdzand mnoZina na urovni h pro d (tj. maximdlné
vdzand vzhledem k relaci {(X;, X)) :d(X; X)) < h}), potom existuje maximilné
vazana mnoZina M’ na trovni h pro D(d) tak, e M = M’. Jinymi slovy, maximaln&
vazahé mnoZiny na urovni h na vstupu D ziistanou na tirovni h na vystupu D pohro-
mad¥. Formaln& lze tento poZadavek zapsat: D(d) < d pro viechny d € A.

Necht D : A —» Z a pfedpoklddejme, Ze plati: je-li Y omezend podmnoZina Z,
potom sup Y € Z. Postup D je optimdIné pFipustny, jestlize plati: je-lid’ € Za D(d) <
£ d £d, potom D(d) = d’. Vlastnost optimality zajifuje, Z¢ ke koncentraci
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