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POZNAMKA K APLIKACIM LAPLACEOVY TRANSFORMACE
NA ABSTRAKTNIi DIFERENCIALNI ROVNICE PARABOLICKEHO TYPU

ALEXANDER DOKTOR, JINDRICH NECAS, RupoLF SvaRrc, Praha

(Doslo dne 27. prosince 1973)

UvoD

O Laplaceové transformaci redlnych funkci jiz byla napsana fada publikaci a uceb-
nic, napf. [1], [2], [3], [4], [5] popFipadé [6], kde Ize nalézt odkazy na dalsi litera-
turu. Pouziti Laplaceovy transformace pfi feseni diferencidlnich rovnic je pomérné
jednoduché a ¢asto se dobfe hodi i v praktickych tlohach techniky a pfi konkrétnich
vypoc¢tech. Pfitom, jak ukdZeme v dal$im textu, ma Laplaceova transformace blizky
vztah k definici slabého feseni parcidlnich diferencialnich rovnic, se kterou pracuji
moderni metody. '

Laplaceovu transformaci Ize déle pfirozenym zpisobem rozsifit na funkce s hod-
notami v Hilbertové prostoru. Pfi feSeni evoluénich rovnic (napf. rovnice parabolické)
je pak mozné pomoci tohoto zobecnéni vyhodné pouzivat znamé véty z funkcionalni
analyzy, nebo teorie diferencidlnich rovnic eliptického typu. Vysledky dosazené
touto metodou pfitom odpovidaji vysledkim dosaZenym jinym zptisobem, napf.
pomoci teorie analytickych pologrup.

Pies uvedené vyhody ustoupila Laplaceova transformace v posledni dobé do pozadi
a proto si dovolujeme v této pozndmce piedlozit &tenafi nékolik ptikladd na jeji
pouZiti. Zdrovefi zde struén& vybudujeme jiz zmin&né zobecnéni Laplaceovy transfor-
mace, které sice nenf sloZité, ale b&Zn4 dostupna literatura se © ném nezmifiuje.

LAPLACEOVA TRANSFORMACE ABSTRAKTNICH FUNKCI

Laplaceova transformace 4 realné funkce u € L, 10c<0, 00) je definovéana integralem

(1) i(p) = J-:e"" u(r) dt Ekli_.rg [Re"‘ u(r) dt

v 0

a lze ji vyhodné pouzit pti feseni nékterych tloh pro diferencidlni rovnice (viz napf.
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[2], [3]). Naptiklad uloha

u(x, 1) = u,(x, 1), xe(0,1), t>0,
u(x,0) =0, u(0,1)=0, u(l, )= h(r)

ma feSeni

a—iow

at+iom
u(x,t)=2—l.J‘ ﬁ(p)Sh\/(p) e”dp, ¢>0.
ni sh \/p

Pfirozenym zobecnénim je definice Laplaceovy transformace pro abstraktni
funkci u (tj. zobrazeni s hodnotami v Hilbertové prostoru) a jeji pouZiti na feeni
abstraktni diferencialni rovnice, ktera zahrnuje jako specialni pfipad napf. parabo-
lické rovnice ve vice proménnych.

Méjme tedy komplexni Hilbertiv prostor H se skalarnim souéinem (., .) a normou
|| . || a dale abstraktni funkci u : (0, c0) — H takovou, Ze u € L,(0, oo; H), tj. takovou

[ee}
% f Ju(®)]? dt < .
0

Pro pe C, Re p > 0 pak Laplaceovu transformaci # funkce u definujeme vztahem
(1), kde oviem nyni vSechny integraly bereme v Bochnerové smyslu. Pfipomefime
proto nejprve struéné definici a zakladni vlastnosti Bochnerova integralu (viz napft.
[7]. [8])

Je-li f:(a, b) = H jednoduchd funkce, tj. funkce tvaru f(t) = Zy,,,(t) c;, kde

¢y,....c, € H a B; = (a, b) jsou méfitelné navzdjem disjunktni mnozmy konecné
Lebesgueovy miry, definujeme jeji Bochnerlv integral vztahem

be(t) dt = lz:lu(B,-) .c;eH

(1 budiZ Lebesgueova mira v R).
Zobrazeni f : (a, b) — H se nazyva siln& méfitelna funkce, jestlize existuje posloup-
nost {f,} jednoduchych funkci takova, ze lim || £,(t) — f(t)” = 0 pro skoro vSechna t.
n—o

Je-li f siln& méFitelna funkce, je redlna funkce | f(-)| lebesgueovsky méfitelna. Plati-li
b

fi(s) = f(s)] ds = 0, existuje lim rf,.(t ) dt

n— oo

pro silné méfitelnou funkci dale ]im

a je nezavisld na volbg posloupnostl { f,,} MiiZeme pak definovat Bochnertv integral
funkce f vztahem

j :f(t) dt = lim J bfn(f) d,

n=o Jg

kde f, jsou pfislusné jednoduché funkce. Takto zavedeny Bochnertv integral je tedy
prvkem prostoru H a plati pro néj dilezita Bochnerova véta:
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Véta (Bochnerova). Silné méfitelnd funkce f : (a, b) i~ H md Bochneriiv integrdl
prdvé kdy? redlnd funkce f()\ md konecény Lebesgueiiv integrdl. Pak navic plati

U:f(t) dt

Nyni tedy uZ mame vyrazu (1) pfipsan smysl i pro funkci u s hodnotami v prosto-
ru H a diky omezeni na u € L,(0, co; H) ptislusné integraly konverguji (pro Re p > 0);
tedy i je zobrazeni

= mf(r)li dr.

i:{peC; Rep>0} —H.

Ztejmé& 4 je holomorfni funkce, tj. pro kazdé ve H je funkce (4(+), v) holomorfni
v béZzném smyslu.

Takto zavedena Laplaceova transformace ma znamy algebraicky vztah k derivaci:

Tvrzeni 1. Nechi funkce u € Ly(0, co; H) md slabou derivaci u' (tj. existuje
funkce u" € Ly 1,(0, co; H) takovd, Ze

Jbu’(t) dt = u(b) — u(a)

pro kazdé 0 < a < b). Bud také u' € L,(0, co; H). Pak plati
) u'(p) = pi(p) — u(0).

(Hodnota u(0) md zde smysl, protofe v naSem pripadé je i ue C(<0, w); H); je

totiz ziejmé
o) = ] 3 [l oe <=2 ([ weopee)”™

Déle plati rovnost

®) oo [ it + o ae= ") e,

- o0

vztah pro inverzni transformaci

y+io A t
(4) lim —1J‘ 4(p) e’ dp = J‘ u(t)dt pro t20,

w-ow 27 y—iw P 0
=0 pro t<0

a ndsledujici tvrzeni o reprezentaci pro Laplaceovu transformaci:



Véta 2. Bud Ue{peC; Rep > 0} — H. Pak nutnd a postacujici podminka
pro to, aby U byla Laplaceovou transformaci origindlu u € L,(0, co; H) je, aby U
byla holomorfni a

>0

- SUPJ‘ [U(e + it)|*dr < o0 .

APLIKACE LAPLACEOVY TRANSFORMACE
NA ABSTRAKTNI DIFERENCIALNI ROVNICE

UvaZujme nyni dva komplexni Hilbertovy prostory V, H takové, Ze V< H
algebraicky a topologicky (tj. existuje konstanta ¢, > 0 takova, Ze "v” is CI” ||,, pro
kazdéve V) a pfitom Vje husty v H (V H). Oznagme V prostor viech funkcionalil
na V které jsou spojité a antilinedrni, tj. pro ¢ e ¥ plati <@, v + w) = (¢, v) +
+ <, w), <, W) = I{P, v),v,weV, LeC({¢, v) znatime hodnotu funkciondlu ¢
na prvku v).

Laplaceovy transformace pouZijeme k feSeni této abstraktni diferencidlni rovnice

5) %‘f +Au=f(1), 10

s pocateéni podminkou
(6) u(0) = uo,

"kde f:(0, ) = H a A : V> V je omezeny linearni operator (4 € Z(V, V)).
Jako model k tomuto abstraktnimu pfipadu si miZeme pfedstavovat tuto smise-
nou tlohu pro parabolickou rovnici druhého ¥adu: pro omezenou oblast Q = RY

volime H = L,(Q), V = W,'*(Q) (prostor W,’*(Q) je definovan jako uzévér mno-
N

ziny 2(Q) v prostoru W'X(Q), ti. v normé |f|, ., = |f] e + X [0f]0x:] Loca))-
i=1

Pro funkce a; ;€ L, (), i,j = 1,..., N pak operator 4 definujeme piedpisem

ow av 1.2
(7) (Aw, v) = Z lj(x) —(x) — (x)dx, w,0eWy*(Q).
i,j=1 6xi 6Xj

(v oznaCujeme funkci komplexn& sdruZenou k v). Pak abstraktni uloha (5), (6)
neznamend nic jiného neZ hledani tzv. slabého nebo zobecnéného feseni tilohy

®) LI (a,-j(x)%uj)=f(x,t), xeQ, 150,

iJj= 1 Ox;
9) u(x, 0) = uy(x), xeQ,
(10) u(x,t) =0, xedQ, t>0.
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Zobecnénym feSenim ulohy (8)—(10) ve smyslu testovacich funkci rozumime funkei
u € Ly(0, c0; Wy'?(Q)) takovou, Ze je splnéna integralni identita

(11) rL(ua—"’_ S 4 ﬁéai)dxdt—jnuo(x)fp(x,o)dx:

o ot 521 7o X

Xi
=J wadxdt
0 Jo

pro vSechny tzv. testovaci funkce ¢ z néjakého prostoru V, jehoZ volba zaruluje,
ze pro klasické feseni (tj. u € C*(2 x (0, 0))) lohy (8)—(10) plati (11) a naopak
pro dosti hladké zobecn&né feseni jsou splnény rovnice (8)—(10).

Vratme se k abstraktni tloze (5), (6). Formalni pouZiti Laplaceovy transformace
na funkci u : <0, 00) ~ ¥V ndm rovnici (5) a potate¢ni podminku (6) pfevede na
rovnici

(12) pi(p) — uo + Ad(p) = J(p) .

Tohoto vztahu také pouzijeme k definici slabého feSeni ve smyslu Laplaceovy
transformace:

Definice 3. Bud f e L,(0, c; H), u, = 0. Rekneme, Ze uloha (5), (6) mé slabé
feseni, jestlize existuje funkce U : {pe C; Re p > 0} > ¥, ktera je holomorfni a tako-
va, ze plati

(13) (pU(p), v)u + <A U(p),v> = (f(p), v)y pro veV,

o+iow
(14) sup J « U + ir)|pdr < .
>0 Jo—iw
Nerovnost (14) nam zaru&uje existenci funkce u € L,(0, oo; V) takové, Ze i(p) = U(p).
Timto u pak rozumime slabé feseni.

Poznamka 4. Uvédomime-li si vyznam rovnice (13) a definici Laplaceovy transfor-
mace napf. ve specidlnim pkipadé (8)—(10), vidime, Ze pouZiti Laplaceovy transfor-
mace Ize chdpat jako pouZiti specidlnich testovacich funkci tvaru @(x, 1) = ™7 p(x),
v € V pii definici zobecnéného feseni ve smyslu testovacich funkci.

Definice 3 ndm umoznila se zbavit derivace a dalsi vysledky lze ofekavat od podrob-
n€jSiho zkoumadni operdtoru A, tj. v podstaté od feSeni eliptickych diferencialnich
rovnic.

Véta 5. Necht plati _
(15) 3, >0 YueV:Redldu,u) 2 c,full;,

a bud uy = 0. Potom existuje prdvé jedno slabé reseni ulohy (5), (6).
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~-Diukaz. Z (15) (tzv. V-elipticita operatoru A) snadno dostaneme
l(pu, u)y + {Au, u}l > czﬂu]lﬁ , ueV, Rep>0.
MiiZzeme tedy pouZit Laxovu-Milgramovu vétu (viz napk. [8]):

Véta (Laxova-Milgramova). Budif S(u,v) sesquilinedrni forma definovand
na Hilbertové prostoru H (tj. zobrazeni S: H x H > C linedrni v pruni a antili-
nedrni ve druhé proménné: S(u,v + w) = S(u, v) + S(u, w), S(u, 2v) = Z S(u, v)),
kterd je spojitd a splituje podminku

Ju>0 VoeH:|S(v,v)| 2 «fv]7.

Pak ke kaZdému spojitému linedrnimu funkciondlu ¢ na H existuje prdvé jeden
prvek u € H tak, Ze plati

¢(v) = S(v,u), YveH,

piicems [uly < (1/2) |9
Podle této véty pro kazdé p e C, Re p > 0 existuje U(p) € V jeZ je feSenim rovnice
(13) a zaroven je vidét jednozna&nost feseni.
Zbylé vlastnosti funkce U pak plynou z toho, Ze rezolventa

H*

R(p) = (pl — A" P ¥

je holomorfni operatorova funkce, lR(p)” < Lley
Pozndmka 7. Podminka (15) je ve specidlni uloze (8)—(10) spln&na, poZadujeme-li
elipticitu koeficientt a;j, tj. plati-li:
N ) N
3oy > 0 VE = (&, ..., &) eC" VsvoxeQ: Y ay(x)&& 2 s Y &7
i=1

i,j=1

Poznimka 8 (o regularité ,,v prostoru®). Mame-li jesté¢ dalsi dva Hilbertovy
prostory H, = V, H, = V a zjistime-li, Ze rezolventa R(p) jako operator z H, do H,
je holomorfni zobrazeni omezené pro Re p > 0, miiZzeme ve vztahu (14) uvaZovat
normu v H, a dostaneme feSeni u € LZ(O, w; Hy).

V nasem konkrétnim modelu (8)—(10) miZeme nap. brat H, = L,(Q), H, =
= W>¥Q)n W"?(Q), v ptipad& hladké oblasti a koeficientdi vidime, Ze jde o re-
gularitu eliptické diferencidlni rovnice.

Poznimka 9 (o regularit® v Case). Mame-li navic ' € L,(0, o0; H,), f(0) = 0, je

wp [+ 19 e + 9, 0e < o
Rep>0 e
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odkud

sup jm (1 + [p|?) | (o + it)|f, dr < .
ep>0 o0

Rep

takze je u’ € Ly(0, oo; H,), tedy také u e C(<0, o0); H,), ma smysl u(0) a je u(0) =
= uo = 0.

Podobné miZeme uvaZovat vyssi derivace.

Poznimka 10 (o spin&ni pivodni rovnice). Pfedpoklidejme, Ze o operitoru A
dale plati

(16) Im CAu, uy < cqflulf Vue V.

Dosadime-li do (13) specialné v = 4(p), dostaneme

[IA

sup f” (1 + [p) (o + iv)]2 de csupJ“‘ /(P2 dp .

>0

Odtud u’ € L,(0, oo; H) (u(0) = 0), takze u’ € L,(0, oo; V), a tedy pro s.v. t € (0, o0)

~

je ve smyslu ¥ splnéna pavodni rovnice (5).

Doposud jsme se zabyvali ptipadem A € Z(V; 17). Uvazujme nyni operator

B:D(B)c V- H

obecn& neomezeny, ale uzavieny s hustym definiénim oborem (D(B) = H).

Na D(B) zavadime normu grafu, indukovanou skalarnim souginem
(u, V)oesy = (u, v)y + (Bu, Bv)y, u,veV,
pfi které je D(B) diky uzavfenosti B uplny.

Modifikujme nyni pro tento piipad definici feseni:

Definice 11. Bud f e L,(0, co; H), u, € D(B). Rekneme, Ze uloha u’ + Bu = f,
u(0) = u, ma slabé feSeni ve smyslu Laplaceovy transformace, jestlize existuje
funkce U : {pe C: Re p > 0} > U(p) € D(B) holomorfni pro Re p > 0 takova, Ze

(17) pU(p) — uo + BU(p) = f(p), VRep >0,

(18) supf [U(e + it)| 3 dr < oo .

>0 - .
Existuje tedy u € L,(0, oo; D(B)) takové, Ze i(p) = U(p); slabym feSenim minime
tuto funkci u.
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Nyni dostaneme vétu (s jistou modifikaci) jako v [6]:

Véta 12. Necht plati

(19) 3cs > OVRe p > 0: (oI + B)™ | gy <

1+|p|.

Potom pro kaZdé u, € D(B) existuje prdvé jedno slabé FeSeni ulohy u’ + Bu = f,
u(O) = uo.

Dukaz. Nerovnost (19) zaruduje, Ze
|21 + B)™*| ccomy < ¢
PolozZime-li v pfipad€ u, = 0
U(p) = (oI + B)™' J(p),

dostaneme z predchozi nerovnosti pfislu§né vlastnosti U. Pro ug + 0, u, € [D(B)
pak stadi vyuZit toho, Ze funkce ugse™" je partikularni feSeni.

Poznamka 13. Podminka (19) je spln&na napf. plati-li: B je samoadjungovany a
3ce > 0 Yu € D(B) : (Bu, u)y = cq|ul? -

Nerovnost (19) s ¢s < 1, uvaZovand jen pro p ptirozena, je podle Hilleho-Yosidovy
véty (viz [8]) nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby operator —B byl infi-
nitesimélnim generatorem pologrupy neexpanzivnich operatori {T(f)},50 <
c Z(H; H). (Pak pro kazdé u, e D(B) je funkce u(r) = T(f)u, C'" — fedenim
tlohy u’ + Bu = 0, u(0) = u,.)

Platnost (19) pro pe C, Re p > 0 (s obecnou konstantou c5) pak zaruduje dokonce
existenci holomorfni operatorové pologrupy s infinitesimalnim generitorem —B.

DODATEK

Ditkaz tvrzeni 1. JelikoZ du/dt = u’ s.v. v (0, o), plyne vztah (2) z véty o integraci
per partes (vzhledem k pfedpokladim je funkce u absolutng spojitd).

Diikaz rovnosti (3). Pro funkci g € L,(R, H) miZeme b&inym zpisobem zavést
jeji Fourierovu transformaci § € L,(R, H); pro g € L,(R, H) n L,(R, H) je definovina
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predpisem

o) = r’ e~ g()dt ;

protoZze L,(R, H) n Ly(R, H) je husty v L,(R, H) a plati Parsevalova rovnost, lze
tento predpis rozsifit na L,(R, H). Diikaz Parsevalovy rovnosti pro redlné funkce
je uveden napf. v [4], [9] a Ize jej snadno zobecnit na nas pfipad. Plati tedy: Jsou-li
g, h € L,(R, H), pak

v IGULGE S COY O

Polozme nyni u(f) = 0 pro ¢ < 0. Pak se snadno ovéH, ze
T ——
(o + it) = (e™"" u(1)) (z)
pro ¢ > 0, T € R. Nyni podle Parsevalovy rovnosti
l 0
il
tedy staci dokazat, ze

sup [“Jem @l ae = ") o

lﬁ(a + ir)"2 dr = J:O ”e"" u(t)“2 de,

avsak k tomu ziejmé staci, aby

lim J :e—w"u(t)nz di = j * Ju(o)]? ar

o0+ 0

Tato rovnost ale vyplyva z véty o Lebesgueové integralu zavislém na parametru,
jejiz predpoklady Ize snadno ovefit (za integrabilni majorantu Ize vzit ptimo ||u(f)|?).

Diikaz véty 2 pro realné funkce je uveden napf. v [4], diikaz dodatku v [2]. Necht

supJ. |[U(e + ir)|*dr = A < +o0. Nejprve potfebujeme dokazat, Ze pro
a>0 -
kazdé & > 0 je U omezend na mnoZiné {p e C, Re p = §}. Zvolme tedy takové J.
Necht 0 < ¢ < 8. Pak pro pe C, Re p = 6 je podle Cauchyovy véty, jejiZ platnost
pro holomorfni funkce s hodnotami v Hilbertové prostoru H lze snadno ovéfit,

ue) = 51 | £@a=if%mew,

27‘ti CQ(P) Z — p 0
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tedy

1#*|u(p)| = ( J e d@)IIU(p)l'I

-1 U@ + i doce s J ,,-Re,,,é.,( j |UGe + i) df) do <

le+it—p|Sé lt—Imp| <3

1/2 *
<1 ( f |U(e + it)|? dr f dt) do <
27 J o -Repj <o\ J [t~ 1mp 55 le—Imp <3|

1-JA (4.28)12 do = A 20" . 26

27 J jo-Rep 8 2n

[U(p + ee™)| e dg de =
27‘.<o 21y % (0,8 :

IIA

odkud

vl <2 (%)

n

Polozme pro xe R, ¢ > 0

1 [~ 1 .
20 X, 0) = — Ule + it) ———— et dg .

Zvolme pevné x € R. Necht ¢ > 0, 9 > 0. UkaZeme, Ze ¢(x, 0) = ¢(x, 9). Pro kazdé
a > 0 definujeme

K, = {p; Repe(&,S), Imp = a nebo Imp = —a},
M, ={p; Rep =0 nebo Rep =9, Impe{—a,ad},

zorientujeme-li nyni k¥ivku I', = K, U M, je
J U(p) p~2e**dp = 0
s ’

nebot I', je uzaviend kfivka a integrand je holomorfni v {p; Re p > 0}. Podle pred-
choziho existuje B > 0 tak, Ze |U(p)| < B na {p; Re p = o}. Dile

B

[6(x, 9) — #(x, 0)| < lim —
a—w 2T !

J‘ U(p) p~2eP* dp
Kﬂ

3
1
< —.lim Px| d S—— °* + )1 di £
nmoj‘lpe|p (e e),.l'g_[, prampr

< £(e""+ ). lim = =0.
2n

a-o 4
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Je tedy ¢(x, o) konstantni podle ¢ a lze psat ¢(x, o) = ¢(x). Nechtf x < 0, ¢ > 0,
a >0, |U|| £ B pro Re p > . Pak podle Cauchyovy véty

. <

1
| r

{id o—ia

H J' " U(p) p2em dp H _ 1 J' :u(rew) exp (sre® — ig)dp

B(° B
é—f exp (xr cos ) dp <
r r

-0

integrovali jsme po kfivce p = re'®, Re p > a, r? = 6> + a?, I(pl < 0 < n. Odtud

agtio
,[ U(p) p~2e"™dp =10,

tedy ¢(x) = 0 pro x < 0.

Pro ¢ > 0 je podle Hélderovy nerovnosti U(e + it) (¢ + it)”' € L,(R). (20) lze
zfejmé derivovat a derivace je zaménna s integralem, takze

(1) ¢'(x) = _1_ on U(o + i) (0 + ir)" ! e dr .
2ni ) _ o,

Funkce ¢’ je spojitd v R a podle pfedchoziho je ¢(x) = 0 pro x < 0, tedy ¢'(x) = 0
pro x < 0. (21) lze opét derivovat a

¢"(x) = X J- U(o + it) e dr
2mi ) _ o
je spojita na R, tedy ¢” € L; ,.(R).

Dile

(22) d(x) = L ( ﬂqb"(z) dz) dy .

Pro ¢ > 0 je z (20)

e " P(x) = 2%! j' U(o + it) (0 + it)"? ™ dr.

- 0

Protoze U(s + it) (¢ + it)” 2 € L,(R), je

lim

a—

=0

r ¢ §(x) e dx — U(o + in) (o + it)

—a

L2

(podle véty o inverzni Fourierové transformaci). Integral urujici &(c + it) kon-
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verguje, tedy &(o + it) = U(o + it) (o + it)~? a jako v diikazu (2) je
J’ ¢"(x) e dx = p* &(p) = p* U(p) p* = U(p).
o

Dokazeme-li, Ze ¢" € L,(R), je ¢" podle pfedchoziho hledanou funkei a U(p) =
e
= ¢"(p), Re p > 0. Dokazali jsme, Ze ¢" € L, ,,.(R), ale z véty o integraci per partes je

J‘ ¢"(x) e " dx = a'[ ¢'(x) e"""dx,
0 0
nebot ¢’ je z L,(R) a je spojitd, takze ¢” € L,(R) a podle Parsevalovy rovnosti

@) ‘r’ |U(e + i0)) dr = 2nr [(¢"(x) e ") (2)]? dr =

- oo

= 27:J.go |#"(x)|? e~ 27 dx ,

z toho oviem vyplyva, Ze ¢" € L,(R).
Nechf u € L,(0, co; H), 6 > 0. PoloZzme u(x) = 0 pro x < 0. Pak

J‘m [u(e)] e~ dx < ( J' :’ Ju(x)|2 dx)'” ( J‘ :’e-z,, dx>'/2< .

J. e—(o+ir)x u(x) dx

0

takze

je absolutn& konvergentni v ¢ + it pro viechna € R a i je holomorfni na {peC,
Re p > 0}. Obdobné jako v (23)

sup J'm ”ﬁ(g + l‘l.')“z dtr = sup zﬂjm “u(x)”Z e—z.,x o 1=
ﬂ.>0 ®© >0 50

— o0

= 27z.[ Ju(x)|? dx < +o0.
V prvni &asti jsme ukazali, Ze

¢'(x) = 2—'--[ U(a + it) (a +»i‘r)"‘ elotinx qo
Tl

-}

ale ¢”"(x) = u(x), nebot z (3) plyne: 4 = 0= u = 0s. v. Tedy plati dodatek.
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