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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

ORTOGONALITA NA MNOZINACH

JAN HAVRDA, Praha
(Doslo dne 30. dubna 1974)

1. Tento ¢lanek se zabyva studiem a pfirozenym zobecnénim ortogonality, jak je
znama napf. z teorie Hilbertova prostoru. Pfi analyze této problematiky se uZiva
jazyka teorie svazii a zejména ortomodularnich svazi. Clinek je rozdélen do dvou
&asti, z nichZ prva je pomocného charakteru, druh4 je vénovana vlastnimu tématu.

2. Je znamo mnoho ekvivalentnich definici ortomodularniho svazu. Pfipomeiime
si ty z nich, na néZ se budeme v dal§im vykladu odvolavat. Pfedevsim, je-li 2 =
= (P, 5,1, .L) svaz s ortogonalitou, nazyva se ortomoduldrni svaz, pravé kdyz ke
kazdym dvéma prvkim p,qe P, q < p, existuje prvek re P, r'L g tak, Ze p =
= q v r. Pak nap¥. plati

2.1. Véta. Bud ? = (P, s, 1, -_L) svaz s ortogonalitou. Potom ndsledujici tvrzeni
Jjsou ekvivalentni.

1) 2 je ortomoduldrni svaz.

2) Jsou-li p,qe P, q < p, potom p = q v (g* A p).

3) Jsou-lip,qeP, g < p, g~ A p =0, potom p = gq.

4) Jsou-lip,q,reP, r < q, p < q*, potom (r vp)Agq=r.

Dukaz. Implikace 2) = 1) je zfejma. Dikaz implikace 3) = 2) je snadny. Doka-
Zeme implikaci 1) = 3). Necht ¢ < p, p=¢q v r, kde r L g &ili r < g*. JestliZe
g* Ap=0,pak0=pAgt-=(@qvr)aqg-2(qgAq')v(rag')=r Odtud
p = q. Nyni dokéZeme implikaci 4) = 2). Je-li ¢ < p, plati p* < g*, g < g, takZe
podle tvrzeni 4) médme (p* v gq) A g* = p* &ili p = q v (¢* A p). Nakonec dok4-
Zeme jest& implikaci 2) = 4). Necht r < g, p < g*. Potom g* < r* a podle tvrzeni
2) madme rt =gt v (g Art) &li r=q A (g vr). Plati také (r v p) Agq=
S(rvg')ag=r.Nadruhéstrand&(r v p) A g 2 (r A q) v (p A q) = r. Tedy
vskutku r = (r v p) A q.
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2.2. Disledek. Je-li ? = (P, <, 1, L) ortomoduldrni svaz, jestliZe p, q, 1, s, t € P,
r<q,t<q,psq,s<q'ajestlifervp=tvs,pakr=tap=s.

Z rovnosti (r v p) A ¢ = (t v s) A q a z tvrzeni 4) véty 2.1 plyne r = t; analo-
gicky z rovnosti (r v p) A g* =(t v s) A g* plyne p =s.

Pfipomefimes Ze je-li # = (P, <, 0) svaz s nulou 0, prvek p e P se nazyva atom
v P, pravé kdyZ p + OajestliZzeqe P,q + 0, g < p, potom g = p. JestliZe ke kaZdé-
mu prvku q € P, g + 0, existuje atom p v 2 takovy, Ze p < g, nazyva se & atomicky
svaz.

2.3. Véta. Bud ? = (P, s, 1, _L) ortomoduldrni svaz, pe P,0 + p + 1;r,,r, € P
budte atomy v P takové, fer, < p,r, < p*.NechfqeP,q+0,q Ap=q A p*- =
=0anechtq<r,vry, Potomr,vqg=r,vr,=qVr,.

Dikaz rozdélime na nékolik &4sti.

1) Dokazeme, Ze (g vro))Ar,=(q@vr)Aap=(qvr)arya(r,vaga
Ary=(ry v q)Ap*=(r; v q)Ari ProtoZe r, < ry, podle tvrzeni 2) véty
21 plati ri=r,v(r; Ary) &li rp=r; A(ryvry). Nyni (qvr)Aap2
2(qvr)ar=(@vr)arsalryvr)=(@vr)Aar;=2(@vr)aAp
Druhé tvrzeni se dokaZe analogicky.

2) Dokéazeme, ze (g v ry) A1, =r,a(q v ry) Ary =r. ProtoZer, S q v r,
a kdyby r1 A (q v r;) =0, podle tvrzeni 3) véty 2.1 by bylo r; = q v ry, tedy
q <r, < p,odkud g A p = q * 0, coZ viak odporuje pfedpokladu. Podle bodu 1)
tohoto dilkazu méme tak 0 + ri A (g v r;) =(q v r;) A r, < r,. Protoze r,
je atom v 2, dostdvame r, = (q v r;) A r,. Druhé tvrzeni se dokdZe analogicky.
tohoto ditkkazu plati(q v r;) A ry = r;,mamer; S q v rytedyr; v ry, < q v ry,
odkud plyne, Ze r; v r, = q Vv r,. Zbyvajici tvrzeni se dokaZe analogicky.

3) Dokézeme tvrzeni véty. ProtoZe q v r, < r; v r, a protoZe podle bodu 2)

2.4. Disledek. Jsou-li splnény predpoklady véty 2.3, potom atomy r,,r, jsou
urceny jednoznacné.

Diikaz. Budte navic s, s, € P atomy v & takové, Ze s; < p, s, < pt anechf g <
=< sy V $,. Z véty 2.3 pak vyplyvaji rovnosti s, Vv s, =s; Vg, r, VI, =r; V4.
Z téchto rovnosti dostavime s, V s, Vry =s;, VgV I, Iy VI,Vs =rgV
vqvsy;, odkud midme r; vs, vs,=r vs, vr, ProtoZze r; vs; <p,
r, < p*, podle tvrzeni 4) véty 2.1 plati s, =(r, vs; vs;)Apt=(r; vs v
V ;) A p* = r,. Podobn& se dokaZe, Ze s, = r,.

2.5. Definice. Necht 2 = (P, <, 1, 1) je svaz s ortogonalitou. JestliZe ke kazdému
atomu g€ P a ke kazdému peP,0+ p+ 1,9 A p = q A p* = 0, existuji atomy
r,r€P,r, £ p, r, £ pttak, Ze q < r, v r,, pak se svaz 2 nazyvd V-svaz.

Z disledku 2.4 ihned vyplyva, Ze pro ortomoduldrni V-svaz £ plati, Ze atomy
ry, r; z definice 2.5 jsou urdeny jednozna¢né. Atomicky svaz s ortogonalitou 2 =
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,1, 1) budeme nazyvat A-svaz. Atomicky svaz s ortogonalitou 2 =
, 1, J_), ktery je soufasné V-svaz, budeme nazyvat AV-svaz.

A IIA

= (P,
= (P,

2.6. Véta. Necht ? = (P, <, 1, 1) je ortomoduldrni V-svaz. Necht r,, r, eP
jsou atomy v P takové, Ze r, * r,. Pak existuje atom ry e P takovy, fe r; L ry
(¢ilir, <r3)aplatir, v r,=r vr,.

Dukaz. Jestlize r, L r,, stadi poloZit ry = r,. Necht proto naddle neplati r, L r,,
tedy neplati r, < ry. Odtud r, A r7 =0 a zfejmé 0 + r, + 1. Podle definice 2.5

existuje atom r; < ry tak, e r, < r; v ry. Nyni uZitim véty 2.3 dostivame

ravr,=rvry(=r,vr;).
Podobna dokazané vété je dalsi véta.

2.7. Véta. Nechf ? = (P, £,1, 1) je ortomoduldrni V-svaz. Necht ry,r, € P
jsou atomy v P takové, Ze ry L r,. Bud ry € P atom v &P takovy, Ze ry £ ry £ r,
a Ze ry = ry v ry. Pak existuje v # atom r, tak, e r; L ry a platir, v r, =

=7ry; Vr,.
Dikaz rozdélime na nékolik &asti.
3

&

1) DokaZeme, Ze meplati r; < r3 a Ze neplati r, < r3. Kdyby totiz r, < r3,
pak ry < ri. Protoze r; < r, v r,, podle tvrzeni 4)a2) véty 2.1 plati r, =
=(ryvr)arr={rsvmamvr)}arrzrv{{ralvr)]ar}zr,
coZ odporuje pfedpokladu. Podobné, kdyby r, < ri, potom r; < ri a potom r, =
=ryvr)arn={rmvima@vr)lanzrnv{ral@, vr)]a
A ré} = r3, coZ také odporuje predpokladu.

2) ProtoZe r; A ry =0 =r; A r3, 0% ry % 1, podle definice 2.5 existuje atom
ry Srytak, Ze r; < ry v r,. ProtoZe r, A 73 =0 =r, A r3, podle definice 2.5
existuje atom rs < rytak,Zer, < ry v rs.Podlevéty2.3platir, v ry =r; v r, =
=7y VT4, VI3=r3;Vrs=r,Vvrs.Odtudplyner; vr,=r vr,vr;=
=rsvregvrs(sryvr,vrgvrs)

3) Dokazeme, Ze r{ V r3 =1, V ry a Ze ry = rs a tim bude dikaz proveden.
Plati ry < ry v ry 1y <1y, 7, S 71, 73 A 1y =0 a podle bodu 1) tohoto ditkazu
t6Z ry A ry = 0. Podle véty 2.3 pak ry v r3 =1, vV r, =r, Vv r3. Podle bodu 2)
tohoto dikazu vSak plati r{ v ry =ryvry, r,vry=ryvrstedyravr,=
= r3 Vv rs. UZitim tvrzeni 4) véty 2.1 dostdvame ry = (r; v r4) A 15 = (r3 vV 75) A
A T3 =rs

2.8. Véta.Necht ? = (P, <, 1, 1) je uplny ortomoduldrni svaz, pe P,0 + p * 1.
Necht q € P je takovy atom v P, Ze neplati ¢ < p a neplati ¢ < p*. Necht {(r;, s,) :
tiel} je systém vSech r;e P, s;€P, r; < p, s; < p* takovych, 2e q S r; v s,

Pak mezi r;, i€l resp. s;, i €l existuje nejmensi prvek r, resp. s, tak, Ze q <
Sro Vv So. Pritomrg =(q v p*) A p, so =(q v p) A p-.
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Dikaz. MnoZina I je neprazdnd, nebof pro r; = p, s; = p- mdme ¢ < p v p*.
1) Dokézeme, z2¢ A(r; v p*)=(Ar) v p, AV s)=pv(As) Podle
iel iel iel iel
tvrzeni 2) véty 2.1 z nerovnosti p* < ri vyplyvd, Ze pro viechna iel plati r; =
=p* v (p A ri). Odtud (\{ril) Ap=[ptv \/I(p A Ap= Y(p A T3,
1€ 1€ 15
kde posledni rovnost plyne opét z tvrzeni 2) véty 2.1 a toho, Ze V (p A 17) < p.
iel
Tim je prvé tvrzeni dokézano. ProtoZe dile s; < p', plati podobn& s; = p* A
A (s; v p) pro viechna iel. Odtud (/\s) vp=[pt A /\(s v p)] vVp=
= A(s; v p), nebof p < /\(s v p). et
iel

2) Oznadme t = A(r; v 5;). Dokdzeme, Z¢ p A (p A )" < t* a p* A (p* A

iel

A t)l < t*. Podle tvrzeni 4) véty 2.1 plati p A t = Ar; a p* At = A's;. Ziejmd

iel iel
=A(rivs)SA@Fivp)=(Ar) v p', kde posledni rovnost plati podle
el iel iel
bodu 1) tohoto diikazu. Prvé tvrzeni je dokdzano. Dale t = A(r; v s;) S A(p v
vsi)=pv(i/>s,)=pv(pl/\t). - el

3) Dokazeme, Ze p < t* v (t A p) a p* < t* v (t A p*). Podle tvrzeni 2) véty
2.1 znerovnostit Ap<pvyplyjvip=(t A p)v[(tAptAp|S(tap vt
kde posledni nerovnost plati podle ¢asti 2) tohoto diikazu. Podobné t A p* £ pt,
takZe pt =(t A p) v [(t A P A P S (t A pY) v iR

4) Dokazeme, Ze t = (t A p) v (t A p*). Podle &sti 3) tohoto ditkazu mame
t=(pvp)at=s[ttv(Eap v(Eap)]at Je ztejmé, Ze (t A p) v
v (t A p*) <t a podle tvrzeni 2) véty 2.1 a podle pravé dokdzaného proto plati
(tap)v(@ap)y=ta[ttv(tap) v (tap)] 2t tedy tvrzeni plati.

5) Protoze g S A(rivs)=t=0Ap)v(tarp)=(Ar)v(As) stadi
iel iel iel

poloZitrg =t A p = A1, S, =t A pt = A s;a prvé tvrzeni véty je dokdzano.
iel iel

6) Oznaime u = (g v p*) A p, v=(q v p) A p'. DokaZeme, Ze u < ro, v < so.
Plati ¢ < /\(r, v 5;) = t. Podle &sti 1) tohoto diikazu pak ¢ v p* <t v p* <
< /\(r‘ v s vpl)= /\(r v p') = r, v p*. Podle tvrzeni 4) vty 2.1 odtud plyne

(qvp)/\ps(rovpl)/\p=r0 Zcela analogicky g <t, tedy g v p <
§tv'p§/\(pvs;)—pvso, takie v=(q v p) AP = (pV s) A pt =s,.
iel '

7) Dokézeme, %e (u v p*) A (v v p) = u v v. ProtoZe v < p*, podle tvrzeni 2)
véty 2.1 plati p* =v v (v* A p*) =v v (v v p)*. Odtud dostdvdme (u v p*) A
Alpvp=[uvov(@vpr]a(wv p) =uv o kde posledni rovnost plati
na zéklad¥ toho, Ze u v v < p v v a na zéklad¥ tvrzeni 2) véty 2.1.
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8) Dokézeme, Ze ¢ <u v v. Plati p< g v p, p* < g v p', podle tvrzeni 2)
véty 2.1 je tudiz qvp=pv[ptAa(gvpl=pvoy, gvp=p-v|[pa
Algvp)]=p-vu ZiemEg=<(gvp)a(@gvp =@ vu)a(pvv)=
= u v v, kde posledni rovnost plati podle &sti 7) tohoto diikazu.

9) ProtoZe u < p, v < p* a protoZe ¢ < u v v, podle prvého tvrzeni dokazované
véty plati ry < u, s, < v. Podle &asti 6) tohoto ditkazu pak dostdvame r, = u,
So = '

Véta je dokazana.

2.9. Disledek. Necht 2 = (P, £, 1, J_) je uplny ortomoduldrni svaz. Pak P je
V-svaz tehdy a jen tehdy, kdyZ pro livobolné pe P, 0 + p + 1 a libovolny atom
q € P takovy, Ze neplati ¢ < p a neplati ¢ < p*, jsou(q v p*) A pa(q v p) A p*
atomy v 2.

2.10. Poznamka. Pfedpokladejme nyni, Ze # = (P, <, 1, 1) je uplny ortomodulér-
ni A-svaz. Bud 0 % p e P. Existuje atom r, € P tak, Ze r; < p. JestliZe r; A p = 0,
podle tvrzeni 3) v&ty 2.1 pak r; = p. Necht dale 0 + r; A p. Existuje pak atom
r,eP tak, 7e r, <ri A p, tedy r; Lr, a r, £ p. Tudiz r, v r, £ p. Jestlize
(ry v r)* A p =0, jejako dfive r; v r, = p. Jestlize O  (r, v r,)* A p, existuje
atom rye P tak, Ze ry S (r; v )t Aptedyrs<parySriaryéiliry Lrg,
ry L r,. Ze Zornova lemmatu snadno vyplyva, Ze existuje maximalni (vzhledem
k mnoZinové inkluzi) mnoZina {r;:iel} po dvou ortogondlnich atomt takova,
Ze pro viechna i €I plati r; £ p. Potom p =V r;. Kdyby totiZ tomu tak nebylo, pak

iel
Vr;<pa0=+(Vr)" A p. Popsanym jiZ postupem bychom pak zjistili, Z¢ mnoZi-
iel - iel .
na {r; : i eI} neni maximalni.

2.11. Definice. Bud # = (P, <, 0) svaz. Budte p, g € P. Rikéme, Ze q pokryvd p,
piSeme p < g, jestlize p # q a jestlize z toho, Ze re P, p < r £ q, vyplyva, Ze bud
p = rnebo r = q. Jestlize pro kazdé p € P a kazdy atom g € P takovy,Zep A ¢ =0
plati p < p v g, pak se svaz £ nazyva C-svaz.

Je-li svaz s ortogonalitou £ = (P, <, 1, J_) A-svaz a souCasné C-svaz, nazyvame
jej AC-svazem.

2.12. Véta. Necht ? = (P, £, 1, 1) je uplny ortomoduldrni svaz. Pak P je
V-svaz tehdy a jen tehdy, kdy? 2 je C-svaz.

Dukaz. Necht £ je V-svaz, necht p € P, q € P bud atom v £ takovy,Ze p A g = 0.
Potom p#+ p v qa p = 1. Je-li p = 0, je tvrzeni zfejmé. Nechf proto p + 0. Bud
reP,p<r=<pv qanecht p #+ r. Plati

g, je-li ¢ < p* podle tvrzeni 4) véty 2.1

1 < 1 =
Uiy arEp Alpvq) atom v 2, je-li ¢ A p* = 0 podle diisledku 2.9.

343



Odtud vyplyvé, Ze p* A r = p* A (p v q) a tento prvek je atom v 2. ProtoZe
p S r, podle tvrzeni 2) véty 2.1 madme r = p v (p* Ar)=p v [p* A(p Vv q)] =
= p v g, nebot také p < p v q. Je tudiz 2 C-svaz. '

Necht naopak £ je C-svaz. Bud pe P, 0 + p + 1, q € P bud atom v £ takovy,
¢ p A q = p* A q = 0. Podle definice 2.11 plati p < p v g, p* < p* v g, odkud
podle tvrzeni 3) véty 2.1 mame p* A (p v q) + 0 % p v (p* A q). Necht reP,
0% r<pAa(p'vVv q).ProtoZe r < p* v g, plati p* < r v p* < p* v g, ProtoZe
P je C-svaz plati, Z¢ bud p* =r v p* nebo r v pt = p* v q. Kdyby p! =
=r v pt, bylo by r < p* a protoze r < p, dostali bychom r = 0, coZ je ve sporu
s ptedpokladem. Tedy r v p* = p* v q. Z nerovnosti r < p a z tvrzeni 2) véty 2.1
plyner = p A (r v p*) = p A (p* v q) a proto tento prvek je atom v 2. Podobné
se dokdze, Ze také p* A (p v q) je atom v 2. Podle disledku 2.9 je 2 V-svaz.

3. Zde zavedeme definici 3.1 zdkladni pojem tohoto ¢lanku. Budeme uvaZovat
mnoZinu @, o niZ naddle budeme pfedpokladat, Ze je neprazdna. Na této mnoZiné
zavedeme binarni relaci L, kterou budeme nazyvat ortogonalita a jejiZz vlastnosti
ne nahodou pfipominaji nase pfedstavy o kolmosti useek napf. v roviné.

3.1. Definice. Bud Q dana mnoZina a necht je na ni definovdna bindarni relace L,
spliiujici nasledujici poZzadavky:

a) Jestlize x, ye @, x L y, potom y L x.

b) Existuje prvek o € Q tak, Ze pro viechna x € Q plati o L x.

c) JestliZe pro x € @ plati x L x, potom x = o.
Pak fikame, Ze na mnoZiné Q je definovana ortogonalita 1, coz budeme zapisovat
ve tvaru (@, 1). O prvcich x, y € Q, pro které plati x L y, budeme fikat, Ze jsou
ortogondlni.

Bud xe Q, 0 + A = Q. Definujeme x L A, pravé kdyz x L y pro vSechna y € A4.
Oznaime A* = {xeQ:x L A4}.

Snadno nahlédneme, Ze plati .

3.2. Lemma. Bud ddno (2, 1). Potom

1) {o}* = Q; @* = {o}.

2) Jestlize 0 + A = Q, potom o€ A*.

3) Jestlize 0 + A < Q, potom A < (A*)' = A** (oznadeni).
4) Jestlize A,B< Q, 0 + A = B, potom B* < A*.

5) Jestlize 0 += A = Q, potom A* = A4,

Oznalme S={4AcQ:0+A=4"}, T={4':0+ 4 < Q}.
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3.3. Véta. Plati:
1)S=T

2) & =(S, =,Q, 1) je uplny svaz s ortogonalitou. Pfitom pro A;eS, i€l
plati ANA; =N A, VA, =(NA})" adile0 ={o}, 1 =0Q.
iel iel iel iel
Dukaz. 1) Je-li A€S, je A =(A*)* = B*, kde B = A* + 0. Tedy Ae T. Je-li
A€eT,je A= B kde 0 + B c Q. Podle tvrzeni 5) lemmatu 3.2 plati A** = B***
=B' = 4, tedy A€ S, 2) Podle 1) lemmatu 3.2 plati {0} € S, 2 € S a podle 2) lem-
matu 3.2 je {0} v & nejmen3i prvek, Q je ziejm& v & nejvétii prvek. Dile pro A€ S
v diisledku podminky c) definice 3.1 plati, Ze 4 N A* = {o}.
Jestlize I je neprazdnd mnoZina indext a 4; € S pro i €I, dokdZeme, Ze () A; € S,
iel
tedy A A; = N A;. Jednak v disledku 3) lemmatu 3.2 plati N 4; = (N 4,)**
iel iel iel iel
Déile N A; = A; pro jel, tedy podle 4) lemmatu 3.2 je 47 = (N 4,)*, odkud
iel iel
(N A4)™ = A7 = 4; pro jel, tedy (N 4)** = N 4;.
iel iel Jjel
Jestlize opét I je neprazdnd mnoZina indexid, dokdZeme, Ze pro A; € S, i €I plati
VA4, =(NA})' Plati NA; < 47, jel, tedy A; = A7* <= (N A7)* pro jel.
iel iel iel iel
Je-liddle Ac Sa A; = Aproiel, potom A* c At, iel, tedy A* = ) 47, odkud
(nA.lL)J. c AL.L = A. iel
iel

Jestlize A€ S, pak A v A* = (4* n A)* = {o}* = Q.

3.4. Pozniamka. Je:li déno (@, L), indukovany iplny svaz & = (S, <, @, 1)
ad + A < Q, pak v & existuje nejmensi prvek B takovy, 7e A < B. Bud{A,- tAc A;
A;eS, iel}. Tento systém obsahuje napf. Q. Plati 47 < A* pro iel, odtud
V Af < A*, z &hoZ A* < (VY A})* = N A; = B. Protoze A < A**, plati B c

iel iel iel

c A'Y, tudiz B = A**.

3.5. Pozniamka. Bud déno (2, 1), indukovany svaz & bud & = (S, <, @, 1).
Nechf 4, Be S. Potom 4 L B(&ili 4 = B*)tehdy a jen tehdy, kdyZ pro viechna x € A
a vSechna y e B plati x 1L y. Snadno téZ nahlédneme, Ze jestliZe A;e€ S pro iel,
x1l A;proielayeV A, potom x L y.

iel
3.6. Véta. Bud ddna mno%ina Q, 0€ Q. Bud & = (S, =, 2, 1) uplny svaz s orto-
gonalitou podmnoZin mnoZiny Q takovy, Ze:
1) {0} je v & nejmensi prvek.

2) Je-li I neprdzdnd mnofina indexi, A;€ S pro iel, potom AA; =N A;
iel iel
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Pro x, y € Q kladme x T y prdvé kdy? existuje A€ S tak, Ye x€ A a y € A*. Potom
relace T je ortogonalita na Q a ji indukovany uplny svaz s ortogonalitou (T, <,
Q, T) je shodny s &.

Diukaz. UkdZeme, Ze relace T vyhovuje definici 3.1 Axiom a) vyplyvé z toho, Ze
pro A € S plati A** = A. Axiom b) plyne z pfedpokladu 1) dokazované véty. Axiom
c) plyne z toho, Ze pro A € S plati A n A* = {o}.

Nyni dokdZeme, Ze S = T. Bud C € S; protoZe C* € S, pro viechna x € C a viechna
y e C* plati x T y. Odtud vyplyva, 7¢ C* = CT. Bud y, e CT, tedy pro viechna
xeC plati x T yo. Ke kazdému x e C existuje A, €S tak, Ze xe€ A, a yo € AL.
Odtud y,eN A;. Dile C < U A4, = V 4, = (N A45)*, odkud y,e 45 = C*

xeC xeC xeC xeC xeC
&ili CT < C*, tedy C* = CT e T. Bud nyni naopak C e T. Existuje nejmensi prvek
A e Stak, 7e C = A. Potom A* = AT = CT. Bud.y, € CT. Tedy y, T x pro vSechna
x € C. Proto ke kazdému x € C existuje A, € S tak, 7e x € A, a y, € AL, z &ehoZ vy-
plyva, Ze yoe N Ay. Dile C = U 4, = V A, = (N A;)* €S. Proto 4 = () 43)*,

xeC xeC xeC xeC xeC

tak¥e y, € () AL < A* a tudiz CT < 4*. Proto CT = A*, odkud 4 = (C")* =

xeC

= (CT)" = C a tim je v8ta dokdzdna.

3.7. Poznimka. Bud déno (@, 1). Jsou-li x, ye @ a x L y, poloZme R(x, y) = 0,
jestlize neplati x L y (budeme psat x £ y), poloZme R(x, y) = 1. Potom takto defi-
nované zobrazeni R : @ x Q — G, kde G znaci mnoZinu komplexnich Cisel, ma tyto
zakladni vlastnosti:

a) Pro viechna x, ye Q plati R(x,y) = R(y, x) (pruh znadi &islo komplexné
sdruZeng).

b) R(o, 0) = 0; pro kazdé x € @, x + o plati R(x, x) > 0.
c) Pro viechna x, y € Q plati |R(x, y)|*> £ R(x, x) R(y, y).

Z vlastnosti c) a b) ihned vyplyva, Ze pro viechna x € Q plati R(o, x) = R(x, 0) = 0.

Zobrazeni R :  x Q — G, které m4 vlastnosti a), b), ¢), nazveme kvaziskaldrnim
soudinem a dvojici (22, R) prostorem s kvaziskaldrnim sou&inem. Je-li naopak dén
prostor (2, R), potom pro x, y € Q definujme x L y, pravé kdyZ R(x, y) = 0. Pak
je na mnoZin€ Q definovana ortogonalita. Kdybychom pro x, y e Q kladli x L y,
pravé kdyZz Re R(x, y) < 0, na mnoZin& Q je opét definovdna (oviem tentokrate
jind) ortogonalita. .

Jestlize napf. (2, ¢) je metricky prostor, o€ Q, pak zobrazeni R:Q x Q » G
definované pro x, y € @ rovnosti R(x, y) = 0*(o, x) — ¢*(x, y) + @*(v, 0), je kva-
ziskalarni soucdin.

Jestlize Q je Hilbertiiv prostor, R skaldrni soudin (R je samoziejmé téZ kvaziska-
larni sougin) a klademe-li pro x, ye Q, x L y pravé kdyZ R(x, y) = 0, indukovany
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svaz & = (S, =, @, 1) je dobfe znamy uplny ortomoduldrni AV-svaz (podle véty
2.12 téz AC-svaz). Klademe-li viak pro x, y € 2 x L y pravé kdyZ Re R(x, y) < 0,
indukovany svaz & = (S, <, 2, L) je iplny AV-svaz, jehoZ nosi& S je tvofen pravé
viemi uzavienymi konvexnimi kuZeli s vrcholem v po&itku (viz préci [1]); tento
svaz neni ortomoduldrni a neni C-svazem.

Posledni dva pfiklady svazi & = (S, <, @, 1) jsou 4-svazy a dokonce pro kazdé
x€Q, x * o, plati, Ze {x}** je atom v &. Plati '

3.8. Véta. Bud ddno (2, L), necht & = (S, <, @, L). JestlifZe A€ S je atom
v ¥, x€d,x * o, potom {x}** = A.

Dikaz. ProtoZe x € {x}**, plati {x}** * {o}. Déle {x} = 4, tedy A* = {x}*,
odkud {x}** < 4, proto {x}** = A.

Existuji viak svazy & = (S, <, @, 1), které nejsou atomické.

3.9. Priklad. Necht @ = {o, ..., @_y, Wy, @y, ...y ..., Ty, Tg, Ty, ...} aNecht 0 L x
pro viechna x € Q a déle w; L 7; pro viechna j < i, i celé. Potom S = {{o}, 2; ...
v {0, 0_y, @p, @y, ..} {ois T2z, Togs 0} {0, @0, 04, ..}, {ov s Ty, Tos 0}; {0, 0,
@y, .}y {oos To1, Tos Ty5 0} ...} Zde svaz & neobsahuje ani jeden atom.

3.10. Véta. Bud ddno (Q, L), & = (S, <, Q, 1). Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni.

1) & je atomicky svaz.

2) Ke kazdé podmnoziné B = Q, B + 0, B* =+ {0}, existuje x € B*, x * o tak,
%e pro viechna y € {x}**, y % o plati {y}* = {x}*.

Dukaz. DokaZeme implikaci 1) = 2). Bud @ #+ B < Q, B* + {o}. Potom B* € S
a existuje atom A4 v & tak, 7¢ A = B*. Existuje x € 4, x + o. Podle vty 3.8 plati
{x}** = A, plati téZ x € B. Opét podle véty 3.8 pro kazdé y e {x}**, y * o plati téZ
D} = (e 8l D = (), tedy O} < ()

Dokazeme implikaci 2) = 1). Bud Ce S, C * {o}. Existuje B = @, B + 0 tak,
7e C = B*, Necht x € B, x % o vyhovuje pfedpokladu. Zfejmé& {o} + {x}** = C.
Dokazeme, Ze {x}'* €S je atom v &. Bud A€S, 4 * {0}, 4 = {x}** a necht
y€A, y # o. Potom {x}* = A* = {y}*. ProtoZe y € {x}** a protoZe podle pied-
pokladu {y}* < {x}*, dostavaime {x}* = A* = {y}*, tedy {x}** = 4.

3.11. Pfiklad. Bud Q = {0, ,, ,, w3, w,, w5} anechfo L w;proi =1,2,...,5,
o; Lo, L w; Lo, Lo, Potom S ={{o}, 2 {o,w},{o, 0, w:}; {0, w3},
{0, w3, wy}; {0, w4}, {0, w3, ws}}. Svaz & je zde atomicky, aviak napk. {w,}** =
= {0, w, w;} neni atom v &£.
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Formulujeme nasledujici axiom

Axiom A. Bud dano (@, 1). nechf & = (S, <, @, 1). Pro kazdé xe @, x + o, je
{x}** atom v &. ‘

Ziejmé svaz & spliiujici axiom A je A-svaz.

3.12. Véta.Necht je ddno (2, 1), svaz & = (S, =, Q, L) necht spliiuje axiom A.
Bud A€ S, xeQ, x + o. Potom A n {x}** = {0} tehdy a jen tehdy, kdy? x ¢ A.

Diikaz snadno plyne z véty 3.8.

3.13. Véta. Bud ddno (2, 1), & = (S, <, @, L) necht splhiiuje axiom A. Oznac-
me &f resp. B mnoZinu vSech atomii resp. antiatomii svazu &. Potom plati:

1) Je-li Ae S, A + {0} a jestlize {A;}, i €] je systém vSech atomii v & takovych,

Ye A;c A, iel, potom A =V A;.
iel

2) Je-li A€ S, A + Q a jestliZe {B;}, j € J je systém vSech antiatomii v & tako-

vych, Ze A = B;, je J, potom A =\ B;.
JjeJ

3) Existuje prosté zobrazeni f mnofiny o na mnoZinu & takové, Ze:

3,1) Jsou-li Ay, A, e, A, < f(A,), pak A, < f(4,);

3,2) Jestlize Aesf, potom A n f(A) = {o}.

Diikaz. Tvrzeni 1) a 2) se snadno dokaZou sporem. Déle pro A e o stadi poloZit
f(A) = A* a tvrzeni 3,1) a 3,2) toto zobrazeni spliiuje.
Nasledujici véta je v jistém smyslu opakem véty 3.13.

3.14. Véta. Bud Q mnofina, o€ Q; & = (S, =, Q,{0}) bud uplny atomicky
a antiatomicky svaz podmnoZin mnoZiny Q, v némZ infimum je dano mnoZinovym
pranikem a ktery md nejvétsi proek Q a nejmensi prvek {o}. Oznaéme o resp. B
systém vSech atomi resp. antiatomii svazu & . Ddle necht svaz & spliiuje podminky
1), 2), 3) véty 3.13. Potom ve svazu & lze zavést ortogonalitu.

Dikaz. Polozime {o}* = Q; je-li AeS, A+ {0}, A =V 4, kde A;e 4 pro
i eI, polozime A* = () f(4,). Plati A* € S. el
iel .
1) DokazZeme, Ze Q' = {o}. TotiZ plati 2 =V 4, odkud Q* = N f(4). Kdyby
Aedt Aed

N f(4) * {o}, existoval by atom C e & tak, Ze C = N f(A), tedy C < f(4) pro
Aedo Aed
viechna 4 € o, specidlng C < f(C). To viak odporuje pfedpokladu 3,2) z véty 3.13.
2) Necht 4, Be S, A = B. DokdZeme, Ze B* < A*. Je-li A = {0}, je B* = Q =
= {o}* = A*. Necht déle 4 * {o}, 4 =V 4;, kde 4;e s pro iel. Potom
iel

B=VA;vVA4j kde Ajes pro jeJ. Odtud B* = Nf(4,) nNf(4)) <
iel JjeJ ) iel JjeJ

== nf(A() = AL

iel
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3) Necht 4 € S. Dokazeme, Ze A N A* = {0}. Aviak pro 4 = {0} nebo 4 = Q
je toto tvrzeni zfejmé. Necht tedy {0} + 4 + Q. Kdyby 4 n 4* + {0}, existoval
by atom C € o tak, 7¢e C = A n A*, tedy C = 4, C = A*. Podle &4sti 2) tohoto dii-
kazu plati A** = C*. Je-li tedy A =V A;, kde 4;e ./ pro iel, pak ﬂf(A) =

iel

= A* =V 4}, kde Ajeo pro jeJ. Odtud A = (’\f(AJ) Aviak Ajcf(A)

JjeJ
pro viechna j e J a viechna i el. Podle 3 1) véty 3.13 odtud plyne A; = f(4;) pro
viechna iel a viechna jeJ, takie A =V A4; = Nf(A]) = A**. Tedy mame

iel JjeJ
Cc Ac A = C* = f(C), odkud C = C n f(C), coZ odporuje piedpokladu 3,2)
z véty 3.13.

4) Pro A € S dokdzeme, 7e A = A**. Pro A = {o} nebo 4 = Q je tvrzeni zfejmé.
V bodé 3) tohoto diikazu jsme jiZ zjistili, Ze pro A€ S, {o} *+ A + Qplati 4 = A**.
Bud ddle A + Q. Plati 4 = ( B;, kde B,e & pro iel. Plati téZ A = () f(4,), kde

iel iel

B; = f(A)), Aje s proiel. Jellkoz(VA)l nf(A) _]eA—-(VA)l ProtoZze

pro viechna B e S plati B < B'* podle bodu 2) tohoto diikazu mame B*'* < B;
aviak také B! < B*'!, tedy pro vSechna Be S plati B = B**t. Odtud 4 =
- (VAx)L = (VAi).L.L.L — A'LJ'.

iel iel

3.15. Poznidmka. Spliiuje-li svaz & = (S, =, @, {0}) pfedpoklady véty 3.14, lze
v ném zavést ortogonalitu. Dostaneme tak svaz & = (S, <, Q, 1) s ortogonalitou.
Ten indukuje podle véty 3.6 ortogonalitu 1 na mnoZiné Q. Lze potom pro x € Q
uvaZovat napf. {x}**. Aviak svaz & = (S, <, Q, 1) nemusi spliiovat axiom A.
Bud totiz Q = {0, w;, w,, w3}, S ={{o}, 2 {0, w}, {0,w,}}. Zde & =Z =
= {{o, @}, {0, w,}}. Poloime f({o, w,}) = {0, w,}, f({o, ®,}) = {0, w,}. Pfed-
poklady véty 3.14 jsou splnény d v souladu s jejim diikazem poloZime {0, w}* =
= f({o, w,}) = {0, w,}, {0, w;}* = f({o, w,}) = {0, w,} a déile {o}* =0, Q' =
= {o}. Odtud plyne ortogonalita L na mnoZin& Q: 0 L w;proi =1,2,3; o; L w,.
Je sice w, € Q, aviak {w;}'* = @, coZ neni atom v & = (S, <, @, 1). Kdybychom
viak doplnili pfedpoklady véty 3.14 o podminku, Ze ke kazdému x e Q existuje
atom A, e o tak, Ze xe€ A,, svaz & = (S, <, @, 1) by spliioval axiom A. TotiZ
potom pfi x + o mame x € 4,, odkud {o} * {x}** < 4, tedy {x}'* = A..

3.16. Priklad. Bud Q = {o, Wy, Wy, W3, Dy, Ds, w6}. Nechto L w;, i =1,2,...,6,
0, Llosloglo Lo, lolo;lo,los, oglo, Potom S={{o}, Q;
{0, 0}, {0, Wy, we}; {0, ,}, {0, @y, we}; {0, w3}, {0, W4, ws, W6}; {0, W4}, {0, s,
ws, 06}; {0, ws}, {0, w3, w4, we}; {0, we}, {0, Wy, W;, W3, 04, ws}; {0, 03, w4},
{0, ws, wg}; {0, 3, ws}, {0, w4, We}; {0, w3, w6}, {0, w4, ws}}. Zde svaz & =
= (S, =, @, 1) je ortomoduldrni A-svaz spliiujici aciom A. Plati zde {o, w} v
v {0, w,} = {0, w3} Vv {0, 0.} Vv {0, ws} = {0, w,, w,, w3, Wy, ws}. ProtoZe tedy
neplati tvrzeni véty 2.7, vyplyva odtud, Ze & neni V-svaz. Toto vSak lze ukdzat
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