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SVAZEK 100 * PRAHA 15, 2. 1975 * CISLO 1

TRANSLACNE STRUKTURY*)
CENTRALNE A NECENTRALNE TRANSLACNE STRUKTURY

JAROSLAV LETTRICH, Zilina

(Doslo dna 16. februara 1973)

UvoD

v [2] J. ANDRE skumal tzv. translaéné Struktury. Translaénou Struktirou I =
= (P, &) nazval inciden&nu §truktiru (P je mnoZina bodov, £ je mnoZina priamok —
podmnoZin mnoZiny P), ktora ma vlastnosti:

(t1) Ku kaZdym dvom réznym bodom a, b eP existuje (prave jedna) priamka
L e &, ktora je incidentna s bodmi a, b.

(t2) Existuje rozklad mnoZiny % priamok na triedy navzdjom rovnobeZnych pria-
mok tak, Ze ku kaZdému bodu a € P a kaZdej priamke L € & existuje prave
jedna priamka L’ € & incidentné s bodom a a rovnobezna s priamkou L.

(t3) Struktiira T obsahuje aspoii tri body neleZiace na jednej priamke.

(t4) Kazda priamka $truktiry T obsahuje aspoii dva rdozne body.

(t5) Existuje grupa T translacii, tranzitivna na mnoZine bodov Struktiry .

Translaciou sa pritom rozumie kaZda kolineécia, ktora nechdva pevnymi bud vsetky,
alebo Ziaden bod Struktiry T a ktord kaZzdu priamku z & zobrazi na priamku s fiou
rovnobeZni. Podla vety 1.3 v [2] moZno zostrojit kaZdu transla&nu Struktuaru z roz-
delenia nejakej vhodnej grupy. Rozdelenim &£ netrividlnej grupy P s neutrdlnym
prvkom o je systém vlastnych netrivialnych (tj. od {o} a P réznych) podgrup grupy P,
tzv. komponent rozdelenia £, takych, Ze kaZdy prvok grupy P, rozny od neutrilneho
prvku, je obsiahnuty prave v jednej komponente z . Ak prvky nejakej abstraktnej
grupy P pripustajicej rozdelenie # vezmeme za body a pravé triedy rozkladu
grupy P podla komponent rozdelenia £ grupy P za priamky, tak dostaneme translag-
nu Struktiru.

V tomto ¢lanku sa pojednéva o centralnych a necentralnych translaénych $truktd-

*) Préca bola vyhotovend za vedenia V. HAvLA, ktory mi tieZ navrhol tito tému.



-rach. VyuZivaju sa tu poznatky z [2] a [3] o transla&nych Strukturach resp. o rozdele-

niach abelovskych grup. Stade st prevzaté aj vietky zakladné pojmy, s ktorymi sa
v &lanku pracuje.

V prvej Casti je ukdzané, ako moZno zostrojif kazdi — konecnu alebo nekonecnu
centralnu translaéni §truktiru, ktora nie je translaénou rovinou. Priklad 1 je navo-
dom na konstrukciu nekone€nej centrdlnej translaénej Struktiry z rozdelenia 2,
ktorého nosné grupa je pravym vektorovym priestorom dimenzie co nad komuta-
tivnym telesom F a ktorého komponenty su jednodimenzionéalne podpriestory tohoto
vektorového priestoru. V konstrukcii 1 je dany postup na zostrojenie kazdej koneénej
centralnej translagnej truktury, v ktorej kazd4 priamka obsahuje prave p (p = 2
je prvotislo) réznych bodov a v ktorej kazdym bodom prechadza (p” — 1)/(p — 1)
réznych priamok, kde n = 2 je dané prirodzené &islo. Nosna grupa P rozdelenia 2,
z ktorého je tato Struktira zostrojena, je direktnym suétom n cyklickych griup
radu p. Pri n = 2 je tato Struktira translaénou rovinou.

Druha &ast tohoto €lanku je venovana existencii necentralnych translaénych $truk-
tur. S v nej uvedené dve konkrétne neabelovské grupy, pripustajuce rozdelenia,
z ktorych zostrojené translacné Struktiry si necentralne. Je to grupa zhodnych
zobrazeni pravidelného 4-bokého dvojihlana na seba pozostavajlica z dsmich prvkov
a Frobeniova grupa permutacii 5-prvkovej mnoZiny obsahujtica dvadsaf prvkov.
Obe tieto grupy patria do tried neabelovskych grip priptstajucich rozdelenie, ktoré
André spomina v [2] v poznamke za vetou 2.4.

1. KONSTRUKCIA CENTRALNYCH TRANSLACNYCH STRUKTUR

Translacia t z transladnej grupy T transladnej Struktiry T = (P, &) nazyva sa
centralnou, ak nechava pevnou (ako celok) nejaku priamku L e £ a vietky s fiou
rovnobeZné priamky a len tieto. Ak je kaZda transldcia z translaénej grupy T trans-
laCnej Struktiry T centrdlna, potom translaénu Strukturu T nazyvame centrdlnou.
Ako bude uvedené aj v druhej Casti, nie kazda translaéna Struktura je centralna.
PodlIa vety 2.4 v [2] je transla¢na Struktira centralnou vtedy a len vtedy, ak jej trans-
la¢na grupa je abelovska. Teda kazdu centralnu translaéni Struktiru moZno zostrojit
z rozdelenia nejakej abelovskej grupy. AvSak nie kazd4 abelovska grupa pripusta
rozdelenie. Veta 1.1 v [3] hovori, Ze (aditivna) abelovska grupa P (kone&na alebo
nekone&n4) priputa rozdelenie vtedy a len vtedy, ak:

(a) vietky nenulové prvky grupy P maji rovnaky rad a

(b) grupa P mé hodnost va&siu ako 1. .

Hodnostou grupy P sa pritom rozumie maximalny pocet linedrne nezavislych prvkov
grupy P.

V dalSom si bliZiie v§imneme rozdelenia abelovskych grip a zavedieme niekolko
pojmov.

Nech 2 je rozdelenie abelovskej grupy P a Q nech je podgrupa grupy P. Potom



2 n Q je mnozina vietkych podgrip X n Q = o, kde X je komponenta z . MnoZi-
na 2 n Q je rozdelenie grupy Q.

Podgrupa U grupy P (rozumie sa abelovskej) je #-pripustnou podgrupou grupy P,
ked pre kazdi komponentu X rozdelenia £ grupy P plati

UnX=0 alebo Un X = X.

Rozdelenie £ abelovskej grupy P nazyvame geometrickym rozdelenim, ak kazdy
stiget P-pripustnych podgrip grupy P je opat #-pripustnd podgrupa. Nutna a posta-
Gujuca podmienka k tomu, aby rozdelenie £ grupy P bolo geometrickym rozdelenim,
je, aby sucet kazdych dvoch komponent z # bol Z-pripustnou podgrupou grupy P.

Geometrické rozdelenie 2 grupy P nazyvame plandrnym rozdelenim, ked existuji
dve rozne komponenty U, ¥ € Z také, Zeje P = U + V.V opaénom pripade hovorime
o neplanarnom rozdeleni. Geometrické rozdelenie £ grupy P je planarne vtedy a len
vtedy, ak pre kaZdé dve rdzne komponenty X, Ye Z platiP = X @ Y.

Planarne rozdelenia abelovskych grip André nazyva kongruenciami. Translacné
Struktiry, zostrojené z planarnych rozdeleni abelovskych grup, su translaénymi rovi-
nami. V tychto sa kazdé dve nerovnobezné priamky nutne pretinaji, ¢o v obecnych
transladnych Struktarach neplati. Preto translatné $truktury (ktoré nie si transladny-
mi rovinami) budeme konstruovat z neplanarnych rozdeleni abelovskych grup.
O tychto rozdeleniach plati (veta 2.3 v [3]): Neplanarne rozdelenia si prave mnoZiny
jednodimenzionalnych podpriestorov vektorového priestoru dimenzie aspofi tri
nad (nie nutne komutativnym) telesom.

V nasledujiicom priklade uvedieme konstrukciu nekoneénej centralnej translaénej
Struktury. ’

Priklad 1. Nech F je Tubovolné komutativne teleso s charakteristikou 0. Nulovy
a jednotkovy prvok telesa F budeme oznacovat 0 resp. I dalSie prvky a,b,....
Nech £ je mnoZina indexov, 4; (i € #) neur&ité nad Fa P[1;], = P[4y, 45, ..., 455 ... ]
nech je okruh polynémov f(4,)s = f(A1, A2y s Ay +.)s 9(A) s = 9(A15 A2y oo Ay -.0),
... neurtitych 4; (i € #) s koeficientami z telesa F. Aditivnu grupu (zrejme abelovskii)
tohoto okruhu ozname P; je to vlastne vektorovy priestor nad telesom F. Nulovym
vektorom priestoru P — neutralnym prvkom grupy P je nulovy polyném 0 € P[4,],.
Bazu vektorového priestoru P tvoria polynomy

A,

kde v8etky n; st nezdporné celé &isla. Teda dim P = co. MnoZinu vietkych jednodi-
menzionalnych podpriestorov U, V, ... priestoru P oznaéme 2. UkaZeme, Ze 2 je
rozdelenie grupy P.

Kazdy podpriestor Ue 2 priestoru P obsahuje spolu s nejakym polynémom
f(4)s * 0 aj vSetky polynoémy a . f(1,),, kde je a € F, a Ziadne iné. Preto moZeme
oznacit

U=F.f(4),.



Pri tomto oznadeni vZdy bude f(4;), + 0 Iubovolny polyném z U. Nulovy polyném 0
leZi zfejme v kaZdom podpriestore U € 2, lebo je 0 . f(4;), = 0 pre kaZdy polyném
f(4,)5 € P. KaZdy nenulovy polyném f(4;), z priestoru P lezi prave v jednom pod-
priestore Ue 2, lebo keby f(1,), € U a suasne f(4,),€V, kde U, Ve 2, tak by
platilo

U=F.f(2), =V.

Rozdelenie 2 grupy P je zrejme neplanarne. Ak si totiz U % V dve Tubovolné
komponenty rozdelenia &, potom plati, Ze U+ VYV =U@YV, lebo UNnVY = 0.
Preto dim (U + V) = dim U + dimV = 2,&iZze U+ V < P.

Z rozdelenia 2 grupy P zostrojime translaénu §truktiru ¥ nasledovne:

Bodmi Struktary ¥ budua prvky grupy P.

Priamkami $truktiry T nazveme pravé triedy U + p(4,),, ¥V + q(4)s, ... (p(4;) s,
q(4;)4 € P) rozkladu grupy P podla podgriip U, V, ... z rozdelenia 2.

Dve priamky U + p(4)),, ¥V + q(4,)4(U, Ve 2; p(A)s, 4(A))5 € P) zo 3truktury T
nazveme navzajom rovnobeZnymi vtedy a len vtedy, ked je U = V.

Translaciami v §truktire T budu zobrazenia #(4;), grupy P na seba, definované
vztahom

(1) [x(2:)s5] t(4)s = x(:)5 + 1(A))s

priGom #(1;),, x(4;), s prvky grupy P.

Lahko overime, Ze su splnené axiomy (t1) az (t5):

Nech f(4;)5, g(2;)s € P st Iubovolné rdézne body. Potom mnozina F. [f(1,), —
— 9(2)s] + 9(4;)s je jedina priamka, spajajuca body f(1)s g(4)s, takZe T je
inciden&né Struktira a plati aj (t1). PretoZe U + g(1,),, U e 2, q(1,), € P, je jedina
priamka, idica danym bodom ¢(4;), rovnobeine s danou priamkou U + p(4;),,
kde p(1,), € P, tak je splneny axiom (t2).

V mnoZine P existuji tfi body 0, 1, 4, (i je nejaky prvok z mnoZiny %), ktoré neleZia
na jednej priamke, GiZe v Strukture T plati tieZ axiom (t3).

Platnost axiomu (t4) vyplyva zo skutocnosti, Ze v telese F existujii najmenej dva
prvky O a 1.

KaZdé zo zobrazeni #(A;),, pricom (1), € P, definované vztahom (1), neneché
pevnym Ziaden bod z P, ak #(4,), + 0 a fixuje kazdy bod z P, ak #(4;), = 0. Priamka

U + p(4;), v zobrazeni #(4,), prejde do priamky U + [p(1))s + t(4;),]. tj- do priam-
ky rovnobeZnej's U + p(4,),. Preto je #(4;), naozaj translaciou v §truktire T. Mno-
Zinu vietkych translacii #(4;), definovanych vzfahom (1) oznatme T. Pre kaZdé
t(A:)s, u(A))4 € T a kazdy bod x(1;), € P je splnena rovnost

() [x(4)s] tA0) 5 u(Ai)s = x(A)5 + [(2)5 + u(2)5] = [x(2)5] (£(R0)5 + u(2)),),

preto zobrazenie ¢ : #(4;), — 't(l,-) 4 je izomorfizmus abelovskej grupy P na mnoZi-

4 ‘



nu T s operaciou nasobenia — skladania translacii — a teda aj T je abelovska grupa.
Ku kazdym dvom bodom f(1,),, g(4;) s € P existuje prave jedna translacia

g('li).f = f(}'i).! €T,

ktoré zobrazuje bod f(4;), do bodu g(4,)4. Z toho vyplyva, 22 v §truktire T je splne-
ny aj axiom (t5).

Translaéna Struktara ¥, ktor sme tu dostali, urite nie je translaénou rovinou,
pretoZe v nej existuji nerovnobezné priamky, ktoré sa nepretinaji. Dokonca plati,
e kazdym bodom p(A,), € P, neleZiacim na priamke U + g(4,), (U e 2, q(4,), € P),
prechddza (najmenej jedna) priamka V + p(;), (V € 2), ktord nepretina priamku
U + gq(4)s. Ak je U = F. f(1)) 5, f(1;)5 € P, potom bude ¥ = F. g(1,),, kde g(4,)5 €
e P staéi zvolif napriklad tak, aby polynémy (1), + 4(4;)s a g(4:)s + p(A;)s nemali
rovnaky stupeil.

Zostrojena translagné Struktura T je centralna, lebo nosna grupa P rozdelenia 2,
z ktorého sme ju dostali, je abelovska. Kazda neidentickd translacia t_(ii—):eT je

naozaj centrdlnou. Translécia #(4,), toti? nechiva pevnou (ako celok) priamku
U = F. (1), lebo plati

[F.(2)s] t(2)s = F. U4)5 + 8(A)5 = F.t(2)), .

Kazda priamka U + p(4,)s, p(%;))s € P, rovnobezni s priamkou U = F. (1),
zostava tiez pevnou (ako celok) v translacii #(4;) 5, kedZze (vzhladom na asociativnost
a komutativnost s¢itania v grupe P) plati:

[F. (1) s + P(A)s] (25 = [F. 1(2) 5 + P()5] + 1(2)5 =
= [F.#2)s + H(A)s] + P(A:)s = F. H(A) 5 + P(2)5 -

O rozdeleniach konecnych abelovskych grip André v [2] uvadza (veta 4.5):
Medzi koneénymi abelovskymi grupami pripusfaju rozdelenie prave tie, ktoré nie
st cyklické a su elementarne abelovské, tj. vSetky nenulové prvky maji rovnaky prvo-
Ciselny rad p. Preto k urceniu vSetkych kone¢nych centralnych translaénych Struktur
sta&i poznat vietky kone&né necyklické abelovské grupy typu (p, p, ..., p), kde p je
prvodislo. Kazdi takito grupu P dostaneme ako direktny sticet koneéného poctu n
(n = 2) cyklickych grip prvogiselného radu p (s aditivne zapisanou operéaciou).
Vsetky cyklické podgrupy radu p grupy P tvoria potom rozdelenie & grupy P. Teraz
uvedieme ich konStrukciu.

Konstrukcia 1. Nech p > 2 je dané pryoéislo a n = 2 prirodzené é&islo. Dalej
nech Ay, A,, ..., A, st cyklické grupy (s aditivne zapisanou operdciou) radu p
a nech o; (i = 1,2,..., n) je neutrdlny — nulovy prvok grupy A;. Ak a; % o, je
Tubovolny prvok grupy A;, potom zrejme pre kazdé i = 1,2, ..., n je

A = ({a,2a;,...,ma;...(p—1)a,pa; =0}, +),



kde ma; (m je prirodzené &islo, 1 < m < p) znadi siget m rovnakych s¢itancov a;.
Pripomenieme niektoré zname vlastnosti cyklickych griip (prvotiselného) radu p,
ktoré budeme v dalsom potrebovat:

a) KaZdy prvok a; # o, cyklickej grupy A, prvo&iselného radu p ma tiez rad p.

b) Ak k je celé, m prirodzené &islo, pritom 1 < m < p, a a; + o, je [ubovolny prvok
cyklickej grupy A; radu p, potom ka; = ma; vtedy a len vtedy, ak k — m =
= 0 (mod p). Preto mdZeme pisat o; = 0a;, kde 0 je celé &islo.

c) Opatny prvok k prvku ma; (m je celé &islo) cyklickej grupy A, je —ma,.

d) Ak r,s su celé &isla a a; + o, je Tubovolny prvok cyklickej grupy A; radu p,
potom

ra; + sa; = (r + s) a; = ma,,

r(sa;) = (rs) a; = na;,
kde pre nezdporné celé ¢isla m, n < p — 1 plati:
m=r + s(mod p), n=rs(modp).

e) KaZda kone¢na cyklicka grupa A, je abelovska.

Oznaéme P mnoZinu vSetkych moZnych usporiadanych n-tic a = (ay, a,, ..., a,),
b= (by, by ..., b,),....kde a;, b, ... (i = 1,2, ..., n) si Tuvobolné prvky z cyklickej
grupy A; radu p. Sudet kazdych dvoch prvkov a, b e P definujme nasledujicim
spdsobom:

(3) a+b=(ayay...,a,)+ (by, by ... b,) =
= (al + bl’ a, + bz, ooy Ay + b,.).

Zo vzfahu (3) vyplyva, Ze sudet ka'id)’lch dvoch prvkov z mnoZiny P je opat prvok
mnoZiny P. Lahko overime, Ze pre takto definovani operaciu séitania v mnoZine P
je splneny asociativny a komutativny zakon, takZe (P, +) je abelovsk4 grupa s neu-
tralnym prvkom o = (o4, 05, ..., 0,). Opaénym prvkom k prvku a = (ay, a, ..., a,)
z grupy (P, +) je prvok

—a= —(ay, ay...,a,) =(—ay, —a,,..., —a,).

Suget m (m je prirodzené &islo) rovnakych prvkov a = (ay, ay, ..., a,) z grupy (P, +)
oznatime tiez ma = m(a,, a,, ..., a,), pri¢om podIa (3) plati:

m(ay, a,, ..., a,) = (may, ma,, ..., ma,).

Rad grupy (P, +) je zrejme rovny p". KaZdy prvok a =+ o z grupy (P, +) ma rad p,
preto (P, +) nie je cyklicka grupa.
Nech A}, i = 1,2, ..., n, je podgrupa grupy (P, +), pozostavajiica z n-tic

(045025 +oes 04—, A1y 0415 .0, 0) 4



kde a; je prvok cyklickej grupy A,. Grupa (P, +) je potom direktnym sutom vietkych
svojich podgrip Aj, i = 1,2,..., n, lebo kaZdé dve rdézne podgrupy A; A; (i =
= 1, 2, ..., n) maju spoloény prave jeden prvok — neutralny prvok o a kaZdy prvok
a + o grupy (P, +) sa da jednoznache vyjadrif v tvare siStu prvkov po jednom
vybratych z podgrip A}, A5, ..., A:

@ =y, By 5 G,) =
= (ay, 03, ..., 0,) + (04, a3, 03, ..., 0,) + ... + (04,02, ..., 05y, a,) .
Kazda podgrupa A; (i = 1,2, ..., n) grupy (P, +) je zrejme izomorfna s cyklickou
grupou A; a preto mdzeme hovorif, Ze grupa (P, +) je diretknym stiétom cyklickych
grip AL A, . LA,

PretoZe rad grupy (P, +) je p" a rad kaZdého jej nenulového prvku a je p, obsahuje
grupa (P, +) prave g cyklickych podgrip Py, P,, ..., P, rddu p, kde

-1

q =1 .

Tieto podgrupy tvoria rozdelenie 2 grupy (P, +), lebo kaZdé dve rozne podgrupy
P,P; (i,j = 1,2, ..., q) maju spolotny len neutrdlny prvok oe(P, +) a kaidy
prvok a = o z grupy (P, +) patri prave do jednej z podgrip P; — komponent rozde-
lenia 2, konkrétne do podgrupy, vytvorenej prirodzenymi nasobkami ma (1 <
< m £ p) tohoto prvku a.

Z rozdelenia 2 s nosnou grupou (P, +) zostrojime transladnu $truktiru T rovna-
kym sposobom ako v priklade 1:

Bodmi 3truktdry T budu prvky grupy (P, +).

Primkami $truktiry T nazveme pravé triedy P; + a (Pi € 2, a € P) rozkladu grupy
(P, +) podlIa podgrup P; (i = 1, 2, ..., q) z rozdelenia 2.

RovnobeZnost priamok Struktiry ¥ budeme definovat takto: Dve priamky
P, + a, P; + b (P, P; € 2; a, b € P) nazveme navzijom rovnobeZnymi vtedy a len
vtedy, ked P; = P;.

UkéaZeme, Ze Struktura T s prave definovanymi bodmi, priamkami a rovnobez-
nosfou priamok spliia axiémy (t1) aZ (t5):

Ak a # b, a,beP, su Iubovolné body, potom existuje prave jedna priamka
P, + a, ktora je s nimi incidentna, priCom P, € 2 je cyklickd grupa s generujucim
prvkom b — a. To ale znamena, Z¢ T je inciden&na truktira a plati v nej (t1).

Bodom a eP prechddza prave jedna rovnobezka P; + a s priamkou P; + b
(beP, P,e 2), teda je splneny axiom (t2).

Pretoze podla predpokladu je p = 2, ka¥d4 priamka 3truktiry T obsahuje najme-
nej dva body, takZe v T plati (t4). ‘

KedZe je n = 2 (opit podla predpokladu), existuji aspoii dve (dokonca najmenej
tri) priamky idiice bodom o. KaZd4 z nich m4 eSte dal§i bod rézny od o a preto plati
aj (t3).



Platnost (t5) dokaZeme nasledovne:

Ku kazdému prvku t € P priradime zobrazenie 7 také, Ze pre kazdy bod x e P
plati

(4) xt=x+1.

Ak je t + o, potom zobrazenie 7 nenechd pevnym Ziaden bod a kazdu priamku
P, + a (P,e 2, aeP) zobrazi na priamku P; + (a + t), rovnobeZna s priamkou
P; + a, teda 7 je translacia. MnoZina T vSetkych takto definovanych translacii
Struktiry T je (vthadom na operdciu skladania) abelovska grupa, o vyplyva
z izomorfizmu ¢ : t — ¥ grupy (P, +) na mnoZinu T. Translaéné grupa T je tranzi-
tivna na mnozine P bodov §truktiry I, pretoZe ku kazdym dvom bodom a, be P
existuje prave jedna translacia b — a z grupy T, ktora zobrazi bod a do bodu b.

PretoZe nosnad grupa (P, +) rozdelenia £ je abelovsk4, zostrojena translaina
Struktura musi byt centrdlna. UkaZeme, Ze naozaj je kazda neidenticka translacia
z grupy T centralnou. Ak je 7 € T neidenticka translacia (priradena k prvku t e P,
t + o, v izomorfizme ¢), potom 7 necha pevnou (ako celok) priamku P, € 2, kde P,
je cyklicka grupa generované prvkom t. Kazda priamka Py + a (a € P) zostane tieZ
pevna (ako celok) v translacii 7, lebo

Pc+a)i=P,+a)+t=P.+1)+a=P.+a,

takZe 7 je centralna.
Priamym vypo¢tom da se overit, Ze pri n =2 je rozdelenie & planarne a teda
transla¢na $truktura z neho zostrojend je translacnou rovinou.

2. O EXISTENCII NECENTRALNYCH TRANSLACNYCH STRUKTUR

Uz na za&iatku 1. &asti tohoto ¢lanku sme povedali, Ze translaéna $truktira nemusi
byt nutne centralnou, ¢iZe nemusi byt centralnou kazda jej translécia. Existuju totiZ
translaéné Struktiry s neabelovskou translaénou grupou, tj. existuju neabelovské
grupy, ktoré priptstaji rozdelenie. J. André v [2] (poznamka za vetou 2.4) spornina
dve skupiny takychto grup: Grupy D,, zhodnych zobrazeni pravidelného dvojihlana
(ktorého podstava je pravidelny n-uholnik) na seba*) a Frobeniove grupy permutacii
nejakej konetnej mnoZiny S. V tejto Casti ¢lanku uvedieme po jednej konkrétnej
grupe-z oboch spominanych skupin — grupu Dg zhodnych zobrazeni pravidelného
dvojihlana so $tvorcovou podstavou a Frobeniovu grupu permuticii mnoziny S
pozostavajucej z piatich prvkov. -

*) Jedn4 sa o tzv. Dieedergruppen, uvedend vlastnost ktorych vyplyva z ivah M. SuzukiHo
v [4]. Suzuki v3ak tieto grupy v [4] neuvadza.
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a) Nech je dany pravidelny 4-boky dvojhlan. Vrcholy jeho podstavy oznaime 1,
2, 3, 4 a vrcholy sumerné podla roviny podstavy zasa 5, 6.
UvaZujme vSetky zhodné zobrazenia uvedeného dvojihlana na seba, tj.: otocenia
- jhlana okolo osi 56 ihlana o uhly 90°, 180°, 270° a 360°; osové siimernosti ihlana podla
uhloprietok 13 a 24 jeho podstavy; osové siimernosti ihlana podIa osi stran 12, 34
a 14, 23 jeho podstavy

Vsetky tieto zobrazenia su vlastne permutacie mnoZiny {1, 2,3, 4,5, 6} vrcholov
ihlana a m6Zeme ich zapisat v tvare sucinov cyklov:

a, =(1)(2)(3)(4)(5)(6), a, =(1234)(5) (6),
as = (13)(24) (5) (6) » a, = (1432)(5) (6) »
as = (1) (3) (24) (59) , as = (13)(2) (4) (56) ,
a; = (14) (23) (56) , ag = (12) (34) (56) .

Priamym vypoc&tom sa presvedéime, Ze mnoZina Dg = {a;} = {a,, a,, a3, a,, as,
ag, a4, ag} s operaciou nasobenia — skladania permutécii tvori grupu s neutralnym
prvkom a,. Grupova operacia v Dg je prehladne popisana nasledujicou tabulkou:

Tabulka 1.
' a a, a3 a4 as aG a7 ag

a |a; a, a3 a, as ag a; ag
a, |a, a3 a, a; a; ag ag as
ay | a3 a, a; a, ag as ag a,
a, | ag a; a, az; ag a; as ag
as | as ag ag a; a; a3 ag a,
g | Gg a7 a5 ag az a; a; a4
a; |a; as ag ag a; a, a; az
ag |ag ag a; as a, a, az a

Z tejto tabulky hned vidietf, Ze grupa Dg je neabelovska, lebo napr. a,as =
= a7 ="= as = asaz.



Zostrojme teraz rozdelenie 9 grupy Dg. PouZitim tabulky 1 Iahko zistime, Ze
mnoZiny

A, =‘{an az, as, ‘14} , Ay = {ah as} , Ay = {‘11» as} >
A, ={a;, a,}, As={a,, a}
st podgrupy grupy Dg, vyhovujlce vlastnostiam grupového rozdelenia, pretoZe kazdé

dve maji spolo&ny prave jeden prvok a, a kazdy prvok a; (i = 2, 3, ..., 8) leZi prave
v jednej podgrupe A; (j = 1,2, ..., 5). Preto je

9 = {Al’ Az, A3, A4, As} .

Z rozdelenia @ grupy Dy zostrojime translaénu $truktiiru T podobne ako v 1. &asti
&anku:

Bodmi $truktiry T budd prvky grupy Dj.
Priamkami Struktiry ¥ nazveme pravé triedy rozkladu grupy Dg podla podgrup A,
(i=1,2,...,5) z rozdelenia 2:
A, AL AL AL A, {as’ des A7, as}s {02» as}, {az, as}, {az, 07}’ {az» as}’
{as, as}, {a3, ag}, {a3, a;}, {as, ag}, {as, as}, {as, ag}, {as, a7}, {as, as} .

RovnobeZnost priamok v Struktire T budeme definovat rozkladom mnoZiny vset-
kych priamok na triedy navzajom rovnobeZnych priamok:

A,, {as, aq, a;, ag} ;

A,, {aza as}, {03, as}s {‘14, a7} 5
A3’ {az’ 07}, {03, a5}’ {a4’ as} >
A, {az’ as}’ {a3’ aB}’ {a4’ 06} >
A, {az, aé}a {ass a7}, {04, 05} .

PouZitim tabulky 1 moéZeme Iahko overif, Ze v $truktire I s takto Ideﬁnovanymi
bodmi, priamkami a rovnobeZnosfou priamok si splnené axiémy (t1) aZ (td).
Platnost axiému (t5) ukaZeme takto: Ku kaZdém prvku a,eDg (i = 1,2,...,8)
priradime zobrazenie a; grupy Dy na seba, v ktorom pre kaZdy prvok a; € Dy (=
=1,2,..., 8) plati
(S) ‘ ajt_l,- = aja' .

Lahko sa zisti (uZitim tabulky 1), e zobrazenie a, je identita a Ze kaZdé zo zobraze-
ni a@; (i =2,3,...,8) nenechd pevnym Ziaden bod 3truktiry T a kazdu priamku
Struktury T zobrazi na priamku s fiou rovnobeZnu, tj. Ze je translaciou $truktiry <.
MnotZinu vetkych translacii @; (i = 1,2, ..., 8) oznadme T. Priradenie ¢ : a; — a;
(i=1,2,...,8) je izomorfizmus grupy Dg na mnoZinu T s operdciou skladania
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zobrazeni a preto T je tieZ grupou. Grupa T je tranzitivna na mnoZine bodov §truk-
tury T, lebo ku kazdym dvom bodom a;, a; € Dy existuje jedind translicia

a; Ta ;€T,
ktora zobrazi bod a; do bodu a;.

Zostrojena translaéna Struktira T nie je translaénou rovinou. Z rozkladu mnoZiny
priamok $truktury T na triedy navzajom rovnobeZnych priamok vidime, Ze v Struk-
ture I existuju priamky, ktoré nie si rovnobeZné a sa nepretinaji. Takymi su napr.
tieto priamky: {a,, as} a {as, as}.

Obrafme teraz pozornost na centralne translacie transla¢nej Struktury T. Trans-
lacie a@,, a,, a,, a4 z grupy T nechévaju pevnymi (ako celok) obe priamky A,,
{as, as, a,, ag}, vytvarajice jednu triedu rovnobeZiek v Struktiire T, preto si central-
ne. Naproti tomu Ziadna z transl4cii as, @, a,, @g nenecha pevnymi (ako celok)
vSetky priamky jednej triedy navzajom rovnobeZnych priamok Struktury . Napr.
translacia a5 nechava pevnymi (ako celok) priamky A,, {a;, as}, ale priamky {,, as},
{as, a;} z tej istej triedy rovnobeZiek prevadza jednu do druhej. PretoZe nie vietky
translacie z translaénej grupy T transladnej Struktiry T si centralne, je Struktira T
necentralna.

b) V tomto odstavci zostrojime translaéni Strukturu z rozdelenia tzv. Frobeniovej
grupy.

Definicia. Grupu P permutéacii nejakej kone€nej mnoZiny S symbolov i}, ...
nazyvame Frobeniovou grupou, ak mé nasledujicu vlastnost:

(F) Ak pre prvky i #+ j mnoZiny S a permutdciu a € P plati ia = i a suasne
ja = j, potom je a identicka permufécia 1.

Z tejto definicie vyplyva, Ze kazda permutécia z grupy P je jednoznaéne uréena
svojim G¢inkom na dva prvky z mnoZiny S. Ak totiZ permutécie a, b € P maju
rovnaky ¢inok na prvky i # j z mnoZiny S, tj. ia = ib, ja = jb, potom plati

iab-' =i astfasne jab~!=j.

P je grupa, preto aj ab™! je permuticia z P. Podla definicie musi byt ab™! = 1, to
znamena a = b.

Nech je dand mnoZina S = {0, 1,2,3, 4}. Zostrojime Frobeniovu grupu permutacii
tejto mnoZiny S. Grupa P bude pozostavat prave z tychto permutécii:

1. identickej permutacie I;

01234 01234

a; = s a, = R s
12340 23401

] 01234) 01234
a3= ’ a4= ’

3401 2 40123

ktoré premiestiiuji vietky prvky mnoZiny S;

2. permutécii
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3. permuticii
01234 01234 01234
b1= ’ b2 ) b3= E)
02413 03142 04321
01234
21043)°

C =

-

CZ N C3 =

01234 01234
31420 ’

41302

01234 01234 01234
d1= ’ dz ’ d3= ’
14203 30241 43210

_(01234 01234 (01234)

10432) 724130/ “ 42031
01234 01234 01234
i =:(1 302 4)’ s (2 031 4)’ f3 = (3 210 4)’
ktoré nechavajii na mieste prave jeden prvok mnoZiny S.
Oznaéme:
A = {1, ay, a5, a3, a4},
B = {1, by, b,, b3},
C = {1, ¢, €3, ¢3},
D = {1, d,, d,, ds},
E ={1, e, e, €3},
F = {I’fl’ fas fs} >

Priamym vypoctom sa m6Zeme presvedCit, Ze zjednotenie
P=AuBUCuUDUEUF

je naozaj hladana Frobeniova grupa permutécii mnoZiny S = {0, 1, 2, 3, 4}. Operacia
nasobenia — skladania permutacii v P je prehladne popisana v tabulke 2 na nasle-
dujuicej strane. Z tejto tabulky hned vidime, Ze grupa P nie je abelovska, lebo je
napr. b,c, = f, a ¢,b; = e;.

Pouzitim tabulky 2 Tahko overime, Z¢ podmnoZiny A, B, C, D, E, F grupy P st
(abelovskymi) podgrupami grupy P. KaZ?dé dve z nich maji spoloénu len identicku
permutaciu 1. Kazdy prvok grupy P, rozny od I, patri prave do jednej z podgrip
A, B,C D,E,F, preto 2 = {A, B, C, D, E, F} je rozdelenie grupy P.

Z rozdelenia 2 grupy P zostrojime translaénu Struktiru T podobne ako v pred-
chéadzajucich prikladoch:

Bodmi Struktury T budu prvky grupy P.
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Tabulka 2.

1 ay ay a3 a4 by by by ¢y ¢ ¢c3 dy dy dy e e; ez [y fr f3

1 1 ay a; a3 ag by by by ¢y ¢y ¢35 di dy dy ey e e5 f1 [ Sy
as ay 6; ay ag 1 ey ¢ dy e dy fi ez by f3 by c3 f d; by ¢
a ay ay ay 1 ay c3 dy f3 by ey dy f ey ¢ dy fy by by ¢y e
ay | a3 ag 1 ay ay fy e3 ¢ dy fy by by ¢3 e f3 dy ¢, e di by
ay | ag 1 ay ay a3 dy [, e f3 by ey ¢ fi by ¢ by di ¢35 ey dy
by by fi e dy ¢y by 1 by f; a3 d3 ay f3 ey dy ¢f ay e a; ¢
b, by, di f; ¢ e3 1 by by ey fy a4 e a3 c3 fy a; dy a ¢ d,
by by e ¢ f3 dy by by 1 ay dy e3 fi ¢ a4 ai f, ¢z di e; a3
¢y ¢y f3 dy by ey e3 fy a3 I c3 ¢c; e f3 a, ay dy by by dy a
<2 ¢y e3 by dy f; ay dy e; c3 ¢ 1 by ay fy dy a3 f3 a; e by
C3 c3 by fy ey dy f3 ay dy ¢y I ¢y a3 ey by f, by ag dy a, e3
d, dy f, ¢, ey by ay f3 c3 fy ey a dy I d; by ay ¢y a3 by e
d, dy c3 by fi e, e ay f, e3 ay by 1 dy di ¢ f3 a3 ¢y ay b,
dy dy by e ¢y f3 ¢c3 ey ay a3 by fy, dy di 1 a, b, fi ez ¢3 a4
€1 ey ¢ f3 dy by fy dy ag ay fi dy c3 by a3 1 e3 e; c; by a
€ ey dy c3 by fy dy ay ¢; by a4 f3 ay ¢ f, e3 e I by a3 d
e3 e3 by dy fy ¢ a3 ¢y fy dy by a; f3 ay by ey I e ay dy c3
S fi ey dy c3 by ¢y a3 ey di ay e ay by ¢y by dy ay f3 1 S
12 fr ¢ e3 by dy a4 e dy by dy a3 ¢ a; e; ¢3 ay by 1 f3 fy
f3 f3 dy by ey ¢y dy c3 a; ag e; by by e3 ay a3 ¢ dy f, fi 1

Priamkami Struktury ¥ nazveme pravé triedy rozkladu grupy P podla podgrip
z rozdelenia 2.

RovnobeZnost priamok $truktiry ¥ uréime rozkladom mnoZiny vSetkych priamok
na triedy navzijom rovnobeZnych priamok. Budi to tieto triedy:

A, {bn c3, dy, €y, f1}7 {bz, ¢y, dy, e2’f7}’ {baa ¢y, ds, ebfa} >
B, {‘117 dy, ey, fl}» {‘12’ C1, €3, fz}a {03, ¢z, dy, fa}» {04, c3, ds, 93}§
o8 {‘11, by, e3, fs}, {az’ by, ds, fl}’ {03, bs, dy, ez}a {‘14: d;, ey, fz} >
D, {al’ bs, c3, fz}, {az, by, c,, 91}: {‘13, C1s €3, fl}a {04, b,, e, fa} 5
E, {au by, ¢4, dz}, {az’ €3, dl’fS}’ {a3, by, ds, fz}a {a4, bs, ¢c,, fl} >
F, {ay, c;, d3, e,}, {a;, b, dy, €3}, {as, by, c3, ,}, {aq, by, ¢y, dy} .
Pouzitim tabulky 2 d4 sa Iahko ukézaf, Ze v Strukture T s vysSie definovanymi
bodmi, priamkami a rovnobeZnostou priamok platia axiémy (t1) az (t4). UkaZeme

len platnost axiémy (t5): Ku kazdému prvku t € P priradime zobrazenie # grupy P
na seba, definované vztahom

(6) xt = xt previetky xeP.

Je zrejmé, Ze I je identické zobrazenie. PouZitim tabulky 2 mdZeme overif, Ze kazdé
zobrazenie 7, kde ¢t & 1, nenecha pevnym Ziaden bod $truktiry ¥ a kaZdu priamku
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