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1. Definitions, basic theorems. In the whole paper, meromorphic functions are
understood to be meromorphic in C.

Let f be a meromorphic function, n(r, f) let denote the number of poles of the
function f that lie in the disc |z| < r and n(r, a) let denote the number of roots of
the equation f(z) = a in the disc |z| < r, each point counted with regard to its
multiplicity. Usually it has been put n(r, f) = n(r, ).

Let us set

N(r.f) = Jv n(t,f) = n(0.f) _t n(0.f) dt + n(0,f)Inr,

0

N(r, a) = JVM:LO’G)M + n(0,a)Inr,

0
1 (* .
m(r,f) = 51:_[ In* |f(re®)| do,
0

m(r, a) = 1 2nln‘L . de
’ 2n ), |f(rei“’) — a| '

The function T(r,f) = m(r,f) + N(r,f) is called Nevanlinna characteristic
function of f. Further, let us denote by 7(r, f) (i(r, a), a € C) the number of different
poles (different roots of the equation f(z) = a, respectively) that lie in the disc
lz| = r.

Analogously we define

N(r,f) = J.rﬁ(t—’f)—:t—ﬁ(&f—)dt + a(0,f)Inr,

0

N(r,a) = jv (t, a) — A(0, a)

dt + n(0,a)Inr.
0 t
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1.1 Theorem. (First Main Theorem of the value distribution theory.) For any
meromorphic function f, the equation '

m(r, a) + N(r, a) = T(r, f) + &(r, a)
holds for each a € C, where &(r, a) = O(1) for r - oo.

1.2 Theorem. (Second Main Theorem of the value distribution theory.) Let f be
a nonconstant meromorphic function. If a,, a,, ..., a,, q 2 1, are mutually distinct
finite or infinite complex numbers, then

q
Y m(r,a,) < 2T(r, f) — No(r) + S(r, f),
v=1
where Ny(r) = N(r, 1/f') + 2N(r, f) — N(r, ) and the remainder S(r, f) satisfies
the following conditions: S(r, f) = o{T(r, f)} with at most the exception of a set E
of values (r) of finite Lebesgue measure. If f is of finite order, then S(r,f) =
= o{T(r, )} without exceptional intervals.

1.3 Definition. Let f be a meromorphic function, a € C U {oo}. Let us set

im m(r, a) 1 HEN(r’ a)’
l:l) T(r,f) r-o T(r,f)

| Nea)
r-+o T(r,f)

9a) = 5o, 1) = lim D) = N6}
r-o T(r, f)

Recall that ©(a) = 6(a) + (a). The quantity &(a) is called the deficiency of the
value a, 9(a) is called the ramification index of the point a. The value a is called
deficient value (or Nevanlinna exceptional value) if 6(a) > 0.

If the equation f(z) = a, a € C, has only a finite number of roots, then the value a
is called Picard exceptional value. The function f must be transcendental. It is clear
that every Picard exceptional value is Nevanlinna exceptional value, but the
contrary is not true.

In the following we shal need the following theorems (S(r, f) has the same meaning
as in Theorem 1.2):

5(a) = (a. /)

6(a) = 6(a, /)

1.4 Theorem. (Milloux, see [5] or [2].) Let f be a meromorphic function, ke N
arbitrary. Then

(1) T(r, f®) < (k + 1) T(r, f) + S(r. f) .
1.5 Theorem. (See [5].) Let f be a entire function, k € N arbitrary. Then
)] T(r, f®) < T(r, f) + S(r, f) .
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1.6 Theorem. (See [8] or [4].) Let f be a meromorphic function for which
S(r,f) = o{T(r,f)}. Then

(3)

for arbitrary n e N.

—— T (a.) SH0.1)

1.7 Note. The relation S(r, f) = o{T(r, f)} is valid for every function of finite
order, but it need not be fulfilled for functions of infinite order.

1.8 Theorem. (Hayman, see [2].) Let f be a transcendental meromorphic function,
k € N arbitrary. Then

(@) T(r,f)§(2+}I;)N(r,}>+(2+£)ﬁ( f(k)l )+S(rf)

Corollary. Either the function f assumes every finite value infinitely many times,
or f® (k e N) assumes every nonzero finite value infinitely many times.

1.9 Theorem. (Milloux, see [3], p. 132.) Let f be a transcendental meromorphic
function, ke N, ae C, b & 0. Then

1) T(r,f) = N(r.f) +
(k)
+N<r’f—1 a> = N(r’f(—")IT;) - N(r ff(k+1) )+ S(r f)

1.10 Theorem. (See [1], [2].) Let f be a meromorphic function. Then the quantity
O(a) vanishes for all except at most a countable set of values a. Furthermore,

(6) za:{é(a) + 3(a)} = ;Q(a) <2.

1.11 Note. In the proof of Theorem 2.2 we shall need the following inequality
which was obtained when proving Theorem 1.2 (see [1], [4], [8]):

q
(n N (r’ %) + Y m(r,a,) + S(r.f) < T(r,f') < N(r. f') + m(r, f) + S(r.f) .
v=1
Here ay, a,, ..., a, are arbitrary finite complex numbers.

2. Some generalizations of Polya-Saxer theorem. The following theorem was
proved by Polya and Saxer (1923).

2.1 Theorem. (See [6].) If an entire transcendental function has finite Picard
exceptional value, then every its derivative assumes all finite nonzero values

infinitely many times.
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The Nevanlinna theory is a tool for finer investigation in this direction, and with
its help it is possible to prove theorems that generalize, in different ways, the Polya-
Saxer theorem.

The following generalization of the Polya-Saxer theorem is a consequence of the
inequality (3).”

2.2 Theorem. Let f be a meromorphic function for which S(r,f) = o{T(r, f)}
and &(oo, f) = 1. If the function f has finite Nevanlinna exceptional value a (that
means 5(a) > 0), then every derivative of f assumes all finite nonzero values
infinitely many times.

Proof. First we shall prove (under our suppositions) that the relation §(co, f) = 1
implies the relation é(co0, f*) = 1, for arbitrary k € N. From the evident relation

N(r,f") _ N(r.f) + N(r,f). T(r, f)
T(r. f') T(r, f) T(r.f')

we get

— 6(o0 ’=1mM s — B\, )
(®) 1-d(f) E:T(r,f,)é[l (e, 1) + 1 = 6(c0, )] i (g

The inequality (7) yields a lower estimate for lim T(r, f')/T(r, f) (and thereby also

r—oo

an upper estimate for im T(r, f)/T(r, f')). From the inequality (7) we obtain easily
r—o

1 q
N(r,—)+ r,a,
r— o T(r f) r—+o T(r,f)

+

E‘:

N(r L+
,;w T(r,f) ~ reo »S( jf")> + Zé(av,f)

According to the suppositions of our theorem it is §(a) > 0. If we choose a, = a
for any v, then lim T(r, /')/T(r, f) = &(a) > 0. Hence also

r— o

[im 1(r.f) = 1 < +o0
roo T(r,f’) Temn T(r,f’)
o T(r, f)

If 8(c0, f) = 1, then &(co, f) = 1, and from the inequality (8) we get &(c0, f*) = 1.
The validity of the relation (o, f®) = 1, for arbitrary k € N is obtained by simple
induction.
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The relation (6) from. Theorem 1.10 applied to f® gives, with respect to
(o0, fW) =1,
S a6 S + 60, fV) £ 1.
b*0,00

From (3) we get
S o0 s) $1 - T o).

b+0,0 k + 1a¥w

According to the suppositions, there exist a e C that d(a,f) > 0. Then
Y. (b, f¥) < 1. Thus (b, f*) < 1 for every finite nonzero complex value b.

b*0,0
This implies that the function f assumes the value b infinitely many times, for the
function f is transcendental. .

The corollary of Theorem 1.8 yields a further generalization of the Polya-Saxer
theorem.

2.3 Theorem. Let f be a transcendental meromorphic function. If the function f
has finite Picard exceptional value, then every derivative of f assumes all finite
nonzero values infinitely many times.

3. In this section some further generalizations of the Polya-Saxer theorem will
be proved.

3.1 Theorem. Let f be a transcendental meromorphic function for which N(r, f) =
= o{T(r,f)} (that means ©(o0, f) = 1). If the function f has finite Nevanlinna
exceptional value, then every dérivative of f assumes all finite nonzero value
infinitely many times.

3.2 Theorem. Let f be a transcendental meromorphic function for which S(r, f) =
= o{T(r,f)} and (o0, f) = 1. If 8(a, f) > 0, a € C, then for every finite nonzero
complex number b and arbitrary k € N, the inequality

() *) _é@,_f)
) 5b, f®) = 0(b,f®) =1 01

holds.

3.3 Theorem. Let f be an entire transcendental function for which S(r,f) =
= o{T(r,f)}. If 6(a, f) > 0, a € C, then for every finite nonzero complex number b
and arbitrary k € N, the inequality

(10) 8(b, f®) < 0(b, f®) = 1 — (a, f)
holds.

329



Proof of Theorem 3.1. We use the inequality (5), choosing the notation so
that §(a, f) > 0. Let us suppose that the equation f*)(z) = b has only a finite
number of roots.

Then

— 1

N(r, m) = o{T(r, f)} -

Let us divide the inequality (5) by T(r, /). We obtain the inequality

N mfr 1) N( {28
(1) 1= 1:((:;)) + N<T(rf’f—) a> + N( T{r""f)— b) _ N( T(:’,‘;” ) ¥ S’T((’r’;))

In (11) we let r — oo, r ¢ E, where the set E has finite Lebesgue measure. The set E
is “the exceptional set” from the Nevanlinna Second Main Theorem. Recall that
S(r, f) = of{T(r, f)} for r - o0, r ¢ E.

Since
&a,f) >0,
it is
N(”fl )
12 -t =% _ 421,
( ) r— o T(r,f)

According to our notation 6(a, f) = 1 — A. From (11), (12) we obtain the inequality

N(r,——1 ) N(r,—1 )
1 < im f=9) mm f—a

1m =A

T(rf) " ree  T(rS)

This contradicts the inequality A < 1. Therefore the supposition that there is
only a finite number of roots of the equation f*)(z) = b is not correct, hence the
function f* assumes the value b infinitely many times, QED.

Proof of Theorem 3.2. Again we use the inequality (5). Now we consider func-
tions for which S(r, f) = o{T(r, f)}! From (11) we obtain the inequality

e AT —
(13) 'Ilm ) =21-4.
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The definition of the deficiency and the inequality (1) imply the following inequalities:

N (r, e = b) N (r, f—-—(k)l_ b)
1—A<Tm 7" =% _(k+1)im <
r—w T(r,f)

o (k + 1) T(r, f) + S(r, )

f(k)_ b
=< (k + I)Ew»

N (r, f_—(") 1_ b)
(k+1)—(k+I)FW§A+/€=1—5(0J)+’<,
_<r, 1 )
Rt =

The last inequality may be rewritten in the form

3(b, f®) < O(b, fP) < 1 — i(f:_f) QED .

Proof of Theorem 3.3. The proof of the inequality (10) is analogous to that of
the inequality (9), we only use the stricter inequality (2) instead of (1).
From the inequalities (13) and (2) we get

1

Y (r’ 7o b) Y < ® 1—_b> ) (r’ - b)
-2yt — ¥ R4 "V g5
roo T(r, f) r-o T(r, f) + S(r, f) roo T(r’ f(k))
Then

o(b,f®) £ 4 =1-a,f),

which together with the well-known inequality 6(a) < ©(a) yields (10), QED.

4. Remarks.

4.1. The supposition in Theorem 3.1 about the existence of finite Nevanlinna
exceptional value is essential. It will be seen in the following

Assertion. Let f(z) = e + z. Then (a,f) = 0 is valid for every aeC, that
means, f has not finite Nevanlinna exceptional value.
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The function f is entire, hence the second supposition of Theorem 3.1 is evidently
fulfilled. Its derivative f'(z) = ¢* + 1 never assumes the nonzero value 1.

Proof of the assertion. We use the theorem which supplies in the terms of
covering sufficient conditions for the validity of 6(a, f) = 0. First let us recall some
concepts. Let W = f(z) be an entire function. Let us denote by & the Riemann sur-
face of the analytic function f~'. Its ramification points lie just over the points
wi€ C, w, = f(z,), for which f’(z,) = 0. Further let us denote by m the natural
projection & on C (n(3) = w, where 3 is the algebraic element of the analytic
function f~', with the centre at w).

Now, the following theorem (see [3], p. 431) is valid:

Theorem. Let w = f(z) be an entire function, # the Riemann surface of f~*,
a € C arbitrary. Let A > 0 and an n-neighbourhood U(a, n) exist with the following
properties: If #, < & is an arbitrary domain over U(a, n) (n(#,) = U(a, 1)),
then over every point w e U(a, n) there lie just A, points and 1 £ A, < A (every
ramification point of the order m is counted (m — 1)-times). Then é(a, f) = 0.

Now let us construct the Rieman surface &% of the analytic function f7*,
where f(z) =€ +z. It is f(z) = ¢ +1 =0 for z, = 2k + 1)mi, k =0, £1,
+2,.... The ramification points lie over w, = €™ + z, = —1 + (2k + 1) 7i.
These ramification points are of the first order, for f”(z) = ¢* + 0. The function
¢ + z maps conformally the strip (see [7], p. 481, example 7)

Q. ={zeC 2k —1)n <Imz < (2k + 1) 7}

(k) (k)

onto C~(p” U pt), where

PP ={zeC, z =x + (2k + 1) mi, xe(— o0, — 1)},
PP ={zeC, z=x+ (2k — 1) ni, xe(—o0, —1)}.

Let & be constructed so that the k-st sheet £, of the plane C, which is cut along
the rays p{® a p, is connected in the usual way with the (k + 1)-st sheet 2, ,,
along pY and with the (k — 1)-st sheet #,_; along p{, k =0, +1, +£2,.... We
obtain infinitely-many-sheeted surface. All domains lying over an arbitrary disc D
with the centre at a point w + w,, which contains none of the points w,, are discs.
All domains over an arbitrary disc D, with the centre at w, are discs except a single
one which is a two-sheeted disc. In this domain, exactly two points lie over each
point w € D,. We can choose 4 = 2 or A = 1, hence the function w = €* + z has
no Nevanlinna exceptional value.

4.2. Let us compare the suppositions of Theorems 2.2 and 3.1.

a. Theorem 2.2 applies only to functions with S(r,f) = o{T(r,f)}, while in
Theorem 3.1 this condition does not appear.
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b. The supposition @(o0, ) = 1 in Theorem 3.1 is weaker than the supposition
(o0, f) = 1 in Theorem 2.2, for there exist functions (see [3], p. 517, Theorem 6.4)
for which (o0, /) = 1 and (o0, f) < 1.

4.3. Theorem 3.1 is a consequence of the inequalities (9), (10) for functions with
S(r, f) = o{T(r, f)}. The inequalities (9), (10) say: The number of points at which
the function f assumes the value a € C, is inversely proportional to the multiplicity
with which an arbitrary derivative of f assumes every nonzero finite value b.

4.4 Corollary of Theorem 3.3. Let f be a transcendental entire function for which
S(r, f) = o{T(r, f)}. If there exists a € C so that 5(a, ) = 1, then

(14) Y 6(b,f®)=0

b+ 0,0
for arbitrary ke N.
For a comparison we introduce a result due to Ullrich (see [4] or [8]). It is known
that for entire functions the inequality

(3) Y &(a, f) = 6(0,f/®), ke N arbitrary
a*

holds, which is sharper then the inequality (3).
From (3'), analogously to the proof of Theorem 2.2 we obtain

2 (b, fP) =1 -3 a,f).

Now, if Y &(a,f) = 1, then
a¥0 .
Y. 8(b, f™) =0
b#+0,0
for arbitrary k € N.
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ON TREE-COMPLETE GRAPHS

LADISLAV NEBESKY, Praha

(Received January 30, 1974)

If Gg is a graph, then we denote by V(G,), E(G,), and 4(G,) the vertex set of G,
the edge set of G,, and the maximum degree of G, respectively; the number of vertices
of G, is called the order of G,. For the notions not defined here, see BEHzZAD and
CHARTRAND [2].

We shall say that a graph G of order p is tree-complete if for every tree T of order p
there is a spanning subgraph T’ of G such that the graphs T and T’ are isomorphic.
Obviously, every complete graph is tree-complete. In the present paper, we shall
construct tree-complete graphs. First, we shall prove three lemmas.

Let F be a forest. A vertex u of F is said to be semi-terminal if either u is an end-
vertex or there is an end-vertex v such that the vertices u and v lie in the same com-
ponent and the maximum degree among the vertices lying on the u — v path in F
is two.

Lemma 1. Let F be a forest. Then either A(F) < 2 or F contains a vertex u of
degree d = 3 such that u is adjacent to at least d — 1 semi-terminal vertices.

Proof. Assume 4(F) 2 3. Then there is a component T of F such that 4(T) = 3.
This means that T contains a vertex u of degree d = 3 such that for every vertex
ve V(T) of degree d’ = 3, e(u) = e(v), where is the eccentricity of the vertex w in the
tree T. Clearly, u is adjacent to at least d — 1 semi-terminal vertices of F.

Lemma 2. Let T be a tree of order p = 4. Then there are distinct vertices vy, ...
«++s Uppjay SUch that

A(T— Ul T oeee T U[p/4]) é 2.

Proof. Let F be a forest. Assume that F contains a vertex v of degree d = 3
such that at least d — 1 vertices adjacent to v are semi-terminal. If at least three
semi-terminal vertices are adjacent to v, then v is referred to as an auxiliary vertex.
If precisely two vertices adjacent to v are semi-terminal, then d = 3 and the only
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non-semi-terminal vertex adjacent to v is said to be auxiliary. If A(F) < 2, then an
arbitrary vertex is said to be auxiliary.

Let v, be an auxiliary vertex of T. For every integer i, 1 < i < [p/4], let v;, be
an auxiliary vertex of the forest T — v, — ... — v;. The inequality of the lemma
follows.

Lemma 3. Let p = 8, p be an integer. Then there is a tree T of order p such that

(1) for every sequence of distinct vertices uy, ..., Ugpya-1 AT — ug — ...
L Upya-1) 23

Proof. Let p = 4m + k, where k € {0, 1, 2, 3}. We denote by T the tree in Fig. 1
(if m = 3, then each of the vertices ss, ..., s, has degree 4). It is easy to prove that T
fulfils (1) Hence the lemma follows.

Let G be a graph. We denote by 5 ,(G) the graph with the vertex set V(G) u V(G')
and with the edge set

E(G) v E(G") u {uv | ue V(G), ve V(G)},

where G’ is the path of order p, and V(G) n V(G’) = 0.

hs Fig. 1

Theorem 1. Let p be an integer, p = 4, and let G be a tree-complete graph of
order n. Then the graph # ,(G) is tree-complete if and only if n 2 [(p — 1)/3].

Proof. It is routine to prove that n = [(p — 1)/3] if and only if n = [(p + n)/4].

Let n = [(p + n)/4], and let G’ be the same as in the definition of # ,(G). Con-
sider a tree T of order p + n. Then there are distinct vertices vy, ..., v, of T such that
the forest T — vy — ... — v, is isomorphic to a spanning subgraph of G'. The
subgraph of T induced by {vy, ..., v,} is isomorphic to a spanning subgraph of G.
Hence T is isomorphic to a spanning subgraph of # (G).
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Let n < [(p + n)/4]. Then p + n 2 8. If the tree T in Fig. 1 has order p + n,
then Lemma 3 implies that T is isomorphic to no spanning subgraph of Ji’p(G).
Hence the theorem follows.

Obviously, every tree-complete graph is connected. Since a tree-complete graph
contains both a spanning path and a spanning star, we get the following

Proposition. Every tree-complete graph has at most two blocks.

In the remainder of the paper we shall discuss tree-complete graphs with a cut-
vertex.

Theorem 2. Let G be a tree-complete graph of order p, and let B be a block of G
having order n, where n < (p + 1)[2. If p + 8, 11, then n < 3. If p = 8, then
n<4 If p=11,then n < 5and n + 4. '

Proof. Let n = 4. Obviously, p=22n—127.1f 2n — 1 < p £ 2n + 1, then
we denote by T, , the tree in Fig. 2 (r,—2,+2, fn» and u, are all the end-vertices).
If p = 2n + 2, then we denote by T, the tree in Fig. 3 (vy, wo, v,, and w, are all
the end-vertices). It is not difficult to see that T, , is isomorphic to no spanning
subgraph of G, except the following cases: p =8 and n =4; p=9 and n = 4;
p=11 and n=5. If p =9 and n = 4, then the subdivision graph of the star
K(l, 4) is isomorphic to no spanning subgraph of G. Hence the theorem follows.

Note that there is a tree-complete graph of order 8 which contains a block of
order 4, and that there is a tree-complete graph or order 11 which contains a block
of order 5.

Let G be a graph. We denote by #,(G) the graph G, with V(G,) = V(G) U {u, v}
and with E(G,) = {ru | te V(G)} u {uv}, where u and v are distinct vertices not
belonging to G. We denote by #,(G) the graph G, with ¥(G,) = V(G,) u {w} and
with E(G,) = E(G,) u {uw, vw}, where w ¢ V(G,).

p-2n42
: Yo Wo
5':
% v L/
t, t,, s, u u, Vo i Y, W, W, W,
Fig. 2 Fig. 3

Theorem 3. Let i € {1, 2}, and let G be a graph of order p such that every tree T,
of order p with A(T,) < [(p + i)/2] is isomorphic to a spanning subgraph of G.
Then % (G) is tree-complete.
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Proof. Let Thbe a tree of order p + i + 1. A vertex of T adjacent to an end-vertex
will be referred to as an e;-vertex. A vertex of T adjacent either to at least two end-
vertices or to an e;-vertex of degree 2 will be referred to as an e,-vertex. We denote
by d; the maximum degree among the e;-vertices.

Let i = 1. The case p < 2 is obvious. Assume that p = 3. Consider an e -vertex ry
of degree d; and an end-vertex s; adjacent to r;. We have A(T — ry — s;) <
< [(p + 1)/2]. As T — r; — s, is a forest, it is a spanning subgraph of a tree T;
with A(T,) = max (2, A(T — ry — 5,)) < [(p + 1)/2]. As T, is isomorphic to
a spanning subgraph of G, T — r; — s is also isomorphic to a spanning subgraph
of G. Hence T is isomorphic to a spanning subgraph of #,(G).

Let i = 2. Consider an e,-vertex r, of degree d,, and distinct vertices s, and ¢,
such that s, is adjacent to r,, t, is an end-vertex, and either (a) s, is an end-vertex
and 1, is adjacent to r, or (b) s, is an e;-vertex of degree 2 and ¢, is adjacent to s,.
We have A(T — r, — s, — t,) < [(p + 2)/2]. Clearly, T — r, — s, — t, is a span-
ning subgraph of a tree T, with 4(T;) < [(p + 2)/2]. This means that T — r, —
— s, — t, is isomorphic to a spanning subgraph of G. Hence T is isomorphic to
a spanning subgraph of %,(G) and the proof is complete.

Note that — in a certain sense — the value [(p + i)/2] in Theorem 3 is the best
possible. This follows from Fig. 4 (for even p + i + 1) and from Fig. 5 (for odd
p+i+1). :

h W fipsi-ra:

Fp+i-22

]

S(p+i-2
s(pﬂ'-f)/z S LA . (P+i=2)/2

Fig. 4 Fig. §

Corollary 1. Let 6 be a tree-complete graph. Then both %,(G) and ¥,(G) are
tree-complete.

We denote by D; and D, the trivial graph and the connected graph with exactly
one edge. If p is a positive integer, then we denote by D, , the graph #(D,). As
has been shown by Behzad and Chartrand [1], the graph D,, p 2 2, is (up to iso-
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morphism) the only connected graph of order p which contains precisely two vertices
of the same degree.

Corollary 2. The graph D, is tree-complete, for every positive integer p.

Corollary 2 has been proved by SEDLACEK [3]. The present author was inspired
by J. Sedldéek’s result.
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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

ORTOGONALITA NA MNOZINACH

JAN HAVRDA, Praha
(Doslo dne 30. dubna 1974)

1. Tento ¢lanek se zabyva studiem a pfirozenym zobecnénim ortogonality, jak je
znama napf. z teorie Hilbertova prostoru. Pfi analyze této problematiky se uZiva
jazyka teorie svazii a zejména ortomodularnich svazi. Clinek je rozdélen do dvou
&asti, z nichZ prva je pomocného charakteru, druh4 je vénovana vlastnimu tématu.

2. Je znamo mnoho ekvivalentnich definici ortomodularniho svazu. Pfipomeiime
si ty z nich, na néZ se budeme v dal§im vykladu odvolavat. Pfedevsim, je-li 2 =
= (P, 5,1, .L) svaz s ortogonalitou, nazyva se ortomoduldrni svaz, pravé kdyz ke
kazdym dvéma prvkim p,qe P, q < p, existuje prvek re P, r'L g tak, Ze p =
= q v r. Pak nap¥. plati

2.1. Véta. Bud ? = (P, s, 1, -_L) svaz s ortogonalitou. Potom ndsledujici tvrzeni
Jjsou ekvivalentni.

1) 2 je ortomoduldrni svaz.

2) Jsou-li p,qe P, q < p, potom p = q v (g* A p).

3) Jsou-lip,qeP, g < p, g~ A p =0, potom p = gq.

4) Jsou-lip,q,reP, r < q, p < q*, potom (r vp)Agq=r.

Dukaz. Implikace 2) = 1) je zfejma. Dikaz implikace 3) = 2) je snadny. Doka-
Zeme implikaci 1) = 3). Necht ¢ < p, p=¢q v r, kde r L g &ili r < g*. JestliZe
g* Ap=0,pak0=pAgt-=(@qvr)aqg-2(qgAq')v(rag')=r Odtud
p = q. Nyni dokéZeme implikaci 4) = 2). Je-li ¢ < p, plati p* < g*, g < g, takZe
podle tvrzeni 4) médme (p* v gq) A g* = p* &ili p = q v (¢* A p). Nakonec dok4-
Zeme jest& implikaci 2) = 4). Necht r < g, p < g*. Potom g* < r* a podle tvrzeni
2) madme rt =gt v (g Art) &li r=q A (g vr). Plati také (r v p) Agq=
S(rvg')ag=r.Nadruhéstrand&(r v p) A g 2 (r A q) v (p A q) = r. Tedy
vskutku r = (r v p) A q.

339



2.2. Disledek. Je-li ? = (P, <, 1, L) ortomoduldrni svaz, jestliZe p, q, 1, s, t € P,
r<q,t<q,psq,s<q'ajestlifervp=tvs,pakr=tap=s.

Z rovnosti (r v p) A ¢ = (t v s) A q a z tvrzeni 4) véty 2.1 plyne r = t; analo-
gicky z rovnosti (r v p) A g* =(t v s) A g* plyne p =s.

Pfipomefimes Ze je-li # = (P, <, 0) svaz s nulou 0, prvek p e P se nazyva atom
v P, pravé kdyZ p + OajestliZzeqe P,q + 0, g < p, potom g = p. JestliZe ke kaZdé-
mu prvku q € P, g + 0, existuje atom p v 2 takovy, Ze p < g, nazyva se & atomicky
svaz.

2.3. Véta. Bud ? = (P, s, 1, _L) ortomoduldrni svaz, pe P,0 + p + 1;r,,r, € P
budte atomy v P takové, fer, < p,r, < p*.NechfqeP,q+0,q Ap=q A p*- =
=0anechtq<r,vry, Potomr,vqg=r,vr,=qVr,.

Dikaz rozdélime na nékolik &4sti.

1) Dokazeme, Ze (g vro))Ar,=(q@vr)Aap=(qvr)arya(r,vaga
Ary=(ry v q)Ap*=(r; v q)Ari ProtoZe r, < ry, podle tvrzeni 2) véty
21 plati ri=r,v(r; Ary) &li rp=r; A(ryvry). Nyni (qvr)Aap2
2(qvr)ar=(@vr)arsalryvr)=(@vr)Aar;=2(@vr)aAp
Druhé tvrzeni se dokaZe analogicky.

2) Dokéazeme, ze (g v ry) A1, =r,a(q v ry) Ary =r. ProtoZer, S q v r,
a kdyby r1 A (q v r;) =0, podle tvrzeni 3) véty 2.1 by bylo r; = q v ry, tedy
q <r, < p,odkud g A p = q * 0, coZ viak odporuje pfedpokladu. Podle bodu 1)
tohoto dilkazu méme tak 0 + ri A (g v r;) =(q v r;) A r, < r,. Protoze r,
je atom v 2, dostdvame r, = (q v r;) A r,. Druhé tvrzeni se dokdZe analogicky.
tohoto ditkkazu plati(q v r;) A ry = r;,mamer; S q v rytedyr; v ry, < q v ry,
odkud plyne, Ze r; v r, = q Vv r,. Zbyvajici tvrzeni se dokaZe analogicky.

3) Dokézeme tvrzeni véty. ProtoZe q v r, < r; v r, a protoZe podle bodu 2)

2.4. Disledek. Jsou-li splnény predpoklady véty 2.3, potom atomy r,,r, jsou
urceny jednoznacné.

Diikaz. Budte navic s, s, € P atomy v & takové, Ze s; < p, s, < pt anechf g <
=< sy V $,. Z véty 2.3 pak vyplyvaji rovnosti s, Vv s, =s; Vg, r, VI, =r; V4.
Z téchto rovnosti dostavime s, V s, Vry =s;, VgV I, Iy VI,Vs =rgV
vqvsy;, odkud midme r; vs, vs,=r vs, vr, ProtoZze r; vs; <p,
r, < p*, podle tvrzeni 4) véty 2.1 plati s, =(r, vs; vs;)Apt=(r; vs v
V ;) A p* = r,. Podobn& se dokaZe, Ze s, = r,.

2.5. Definice. Necht 2 = (P, <, 1, 1) je svaz s ortogonalitou. JestliZe ke kazdému
atomu g€ P a ke kazdému peP,0+ p+ 1,9 A p = q A p* = 0, existuji atomy
r,r€P,r, £ p, r, £ pttak, Ze q < r, v r,, pak se svaz 2 nazyvd V-svaz.

Z disledku 2.4 ihned vyplyva, Ze pro ortomoduldrni V-svaz £ plati, Ze atomy
ry, r; z definice 2.5 jsou urdeny jednozna¢né. Atomicky svaz s ortogonalitou 2 =
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,1, 1) budeme nazyvat A-svaz. Atomicky svaz s ortogonalitou 2 =
, 1, J_), ktery je soufasné V-svaz, budeme nazyvat AV-svaz.

A IIA

= (P,
= (P,

2.6. Véta. Necht ? = (P, <, 1, 1) je ortomoduldrni V-svaz. Necht r,, r, eP
jsou atomy v P takové, Ze r, * r,. Pak existuje atom ry e P takovy, fe r; L ry
(¢ilir, <r3)aplatir, v r,=r vr,.

Dukaz. Jestlize r, L r,, stadi poloZit ry = r,. Necht proto naddle neplati r, L r,,
tedy neplati r, < ry. Odtud r, A r7 =0 a zfejmé 0 + r, + 1. Podle definice 2.5

existuje atom r; < ry tak, e r, < r; v ry. Nyni uZitim véty 2.3 dostivame

ravr,=rvry(=r,vr;).
Podobna dokazané vété je dalsi véta.

2.7. Véta. Nechf ? = (P, £,1, 1) je ortomoduldrni V-svaz. Necht ry,r, € P
jsou atomy v P takové, Ze ry L r,. Bud ry € P atom v &P takovy, Ze ry £ ry £ r,
a Ze ry = ry v ry. Pak existuje v # atom r, tak, e r; L ry a platir, v r, =

=7ry; Vr,.
Dikaz rozdélime na nékolik &asti.
3

&

1) DokaZeme, Ze meplati r; < r3 a Ze neplati r, < r3. Kdyby totiz r, < r3,
pak ry < ri. Protoze r; < r, v r,, podle tvrzeni 4)a2) véty 2.1 plati r, =
=(ryvr)arr={rsvmamvr)}arrzrv{{ralvr)]ar}zr,
coZ odporuje pfedpokladu. Podobné, kdyby r, < ri, potom r; < ri a potom r, =
=ryvr)arn={rmvima@vr)lanzrnv{ral@, vr)]a
A ré} = r3, coZ také odporuje predpokladu.

2) ProtoZe r; A ry =0 =r; A r3, 0% ry % 1, podle definice 2.5 existuje atom
ry Srytak, Ze r; < ry v r,. ProtoZe r, A 73 =0 =r, A r3, podle definice 2.5
existuje atom rs < rytak,Zer, < ry v rs.Podlevéty2.3platir, v ry =r; v r, =
=7y VT4, VI3=r3;Vrs=r,Vvrs.Odtudplyner; vr,=r vr,vr;=
=rsvregvrs(sryvr,vrgvrs)

3) Dokazeme, Ze r{ V r3 =1, V ry a Ze ry = rs a tim bude dikaz proveden.
Plati ry < ry v ry 1y <1y, 7, S 71, 73 A 1y =0 a podle bodu 1) tohoto ditkazu
t6Z ry A ry = 0. Podle véty 2.3 pak ry v r3 =1, vV r, =r, Vv r3. Podle bodu 2)
tohoto dikazu vSak plati r{ v ry =ryvry, r,vry=ryvrstedyravr,=
= r3 Vv rs. UZitim tvrzeni 4) véty 2.1 dostdvame ry = (r; v r4) A 15 = (r3 vV 75) A
A T3 =rs

2.8. Véta.Necht ? = (P, <, 1, 1) je uplny ortomoduldrni svaz, pe P,0 + p * 1.
Necht q € P je takovy atom v P, Ze neplati ¢ < p a neplati ¢ < p*. Necht {(r;, s,) :
tiel} je systém vSech r;e P, s;€P, r; < p, s; < p* takovych, 2e q S r; v s,

Pak mezi r;, i€l resp. s;, i €l existuje nejmensi prvek r, resp. s, tak, Ze q <
Sro Vv So. Pritomrg =(q v p*) A p, so =(q v p) A p-.
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Dikaz. MnoZina I je neprazdnd, nebof pro r; = p, s; = p- mdme ¢ < p v p*.
1) Dokézeme, z2¢ A(r; v p*)=(Ar) v p, AV s)=pv(As) Podle
iel iel iel iel
tvrzeni 2) véty 2.1 z nerovnosti p* < ri vyplyvd, Ze pro viechna iel plati r; =
=p* v (p A ri). Odtud (\{ril) Ap=[ptv \/I(p A Ap= Y(p A T3,
1€ 1€ 15
kde posledni rovnost plyne opét z tvrzeni 2) véty 2.1 a toho, Ze V (p A 17) < p.
iel
Tim je prvé tvrzeni dokézano. ProtoZe dile s; < p', plati podobn& s; = p* A
A (s; v p) pro viechna iel. Odtud (/\s) vp=[pt A /\(s v p)] vVp=
= A(s; v p), nebof p < /\(s v p). et
iel

2) Oznadme t = A(r; v 5;). Dokdzeme, Z¢ p A (p A )" < t* a p* A (p* A

iel

A t)l < t*. Podle tvrzeni 4) véty 2.1 plati p A t = Ar; a p* At = A's;. Ziejmd

iel iel
=A(rivs)SA@Fivp)=(Ar) v p', kde posledni rovnost plati podle
el iel iel
bodu 1) tohoto diikazu. Prvé tvrzeni je dokdzano. Dale t = A(r; v s;) S A(p v
vsi)=pv(i/>s,)=pv(pl/\t). - el

3) Dokazeme, Ze p < t* v (t A p) a p* < t* v (t A p*). Podle tvrzeni 2) véty
2.1 znerovnostit Ap<pvyplyjvip=(t A p)v[(tAptAp|S(tap vt
kde posledni nerovnost plati podle ¢asti 2) tohoto diikazu. Podobné t A p* £ pt,
takZe pt =(t A p) v [(t A P A P S (t A pY) v iR

4) Dokazeme, Ze t = (t A p) v (t A p*). Podle &sti 3) tohoto ditkazu mame
t=(pvp)at=s[ttv(Eap v(Eap)]at Je ztejmé, Ze (t A p) v
v (t A p*) <t a podle tvrzeni 2) véty 2.1 a podle pravé dokdzaného proto plati
(tap)v(@ap)y=ta[ttv(tap) v (tap)] 2t tedy tvrzeni plati.

5) Protoze g S A(rivs)=t=0Ap)v(tarp)=(Ar)v(As) stadi
iel iel iel

poloZitrg =t A p = A1, S, =t A pt = A s;a prvé tvrzeni véty je dokdzano.
iel iel

6) Oznaime u = (g v p*) A p, v=(q v p) A p'. DokaZeme, Ze u < ro, v < so.
Plati ¢ < /\(r, v 5;) = t. Podle &sti 1) tohoto diikazu pak ¢ v p* <t v p* <
< /\(r‘ v s vpl)= /\(r v p') = r, v p*. Podle tvrzeni 4) vty 2.1 odtud plyne

(qvp)/\ps(rovpl)/\p=r0 Zcela analogicky g <t, tedy g v p <
§tv'p§/\(pvs;)—pvso, takie v=(q v p) AP = (pV s) A pt =s,.
iel '

7) Dokézeme, %e (u v p*) A (v v p) = u v v. ProtoZe v < p*, podle tvrzeni 2)
véty 2.1 plati p* =v v (v* A p*) =v v (v v p)*. Odtud dostdvdme (u v p*) A
Alpvp=[uvov(@vpr]a(wv p) =uv o kde posledni rovnost plati
na zéklad¥ toho, Ze u v v < p v v a na zéklad¥ tvrzeni 2) véty 2.1.
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8) Dokézeme, Ze ¢ <u v v. Plati p< g v p, p* < g v p', podle tvrzeni 2)
véty 2.1 je tudiz qvp=pv[ptAa(gvpl=pvoy, gvp=p-v|[pa
Algvp)]=p-vu ZiemEg=<(gvp)a(@gvp =@ vu)a(pvv)=
= u v v, kde posledni rovnost plati podle &sti 7) tohoto diikazu.

9) ProtoZe u < p, v < p* a protoZe ¢ < u v v, podle prvého tvrzeni dokazované
véty plati ry < u, s, < v. Podle &asti 6) tohoto ditkazu pak dostdvame r, = u,
So = '

Véta je dokazana.

2.9. Disledek. Necht 2 = (P, £, 1, J_) je uplny ortomoduldrni svaz. Pak P je
V-svaz tehdy a jen tehdy, kdyZ pro livobolné pe P, 0 + p + 1 a libovolny atom
q € P takovy, Ze neplati ¢ < p a neplati ¢ < p*, jsou(q v p*) A pa(q v p) A p*
atomy v 2.

2.10. Poznamka. Pfedpokladejme nyni, Ze # = (P, <, 1, 1) je uplny ortomodulér-
ni A-svaz. Bud 0 % p e P. Existuje atom r, € P tak, Ze r; < p. JestliZe r; A p = 0,
podle tvrzeni 3) v&ty 2.1 pak r; = p. Necht dale 0 + r; A p. Existuje pak atom
r,eP tak, 7e r, <ri A p, tedy r; Lr, a r, £ p. Tudiz r, v r, £ p. Jestlize
(ry v r)* A p =0, jejako dfive r; v r, = p. Jestlize O  (r, v r,)* A p, existuje
atom rye P tak, Ze ry S (r; v )t Aptedyrs<parySriaryéiliry Lrg,
ry L r,. Ze Zornova lemmatu snadno vyplyva, Ze existuje maximalni (vzhledem
k mnoZinové inkluzi) mnoZina {r;:iel} po dvou ortogondlnich atomt takova,
Ze pro viechna i €I plati r; £ p. Potom p =V r;. Kdyby totiZ tomu tak nebylo, pak

iel
Vr;<pa0=+(Vr)" A p. Popsanym jiZ postupem bychom pak zjistili, Z¢ mnoZi-
iel - iel .
na {r; : i eI} neni maximalni.

2.11. Definice. Bud # = (P, <, 0) svaz. Budte p, g € P. Rikéme, Ze q pokryvd p,
piSeme p < g, jestlize p # q a jestlize z toho, Ze re P, p < r £ q, vyplyva, Ze bud
p = rnebo r = q. Jestlize pro kazdé p € P a kazdy atom g € P takovy,Zep A ¢ =0
plati p < p v g, pak se svaz £ nazyva C-svaz.

Je-li svaz s ortogonalitou £ = (P, <, 1, J_) A-svaz a souCasné C-svaz, nazyvame
jej AC-svazem.

2.12. Véta. Necht ? = (P, £, 1, 1) je uplny ortomoduldrni svaz. Pak P je
V-svaz tehdy a jen tehdy, kdy? 2 je C-svaz.

Dukaz. Necht £ je V-svaz, necht p € P, q € P bud atom v £ takovy,Ze p A g = 0.
Potom p#+ p v qa p = 1. Je-li p = 0, je tvrzeni zfejmé. Nechf proto p + 0. Bud
reP,p<r=<pv qanecht p #+ r. Plati

g, je-li ¢ < p* podle tvrzeni 4) véty 2.1

1 < 1 =
Uiy arEp Alpvq) atom v 2, je-li ¢ A p* = 0 podle diisledku 2.9.
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Odtud vyplyvé, Ze p* A r = p* A (p v q) a tento prvek je atom v 2. ProtoZe
p S r, podle tvrzeni 2) véty 2.1 madme r = p v (p* Ar)=p v [p* A(p Vv q)] =
= p v g, nebot také p < p v q. Je tudiz 2 C-svaz. '

Necht naopak £ je C-svaz. Bud pe P, 0 + p + 1, q € P bud atom v £ takovy,
¢ p A q = p* A q = 0. Podle definice 2.11 plati p < p v g, p* < p* v g, odkud
podle tvrzeni 3) véty 2.1 mame p* A (p v q) + 0 % p v (p* A q). Necht reP,
0% r<pAa(p'vVv q).ProtoZe r < p* v g, plati p* < r v p* < p* v g, ProtoZe
P je C-svaz plati, Z¢ bud p* =r v p* nebo r v pt = p* v q. Kdyby p! =
=r v pt, bylo by r < p* a protoze r < p, dostali bychom r = 0, coZ je ve sporu
s ptedpokladem. Tedy r v p* = p* v q. Z nerovnosti r < p a z tvrzeni 2) véty 2.1
plyner = p A (r v p*) = p A (p* v q) a proto tento prvek je atom v 2. Podobné
se dokdze, Ze také p* A (p v q) je atom v 2. Podle disledku 2.9 je 2 V-svaz.

3. Zde zavedeme definici 3.1 zdkladni pojem tohoto ¢lanku. Budeme uvaZovat
mnoZinu @, o niZ naddle budeme pfedpokladat, Ze je neprazdna. Na této mnoZiné
zavedeme binarni relaci L, kterou budeme nazyvat ortogonalita a jejiZz vlastnosti
ne nahodou pfipominaji nase pfedstavy o kolmosti useek napf. v roviné.

3.1. Definice. Bud Q dana mnoZina a necht je na ni definovdna bindarni relace L,
spliiujici nasledujici poZzadavky:

a) Jestlize x, ye @, x L y, potom y L x.

b) Existuje prvek o € Q tak, Ze pro viechna x € Q plati o L x.

c) JestliZe pro x € @ plati x L x, potom x = o.
Pak fikame, Ze na mnoZiné Q je definovana ortogonalita 1, coz budeme zapisovat
ve tvaru (@, 1). O prvcich x, y € Q, pro které plati x L y, budeme fikat, Ze jsou
ortogondlni.

Bud xe Q, 0 + A = Q. Definujeme x L A, pravé kdyz x L y pro vSechna y € A4.
Oznaime A* = {xeQ:x L A4}.

Snadno nahlédneme, Ze plati .

3.2. Lemma. Bud ddno (2, 1). Potom

1) {o}* = Q; @* = {o}.

2) Jestlize 0 + A = Q, potom o€ A*.

3) Jestlize 0 + A < Q, potom A < (A*)' = A** (oznadeni).
4) Jestlize A,B< Q, 0 + A = B, potom B* < A*.

5) Jestlize 0 += A = Q, potom A* = A4,

Oznalme S={4AcQ:0+A=4"}, T={4':0+ 4 < Q}.
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3.3. Véta. Plati:
1)S=T

2) & =(S, =,Q, 1) je uplny svaz s ortogonalitou. Pfitom pro A;eS, i€l
plati ANA; =N A, VA, =(NA})" adile0 ={o}, 1 =0Q.
iel iel iel iel
Dukaz. 1) Je-li A€S, je A =(A*)* = B*, kde B = A* + 0. Tedy Ae T. Je-li
A€eT,je A= B kde 0 + B c Q. Podle tvrzeni 5) lemmatu 3.2 plati A** = B***
=B' = 4, tedy A€ S, 2) Podle 1) lemmatu 3.2 plati {0} € S, 2 € S a podle 2) lem-
matu 3.2 je {0} v & nejmen3i prvek, Q je ziejm& v & nejvétii prvek. Dile pro A€ S
v diisledku podminky c) definice 3.1 plati, Ze 4 N A* = {o}.
Jestlize I je neprazdnd mnoZina indext a 4; € S pro i €I, dokdZeme, Ze () A; € S,
iel
tedy A A; = N A;. Jednak v disledku 3) lemmatu 3.2 plati N 4; = (N 4,)**
iel iel iel iel
Déile N A; = A; pro jel, tedy podle 4) lemmatu 3.2 je 47 = (N 4,)*, odkud
iel iel
(N A4)™ = A7 = 4; pro jel, tedy (N 4)** = N 4;.
iel iel Jjel
Jestlize opét I je neprazdnd mnoZina indexid, dokdZeme, Ze pro A; € S, i €I plati
VA4, =(NA})' Plati NA; < 47, jel, tedy A; = A7* <= (N A7)* pro jel.
iel iel iel iel
Je-liddle Ac Sa A; = Aproiel, potom A* c At, iel, tedy A* = ) 47, odkud
(nA.lL)J. c AL.L = A. iel
iel

Jestlize A€ S, pak A v A* = (4* n A)* = {o}* = Q.

3.4. Pozniamka. Je:li déno (@, L), indukovany iplny svaz & = (S, <, @, 1)
ad + A < Q, pak v & existuje nejmensi prvek B takovy, 7e A < B. Bud{A,- tAc A;
A;eS, iel}. Tento systém obsahuje napf. Q. Plati 47 < A* pro iel, odtud
V Af < A*, z &hoZ A* < (VY A})* = N A; = B. Protoze A < A**, plati B c

iel iel iel

c A'Y, tudiz B = A**.

3.5. Pozniamka. Bud déno (2, 1), indukovany svaz & bud & = (S, <, @, 1).
Nechf 4, Be S. Potom 4 L B(&ili 4 = B*)tehdy a jen tehdy, kdyZ pro viechna x € A
a vSechna y e B plati x 1L y. Snadno téZ nahlédneme, Ze jestliZe A;e€ S pro iel,
x1l A;proielayeV A, potom x L y.

iel
3.6. Véta. Bud ddna mno%ina Q, 0€ Q. Bud & = (S, =, 2, 1) uplny svaz s orto-
gonalitou podmnoZin mnoZiny Q takovy, Ze:
1) {0} je v & nejmensi prvek.

2) Je-li I neprdzdnd mnofina indexi, A;€ S pro iel, potom AA; =N A;
iel iel
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Pro x, y € Q kladme x T y prdvé kdy? existuje A€ S tak, Ye x€ A a y € A*. Potom
relace T je ortogonalita na Q a ji indukovany uplny svaz s ortogonalitou (T, <,
Q, T) je shodny s &.

Diukaz. UkdZeme, Ze relace T vyhovuje definici 3.1 Axiom a) vyplyvé z toho, Ze
pro A € S plati A** = A. Axiom b) plyne z pfedpokladu 1) dokazované véty. Axiom
c) plyne z toho, Ze pro A € S plati A n A* = {o}.

Nyni dokdZeme, Ze S = T. Bud C € S; protoZe C* € S, pro viechna x € C a viechna
y e C* plati x T y. Odtud vyplyva, 7¢ C* = CT. Bud y, e CT, tedy pro viechna
xeC plati x T yo. Ke kazdému x e C existuje A, €S tak, Ze xe€ A, a yo € AL.
Odtud y,eN A;. Dile C < U A4, = V 4, = (N A45)*, odkud y,e 45 = C*

xeC xeC xeC xeC xeC
&ili CT < C*, tedy C* = CT e T. Bud nyni naopak C e T. Existuje nejmensi prvek
A e Stak, 7e C = A. Potom A* = AT = CT. Bud.y, € CT. Tedy y, T x pro vSechna
x € C. Proto ke kazdému x € C existuje A, € S tak, 7e x € A, a y, € AL, z &ehoZ vy-
plyva, Ze yoe N Ay. Dile C = U 4, = V A, = (N A;)* €S. Proto 4 = () 43)*,

xeC xeC xeC xeC xeC

tak¥e y, € () AL < A* a tudiz CT < 4*. Proto CT = A*, odkud 4 = (C")* =

xeC

= (CT)" = C a tim je v8ta dokdzdna.

3.7. Poznimka. Bud déno (@, 1). Jsou-li x, ye @ a x L y, poloZme R(x, y) = 0,
jestlize neplati x L y (budeme psat x £ y), poloZme R(x, y) = 1. Potom takto defi-
nované zobrazeni R : @ x Q — G, kde G znaci mnoZinu komplexnich Cisel, ma tyto
zakladni vlastnosti:

a) Pro viechna x, ye Q plati R(x,y) = R(y, x) (pruh znadi &islo komplexné
sdruZeng).

b) R(o, 0) = 0; pro kazdé x € @, x + o plati R(x, x) > 0.
c) Pro viechna x, y € Q plati |R(x, y)|*> £ R(x, x) R(y, y).

Z vlastnosti c) a b) ihned vyplyva, Ze pro viechna x € Q plati R(o, x) = R(x, 0) = 0.

Zobrazeni R :  x Q — G, které m4 vlastnosti a), b), ¢), nazveme kvaziskaldrnim
soudinem a dvojici (22, R) prostorem s kvaziskaldrnim sou&inem. Je-li naopak dén
prostor (2, R), potom pro x, y € Q definujme x L y, pravé kdyZ R(x, y) = 0. Pak
je na mnoZin€ Q definovana ortogonalita. Kdybychom pro x, y e Q kladli x L y,
pravé kdyZz Re R(x, y) < 0, na mnoZin& Q je opét definovdna (oviem tentokrate
jind) ortogonalita. .

Jestlize napf. (2, ¢) je metricky prostor, o€ Q, pak zobrazeni R:Q x Q » G
definované pro x, y € @ rovnosti R(x, y) = 0*(o, x) — ¢*(x, y) + @*(v, 0), je kva-
ziskalarni soucdin.

Jestlize Q je Hilbertiiv prostor, R skaldrni soudin (R je samoziejmé téZ kvaziska-
larni sougin) a klademe-li pro x, ye Q, x L y pravé kdyZ R(x, y) = 0, indukovany
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svaz & = (S, =, @, 1) je dobfe znamy uplny ortomoduldrni AV-svaz (podle véty
2.12 téz AC-svaz). Klademe-li viak pro x, y € 2 x L y pravé kdyZ Re R(x, y) < 0,
indukovany svaz & = (S, <, 2, L) je iplny AV-svaz, jehoZ nosi& S je tvofen pravé
viemi uzavienymi konvexnimi kuZeli s vrcholem v po&itku (viz préci [1]); tento
svaz neni ortomoduldrni a neni C-svazem.

Posledni dva pfiklady svazi & = (S, <, @, 1) jsou 4-svazy a dokonce pro kazdé
x€Q, x * o, plati, Ze {x}** je atom v &. Plati '

3.8. Véta. Bud ddno (2, L), necht & = (S, <, @, L). JestlifZe A€ S je atom
v ¥, x€d,x * o, potom {x}** = A.

Dikaz. ProtoZe x € {x}**, plati {x}** * {o}. Déle {x} = 4, tedy A* = {x}*,
odkud {x}** < 4, proto {x}** = A.

Existuji viak svazy & = (S, <, @, 1), které nejsou atomické.

3.9. Priklad. Necht @ = {o, ..., @_y, Wy, @y, ...y ..., Ty, Tg, Ty, ...} aNecht 0 L x
pro viechna x € Q a déle w; L 7; pro viechna j < i, i celé. Potom S = {{o}, 2; ...
v {0, 0_y, @p, @y, ..} {ois T2z, Togs 0} {0, @0, 04, ..}, {ov s Ty, Tos 0}; {0, 0,
@y, .}y {oos To1, Tos Ty5 0} ...} Zde svaz & neobsahuje ani jeden atom.

3.10. Véta. Bud ddno (Q, L), & = (S, <, Q, 1). Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni.

1) & je atomicky svaz.

2) Ke kazdé podmnoziné B = Q, B + 0, B* =+ {0}, existuje x € B*, x * o tak,
%e pro viechna y € {x}**, y % o plati {y}* = {x}*.

Dukaz. DokaZeme implikaci 1) = 2). Bud @ #+ B < Q, B* + {o}. Potom B* € S
a existuje atom A4 v & tak, 7¢ A = B*. Existuje x € 4, x + o. Podle vty 3.8 plati
{x}** = A, plati téZ x € B. Opét podle véty 3.8 pro kazdé y e {x}**, y * o plati téZ
D} = (e 8l D = (), tedy O} < ()

Dokazeme implikaci 2) = 1). Bud Ce S, C * {o}. Existuje B = @, B + 0 tak,
7e C = B*, Necht x € B, x % o vyhovuje pfedpokladu. Zfejmé& {o} + {x}** = C.
Dokazeme, Ze {x}'* €S je atom v &. Bud A€S, 4 * {0}, 4 = {x}** a necht
y€A, y # o. Potom {x}* = A* = {y}*. ProtoZe y € {x}** a protoZe podle pied-
pokladu {y}* < {x}*, dostavaime {x}* = A* = {y}*, tedy {x}** = 4.

3.11. Pfiklad. Bud Q = {0, ,, ,, w3, w,, w5} anechfo L w;proi =1,2,...,5,
o; Lo, L w; Lo, Lo, Potom S ={{o}, 2 {o,w},{o, 0, w:}; {0, w3},
{0, w3, wy}; {0, w4}, {0, w3, ws}}. Svaz & je zde atomicky, aviak napk. {w,}** =
= {0, w, w;} neni atom v &£.
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Formulujeme nasledujici axiom

Axiom A. Bud dano (@, 1). nechf & = (S, <, @, 1). Pro kazdé xe @, x + o, je
{x}** atom v &. ‘

Ziejmé svaz & spliiujici axiom A je A-svaz.

3.12. Véta.Necht je ddno (2, 1), svaz & = (S, =, Q, L) necht spliiuje axiom A.
Bud A€ S, xeQ, x + o. Potom A n {x}** = {0} tehdy a jen tehdy, kdy? x ¢ A.

Diikaz snadno plyne z véty 3.8.

3.13. Véta. Bud ddno (2, 1), & = (S, <, @, L) necht splhiiuje axiom A. Oznac-
me &f resp. B mnoZinu vSech atomii resp. antiatomii svazu &. Potom plati:

1) Je-li Ae S, A + {0} a jestlize {A;}, i €] je systém vSech atomii v & takovych,

Ye A;c A, iel, potom A =V A;.
iel

2) Je-li A€ S, A + Q a jestliZe {B;}, j € J je systém vSech antiatomii v & tako-

vych, Ze A = B;, je J, potom A =\ B;.
JjeJ

3) Existuje prosté zobrazeni f mnofiny o na mnoZinu & takové, Ze:

3,1) Jsou-li Ay, A, e, A, < f(A,), pak A, < f(4,);

3,2) Jestlize Aesf, potom A n f(A) = {o}.

Diikaz. Tvrzeni 1) a 2) se snadno dokaZou sporem. Déle pro A e o stadi poloZit
f(A) = A* a tvrzeni 3,1) a 3,2) toto zobrazeni spliiuje.
Nasledujici véta je v jistém smyslu opakem véty 3.13.

3.14. Véta. Bud Q mnofina, o€ Q; & = (S, =, Q,{0}) bud uplny atomicky
a antiatomicky svaz podmnoZin mnoZiny Q, v némZ infimum je dano mnoZinovym
pranikem a ktery md nejvétsi proek Q a nejmensi prvek {o}. Oznaéme o resp. B
systém vSech atomi resp. antiatomii svazu & . Ddle necht svaz & spliiuje podminky
1), 2), 3) véty 3.13. Potom ve svazu & lze zavést ortogonalitu.

Dikaz. Polozime {o}* = Q; je-li AeS, A+ {0}, A =V 4, kde A;e 4 pro
i eI, polozime A* = () f(4,). Plati A* € S. el
iel .
1) DokazZeme, Ze Q' = {o}. TotiZ plati 2 =V 4, odkud Q* = N f(4). Kdyby
Aedt Aed

N f(4) * {o}, existoval by atom C e & tak, Ze C = N f(A), tedy C < f(4) pro
Aedo Aed
viechna 4 € o, specidlng C < f(C). To viak odporuje pfedpokladu 3,2) z véty 3.13.
2) Necht 4, Be S, A = B. DokdZeme, Ze B* < A*. Je-li A = {0}, je B* = Q =
= {o}* = A*. Necht déle 4 * {o}, 4 =V 4;, kde 4;e s pro iel. Potom
iel

B=VA;vVA4j kde Ajes pro jeJ. Odtud B* = Nf(4,) nNf(4)) <
iel JjeJ ) iel JjeJ

== nf(A() = AL

iel
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3) Necht 4 € S. Dokazeme, Ze A N A* = {0}. Aviak pro 4 = {0} nebo 4 = Q
je toto tvrzeni zfejmé. Necht tedy {0} + 4 + Q. Kdyby 4 n 4* + {0}, existoval
by atom C € o tak, 7¢e C = A n A*, tedy C = 4, C = A*. Podle &4sti 2) tohoto dii-
kazu plati A** = C*. Je-li tedy A =V A;, kde 4;e ./ pro iel, pak ﬂf(A) =

iel

= A* =V 4}, kde Ajeo pro jeJ. Odtud A = (’\f(AJ) Aviak Ajcf(A)

JjeJ
pro viechna j e J a viechna i el. Podle 3 1) véty 3.13 odtud plyne A; = f(4;) pro
viechna iel a viechna jeJ, takie A =V A4; = Nf(A]) = A**. Tedy mame

iel JjeJ
Cc Ac A = C* = f(C), odkud C = C n f(C), coZ odporuje piedpokladu 3,2)
z véty 3.13.

4) Pro A € S dokdzeme, 7e A = A**. Pro A = {o} nebo 4 = Q je tvrzeni zfejmé.
V bodé 3) tohoto diikazu jsme jiZ zjistili, Ze pro A€ S, {o} *+ A + Qplati 4 = A**.
Bud ddle A + Q. Plati 4 = ( B;, kde B,e & pro iel. Plati téZ A = () f(4,), kde

iel iel

B; = f(A)), Aje s proiel. Jellkoz(VA)l nf(A) _]eA—-(VA)l ProtoZze

pro viechna B e S plati B < B'* podle bodu 2) tohoto diikazu mame B*'* < B;
aviak také B! < B*'!, tedy pro vSechna Be S plati B = B**t. Odtud 4 =
- (VAx)L = (VAi).L.L.L — A'LJ'.

iel iel

3.15. Poznidmka. Spliiuje-li svaz & = (S, =, @, {0}) pfedpoklady véty 3.14, lze
v ném zavést ortogonalitu. Dostaneme tak svaz & = (S, <, Q, 1) s ortogonalitou.
Ten indukuje podle véty 3.6 ortogonalitu 1 na mnoZiné Q. Lze potom pro x € Q
uvaZovat napf. {x}**. Aviak svaz & = (S, <, Q, 1) nemusi spliiovat axiom A.
Bud totiz Q = {0, w;, w,, w3}, S ={{o}, 2 {0, w}, {0,w,}}. Zde & =Z =
= {{o, @}, {0, w,}}. Poloime f({o, w,}) = {0, w,}, f({o, ®,}) = {0, w,}. Pfed-
poklady véty 3.14 jsou splnény d v souladu s jejim diikazem poloZime {0, w}* =
= f({o, w,}) = {0, w,}, {0, w;}* = f({o, w,}) = {0, w,} a déile {o}* =0, Q' =
= {o}. Odtud plyne ortogonalita L na mnoZin& Q: 0 L w;proi =1,2,3; o; L w,.
Je sice w, € Q, aviak {w;}'* = @, coZ neni atom v & = (S, <, @, 1). Kdybychom
viak doplnili pfedpoklady véty 3.14 o podminku, Ze ke kazdému x e Q existuje
atom A, e o tak, Ze xe€ A,, svaz & = (S, <, @, 1) by spliioval axiom A. TotiZ
potom pfi x + o mame x € 4,, odkud {o} * {x}** < 4, tedy {x}'* = A..

3.16. Priklad. Bud Q = {o, Wy, Wy, W3, Dy, Ds, w6}. Nechto L w;, i =1,2,...,6,
0, Llosloglo Lo, lolo;lo,los, oglo, Potom S={{o}, Q;
{0, 0}, {0, Wy, we}; {0, ,}, {0, @y, we}; {0, w3}, {0, W4, ws, W6}; {0, W4}, {0, s,
ws, 06}; {0, ws}, {0, w3, w4, we}; {0, we}, {0, Wy, W;, W3, 04, ws}; {0, 03, w4},
{0, ws, wg}; {0, 3, ws}, {0, w4, We}; {0, w3, w6}, {0, w4, ws}}. Zde svaz & =
= (S, =, @, 1) je ortomoduldrni A-svaz spliiujici aciom A. Plati zde {o, w} v
v {0, w,} = {0, w3} Vv {0, 0.} Vv {0, ws} = {0, w,, w,, w3, Wy, ws}. ProtoZe tedy
neplati tvrzeni véty 2.7, vyplyva odtud, Ze & neni V-svaz. Toto vSak lze ukdzat
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pfimo. Volme A = {0, ws}, pak 4* = {0, w,, w5, s} a atom C = {0, ®,}. Plati

{o, w3} v {0, 0.} = {0, w3, 0y}, {0, w3} v {0, w5} = {0, w3, s}, {0, w3} v

v {0, wg} = {0, w3, wg} a C neleZi pod Zadnym z téchto spojeni. Najdeme podle

véty 2.8 minimdlni prvek A, = 4 a minimélni prvek B, = A* tak, aby C < 4, v

v By. Plati 4y =(C v 4)n 4 = {0, w3}, By =(C v 4) n 4* = {0, w,, ws}.

Potom 4, v B, = {0, 0, ®,, ©3, g, ws}. Je rovnéZ patrno, Ze B, neni atom v &.
Formulujme nésledujici axiom.

Axiom V. Bud déno (@, 1), & = (S, =, @, 1). Bud A€ S, {0} + 4 # Q; necht
x€Q, x¢ A, x ¢ AL. Potom existuji atomy A,, A, v &, A, = A, A, = A* tak, e
xeA; v A,.

Svaz & z ptikladu 3.16 nespliiuje axiom V. Spliiuje-li viak svaz ¥ = (S, <, Q, 1)
asiom A i axiom V, na zakladé véty 3.12 je AV-svazem; je-li ortomodulérni, je podle
véty 2.12 téz AC-svazem. Svaz & uzavienych konvexnich kuZeld s vrcholem v pocat-
ku v Hilbertové prostoru spliiuje axiom V. Atomy A4,, A, z axiomu V vSak nejsou
jednozna¢ng uréeny (¥ neni ortomoduldrni). Rovn&z svaz & (uzavienych) pod-
prostorti Hilbertova prostoru spliiuje axiom V. Atomy A4, 4, z axiomu V jsou uréeny
jednoznaéng (& je ortomoduldrni).

Je zfejmé, Ze fadu tvrzeni z odstavce 2. lze pomoci véty 3.12 a axiomlt A a V
snadno pteformulovat. Napf. plati (nutnd podminka ortomodularity svazu &):

3.17. Véta. Bud ddno (Q, L), svaz & = (S, <, Q, L) necht spliuje axiom A.
Je-li & ortomoduldrni svaz, {o} + A€S, A neni atom v &, pak k libovolnému
x €A, x + o existuje ye A, y * o tak, e x L y.

Dikaz. Pro xe A4, x # o plati {x}** = 4. Kdyby {x}* n 4 = {0}, bylo by
{x}** = 4, tedy 4 by byl atom v &. Existuje proto ye{x}* n 4, y + o, tedy
yeA, ye{x}* tedy x L y.

Na zaklad& uvedenych vysledkii je zfejmd nasledujici véta (nutnd a postadujici
podminka ortomodularity svazu &).

3.18. V&ta. Bud ddno (@, L), svaz & = (S, <, 2, L) necht spliiuje axiom A.
Pak & je ortomoduldrni tehdy a jen tehdy, kdyZ? pro libovolné A, B€ S, {o} + Ac

< B plati: Existuji po dvou ortogondlni proky x;€ Q pro i€l tak, e A =\ {x;}**
iel
a po dvou ortogondlni prvky y;e Q pro je J takové, Ze x; L y; pro vSechna i€l,
jeJ tak, ze B =V {x}** v V {y;}**.
iel jeJ
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Summary

ORTHOGONALITY ON SETS

JAN HAVRDA, Praha

The article deals with a certain natural generalization of the concept of or-
thogonality, as is known e.g. from the Hilbert space theory. The article is divided into
two parts. The first part is of preparatory character, the second one is devoted to the
problem itself. Henceforth the terminology of lattice theory will be used.

1. If 2 = (P, <, 1, J_) stands for an orthocomplemented lattice, then £ is ortho-
modular if and only if

p.g,reP, r<q, p<q' implies (rvp Ag=r.
Moreover, in this case if p, q, r,s,teP,r < qt<q,p<qt,s<qtandr v p=
=tvs,thenr =tand p =s.

Let # = (P, <, 1, 1) be an orthomodular lattice. Let pe P, 0  p + 1 and r, s
be atoms of Z such thatr < p,s < p*.Ifge Psuchthatq + 0,9 A p =q A p* =
=0and g<rvs,then rvg=rvs=gqvs The above assumptions con-
cerning r and s determine the atoms r, s uniquely.

An orthocomplemented lattice 2 = (P, P _L) is called a V-lattice if it satisfies
the following condition: For every atom g of £ and for every p of £ such that 0 =+
+p+1,gAp=gqg A p- =0 there exist atoms r and s of 2 such that r < p,
s<pt,and g <rvs. )

If the V-lattice is orthomodular, then the atoms r and s are uniquely determined.

If 2 = (P, s, 1, _L) is an orthomodular V-lattice and if r $ s are atoms of 2,
then there exists an atom ¢ of Z such that r L tand r v s = r v t. Moreover, if r
and s are atoms of £ such that r L s and ¢ is an atom of 2 such that r £ ¢t + s
and t < r v s, then there exists an atom u of £ such that ¢t L u and the equality
rvs=tvu holds.

In a complete orthomodular lattice # = (P, <, 1, 1), assume that g is an atom
such that ¢ £ pand g £ p*. If {(r;, s,) : i €I} is a system of all r; and s; of 2 such
that r; < p, s; < pt and q < r; v s; for all i el, then there is a least element r,
or s, among r;, i€l, or among s;, i €l, respectively. Moreover, we have r, =
=(qvp)Apands, =(q v p) A p-.

A complete orthomodular lattice 2 is a V-lattice if and only if the following
statement is true: For an arbitrary element p of 2, 0 & p + 1 and for an arbitrary
- atom g of 2 such that ¢ £ pand g £ p*, the elements (g v p*) A pand(q v p) A
A p* are atoms of 2.
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A complete orthomodular lattice 2 = (P, <, 1, 1) is a V-lattice if and only if it
has the covering property.

2. Let a binary relation L be defined on a nonempty set Q satisfying the following
axioms:
(AI) L is symmetric.
(A II) There is an element o of Q such that o L x for all x of Q.
(ATI) If x L x for x of 2 then x = o.

In this case we say that on Q orthogonality L is defined, and we write (22, L). Two
elements x and y of Q are called orthogonal if x L y. For an element x of Q and for
any nonempty subset A of Q the symbol x L 4 means that x L y for all y of 4.
Put A* ={xeQ:x L A4}.

The following statements are valid:
(i) {o}* = @ and Q' = {o};

(ii) If 4 = Q is nonempty then o € A*;

(iii) If A = Q is nonempty then A = A** (here the symbol A** is used for (4*)*;
similarly A*** for (4*4)*);

(iv) If A = Q is nonempty and A = B = Q, then B! = A4*;

(v) If A = Q is nonempty, then A = A4,

Putting in the sequel S = {4 c Q:0+ A=A} and T={4':0+ 4 c Q},
we have

(vi) S=T,

(vii) & = (S, =, @, L) is a complete orthocomplemented lattice, where

Adi=N4;, VA =(N4), 0={o},
iel iel el iel

1 =0 for A;eS, iel.

Let (, L) and & = (S, =, @, L) be given. For any nonempty A4 = Q there is
a least element B of % such that A — B. Moreover, B = A4**.

If A,Be S, then A L B (i.e. A = B*)if and only if x L y for all xe A and y € B.

Given a set Q and an element 0 € Q, let ¥ = (S, <, @, J_) be a complete ortho-
complemented lattice of subsets of the set Q such that

(i) {o} is a least element of &;

(ii) If I is any nonempty set and A4, € S for i eI, then A 4; = () 4,.

iel iel
We define a binary relation T on Q by: x T y if and only if there is 4 € S such
that x € 4 and y € A*. The relation T defined above is an orthogonality on © and
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the complete orthocomplemented lattice (T, c, Q, T) coincides with the lattice &.
Given (@, L), we define for x, y € Q

R(x,y) =0 for xLly, R(x,y)=1 otherwise.

The mapping R : @ x Q —» G (here G stands for the set of all complex numbers)
has the following basic properties:

(@) R(x, y) = R(y, x) for every x, y € Q (here bar denotes the complex conjugate);
(b) R(0, 0) = 0 and R(x, x) > 0 for every x € Q, x * o;

(¢) |R(x, y)|* < R(x,x). R(y, y) for all x, y € Q.

It is evident that R(o, x) = R(x, 0) = 0 for all x € Q.

A mapping R : Q@ x Q — G is said to be a quasiscalar product if it satisfies con-
ditions (a)—(c). A pair (2, R) is called a space with quasiscalar product.

Conversely: given a space with quasiscalar product (2, R), we can define a binary
relation L on Q by: x L y if and only if R(x, y) = 0. Then L is an orthogonality
on Q. Another orthogonality on @ is defined by: x L y if and only if Re (R(x, y)) < 0
(here Re denotes the real part of a complex number).

If Q is a Hilbert space and R is a scalar (also quasiscalar) product, then the first
definition leads to the well-known case. The second definition produces the lattice
& = (S, c, Q, J_), where S the system of all closed convex cones with the vertices
situated at the origin; this is an example of a complete atomic V-lattice which is not
orthomodular and also not a C-lattice (cf. [1]).

If (2, L)and & = (S, <, @, 1) are given and 4 is an atom of &, then 4 = {x}**
for every x e 4, x + o.

The following statements are equivalent:
1) & is an atomic lattice.

2) For every nonempty subset B = Q, B* % {0} there is x € B*, x + o such that
{y}* = {x}*forall ye{x}*, y + o.

Axiom (A). Given (2, L) and & = (S, =, @, 1), then {x}** is an atom of & for
every x€ Q, x % o.

If (A) takes place for &, then & is an atomic lattice. Moreover, if A€ S, x € Q,
x # o, then 4 n {x}** = {0} if and only if x ¢ 4.

For a nonempty set Q and o € Qlet & = (S, <, @, {o}) be a complete atomic and
antiatomic lattice of subsets of Q in which the meet is given by the set theoretical
intersection having Q and {o} for the greatest and the least element, respectively.
Put o and & for the system of all atoms and antiatoms, respectively. An orthogonality
in & can be introduced if the following conditions are satisfied.
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1) Let AeS, A * {o}. If {4;}, i eI is the system of all atoms of & such that
A;c Aforalliel, then A =V A;.
iel
2) Let Ae S, A + Q. If {B;}, j e J is the system of all antiatoms of & such that

A < B forall je J, then 4 = ) B;.
JeJ

3) There is a bijection f of &/ onto % such that
(3.1) A, Ayesd, A, < f(4,) imply A4, < f(4,).
(3-2) Aes implies AN f(A) = {o}.

Axiom (V). Let (2, L) and & = (S, =, Q, L) be given. Let A€ S, {0} + 4 + Q
and xe Q, x ¢ A, x ¢ A*. Then there are atoms A, and 4, of & such that 4, c A4,
A, c At and xe 4, v A,.

Numerous results of the first part of the article can be used when assuming that the
lattice’ & satisfies the axiom (A) or (V).
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COMPATIBLE RELATIONS ON ALGEBRAS

IvaN CHAJDA, Pierov, and BOHDAN ZELINKA, Liberec

(Received May 8, 1974)

The concept of tolerance relation compatible with a given algebra is studied in
[3], [4], [5] A tolerance relation is (according to [1], [2]) a reflexive and symmetric
binary relation. Here we shall extend the definition of compatibility onto relations
which are not tolerances in general.

Let an algebra A = {4, #) with finitary operations be given. (Here A denotes
the set of elements of 2 and & denotes the set of operations.) Let ¢ be a binary rela-
tion on A. We say that g is compatible with the algebra 21, if and only if the following
condition is satisfied: If f € & is an n-ary operation (n is a positive integer), xy, ..., X,
V1> .- Y are elements of 4, (x; y;)ee for i =1,...,n, then (f(xy, ..., X,),
(1, o0 ) €0

We shall prove several theorems; some of them are generalizations of the results
from [3] and [4]. When we speak about an algebra, we always mean an algebra
in which all operations are finitary.

Even an empty relation on A can be considered a relation compatible with 2.
If ¢ is a binary relation on a set 4, then by o* we denote the relation {(y, x) | x € 4,
yed, (x,y)eot

Theorem 1. Let A = (A, &) be an algebra, let g, 0, be two relations on A com-
patible with . Then g; N @,, o* are relations compatible with 2.

Proof. Let f € & be an n-ary operation, let xq, ..., X,, 1, ..., V, be elements of A
such that (x;, y;) €0y N, fori =1,...,n. As(x;, y;) €, fori = 1,..., n, we have
(fGx1s ooes Xn)y f(gs o Yu)) €01 As (x5 y)Ee@, for i=1,..,n we have
(f(x15 s Xn)y f(res.s Ya)) €0y Thus (f(xy, ..., %), f(¥15 .- ¥n) €01 N @, and
91 N 0, is a relation compatible with A. The assertion for o* is evident.

Theorem 2. Let A = (A, F) be an algebra, let ¢ be a reflexive relation on A
compatible with . Then ¢ N @* is a tolerance compatible with .

Proof. The reflexivity and the symmetry of ¢ n g* is evident. Its compatibility
with U follows from Theorem 1.
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Theorem 3. Let A = {A, F) be an algebra, let 9 be a reflexive and transitive
relation (i.e. a quasi-ordering) on A compatible with A. Then ¢ N o* is a con-
gruence on .

Proof is analogous to that of Theorem 2.

Let the product g0, of two binary relations ¢y, ¢, on the same set A be defined
so that (x, y) € 0,0, for x € A, y € A, if and only if there exists z € A such that (x, z) e
€ 0, (z, y) € @,. We can define also the n-th power of a binary relation ¢ so that
0" =oforn=1and g" = go" ' forn = 2.

It is easy to prove the following

Theorem 4. Let W = {A, &) be an algebra, let g1, 0, be two relationson A com-
patible with . Then their product 9,0, is compatible with 2.

Now we shall prove

Theorem 5. Let A = (A, F) be an algebra, let {gj}}”:l be a sequence of com-

patible relations on W such that ¢; < @; for every positive integer j. Then
0

U ¢; = ¢ is compatible relation on .
j=1

Proof. Let f € F be an n-ary operation, let x, ..., X,, ¥y, ..., , be elements of 4
such that (x;, y;)eg for each i = 1,...,n. Then for each i = 1,...,n we have
(%, ¥:) € 0ji) for a positive integer j(i). Let j = max j(i). Then (x;, y;) € ¢; for each

1Zisn

i =1,...,, nand thus (f(x, ..., x,), f(¥1, ..., ya)) € ¢; € 0.

Theorem 6. Let A = (A, #) be an algebra, let ¢ be a reflexive relation on A
compatible with . Then the transitive hull oy of ¢ is compatible with .

o0
Proof. We have ¢or = | ¢’. According to Theorem 4 the relation o’ is compatible
j=1

with A for every positive integer j. As g is reflexive, we have ¢/ < ¢’**! for every posi-

@

tive integer j. Thus according to Theorem 5 the relation or = {J @’ is compatible

i=1
with 2.

Example 1. This example will show us that:

1) the reflexive hull and the symmetric hull of a relation compatible with 2 need
not be compatible with U;

2) the union of two relations compatible with % need not be compatible with 2.
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Let A be the semigroup with elements a, b, c, d, e, f, g, h given by the following
Cayley table:

a b c de f g h
ala e h h e h h h
ble b f h e f h h
clh f ¢c g h f g h
d|\h h g d h h g h
e|le e h h e h h h
flh f f h h f h h
glh h g g h h g h
h|\h h h h h h h h

Let ¢ = {(a, c), (b, d), (e, g)}. This is a compatible relation on UA. The reflexive
hull g of ¢ is not compatible with 2; we have (a, ) € gg, (¢, ¢) € g, ac = h,cc = ¢,
but (h, ¢) ¢ gg. This is also an example that the union of two compatible relations
on A need not be a compatible relation on A, because the reflexive hull of g is the
union of ¢ and of the relation of equality on A which is evidently also compatible
with . Also the symmetric hull ¢ U o* = {(a, c), (c, a), (b, d), (d, b), (e, 9), (9, €)}
is not compatible with U. We have (a,c)eo U o*, (d, b)eg U ¢*,ad = h, cb = f,
but (h, f) ¢ e U o*.

Example 2. This example will show that the reflexivity of ¢ in Theorem 6 is sub-
stantial.

Let A be the semigroup with elements a, b, c, d, e, f given by the following Cayley
table: '

a

b ¢ d e f
ala d f d f f
b|d b e d e f
c|f e c f e f
d|dd f df f
e|f e e f e f
fl\f rrrrr

Let ¢ = {(a, b), (b, ¢), (d, e)}. This is a compatible relation on A, evidently not
reflexive. The transitive hull of ¢ is ¢r = {(a, b), (b, ¢), (a, ¢), (d, e)}. We have
(a, b) e er, (a,c)e oy, aa = a, bc = e, but (a, ) ¢ or. Thus gy is not compatible
with 2.

Theorem 7. Let A = (A, F) be an algebra, let ¢ be a relation on A compatible
with . Let e be an idempotent element of U (i.e. such an element that f(e, e, ..., €) =
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= e for each fe F). The set A, of all elements x € A such that (e, x) € ¢ forms
a subalgebra of U.

Proof. Fori = 1, ..., nlet x; € A,, this means (e, x;) € ¢. If f € F is an n-ary opera-
tion, then (e, f(xy, ..., X)) = (f(e, ..., €), f(xy, ..., X,)) € ¢, because ¢ is compatible
with . This means f(x;, ..., x,) € 4,. As the elements x,, ..., x, and the operation f

were chosen arbitrarily, A, forms a subalgebra of 2.

Corollary 1. Let L be a lattice (or semilattice), let ¢ be a compatible relation on L.
Then for each x € L the set L, of all elements y € Lsuch that (x, y) € ¢ forms a sub-
lattice (or subsemilattice respectively) of L.

Remark. Theorem 7 implies immediately Theorem 11 from [3].

Theorem 8. Let G be a group, let ¢ be a compatible relation on G. Let g be reflexive.
The set N of all x € G satisfying (e, x) € ¢ is a normal subgroup of G.(The symbol e
denotes the unit of G.)

Proof. From Theorem 7 it follows that set N is a subgroup of G. Let x € N,
i.e. (e, x) € o. From the reflexivity of ¢ we obtain (z,z)e ¢ and (z7%,z"*) e g for
arbitrary z € G. From the compatibility of ¢ we obtain finally (e, z7*xz) = (z ez,
z7'xz) € g, thus z7'xz € N. Therefore N is a normal subgroup of G.

Remark. In [4] it is proved that each compatible relation on a group which is
reflexive and symmetric is also transitive, i.e., it is a congruence.

Theorem 9. Let G be an involutory group (i.e. x> = e for each x e G, where e
is the unit of G), let ¢ be a reflexive compatible relation on G. Then ¢ is a con-
gruence relation on G.

Proof. Let (x, y)eg for xe G, y e G. From the reflexivity of ¢ we have
(x*,x™")ee, (y~*, y~') e ¢ and from the compatibility of ¢ we have (e, x"'y) =
=(x"'x,x"'y)ee and thus (y™*, x™') = (ey™*,x"'yy~!) e ¢. But G is an invo-
lutory group; this means y~!' = y, x™! = x, thus (x, y) € ¢ implies (y, x) € 0. By
the theorem in [4] quoted in the above remark g is a congruence on G.

Theorem 10. Let L(v ) be a complete v -semilattice, let ¢ be a compatible relation
on L(v). Denote M(x) = V 'y for xe L(v). The mapping M which assigns the

(x,y)<e
element M(x) to any x € L(v) is an isotone mapping of L(v) into itself.

Proof. Let xe L(V), let ¢ be a compatible relation on L(v ). The existence of
M(x) for each x € L(v) follows from the completeness of L(v). Let x < y, i.e.
x v y=y. From the definition of M(x) we have (x, M(x))eo, (y, M(y))ee
(because L(v) is complete) and from the compatibility of ¢ we obtain (x v y,

358



M(x) v M(y))e o therefore M(x) v M(y) is one factor in the join V =z =
(xvy,z)ee

= M(x v y). This means M(x) v M(y) 2 M(x v y). But x v y =y and thus

M(x) v M(y) £ M(y), which means M(x) < M(y).

Corollary 2. Let L(A) be a complete A-semilattice, let ¢ be a compatible relation
on L(A). Denote m(x) = A y for xe L(A). The mapping m which assigns the

(x,y)ee
element m(x) to any x € L(A) is an isotone mapping of L(A) into itself.

Proof of Corollary 2 is dual to that of Theorem 10.

Corollary 3. Let L be a complete lattice, let ¢ be a compatible relation on L.
Let M(x) and m(x) be defined as in Theorem 11 and Corollary 2. The mappings
M :x - M(x), m : x > m(x) are isotone mappings of L into itself.

Theorem 11. Let S be a semigroup, let ¢ be a compatible relation on S, let T be
a subsemigroup of S. The set oT of all elements x € S such that (x, x') € ¢ for some
x' € Tis a subsemigroup of S.

Proof. Let x € ¢T, y € ¢T. Then there exist elements x’ € T, y’ € T'such that (x, x') e
€0, (v, ') €. From the compatibility of ¢ we have (xy, x'y’)e¢. But x'y' e T,
because T'is a subsemigroup of S, thus xy € 9T and ¢T is a subsemigroup of S.

Theorem 12. Let S be a semigroup, let ¢ be a compatible relation on S. Let @
be reflexive. Let T be an ideal of S (right or left or two-sided). The set oT defined
in Theorem 11 is an ideal of the semigroup S (right or left or two-sided, respec-
tively).

Proof. Let x € T, let T be a left ideal of S. There exists x’ € T such that (x, x’) € o.
Let y € S; from the reflexivity of ¢ we have (y, y) e¢. From (x,x’) e ¢ and (y, y)ee
we obtain (xy, x'y) € 0. But x’y € T, because T is a left ideal of S. Therefore xy € oT
and oTis a left ideal of S. Analogously for right and two-sided ideals.

Theorem 13. Let R be a ring, let ¢ be a compatible relation on R, let O be the zero
element of R. Let ¢ be reflexive. The set Ry of all x € R such that (0, x)e ¢ (or
(x, O) € @) is an ideal of R.

Proof follows immediately from Theorems 12, 8 and 1.

For a ring whose additive group is involutory, the assumption that g is reflexive
is unnecessary. We obtain

Corollary 4. Let R be a ring whose additive group is involutory, let ¢ be a com-
patible relation on R. The set R, of all x e R for which (0, x) € ¢ (or (x, 0) € @)
holds (where O is the zero element of R) is a subring of the ring R.
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DIAMETRICALLY CRITICAL TOURNAMENTS

JAN PLESNIK, Bratislava

(Received June 20, 1974)

In the whole paper, all notions not defined here will be used in the sense of [1].
Given a tournament T, V(T) and E(T) denote its point set and line set, respectively.
For a set M < V(T), T(M) denotes the induced subgraph (subtournament) of T
with point set M. If u, v € V(T), then the distance from u to v is denoted by d(u, v).
(Distinguish from the definition given in [2].) The diameter of T is denoted by d(T).

The paper [3] deals with diametrically critical graphs and digraphs in general.
In this paper we shall study e-critical (i.e. line-critical) and v-critical (i.e. point-
critical) tournaments defined in the same way. A tournament T with a finite diameter d
is called e-critical (v-critical) if d(T — x) > d for any line x € E(T) (d(T — u) > d
for any point u € V(T), respectively). A line x € E(T) is said to be superfluous if
d(T — x) = d(T). Hence a tournament is e-critical if and only if no its line is super-
fluous. A common name for both the e-critical and the v-critical tournaments is that
in the title of the paper. It is the purpose of this note to study the diametrically
critical (mainly e-critical) finite tournaments.

In Figs. 1, 2 and 3 all e-critical tournaments with p < 6 points are shown. This
can be proved e.g. by exhaustion using a list of all tournaments with p < 6 points
(e.g. [2], pp. 91—95). In the sequel, however, we shall give also a reasonable proof
of this assertion. As can be seen, these three tournaments are also v-critical tourna-
ments with diameter 2. Thus according to the following theorem we can construct
infinitely many e-critical as well as v-critical tournaments with diameter 2.

Theorem 1. Let T be a tournament with p > 1 points, where V(T) = {vy, v,, ...
.., 0,}. Let T be a tournament with p + 2 points, where V(T) = V(T) u {u’, u"}
and E(T) = E(T) v {u'u", vyu’, v,u', ..., 00, u"v;, u"v,, ..., u"v,} (cf. Fig. 4).
Then T is e-critical (v-critical) with diameter 2 if and only if T is e-critical (v-
critical, respectively) with diameter 2.

The proof is obvious.
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Note that the tournament in Fig. 3 can be constructed from the tournament of
Fig. 1 by Theorem 1. A tournament T is said to be reducible if there is a tournament T
such that T and T both satisfy the assumptions of Theorem 1; in the opposite case T
is said to be irreducible. So the tournaments of Figs. 1 and 2 are irreducible while
the tournament of Fig. 3 is reducible.

-

Fig. 1 Fig. 2
é —— 53
u, UII
Fig. 3. Fig. 4.

Theorem 2. Except for the two tournaments of Figs. 1 and 2 every e-critical
tournament with diameter 2 is reducible.

Proof. Consider an e-critical tournament T with a diameter d = 2. Let wy, w, €
€ V(T) and x € E(T) be such that

(1) dT—x(wl! Wz) >d
with \
(2 dr(wy,w,) = min  min  dg(u,v).

yeE(T) u,veV(T)
dr - y(u,v)>d
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Put
(3) m = dg(wy, w,) .

The shortest wy — w, path is of the form uquy ...u,, where ug = wy, u,, = w,
and x = wu; 4 for some k with 0 < k < m — 1. The set V' = V(T) — {uo, uy, ...
..., U,} can be decomposed into the following four classes:

A={veV'|ww, woweE(T)}, B={veV'|vw, vw,eE(T)},
C={veV |ow, wweE(T)}, D= {veV|ww, vw,eE(T)}.

According to (1) we have

4) D=0
and obviously
(5) 1=m<d.

After this general introduction we shall suppose that T'is an e-critical tournament
with diameter d = 2. So by (5) it is sufficient to consider the following three cases.

(I) m = 1.

W1 =u0 U,:Wz

X
-

Fig. 5.

It can be easily seen (cf. Fig. 5) that if 4 = @ and B =+ 0, then d;(uo, b) > 2 for any
b e B. Analogously if A + @ and B = @, then dr(a, u;) > 2 for any ae 4. If A =
= 0 = B, then either |C| = 1 and we have the tournament from Fig. 1, or |C| > 1
and T is reducible. Therefore we can assume

(6) A+0+B.
If C = 0, then dy(uy, uo) > 2 and therefore
(7 C#0.
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One sees that for any line u,a, where a € A, at least one of the following two
assertions is true:

(i) dr_ua(us, @) > 2,
(ii) there is b € B with dy_, ,(uy, b) > 2.

As T'is a tournament, there is at most one a € 4 with (i) but without (ii). If such
a point a exists, then it is denoted by a, and we have immediately ’

(8) forany ae A — {a,} itis agae E(T),
9 for any ce C itis aoce E(T),
(10) there is at least one b € B with aob € E(T) (for otherwise dr(ao, u,) > 2).

Thus for any a € A — {a,} the assertion (ii) holds. Choose arbitrarily one of such
points b and denote it by f(a). In this way we have defined a mapping f: 4 —
— {ao} - B. Obviously

(11) for any ae A — {ao} we have af(a)e E(T), but a' f(a)¢ E(T) whenever
a’' € A — {a}. Especially f(a) + f(a’) whenever a + a'.

Further we see that
(12) for any f(a) and any ce C it is f(a)ce E(T).

Now we shall consider the lines bu, for b e B. One can find out that there is at
most one be B with dy_,, (b, uo) > 2 and with dy_,,(a, ue) < 2 for any a € A.
Denoting this point b (if any) by b,, we see that

(13) for any be B — {b,} it is bb, € E(T),
(14) for any ce C itis cby e E(T),
(15) there is at least one a € A with ab, € E(T) (for otherwise dr(uo, bo) > 2).

Thus for any b € B — {b,} there is a € A with dr_,,,(a, uo) > 2. One of such points
a can be chosen arbitrarily and denoted by g(b). For this mapping g : B — {bs} — 4,
we have

(16) for any be B — {bo} it is g(b) be E(T), but g(b) b’ ¢ E(T) whenever b’ e
€ B — {b}. Especially, g(b) + g(b’) whenever b + b'.

Further we have
(17) for any g(b) and any ce C it is cg(b)e E(T).
Now we assert that

(18) there is no point be B — {bo} with a, = g(b).
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In the opposite case the assertion (17) contradicts (9) (see also (7)). Analogously
we have

(19) there is no point a€ A — {ao} with f(a) = b, .

Put 4 — {ao} = {ay,a,,...,a,} and B — {bo} = {by, by, ..., b,}. There are the
following five possibilities (a) to (e):

(a) Neither a, nor b, exist. Then r 2 1 and s 2 1 (cf. (6)). Without loss of
generality we can put f(a;) = b, (i = 1,2, ..., r) (see (11)). Then by (16) we have
g(b)=a; (j=1,2,...,r), r =s and there is no line a;b; except for the case
i=j(i,j=12..,5)

(b) The point a, exists but the point b, does not exist. Then we can assume
aob, € E(T) (see (10)) and f(a;) = b;yy (i = 1,2, ..., 1) (cf. (11)). However, g(b,) *
+ a, by (18) and g(by) + a; (i = 1,2, ...,r) by (16), i.e. g(b) is not defined and
therefore the case (b) is not possible.

(c) The point by exists but the point a, does not exist. This case is not possible.
The proof is similar to that of (b) and can be left to the reader.

(d) The points a, and b, both exist and ayb, € E(T). Then we can assume f(a;) =
=b; (i=1,2,...,r) (see (11)). The case s > r is not possible (g(b,.,) would not
exist by (16)). Hence r = s. Further, according to (11) and (16) we have f(a;) = b,
g(b;) = a; (i = 1,2, ..., 5) and there is no line a;b; except for the case i = j (i, j =
=0,1,...,59).

(¢) The points ay and by both-exist and agb, ¢ E(T). We can assume aob, € E(T)
(see (10)) and a,b, € E(T) (see (15)). Then by (11) we can assume f(a;) = b; (i =
= 2,3,...,r). According to (16) the case s > r is impossible (g(b, +) would not exist).
Thus r = sand g(b;) = a; (i = 2,3, ..., s). Then f(a,) = b, (cf. (11)) which contra-
dicts (19). Hence the case (e) is not possible.

Thus there are only two possible cases, namely (a) and (d). According to (9), (12),
(14) and (17) we obtain the direction of every line connecting C with A or B. So the
illustration in Fig. 6 can be used for both cases (a) and (d). (Note that there is no
line a;b; with i + j (i,j = 0,1, ..., 5).) Now we assert

(20) if for some i and j both the lines aa; and b.-b,j exist, then the line b,a; is
superfluous.

This fact can be easily verified with the aid of Fig. 6. Indeed, for any a e A — {a,}

and be B — {by} there are paths buoa, buya;, a,a; and bb; not containing the
line b;a;. Further we assert that
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(21) T(A) and T(B) are acyclic tournaments and moreover, if we put a; for b,

(i=0,1....,5), then T(A) and T(B) appear to be mutually converse tour-
naments.

Indeed, if T((A) contains a cycle, then it contains also a cycle of length 3, say, a,aa,4;.
Then by (20) we have b;b; € E(T). However, then the line b;a; appzars to be super-
fluous (cf. Fig. 6). (Note that the paths b;b; and a;a,a; exist.)

Now we are going to consider the cases (a) and (d).

The case (a). Consider the sink (see (21)), say, a, in T(A4). Then b, is the source in
T(B) and we see that T is reducible (put a, = u’ and b, = u” in Theorem 1) which
contradicts our assumption.

W = U, X Uy =W,
S—
ao —§<——— bO
- ™~
a, = b,
a,o —> b,
ago — O b,

C

Fig. 6.

The case (d) At first let us consider the case s = 0. If |C| = 1, then we obtain the
tournament in Fig. 2. If [C| > 1, then there are c, ¢’ € C with ¢’c € E(T) and the
line ayc appears to be superfluous as can be easily seen. If s > 1, then using the
same proof as in the case (a) we can show that Tis reducible.

This completes the proof of the case (I).
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(I) m=2and kK=0. .

Then Tcontains the line y = u,u, and we have dr_ (u,, uo) > 2 or dp_,(us, uy) > 2
(cf. Fig. 7). In the first case we have bu, € E(T) for any b € B. If we put x’ = u,u,,
then dy_,(uy, u,) > 2 which contradicts our assumption on m (see (2) and (3)).
The other possibility gives u,a € E(T) for any a € A. Then, however, dr_ (uo, uy) > 2
which contradicts (2) and (3) again. So the case (II) is impossible.

(II) m =2 and k = 1.

Like (II) this case appears to be impossible, too.
This completes the proof of Theorem 2.

y

Fig. 7.

Corollary 2.1. There is no e-critical tournament with diameter 2 and with even
number of points.

Corollary 2.2. There is exactly one e-critical tournament with diameter 2 and
with three points. For every odd p = 5, there are exactly two e-critical tournaments
with diameter 2 and with p points.

Proof. It is sufficient to show that for any tournament T constructed by Theorem
1, there is exactly one tournament T from which T can be constructed. This follows,
however, from the properties of the points u’ and u”.

Corollary 2.3. Every e-critical tournament with diameter 2 is v-critical.

The converse of Corollary 2.3 is not true, however, This can be seen with the aid
of the tournament T from Fig. 8. T has diameter 2. Since dr_,,(ve, v3) > 2,
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dr—,,(v4s v3) > 2 and analogously (owing to the symmetry) for all other points,
T is v-critical. However, d(T - vlvz) = 2, i.e., Tis not e-critical.

Note that there is no v-critical tournament with four points. Using the tournament
from Fig. 8, Theorem 1 and Corollaries 2.2 and 2.3, we have

Vs Ve
Vs Vs
Fig. 8.
W= U, X Uy=w,

Fig. 9.

Theorem 3. For p = 3 and any integer p = 5, there exists a v-critical tournament
with diameter 2 and with p points.

All examples of e-critical tournaments that we have given up to here are with dia-
meter 2. The following theorem justifies this fact.

Theorem 4. There is no e-critical tournament with diameter d = 3.

Proof. Assume that there is an e-critical tournament T with a diameter d = 3.
Repeating the reasoning in the beginning of the proof of Theorem 2, we can obtain
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Up .y

Fig. 10.

"
5

(1) to (5). As d = 3, there is no line ab with a € 4 and b e B. Now it is sufficient

to consider the following two cases.

(I) m = 1 (cf. Fig. 9).

(The dashed lines in Fig. 9 represent lines with unknown direction.) It is clear that

C * 0 (for otherwise dy(uy, up) = o). If 4 U B = 0, then either |C| > 1 and any

line ¢yc, (4, ¢, € C) is superfluous or |C| = 1 and d(T) = 2 which is impossible,
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too. Therefore A U B + (. If A = (, then any line bu, where b € B is superfluous
as can be verified (cf. Fig. 9). If B = 0, then any line u;a where a € 4 is superfluous.
Thus A + 0, B + 0, and C # 0. Then, however, any line ba, where ae A and
b € B, appears to be superfluous. Hence the case m = 1 is impossible.

(M mz2-

As the path u,uy ... u, is a shortest w; — w, path, there is no line u;u; whenever
Jj — i = 2. According to (l), there is no line u;b with i < k — 1, b e B, and no line au;
with a e A, j 2 k + 2. These facts are illustrated by Fig. 10. (In this figure, any full
line has priority over a dashed line, e.g. if kK = 0, then all lines u,a with a € A
exist.) If A = 0, then dy_,,,, (4o, uy) = o, i.e., by (2) and (3) we have m = 1 which
contradicts our assumption. Therefore A + (. Analogously B + 0 (for otherwise it
would be dr—,, 4. (Um-15 Upm) = ).

Now we assert that any line z = bya,, where ay, € A and b, € B, is superfluous.
As dr_ (b, a) < 2 for any a € A and any b € B, it is sufficient to verify that

(i) for any path of the form bya,v, where v ¢ A, there is a b, — v path of length
not exceeding 2 and not containing the line z. This is clear (cf. Fig. 10) except the
case v = u,,{ with k + 1 = m — 1. In this case, however, there is no line u,w
with w e B (existence of such line would contradict (1)). Thus bgu,u,  is the required
path.

(i) for any path of the form vb,a,, where v ¢ B there is a v — a, path of length
not exceeding 2 and not containing the line z. This can be easily verified (cf. Fig. 10)
except the case v = u; = u,. In this case, however, there is no line wu, with we 4
(see (1)). So we can take the path u,u,a,.

Hence neither the case m = 2 is possible and the theorem is proved.

Thus we have the full characterization of all e-critical tournaments. Nevertheless,
we have not succeeded in proving or disproving the existence of a v-critical tourna-
ment with diameter d = 3. We conjecture that there exists an integer d, such that
there is no v-critical tournament with diameter d = d,,.
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&asopis pro péstovani matematiky, roé. 100 (1975), Praha

ON A CERTAIN DISTANCE BETWEEN ISOMORPHISM CLASSES
OF GRAPHS

BOHDAN ZELINKA, Liberec

(Received June 24, 1974)

In [1] V. G. VizING advanced the problem to find a criterion for recognizing
whether two given graphs with n vertices each are isomorphic to subgraphs of the
same graph with n + 1 vertices. Here we shall study this problem more generally.

Theorem 1. Let n be a positive integer, k a non-negative integer. Let G; and G,
be two graphs, each with n vertices. Then the following two assertions are equivalent:

(1) There exists a graph G with at most n + k vertices having two induced sub-
graphs G| and G} such that G} = Gy, G, = G,. '

(2) There exist isomorphic graphs Gi, G5, each with at least n — k vertices, such
that G7 is an induced subgraph of G; and G is an induced subgraph of G,.

Remark. The graphs mentioned in this theorem may be directed or undirected,
with or without loops and multiple edges.

Proof. (1) = (2). If two sets with n elements each are subsets of a set with at most
n + k elements, then their intersection has evidently at least n — k elements. Thus
the intersection of vertex sets of G and G} has at least n — k elements; this set
induces a subgraph G” of G and of both G; and G} and is isomorphic to a subgraph
G of G and to a subgraph G} of G,.

(2) = (1). For the sake of simplicity assume G, and G, vertex-disjoint. (This is
no substantial restriction, because we deal with isomorphism.) Let ¢ be an isomorphic
mapping of G onto Gj. We identify each vertex v of G| with its image ¢(v). The
graph obtained from G; and G, in this way will be denoted by G; evidently it has
at most n + k vertices. If we put G; = G, G5 = G,, the proof is complete.

On the system &, of all isomorphism classes of undirected graphs with n vertices
without loops and multiple edges we can introduce a distance ¢ defined so that if
G, e, 6,e%, and n + k is the least possible number of vertices of a graph
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containing induced subgraphs from the classes ®; and ®,, then §(®,, 6,) = k.
(An isomorphism class of graphs is the class of all graphs isomorphic to a given

graph.)

Theorem 2. Let &, be the system of all isomorphism classes of undirected graphs
with n vertices without loops and multiple edges. If &€ &,, ®,€ ¥, and n + k
is the least possible number of vertices of a graph containing induced subgraphs
from the classes ®; and ®,, then denote 6(®,, ®,) = k. The system &, with the
functional d is a metric space.

Proof. If &; = ®,, then the least possible number of vertices of a graph con-
taining subgraphs from ®; and ®, is n, because such a graph is an arbitrary graph
from ®, = ®, and it has n vertices. Thus §(, ®,) = 0. Now if (G, G,) = 0,
there exists a graph with n vertices containing induced subgraphs from &; and ®,.
Each graph from a class of &, has n vertices and a graph with n vertices contains
exactly one induced subgraph with n vertices, namely itself. Therefore this graph
belongs to both , and ®, and thus G, = &,. The equality §(6,, 6,) = §(6,, 6,)
for any &, &, follows from the definition of §. Now let &, € S,, ®,€S,, G, € S,
and let §(6y, ,) = ky,, 8(®,, ;) = k,;. There exists a graph G, with n + ky,
vertices containing induced subgraphs G, € &;, G, € ®, and a graph G,; with
n + k,; vertices containing induced subgraphs H, e &,, H; € ;. As both G,
and H, belong to ®,, we have G, =~ H, and there exists an isomorphic mapping ¥
of G, onto H,. This is an isomorphic mapping from G,, into G,,. By identifying u
with y(u) for each vertex u of G, from G, and G,; we obtain a graph G. This graph
has (n + ky;) + (n + ky3) — n = n + kg, + k,; vertices and contains G, € &,
and H; € G, as induced subgraphs. This means

5(61, @3) é k12 + k23 = 5((51_, 62) + 6(62, @3) ,
which is the triangle inequality for 4.

Theorem 3. Let ®;, ®, be two isomorphism classes from &,. (¥, and & have the
same meaning as in Theorem 2.) Let & or &, be the isomorphism class consisting
of complements to the graphs of ®; or ®,, respectively. Then

5(61, 62) = 5((51a (52) c

Proof. There exists a graph G with n + &(031, ®,) vertices containing induced
subgraphs G, € G, G, € 6,. Then the complement G of G contains induced sub-
graphs G;, G, which are complements of G;, G, respectively. It has also n +
+ 8(®4, ®,) vertices and G; € G, G, € G,, thus §(6,, 6,) < (6, ®,). On the
other hand, interchanging &, &, and 6,, , in our argument we obtain §(6,, 6,) <
< §(6,, ®,) and thus (G, 6,) = §(6,, 6,).
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Consider a graph 2, whose vertex set is &%, and in which two vertices &, € &,,
6, € &, are adjacent if and only if §(®,, 6,) = 1. It is easy to prove that the distance
of vertices in 9, is 0. The diameter of 2, is n — 1; this is the distance between the
isomorphism class consisting of complete graphs and the isomorphism class con-
sisting of graphs without edges. The distance between any other pair of vertices is
less than n — 1, because if a graph G; has edges and is not complete, it contains
both kinds of two-vertex subgraphs and thus there exists its two-vertex subgraph
which is isomorphic to a subgraph of an arbitrary other graph G,. (All considered
graphs have n vertices.) According to Theorem 1 then there exists a graph with at
most 2n — 2 vertices containing induced subgraphs isomorphic to G, and G,.

We have restricted our consideration to undirected graphs without loops and
multiple edges. Nevertheless, Theorem 1 and Theorem 2 remain valid even if we con-
sider undirected graphs with loops and multiple edges or directed graphs. In Theorem
3 we must consider graphs without loops and multiple edges; otherwise we could
not speak about complements. If instead of &, we consider the set of all isomorphism
classes of graphs which may contain loops, then for the diameter of the corresponding
graph we obtain the value n instead of n — 1; this is the distance between the iso-
morphism class consisting of some graphs with n vertices without loops and the iso-
morphism class consisting of some graphs with n vertices with a loop at each vertex.

The investigation of &, seems to be very difficult, because for greater values of n
it is difficult even to determine its vertex set. According to Theorem 3 we can assert
that there exists an automorphism of 2, which maps each isomorphism class &
onto the isomorphism class & consisting of the complements of graphs from 6.
It would be interesting to find the radius of 2,.
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FREDHOLM RADIUS OF A POTENTIAL THEORETIC OPERATOR
FOR CONVEX SETS

IvAN NETUKA, Praha

(Received July 1, 1974)

Introduction. The use, of the method of integral equations for solving boundary
value problems for the Laplace equation dates back to the end of the nineteenth
century. In that period, however, very strong smoothness restrictions on boundaries
of domains in question were imposed. In 1919, J. RADoN [10] studied the Dirichlet
and the Neumann problems for plane domains bounded by curves of bounded rota-
tion, not necessarily smooth. He investigated properties of the corresponding integral
operator and evaluated its Fredholm radius (for the definition see below) in depen-
dence on the character of angular points of the curve. General results for the plane
case were obtained by J. KRAL [2] 1965 (compare also [5] where further references
are found). The Neumann problem with a weak characterization of the boundary
values was investigated by J. Kral [3] 1966 and Ju. D. BuraGo, V. G. Mazia [1]
1967 for general domains in high-dimensional Euclidean ‘spaces.

In order to recall briefly some results of [3] we adopt the following notation.
Suppose that M is an arbitrary open set with compact boundary 0M # 0 in the
Euclidean m-space R™ (m > 1). Given xe R™, 0eI' = {ze R™; |z| = 1} and 0 <
<r= +oo, let n)(f, x) stand for the total number of all points ye Hj(x) =
= {x + 00; 0 < ¢ < r} such that every neighborhood of y meets both Hy(x) n M
and Hy(x) — M in a set of positive linear measure. (Such a point y is termed a hit
of Hg(x) on M.) The function 6 — n}(6, x) is a Baire function and one may put

vM(x) = f n¥(0, x) dH,,_(6)
r
where H,,_, denotes the (m — 1)-dimensional Hausdorff measure. We shall denote
V3! = lim sup v¥(y).
r-»0+ yedM
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Let us fix now an open set G with compact boundary B % @ and denote by C'(B)
the Banach space of all finite signed Borel measures with support in B. With each
u € C'(B) we associate its potential

Un(x) = Lp(x — y) du(y)

corresponding to the kernel p(z) = |z|>™™/(m — 2) or p(z) = log (1/|z|) according
to m > 2 or m =2 and we form the distribution NsUp (termed the generalized
normal derivative of Uy) over the space 2 of all infinitely differentiable functions ¢
with compact support in R™ defining

{p,NsUp) = J- grad ¢(x) . grad Up(x) dx .
G

It follows from the results of [3], [4] that
(1) Vs <o

is a necessary and sufficient condition for the representability of NoUu by means

of an element of C'(B) for any u € C'(B). In connection with the applicability of the
Riesz-Schauder theory to the operator equation

(2) NGUIJ =V
over C'(B) (under the hypothesis (1)) it is useful to write (2) in the form
[3AI' + (NoU — 3AI)] p = »

(where A = H,,_,(I') and I’ stands for the identity operator on C'(B)) and consider
the quantity

€)) o(NgU — 34I') = igf INeU — 341’ — 0|

where Q varies over the space of all compact operators acting on C’(B). Note that the

reciprocal value of the quantity (3) is usually called the Fredholm radius of the
operator NoU — 4AI' and that the inequality

o(NgU — 3AI') < 34

permits one to apply the Fredholm theorems to the equation (2). The quantity (3)
is evaluated in [3] in terms of v7(x) and the m-dimensional density dg(x) of the set G
at x and also the relations between analytical properties of the operator NoU — 1AI’

and geometrical properties of G are studied there. If, in particular, the interior of the
closure G of G coincides with G, then

o(NgU — 34I') = V¢

(see [3], Lemma 3.4, Theorem 3.6 and [8], Lemma 30, Theorems 27, 29).
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The main objective of this note is to evaluate w(NgU — $AI') in terms of dg
for convex G, which shows that boundary value problems for convex sets can always
be treated by means of the Fredholm method. This follows from the following

Theorem. Let G = R™ be an open convex set with compact boundary B =+ (.
Then there is y, € B such that

() @lNeU — 3AT) = sup AY ~ dg() = AL ~ o) < 4.

Corollary. The operator NoU — Al is compact if and only if dg(y) = 4 for any
yE€B.

The formula (4) represents an m-dimensional analog for convex sets of Radon’s
result on the Fredholm radius of the corresponding operator for sets bounded by
curves of bounded rotation (cf. also [11], Chap. V, No. 91).

The relations between convexity of a set and positiveness of an operator of the
generalized double layer potential is also studied and sets for which the equality
v = Ad,; holds on M are characterized (see Theorems 11 and 14).

1. Notation. For an open set M = R™ and z € R™ we denote

QM(z) ={0erl; Hy(z) n M + 0}
and define
a"(z) = Hoo (07(2))-

In what follows, G will be a set satisfying the hypotheses of the above theorem. It
is clear that it suffices to prove (4) under the additional assumption that G contains
the origin. Hence we shall suppose that 0 € G and for ¢ > 0 we set

G, ={oy; yeG}.
2. Lemma. Let 0 < 0 £ 1t £ 1 and xe R™. Then

a%(x) = a%(x), oljrln—ac"(x) = a%x).

Proof follows easily from the relations Q%(x) > Q(x) and

U 0%(x) = 0%(x).

ee(0,1)

3. Lemma. If g€ (O, 1), then the function a® is continuous on R™ — 59
Proof. Since G, is convex, we have

a%(x) = $v8(x) < 44, xeR" - G,.
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Using formula (2.16) of Lemma 2.12 in [3], we obtain

aG°(x) = 1"’ ln_(X)__(:y:_x_)_l de_l(y) s xe R™ — 6‘;’
2, |y ==

which shows that the function a® is continuous on R™ — G,. (We have denoted
by n(y) the Federer normal of G, at y.)
4. Proposition. a® is a lower semicontinuous function on R™.

Proof. It follows from Lemmas 2, 3 that the restriction of a® to R™ — G is a lower
semicontinuous function. Since we have for any z € G and x € R"

a%(x) £ 4 = a%(2),
we see that a¢ is lower semicontinuous on R™.

5. Corollary. d; is a lower semicontinuous function on B and there is y, € B
such that

yeB
Proof. Proposition 2.6 and Lemma 2.7 in [3] imply the equality
(5) a%(x) = Adgx), xeB.

By Proposition 4, d; is a lower semicontinuous function on B and, consequently,
there is y, € B such that inf dg(y) = dg(y,). By Lemma 2,

yeB

dG('yo) > A7 a%(yy) >0
for any o € (0, 1).
6. Lemma. For any ¢ > 0 there is ¢ > 1 such that for each z € B the inequality
(6) a%(oz) = Ainfdg(y) — ¢
yeB
holds.

Proof. Suppose that the assertion of the lemma is false. Then there is an ¢ > 0
and points y, € B such that for z, = (1 + 1/n) y, we have

a%(z,) < Ainfdg(y) — .
yeB

Since the set B is compact we may suppose y, — yo € B. Then z, - y, and

lim inf a%(z,) < Ainfdg(y) — ¢ < Adg(yo) — €,
yeB

n—ow

which contradicts the fact that a® is lower semicontinuous at y, (see also (5)).
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7. Proof of the theorem. We know (see Lemma 3.4, Theorem 3.6 in [3] and
Theorems 27,29 and Lemma 30 in [8]) that

o(NgU — 3AI') = lim sup v§(y) =

r—+0+ yeB

= lim sup [4]} — dg(¥)| + v¢(¥)] 2 SUP A% - dg(v)) -

r—»0+ yeB
Hence in order to prove (4) it is sufficient to establish only the inequality

(7 sup A(3 — dg(y)) 2 lim sup v¥(y)

yeB r—+0+ yeB

because the rest follows by Corollary 5.
Fix ¢ > 0 and choose ¢ > 1 by Lemma 6. Since 0G, and G are disjoint compact
sets we can find r > 0 such that

dist (y, G) 2 re

for any y € 0G,. Consider now z € B. The set G, being convex, there is a closed half-
space P such that ¢z € 9P and G, = P.If 0 € I' is chosen in such a way that Hy(¢z) n
NP =0, then Hy(ez) n G, = 0. Further, if 6eI' and Hy(¢z) n G * @, then
H{(ez) = G,. Hence for these 0’s there is no hit of H{'(¢z) on G, and we conclude
that

®) of2(07) S 34 — a¥(c2).
Since obviously v3¢(ez) = v{(z), (8) and (6) yield
v¥(z) S 44 — a%(gz) S 34 - 4 ing dg(y) + ¢
ye
Consequently,

lim sup vf(y) < sup v(y) = sup A} — dg(y)) + ¢

r—~0+ yeB

which proves (7).
The proof of the theorem is complete.

8. Notation. For x € R™ and r > 0 we denote Q(x) = {zeR™ |x — z| < r}. In
the rest of this note we shall suppose that M is a non-empty open set with compact
boundary,

) | oM = §R™ — M)
and
(100 . Vo' < .
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Note that by [4], remark on p. 596, (10) implies
sup vi(y) < .
yedM

2 will stand for the Banach space of all bounded Baire functions on dM equipped
with the usual supremum norm. Fix ze R™ and @ e I'. As in [3] we put for t > 0

s(t; z,0) = ¢ (= £1),
if there is 6 > 0 such that
z+(t+o01)0eR" -~ M, z+(t—o1)0eM

for a.e. T€(0, 8); otherwise we set s(t; z, 8) = 0. Of course, if s(t; z, 6) % 0, then
z + 10 is a hit of H,‘,”(z) on M. Consequently, we can define as in Lemma 2.5 of [3]
for any fe #

Wf(z) = jr{:zof(z + 10) s(t; z, 0)} dH,,—,(0), zedM.

It turns out that the function z — Wf(z) is a bounded Baire function and
W:f W

is a bounded linear operator acting on # (see [3], Sec. 2 and [7], Sec. 7). It should
be noted here that Wf is a generalized double layer potential — see Sec. 2 in [3]

Let us finally denote by f, the function identically equal to 1 on dM and recall
that, by Lemma 2.2 in [3],

(11) veo(2) ="sup {|Wy(2); g€ #, |g| < 1}
and
(12) A dy(2) = Wio(2)

provided M is bounded (see Proposition 2.6 and Lemma 2.7 in [3]).

9. Lemma. Let D = R™ be an open bounded set, z€ R™ and let H, stand for
the linear measure. For 0 € I' define

9(6) = H(Hg(z) n D).
Then g is a lower semicontinuous function on I'.

Proof. Fix 6,eTl and ¢ < g(00). There is a finite number of disjoint closed
segments contained in Hg)(z) n D such that the sum of lengths of these segments
exceeds c. Obviously, for any 0 € I' belonging to a suitably chosen neighborhood
of 6, we have g(0) > c.
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10. Lemma. Suppose that the set M is not convex. Then there is z € 0M with

dy(z) = %, a Borel set T', = I', H,,_4(I";) > 0, and a strictly positive real function ¢
defined on I', such that

M, = {z + 0(0)6; 0cT)
is a Borel subset of 0M and s(¢(0); z, 0) = —1 for any 0 € I,.
Proof. Since M is not convex, (9) holds and the set
{xedM; dy(x) =%

is dense in 0M (see Lemma 14 in [8]), we can find z € M with dy(z) = %, 0, €T,
0 < t° < ! and r > 0 such that

Q(z+1°0)cR"— M, Qfz+1t0)cM.
According to the hypothesis v%(z) < oo so that
(13) n¥0,z) <

for H,_; — a.e. 0eI. Let I', = I be a Borel set such that H,,_,(I';) = 0 and that
for each 6 € I' — I', the relation (13) holds. Observe that for these 6’s the set Hg’(z) N
N M is Hy-equivalent to a finite union of disjoint open segments. Denote

ry={0er; HY(z) n Q,(z + 1'0,) + 0}

and put I', = I'y — I',. Obviously, I', is a Borel set and H,,_(I",) > 0.
Let us now fix € I', and put

@(0) = sup {t > 1% {z + 00; 0€(t°, 1)} " M = 0}.

Of course, t° < ¢(0) < t' and one easily verifies that z + ¢(0) 0 is a hit of Hg(z)
on M and there is 6 > 0 such that

H({z +10; p(f) <t <t+6} —M)=0.

Consequently, s(¢(6); z, 0) = —1 for each 0 eT,.

We intend to show that ¢ is a Baire function on I',. The proof of this fact is pat-
terned after Mafik’s proof of Lemmas 27, 28 in [6].

For 0 < a < b we denote Q, , = Q,(z) — Q,(z) and
N, ={0el; H(HP(z) nM nQ,,)=b —a}.

It follows from Lemma 9 (applied to D = M n Q,,) that N, , is a Borel set. One
easily verifies that for any c € R,

{0er,; ¢(0) <c} =UN,,
ab
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where a, b are rational, t° < a < b < ¢. We see that ¢ is a Baire function and the
function  on I, x R' defined by

v([0, 1]) = |e(0) — 1|
is consequently a Baire function on I', x R!. Consider now the mapping
@ :I x (0,0) > R™ — {z}
defined by
o([0,t]) =z + 10.

Then & is a homeomorphism and ®(y _,(0)) is thus a Borel subset of R™. Putting
M, = &(y _,(0)), we check easily that z, I',, ¢, M, have the desired properties.

11. Theorem. The following conditions are equivalent to each other:

(i) M is convex.

(ii) The operator W is positive.

Proof. If M is convex, then evidently s(t; z, 0) = 0 for any ze oM, t > 0, 0€eT.
Consequently, Wf = 0 on M provided fe 4, f = 0 on oM.

Let M be non-convex and let z, M, I',, ¢ have the same meaning as in Lemma 10.

Denote by f; the function equal to 1 on M, and zero elsewhere on dM. Then, by
Lemma 10, f; € # and since H,,_4(I";) > 0,

(14 Wi(z) = Lfl(z + 0(0) 0) s(0(6); 2, 0) dHyy1(0) = —Hyp_1(I2) < 0

and we conclude that Wis not a positive operator.
The proof of the theorem is complete.

12. Remark. Note that if M is not convex and f; has the same meaning as above,
then Wf, is strictly negative on a set of positive H,,_; measure. Indeed, observing
that Q,i(z) N M, = 0, we assert that Wf; is continuous on Q,0(z) (cf. Lemma 2.12
in [3]) and (14) implies that Wf; is strictly negative on a ball Q with centre z.
H,—1(Q n aM) > 0 follows from the proof of Lemma 14 in [8] (see inequality (45)).

13. Lemma. Suppose that M is bounded and non-convex. Then there is z € 0M
such that
(15) v¥(z) > Ady(z) = 34.

Proof. Let us take z as in Lemma 10 and let f; have the same meaning as above.
We have dj(z) = 4 and |f, — 2f;| < 1 (recall that f, = 1 on dM). Since W f,(z) < 0
(see (14)) we conclude

Wio(z) < W(fo = 2f1)(2) S sup {|Wg(2)); g€ B, |g] < 1}
This yields (15) by (11) and (12).
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14. Theorem. The following conditions are equivalent.

(i) v¥%(z) = A dy(z) for any z e oM.

(ii) Either M is convex or M’ = R™ — M is convex and dy(z) =} for any
zedM.

Proof. Let us start with the following remark. Since both M and M’ are non-void,
we have v¥(z) > 0 for any z e M. Consequently, if either (i) holds or dy = %
on M, then the m-dimensional Lebesgue measure of dM is zero. Indeed, in the
other case, by the well-known density theorem, there would be at least one z € M
with dy(z) = 0. It follows that

(16) dylz) = 1 — dy(z), v¥%'(z) = v¥%(z), zeoM,

by Proposition 1.6 in [3].
First we shall suppose that M is convex. Then, by Theorem 11, W is a positive
operator. Consequently,

Wio(z) = sup{|Wg(z)|; g€ B, |g| = 1}

and (i) follows by (11) and (12).
Let M’ be convex and dy(z) = + whenever z € M = 0M’. We have just proved
that
M'(z) = Ady(2z), zeoM',

and (i) is a consequence of (16). This completes the proof of the implication (ii) = (i).

Suppose now that (i) is true. If M is bounded, then M is necessarily convex, since
otherwise (i) would be violated in virtue of Lemma 13. It remains to consider the case
that M is unbounded. In this case M’ is bounded and, if non-convex,

v¥(z) = v¥'(2) > Adpy(z) = 34 = Ady(2)

for a suitable ze M’ = M — a contradiction. We conclude that M’ is convex.
Since we have already established (ii) = (i) we have by (16)

v%'(2) = Ady(z) = A(l — dy(z)), zeoM,

and, by the hypothesis,
v¥(z) = Ady(z), zeoM.

Using (16) once more, we obtain
Ady(z) = A(1 — dpy(2)),

which yields dy(z) = 4 for any z € IM.
The proof of the theorem is complete.
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15. Remark. Let us note here one easy corollary of the theorem stated in the intro-
duction and Propositions 17 and 25 in [9]: Let G + 0 be an arbitrary open bounded
convex set. If for z € G, p, stands for the harmonic measure with respect to G and z,
then u, and the restriction of H,_; to dG are mutually absolutely continuous
measures.
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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

REPER SITE NA PLOSE
V TROJROZMERNEM AFINNiM PROSTORU

PAavLA BaJAKOVA, Brno

(Doslo dne 1. fijna 1974)

1. Studium kfivek na plose v trojrozmérném prostoru patfi k zdkladnim tématiim
diferencidlni geometrie. R. N. SCERBAKOV k této problematice pfistupuje z nového
hlediska. S&erbakovova reperu lze s vyhodou pouzit ke studiu libovolné konjugo-
vané sité. Pfi feSeni nékterych geometrickych problému se vSak ukdzala potieba
uzivat reperu, ktery je invariantné pfipojen nikoliv ke konjugované, ale k obecné
siti kfivek na ploSe. Vhodnou modifikaci S¢erbakovova postupu sestrojil takovy
reper v trojrozmérném projektivnim prostoru I. KoLAk [1]. Podobnymi tvahami
se v pfipadg ekviafinniho prostoru zabyvala L. MARKOVA [2].

V tomto ¢ldnku je uZitim Cartanovych metod konstruovédn kanonicky reper obecné
sité kfivek na ploSe v trojrozmérném afinnim prostoru.

Reper v trojrozmérném afinnim prostoru A* je tvofen bodem M s polohovym
vektorem M a tfemi linedrné nezdvislymi vektory e;, e,, e;. Obecny pohyblivy
reper R zdvisi na tfech soufadnicich bodu M a deviti soufadnicich vektorti e, e,, e;,

tedy na dvandcti parametrech. Relativni komponenty ' a w® pohyblivého reperu
jsou uréeny rovnicemi

(1) dM = w'e;, de, = w'e,; i, k=1,23.

V nich o', @* jsou Pfaffovy formy v diferencidlech parametrii, na nichz zdvisi reper R.
Spliiuji rovnice struktury

(2 do' = o* A wp, dof=o]Aol; ijk=1273.

V prostoru A% uvaZujme libovolnou nerozvinutelnou plochu opsanou bodem P
s polohovym vektorem P, kde P = P(u, v) je vektorovd funkce dvou argumentiL.
Ke kazdému bodu P pfifadime pohyblivy reper tak, Ze jeho vrchol M splyne s bo-
dem P. Tento reper Ry zdvisi na dvou hlavnich parametrech u, v a deviti parametrech
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vedlejsich. Jako obvykle oznacme 6 diferencovdni takové, ze du = 0, év = 0. Tedy
5M=eie,-, 6ei=e’;ek; i,k=1,2,3.

Pti uvedené volbé reperu jsou formy w', w?, w* hlavni.

Reper Ry budeme nyni volit tak, aby vektory e,, e, lezely v te¢né roviné plochy
P(u, v). Tento poZzadavek je vyjddfen rovnici

(3) w =0.
Vnéj$im diferencovdnim této rovnice a uzitim Cartanova lemmatu dostaneme
4) 0} = ao' + bo?, w3 = bo' + cw?,

z &ehoz je vidét, Ze Pfaffovy formy w3}, w3 jsou hlavni. Ziskali jsme tak reper R,.
ProdlouZenim rovnic (4) obdrzime

%) da — a2w} — w3) — 2bw} = mo' + no?,
db — b(w; + 03 — ®3) — aw) — cw} = no' + pw?,
de — 203 — ®3) — 2bw) = po' + qw?.

Pfi zméné€ vedlejSich parametri plati

(6) Sa = a(2e; — e3) + 2be},

5b = ble] + e5 — €3) + aey + ce,
dc = c(2e3 — €3) + 2be; .

Z rovnic (6) je pfedeviim vidét, Ze volba a = b = ¢ = 0 m4d invariantni charakter.
Body, v nichZ by byly splnény rovnice a = 0, b = 0, ¢ = 0, vylou¢ime z nasi uvahy.

2. Na plose mé&me libovolnou sit S = {S;, S,}, kde S, S, jsou vrstvy sité S.
Predpoklddejme, Ze sit neobsahuje Zddnou vrstvu asymptotickych kfivek. Uvazu-
jeme-li okoli jistého bodu plochy, bude C; (i = 1, 2) znagit k¥ivku vrstvy S; prochdze-
jici timto bodem. Ke kazdému bodu sité S pfifadime reper R,, ktery budeme speciali-
sovat tak, aby pfimka (M, e,), resp. (M, e,) byla te¢nou kfivky jdouci bodem M
a nélezici vrstv€ S, resp. S, sité S. Pfimky (M, e,), (M, e,) budou nyni pevné, takze

[es,e,] =0, [Je,e,]=0.
Odtud plyne e? = e} = 0 a tedy Pfaffovy formy w?, } jsou hlavni. PoloZime-li
@) o) = lo' + pw?, o) =o' + ow?,

385



dostaneme reper Rs. Vzhledem k tomuto reperu md sit S diferencidlni rovnici
w'w?=0.

Budeme ji proto nazyvat parametrickou siti.

V dal$im budeme pfedpoklddat, Ze parametrickd sit S neni konjugovand. Tento
pfedpoklad je vyjddfen vztahem b + 0, jak je vidét z rovnice

a(w')? + 2bw'w? + (w?)? =0

asymptotickych kfivek na plose P(u, v).
ProdlouZenim rovnic (7) dostaneme

(8) di + 03 - 20}) — po} + a0} = ew! + fo?,
du — po! — ok + bo? = fo' + go?,
dv — vo} — 0w? + bw} = ho' + ko?,
do + o(@] — 203) — vo; + cw} = ko' + lo?.

Pii zméné vedlejich parametri tedy plati

) oA = A(2e} — €3) — ael,

ou = ”ei - beg s
év = vej — be},
b0 = of2ek — f) — cel.

Pfejdéme nyni k dalsi specialisaci reperu. Vektor e; budeme volit rovnobéZng
se smérovym vektorem e priise€nice oskula&nich rovin kfivek w' = 0, w? = 0.

Oskuladni rovina parametrické kfivky w' = 0, resp. w? = 0 v bodé M je urdena
vektory d,M, d2M, resp. d;M, d’M, pfi¢em? index 1, resp. 2 znadi diferencovani
podél kiivky w? = 0, resp. w! = 0. UvaZovand volba je vyjddiena rovnicemi

(diM,d;M,e;) =0, (djM,d,M,e;) =0,

z nichz A = 0, ¢ = 0. Z (9) plyne e; = 0, e = 0, takZe formy w}, ®3 jsou hlavni.
Obdrzime tak reper Rj, ktery zdvisi na dvou hlavnich a tfech vedlej$ich para-
metrech. Pro tento reper ziskdme z rovnic (7) a (8) vztahy

1___k+V2wx 1,

0} = pw?, o) + - 0?,
c c
2
e . +
0} = vo', w§=—w1+f b o,
a a
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Situace v reperu R; je pfehledné vyjddiena rovnicemi
de, = eje;, de, = ele,, e, = ele,.

Vidime, Ze vedlejdi parametry ovliviiuji jen normalisaci vektori e,, e,, e;, sméry
vektorli zdvisi na hlavnich parametrech u, v. Proto dal§i specialisace reperu R,
budou voleny tak, aby normalisovaly vektory ey, e,, e;.

Normalisujme nejprve vektory e,, e,.

Uvazujme kongruenci vytvofenou pfimkami (M, e,). Bod F = M + xe, je ohnis-
kem kongruence pravé tehdy, kdyZ [dF, e;] = 0. Z této podminky dostaneme dvé&
rovnice

xo? =0, o+ x0?=0.
Reseni x = 0 prvni rovnice uréuje bod M a druhd rovnice ddvd 1 + xu = 0. Druhym

ohniskem je tedy bod

F1=M—le1.
u

Nyni uvaZujme kongruenci pfimek (M, e,). Analogicky vyjde pro druhé ohnisko F,
této kongruence vztah

F2=M——e2.
v

Vektory e, e, budeme normalisovat tak, aby
ee=M—-F,, e,=M-F,.

Této normalisaci odpovidd volba u = v = 1 a z (9) plyne 5 = e; = 0. V ziskaném
reperu R, jsou kromé formy w3 jiz viechny formy hlavni a plati:

' k+1 1
(10) o =w?, ol="Tlyt 4Ly,
c ¢
1
ol =o', w§=5w1+f+ ..
a a

Z (6) obdrzime
(11) da= —ae;, Ob= —bey, dc= — ce;.

Zbyvd normalisovat vektor e;. Za tim udelem uvaZujme pfimkovou plochu P
vytvofenou teénami kfivek vrstvy S, podél kfivky C; a analogicky vytvofenou pfim-
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kovou plochu P,. Plochy P,, P, jsou nerozvinutelné, ponévadz sit S neni podle
predpokladu konjugovand. Ddle uvazujme kvadriku, kterd md dotyk prvniho fddu
s plochami P a P, podél ptislusnych teen ktivek vrstev S; a S, jdoucich bodem M.
Rovnici te¢ny ke kfivce vrstvy S; predpoklddejme ve tvaru

(12) - R=M+le; i=12,
z néhoz
(13) dR = dM + dle; +'Ade;; i=1,2.

Rovnici hledané kvadriky v lokdlnich soufadnicich miiZeme uvazovat ve tvaru
(14) F(X, X) + 21(X) + ago =0,

kde f je bilinedrni symetrickd forma a [ linedrni forma. Pfitom pro X = xe; +
+ ye, + ze; klademe f(e;, €,) = a; = ay;, l(e;) = a;. Diferencovdnim (14) obdrzi-
me podminku dotyku prvniho fddu

(15) f(X,dX) + I(dX) = 0.
Do (14) dosadime vyraz (12) a srovndme koeficienty u mocnin 1. Dostaneme:
f(M, M) + 2I(M) + ago =0, f(M,e)+ l(e)=0, f(e;,e)=0,

kde i = 1, 2. Dosadime-li do (15) z (12) a (13), pfiemZ dbdme toho, aby te¢na (12)
ke kiivce jedné vrstvy sité byla vidy vedena bodem kfivky druhé vrstvy sité, obdrZime:

£(dM, dM) = 0,
£(M, de)) + 2f(dM, e)) + f(dM, de;) = 0,
2f(e;, de;) + f(de;, de,) + I(de)) =0; i=1,2
a uZitim (1)
I(e;) 0w =0,
fleg, &) 0 + l(ej)wp =0; i,k=1,2, i+k,
fle,de)=0; i=1,2.

Z predchdzejicich rovnic dostaneme dgg = ayy = d,, = Ay = Ay = 0, ay, =
= —basg, aj; = azy. a3 = a,o; ddle volime a3, = 1. Ziskdme svazek kvadrik

a33z2 — 2bxy + 2xz + 2yz +2z =0,

ktery nazveme svazkem zdkladnich kvadrik sité S. Uvedeny svazek obsahuje pro
a3 = —2[b paraboloid o rovnici

—2z2 — b?>xy 4+ bxz + byz + bz = 0.
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Jeho prisediky s pfimkou (M e;)jsou Ma Z = M + be,. Volme b = 1, takie

Z=M+e3.

Touto volbou jsme provedli posledni specialisaci reperu a ziskali tak kanonicky
reper pro plochu s danou siti S. Z (11) obdrzime e3 = 0 a z (5) po dosazeni vztahil

(10) vyjde

oo [on (o) (2 8) ]
oo (5 =0) o -0) o]

Kanonicky reper sité S je tedy

dM = w'e; + w’e,,

de;

(A0' + Bw?) ey + w?e, + (a0’ + 0?)e,,
de, = w'e; + (Co' + Dw?)e, + (o' + cw?) ey,

de; = (Ew' + Fw?)e; + (Go' + Ho?) e, + (Ko' + Lo?)e;,

kde
A=E—f’ B=f+1_ ’
a a
c=2tL D=2,
Cc C
G=A4A+/f, H=B+g,
K=A4A+C+n+av, L=B+D+p+cu.

Sit na plose je definovdna soustavou diferencidlnich rovnic

(16)  @*=0,

o} = Aw' + Bo?, o} = o', 0} = Eo' + Fo?,
0! = v?, 03 = Co' + Do?, o} = Go' + Ho?,
o} =ao' + o 0} =o' +co?, o)=Ko'+ Lo®.
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Vnéjsim diferencovdnim této soustavy rovnic obdrZime vnéjs§i kvadratické relace

dAA @ +dB A @ =0'"Aw*(A—AB— B+ BC +aF —E - 1),

dCAro'+dDA@*=0'A0*(C+CD—-D—-BC+c¢G+H+1),
dE A 0' + dF A 0® = 0' A *(—AF + KF + CF — F + E — EL— H),
dG A @' + dH A 0* = 0' A ®*(DG - LG —BG + G— H + KH + E),
dK A @' +dL A 0* = ' A ¥ (E—aF —¢cG—-KB+LC—-H+K-1L),
da Aow'=0'Aw*(4—-2sB+aL+a—-K + C-2),
de Aw'=0"A@*(L+2cC—cK—c—D—B+2)

a kone&né rovnice
1=D—-—F+cE, 1=4A+4+ G+ aH.

V obvyklém oznadeni je g = 10, s; = 7, s, = 3, Q = 13, N = 13. Protoze Q = N,
je soustava (16) v involuci a jeji feSeni zdvisi na tfech libovolnych funkcich dvou
proménnych.
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Zusammenfassung

DAS BEWEGLICHE BEZUGSSYSTEM DES NETZES AUF EINER FLACHE
IM DREIDIMENSIONALEN AFFINEN RAUM

PAvLA BAJAKOVA, Brno

In diesem Artikel wird mittels der Cartanschen Methoden das kanonische be-
wegliche Bezugssystem des allgemeinen Netzes von Kurven auf einer Fliche im
dreidimensionalen affinen Raum konstruiert. Bei der angegebenen Konstruktion
ist das bewegliche Bezugssystem dem Netz schon in der ersten Etappe der Speziali-
sierung zugeordnet. Die Spezialisierungen .des beweglichen Bezugssystems sind
geometrisch charakterisiert.
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

HARMONICKE FUNKCE A VETY O PRUMERU

IvaN NETUKA, Praha

(Doslo dne 16. srpna 1974)

Od doby, kdy S. LAPLACE odvodil, Ze potencidl gravitaéniho pole hmotného télesa
splituje jistou diferencidlni rovnici (pozd&ji pojmenovanou jeho jménem), uplynulo
takika 200 let. Funkce splitujici Laplaceovu rovnici byly v minulém stoleti nazvdny
lordem Kelvinem harmonické funkce a jejich studium se stalo pfedmétem teorie
potencidlu. O harmonickych funkcich byly napsdny stovky védeckych praci a desitky
knih a z teorie potencidlu, kterd tvofila zpocdatku kapitolu matematické fyziky, se
stala velmi rozvinutd samostatnd matematickd disciplina, kterd ovlivnila fadu oblasti
matematiky.

Nasim cilem je v§imnout si pozoruhodné vlastnosti harmonickych funkci vyjadiené
Gaussovou vétou o aritmetickém priiméru (viz véta 2). Vznikd otdzka, do jaké miry
je tato vlastnost charakteristickd pro harmonické funkce a v jakém smyslu plati
,,obrdceni® Gaussovy véty. PrestoZe prvni vysledky z této problematiky byly zndmy
jiZ na pocdtku tohoto stoleti, v poslednich letech se objevila fada praci, které poddvaji
zcela nové vysledky v tomto sméru. Pokusime se predloZit piehled této problematiky
a uvedeme hlavni vysledky (vétéinou bez dtikazil), kterych bylo dosaZeno.

Abychom mohli vysledky pfesné formulovat, zavedeme nejprve oznaceni, kterého
budeme uZivat, a pfipomeneme duleZité definice.

Pro pfirozené ¢islo m znamend E,, m-rozmérny euklidovsky prostor a pro mno-
Zinu M c E,, oznadime M, M a int M uzédvér, hranici a vnitfek mnoziny M. Je-li
x€E, a M c E,, d(x, M) zna&i vzddlenost bodu x od mnoZiny M. Pro y€E,
ar > 0oznadime Q,(y) = {z; |z — y| < r} (koule) a I'(y) = 02,(y). Povrch jednot-
kové koule oznaéime o, jeji objem o,,. Poznamenejme, Ze ¢,, = ma,, a povrch koule
Q,(y) je roven o,r""'; ddle plati p,(2/(y)) = «,r", kde p, je m-rozm&mnd Lebes-
gueova mira v E,,. Je-li funkce u lebesgueovsky integrovatelnd na kouli Q = Q,(y),
poloZime

1
A(u; y, r) = mj u dpy, .
m Q2
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Podobné pro funkci u integrovatelnou vzhledem k plo$né mife o na dQ oznacime

L(u; y, 1) = - :"‘1—_[ u do.
m 2

(0 elementdrnim zavedeni plo$ného integrdlu pies hranici koule se &tendf muzZe
poutit v [45].) Cislo A(u; y, r) (resp. L(u; y, r)) budeme nazyvat objemovym (resp.
sférickym) prim&rem funkce u pfes kouli @,(y) (resp. pres sféru I'(y)). Pro m = 1
je oviem L(u; y, r) aritmetickym primérem &isel u(y + r) a u(y — r).

Zopakujeme si je$té definici a zdkladni vlastnosti harmonickych funkci. Nechf
G c E,, je oteviend mnoZina a nechf u je funkce na G. Rikdme, Ze funkce u je harmo-
nickd na G, je-li tam spojitd a pro kazdé x € G plati

(1) M)z 32 S0H) _ g

Ko 2
j=1 axJ

(Kromé spojitosti zdddme tedy jen, aby napsané derivace existovaly a platila Lapla-
ceova rovnice (1).) Pro m = 1 znamend ovSem (1) rovnici u” = 0, takZe v G < E,
jsou harmonické prdvé vSechny funkce, které jsou linedrni na kaZzdém intervalu
obsazeném v G.

O harmonickych funkcich a o rtznych vlastnostech priméri se Ctendf muZe
poutit napf. v [45], [53], [35], [9], [43]; pro naSe tiCely postati pfipomenout
ndsledujici vétu o vyjddieni harmonické funkce Poissonovym integrdlem.

Véta 1. Necht funkce u je harmonickd funkce na oteviFené mnoziné obsahujici
uzdvér koule Q = Q,y) a necht x € Q. Potom

(2 u(x) = —l—Lnl‘i—_——Iy—:m—xlj u(z) do(z) .

Ol |z — x]

Poissontiv integrdl vyjadfuje tedy hodnotu harmonické funkce v kazdém bodé
koule Q pomoci zndmych hodnot na 0Q. Dikaz véty lze nalézt napt. v [45], [35].
PoloZime-li specidlné x = y, dostdvame ndsledujici vétu.

Véta 2. Necht funkce u je harmonickd v otevFené mnofiné G < E,,. Potom pro
kaZdou kouli Q = Q/x), pro ni Q = G, plati

(3) u(x) = L(u; x, r).

Jinak fefeno, hodnota harmonické funkce ve stiedu koule jé rovna priiméru hodnot
na hranici. Véta 2 se v literatufe uvddi ¢asto jako Gaussova véta o aritmetickém
priméru harmonickych funkci. Citujme zde obecnéj§i vétu, kterou C. F. GAuUSs
uv4di ve své préci z r. 1840 (viz [30], str. 222):
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Lehrsatz. Bedeutet V das Potential einer wie immer vertheilten Masse in dem
Elemente einer mit dem Halbmesser R beschriebenen Kugelfliiche ds, so wird,
durch die ganze Kugelfiiche integrirt,

J‘Vds = 4n(RM° + RRV?)

wenn man mit M° die ganze im Innern der Kugel befindliche Masse, mit V° das
Potential der ausserhalb befindlichen Masse in Mittelpunkt der Kugel bezeichnet,
und dabei die Massen, die etwa auf der Oberfliche der Kugel stetig vertheilt sein
mdgen, nach Belieben den dussern oder innern Massen zuordnet.

Pro pfipad, Ze uvnitf uvaZované koule neni Zddnd hmota, dostdvdme (pro E;)
rovnost (3) PfestoZe véta 2 byvd spojovdna s Gaussovym jménem, byla zndma
dfive. Objevuje se v prdci S. EARNSHAWA (Cambr. Trans. 7, str. 97) v roce 1839
(viz [19], str. 480).

Z (3) ihned dostaneme (integraci) ndsledujici verzi véty 2 pro objemové priméry.

Véta 3. Za predpokladii z véty 2 plati
4) u(x) = A(u; x, 7).

Poznamenejme, Ze néktefi autofi poZaduji v definici harmonické funkce, aby u
méla spojité parcidlni derivace 2. fddu. Potom lze vétu 2 dokdzat bez uZiti Poissonova
integrélu na zdkladg véty o vyjddieni hladké funkce pomoci tfi potencidld (srv. [35]).

Pozoruhodnd vlastnost harmonickych funkci vyjddiend ve vétdch 2, 3 nds ptivadi
k ndsledujici otdzce: Jak vypadaji viechny funkce, které maji vlastnost priméru (3)
nebo (4)?

Zamysleme se nejprve nad touto otdzkou pro pfipad E;. Snadno je vidét, Ze kazdd
funkce f definovand v E,, pro niZ f(0) = 0, m4 vlastnost sférického priméru, pravé
kdyz spliiuje Cauchyovu funkciondlni rovnici

() fGx+y)=f(x) +7(»), x,yeE,.

Nelze ofekdvat, 7e kazdd funkce spliiujici (5) bude harmonickd (tj. linedrni), nebot
vime, Ze existuji nespojitd (dokonce neméfitelnd) fefeni rovnice (5) (viz [40]). Na
druhé stran& viak kaZzdé spojité feSeni (5) je jiz linedrni funkce. Specidln& tedy
spojité funkce, majici vlastnost priméru, jsou linedrni. Jak vypadd tato situace
v prostorech vy$§i dimenze? Je zajimavé, Ze vlastnost priméru vymezuje mezi
spojitymi funkcemi prdvé funkce harmonické.

Véta 4. Nechf G je oteviend podmnoZina v E,, a u je spojitd funkce na G. Potom
ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) u je harmonickd v G;
(ii) pro kazdé te G a kazdér, 0 < r < d(t, 0G), plati

u(t) = L(u; t, r) ;
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(ii) pro kazdé te G a kazdér, 0 < r < d(t, 0G), plati
u(t) = A(u; t,r) 5

(iv) pro kazdé te G a kazdé r > 0, 0 < r < d(t, 0G), plati

-

L(us t,r) = A(us t, 7).

Je uZite&né si uvédomit, Ze pro ptipad souvislé mnoZiny G a funkce u s vlastnosti (ii)
(resp. (iii)) plati ndsledujici ostry princip maxima a minima: JestliZe u nabyvd bud
maxima nebo minima v nékterém bodé z G, potom je konstantni. Je-li totiz M napf.
mnoZina viech bodi z G, v nichZ u nabyvd svého maxima, je M uzaviend v G (u je
spojitd) a z (ii) (resp. (iii)) plyne, Ze M je oteviend. Je tedy bud M = 0 nebo M = G,

P¥i diikazu implikace (ii) = (i) (resp. (iii) = (i)) lze postupovat nyni takto: Zvo-
lime libovoln& y € G a R > 0 tak, aby Qg(y) = G. Stadi ovéfit, Ze u je harmonickd
na Q = Qg(y). K tomu tdelu poloZme

2 2
o(x) = _i_J‘ R_ly al u(z)do(z), xeQ,
omR Joo |z — x|"

a uvazujme funkci w, kterd je rovna 0 na 02 a u — v na Q. VySe uvedeny princip
maxima a minima ddvd w =0 v Q, tedy u je harmonickd v Q (dodejme jeste, Ze w
je spojitd na @ — to plyne z vlastnosti Poissonova integrélu).

Vsimnéme si, Ze véta 5 ddvd ekvivalentni definici harmonickych funkci, v niz se
nevyskytuji Zddné podminky na diferencidlni vlastnosti. O implikacich (ii) = (i),
(iii) = (i) se Casto mluvi jako o obrdceni v&ty o priméru pro harmonické funkce.

Patrné prvni obrdceni véty o priméru se objevuje v r. 1906 v prdci P. KOEBEA
[46], jehoZ v&tu ocitujeme:

Satz. Ist u eine in der Ebene oder im Raume erklirte stetige reele Funktion,
welche inbezug auf jede ganz im Innern des Definitionsbereiches liegende Kreis-
fliche bzw. Kugel die erwdhnte Gaufische Mittelwerteigenschaft besitzt, so ist u
eine Potentialfunktion.

Nezdvisle podobnou vétu dokdzal r. 1909 E. LEv [49] (mimochodem bratr zn4-
mého italského matematika Beppo Leviho) za obecn&jsich pfedpokladii, neZ spoji-
tosti funkce u; dalii oslabeni pochdzi od L. TONELLIHO [66]; viz také H. LEBESGUE
[48] 1912. Diikaz implikace (iv) = (i) z véty 4 Ize nalézt v [5]. Rzné diikazy obrd-
ceni v&ty o praméru se vyskytuji napf. v [9], [13], [44]. Poznamenejme, Ze vétu 4
Ize v riznych smérech jesté zlepsit. Dd se fici, Ze ve vétSiné dalsiho textu chceme
ukdzat, v jakém smyslu je to mozZné.

Zagn&me n&kolika drobnostmi. Misto podminky (i) lze uvaZovat podminku

(srv. [61], [50])
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(ii") pro kazdé s e G existuje posloupnost {r,} kladnych cisel takovd, Ze limr, = 0
a pro vSechna n plati
u(s) = L(u; s, r,) 5
nebo podminkou
(ii") existuje hustd podmnofina H = G (tj. H = G) tak, Ze pro kaidé se H
a kazdér, 0 < r < d(s, 8G), plati

u(s) = L(u; s, r).

Predpoklad spojitosti z véty 4 Ize také oslabit. Pro platnost (iii) = (i) sta&i, aby u
byla lebesgueovsky integrovatelnd na kazdé uzaviené kouli obsaZené v G (srv. [9],
[66]).

V souvislosti s v&tou 4 miZzeme formulovat dva riizné problémy. (Pro jednoduchost
predpoklddejme, Ze u je spojitd na oteviené mnoZin& G < E,,.)

Problém 1. Necht S = G a necht pro kazdé se S a kazdé r, 0 < r < d(s, 9G),
plati u(s) = L(u; s, r). Jak ,,velkd* musi byt mnoZina S, abychom mohli usoudit,
Ze u harmonickad?

Problém 2. Pro ,kolik* polomérii r musime v kaZdém bodé s e G poZadovat
platnost rovnosti u(s) = L(u; s, r), aby u byla harmonickd?

V souvislosti s problémem 1 jsme uvedli, Ze hustd podmnozina je dostatecné
,,velkd“. Daleko hez¢i vétu viak dokdzal pro pfipad G = E,, L. FLATTO [25] 1965.

Véta 5. Necht u je spojitd funkce v E,, a necht S = E,. Predpoklddejme, Ze

int S # 0 (tj. S neni Fidkd). JestliZe pro kazdé s € S a kaZdé r > 0 plati
“u(s) = L(u; s, 1),
potom je u harmonickd v E,,.

Vrdtime se k problému 2 a budeme ponékud piesngjsi. V roce 1956 formuloval
J. Makik [52] ndsledujici ulohu:

- Uloha. Rozhodnéte, zda plati tato véta: Bud f spojitd funkce na mnoZiné G,
kterd je oteviend v E,. Necht ke kazdému s e G existuje r > 0 tak, Ze Q(s) = G
a f(s) = A(f; s, r). Potom je funkce f harmonickd na mnoZiné G.

V [54] 1969 je sestrojen priklad, ktery ukazuje, Ze uvedend véta neplati. V tomto
piikladé je G = E,, a prohlédneme-li si konstrukci, vidime, Ze pro nékterd s je tfeba
zvolit pfislusné r ,,hodn&“ malé a pro jind naopak ,,hodn&*“ velké. Nic se oviem
nezachrdni, ani kdyZ budeme poZadovat, aby pfislusny polomér byl pro viechny
body stejny. Tuto situaci ilustruje ndsledujici ptiklad v E;. Nechf y = a + if, je
(nenulovy) kofen rovnice

sin yr,

"o

=1
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(kde r, > 0 je pfedem zadany ,,polomé&r*). Potom pro funkci

q(t) = e % cos at

(kterd neni linedrni!) plati

& 1 +ro
' q(rl)=5—J'w q(¢)dé, nekE,.

To Ju-ro

Polozime-li napf. u(x) = u(x, ..., x,,) = q(x,), spo&teme, Ze plati u(x) = L(u; x, r,)
pro viechna x € E,, (viz [13], str. 280). Vidime, Ze informace o sférickém &i objemo-
vém priiméru (spojité funkce v E,,) pro jeden polomé&r v kazZdém bodé& nesta&i k tomu,
abychom mohli tvrdit, Ze u je harmonickd. Nic se dokonce nezméni, poZadujeme-li,
aby mnoZina G byla omezend a u spojitd omezend na G. Lze napfiklad sestrojit
funkci f (viz [13], str. 281), kterd je omezend a spojitd na intervalu (a, b) = E;,
nelinedrni, a pfitom pro kazdé x € (a, b) existuje r tak, Zea <x —r<x +r<ba

fx)=3fGx+7r)+ f(x —71).

Pro zmin&nou funkci neexistuji lim f(x), lim f(x) a pozd&ji uvidime, Ze to neni
x—a+ x—=>b—

ndhoda.

K problematice vét ,,s jednim polomérem‘ se je§té vrdatime. Zatim si budeme pa-
matovat, Ze bez dodate¢nych pfedpokladi je jeden polomér nedostadujici. Je piekva-
pivé, Ze dva poloméry jiz poskytuji dostatenou informaci. Pfesnéji to vyjadfuje
tato pozoruhodnd véta.

V&ta 6. Pro kazdé m = 2 pFirozené existuje koneénd mnoZina K(m) tak, %e plati
ndsledujici tvrzeni: Nechf u je spojitd funkce v E,,, a, b riiznd kladnd redlnd ¢isla.
JestliZe pro kaZdé x € E,, plati '

u(x) = L(u; x, a) = L(u; x, b)

a a[b ¢ K(m), potom u je harmonickd v E,,.

Tuto vétu dokdzal J. DELSARTE [15], (1958) (srv. [16], [17]), jiny diikaz podal
L. FLATTO [25]. Oba ditkazy jsou velmi netrividlni a uZivaji ndro¢ného apardtu.
Delsarte popisuje K(m) (zdirazn&me, ze K(m) nezdvisi na funkci u!) jako mnoZinu
kofend jisté specidlni funkce a tvedi, Ze K(3) = 0, tedy v E; plati véta bez vyjimek.
Problém, zda pro ostatni m je K(m) = 0, se zdd byt zatim nefe3eny.

Pfi vySetfovdni vét uvedeného typu se setkdvdme s parcidlni diferencidlni rovnici
hyperbolického typu (Darbouxova rovnice), kterd uzce souvisi se sférickymi praméry.
Zminénd souvislost je popsdna v ndsledujici v&té, jejiz dikaz je uveden napfiklad
v [13], str. 639.

396



Véta 7. Necht funkce u md spojité parcidlni derivace druhého Fadu v E,,, m = 2.
Pro (x,r)eE, x (0, ) polofme v(x,r) = L(u; x, r). Potom pro (x,r)eE, x
x (0, o) plati

- 6zv(x2, r) + *v(x, r) L m= 1 9v(x, r) _ 0.
<1 ox or? r or

Véty delsartovského typu jsou vySetfovdny v &ldnku L. ZALCMANA [71] 1972.
Zformulujeme je (stejn& jako v uvedeném &ldnku) pro pfipad E,. Autor uvddi, Ze
véty plati také pro prostory vys§i dimenze. V ndsledujici vét& je S, (resp. S;) mnoZina
viech pomérii z;/z;, kde z;, z, + 0 jsou komplexni &isla takovd, Ze Jo(z;) = Jo(z;) =
= 1 (resp. Jy(z))[z; = Jy(z4)[z = 1). Pfitom Jo, J; jsou Besselovy funkce. DileZité
je, Ze ,,vyjimeéné*“ mnoZiny Sy, S; jsou spocetné.

Véta 8. Necht funkce u je lebesgueovsky integrovatelnd na kaZdé kompaktni
podmnoZiné roviny E,, a, b necht jsou kladnd riznd Cisla.
JestliZe pro skoro vSechna x € E, (vzhledem k u,) plati

u(x) = L(u; x, a) = L(u; x, b)
(resp.
u(x) = A(u; x, a) = A(u; x, b))

a alb¢ S, (resp. S;), potom existuje funkce @ harmonickd v E, tak, %e ii = u
U,-skoro vSude v E,.

Pozdéji uvidime, Ze podobnd véta plati také pro holomorfni funkce. Nyni se viak
vrdatime zpét k vétdm ,,s jednim polomérem‘. Abychom si udélali pfedstavu, jaké
véty plati, bude vhodné zavést ndsledujici definice. V dal§im bude stdle G neprdzdnd
oblast v E,,. Funkci é definovanou na G nazveme G-pfipustnou, kdyZ pro kazdé x € G
je 0 < &(x) £ d(x, 0G). Lebesgueovsky méfitelnd funkce u na G se nazyvd §-harmo-
nickd, jestliZe pro kazdé x € G je

u(x) = A(u; x, 6(x))
(ptedpokldddme tedy, Ze u je integrovatelnd na kazdé kouli Q‘,(,,)(x)). Z véty 3 plyne,
ze kazdd harmonickd nezdpornd funkce na G je J-harmonickd pro libovolnou
G-ptipustnou funkci 6. (Kazdd harmonickd funkce je d-harmonickd pro kazdou
funkci & splitujici 0 < &(x) < d(x, G).) Nyni maZeme formulovat ndsledujici
problém:

Problém. Za jakych predpokladii na G, 6 a u plati, Ze 5-harmonickd funkce u je
harmonicka?

Ptdme se tedy, za jakych pfedpokladii plati obrdceni Gaussovy véty ,,s jednim
polomérem*.

JiZ vime, Ze pfedpoklady G = E,,, u spojitd, nestaci. Také dokonce nestali G = E,,
u nekone&n diferencovatelnd a & konstantni (ptiklad na str. 396). V dalsim uvedeme
fadu riiznych postadujicich podminek k tomu, aby d-harmonickd funkce byla har-
monickd.
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Zagneme ndsledujicim tvrzenim, které dokdzal F. HUCKEMANN [38] 1954 (viz téZ
str. 22 v [51]).

Véta 9. Necht

a) G=(-1,1);
b) é je libovolnd G-pFipustnd funkce;
c) u je spojitd 5-harmonickd funkce takovd, Ze existuji

x 0
lim j u(1) dt, lim j u(t) dt
x—=1- 0 x=>-1+ x

(event. nevlastni).
Potom je funkce u linedrni.

Dfive, nez zformulujeme dalS§i vétu, pfipomeiime ndsledujici definici. Oblast
G < E,, se nazyvd reguldrni, jestlize pro kazdou spojitou funkci h na dG existuje
feseni Dirichletovy ulohy pfisluiné okrajové podmince h a mnoZin& G (tj. funkci h
Ize spojité rozsifit na G, pfiGemz toto roziifeni je harmonické na G).

Véta 10. Necht

a) G < E,, je omezend reguldrni oblast;
b) & je libovolnd G-pFipustnd funkce;

C) u je stejnomérné spojitd 6-harmonickd funkce na G.

Potom je u harmonickd funkce na G.

Poznamenejme, Ze poZadavek stejnomérné spojitosti je ekvivalentni podmince, Ze
existuje spojité rozsifeni & funkce u na G. Nazname si myslenku diikazu této véty.
Necht v je feSeni Dirichletovy ulohy pfisluSné okrajové podmince # a uvaZujme
funkci w = v — . Funkce w je spojitd na G, anuluje se na hranici a

w(x) = A(w; x, 8(x)), xeG.

Nechf F je mnoZina viech y € G, pro n&Z w(y) = max w(G). Kdyby F = G, zvolili
bychom v mnoZin& F bod x,, ktery md nejblizsi vzddlenost k 0G (F je uzaviend!).
Potom by ale bylo w(xe) > A(w; xo, 6(x,)), coZ neni mozné. Tedy F n G =+ 0
a tedy w < 0. Zbytek dtukazu je snadny. (Srv. s ivahou za vétou 4.)

Prvni tvrzeni typu vét s ,,jednim‘ polomérem se patrné& vyskytuje u V. VOLTERRY
[69] 1909. Véta podobnd v&t& 10 (se sférickymi priméry) je dokdzdna v [13], str. 279,
obecnéjii piipad vysetiuje O. D. KELLOG [42] 1934.

Predpoklady, kladené ve v&t& 10 na G a u jsou velmi silné (a také dikaz byl snadny).
Prvni hlubsi tvrzeni o J-harmonickych funkcich -dokdzali metodami ergodické
teorie M. A. AckoGLU a R. W. SHARPE v [1] 1968, ktefi navdzali na FELLERUV

vysledek z [23]. .
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Véta 11. Necht

a) G je otevieny jednotkovy kruh v Ey;
b) 6(x) = 1 — /(x} + x3) pro kazdé x = (x4, x,) € G;
¢) u je omezend 5-harmonickd funkce v G.

Potom funkce u je harmonickd v G.
(Priméry se tedy pocitaji pfes maximdni kruh obsaZeny v G.)

V nésledujicich vé&tdch se vyskytuje pfedpoklad, Ze dG je tfidy C, (resp. lipschit-
zovskd). Velmi zhruba fedeno to znamend, Ze lokdIn& se dd 0G (pfi vhodné volb&
soutadnic) popsat grafem funkce (m — 1) prom&nnych, kterd md spojité parcidlni
derivace prvniho fddu (resp. je lipschitzovskd).

Dalgi v&ta ndleZi J. R. BAXTEROVI [4] 1972. Diikaz je naro¢ny a navazuje na metody
uzité v [1].

Véta 12. Necht

a) G je omezend oblast s hranici tFidy Cy;

b) @ > 0 a d je G-pFipustnd méfitelnd funkce, pro niz
8(x) = ad(x, 9G) ;
¢) u je omezend d-harmonickd funkce.

Potom u je harmonickd v G.

Posledni tfi véty o d-harmonickych funkcich jsou dokdzdny pravdépodobnostnimi
metodami. Poznamenejme, Ze neni nikterak pfekvapivé, Ze v souvislosti s harmo-
nickymi funkcemi se dostdvame do oblasti teorie pravdépodobnosti. V soucasné
dobg jsou dosti detailné zndmy hluboké souvislosti teorie potencidlu a teorie pravdé-
podobnosti. Zdjemce, ktery by se cht&l sezndmit s t&mito souvislostmi, odkazujeme
pro prvni informaci napf. na ¢ldnek [12], kde je uvedena pfislusnd motivace.

Véta, kterd ndsleduje, pochdzi od W. A. VEECHE [67] 1973 a zobeciiuje Baxtertv
vysledek.

Véta 13. Necht

a) G je omezend oblast v E,, s lipschitzovskou hranici;

b) 6 je G-pFipustnd funkce takovd, Ze infd(K)> 0 pro kaZdou kompaktni
podmnoZinu K < G;

c) u je 5-harmonickd funkce, pro niz existuje harmonickd funkce v na G tak,
Ze [u| <
Potom je funkce u harmonickd na G.
Dalsi tvrzeni je zajimavé tim, Ze se nepfedpoklddd nic o mnoZin€ G. Véta byla
dokdzdna D. HEATHEM, S. OREYEM (viz [11] 1972) a také zobeciiuje vétu Baxtera.
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Véta 14. Necht

a) G je libovolnd oblast v E,,;
b) Existuje funkce g kladnd na G a cdisla M 2 1, & > 0 tak, Ze |g(x) — g(y)| <
< M|x — y| pro kaxdé x, y € G, funkce & je méfitelnd na G a

-

eg(x) £ d(x) < g(x) < d(x,0G), xeG;

C) u je omezend 5-harmonickd funkce na G.
Potom je funkce u harmonickd na G.

S vyjimkou véty 13 jsme se setkali s pfedpokladem omezenosti funkce u. W. A.
Veechovi [68] 1974 se podafilo dokdzat tuto vétu pro libovolné nezdporné funkce:

Véta 15. Necht

a) G je omezend oblast s lipschitzovskou hranici;
b) existuje o > 0 a funkce r na G tak, e 0 < r(x) < d(x, 0G) na G a

ar(x) £ 6(x) = (1 — a)r(x)

Ir(x) =)l = |x =y, xyeG;

¢) u je konecnd nezdpornd é-harmonickd funkce na G.

Potom u je harmonickd na G.

Ptredpoklad, Ze 0G je lipschitzovskd, se vyskytuje v souvislosti s metodou, kterou
W. A. Veech uzZivd. Metoda se opird o vlastnosti Martinovy hranice, o niZ za obecngj-
Sich pfedpokladi nejsou zndmy potfebné informace. Neni bez zajimavosti, Ze pri
diikazu vét 13 a 15 se lze omezit na borelovské funkce u a 6. Ukazuje to ndsledujici
véta z [67].

Véta 16. Nechf u je nezdpornd é-harmonickd funkce v mnoZiné G (9 je libovolnd
G-pFipustnd funkce). Potom existuji borelovské funkce u, a &, tak, Ze u, = 0,
u, = u skoro vsude v G, 6 < d, a funkce uq, je 6,-harmonickd.

Uvedme zde je$t& zminku o vysledcich S. ALINHACE [3] 1972, ktery metodami kla-
sické analyzy obdrZel vysledky podobného druhu, jako ve vétdch 12—15. Vychozim
bodem jeho tuvah je jisté zobecn&ni Darbouxovy rovnice. Pfedpoklddd hladkost
hranice, lipschitzovskost é a uvaZuje u z jistych Sobolevovych prostori. Ve skuteg-
nosti v8ak pracuje s obecnéj§imi priméry neZ objemovymi.

PfestoZe je zndma fada vysledkii o é-harmonickych funkcich, stdle zlstdvd otevie-
na (viz [68])
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Veechova domnénka. Nechr

a) G je omezend oblast;

b) 6 je G-pFipustnd funkce, pro niZ inf 6(K) > 0 pro kaXdou kompaktni cdst
K < G;

¢) u je konecnd nezdpornd 6-harmonickd funkce.

Potom je u harmonické na G.

Uvedme jest& vétu zcela jiného typu, kterd ukazuje, jak pomoci praméri lze
charakterizovat harmonické funkce.

'

Véta 17. Nechf u je spojitd funkce v oteviené mnofiné G < E,,. Potom u je harmo-
nickd tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kaZdé x € G plati

(6) Ru(x) =0,
kde
Au(x) = lim 2m L(hﬂ)z_—u(x) .

r-0+ r

Diikaz této véty lze nalézt naptiklad v [9]. Tato véta byvd spojovdna se jménem
W. BLASCHKE [ 6] 1916. Je zajimavé, Ze jiz v r. 1914 byla dokdzdna M. PLANCHERELEM
[56]. Plyne viak z ndsledujici véty, kterou S. ZAREMBA publikoval v [73] 1905
(stv. s pozndmkou v [37]).

Véta 18. Necht' G je otevFend podmnoZina E,,. Necht & je linedrni prostor spoji-
tych funkci takovy, e C*(G) = &. Bud ® linedrni operdtor, ktery kaZdé funkci
u € & pFirazuje konecnou funkci ®u na G tak, Ze plati:

1) Je-li ue C*G), potom
Pu(x) = Au(x), xeG;

2) Jestlize ue & nabjvd svého maxima (resp. minima) v bodé x,€ G, potom
@ u(xo) < 0 (resp. @ u(x,) = 0).

JestliZeve & a ®v = 0 na G, potom je funkce v harmonickd na G.

Poznamenejme, Ze operdtor A, zavedeny ve vété 17, spliiuje predpoklady véty 18
(stv. [9]); & je ovem mnoZina viech spojitych funkci, pro n&z existuje limita v (6).
Véta 17 je tedy disledkem véty 18. Jako jiny ptiklad operdtoru @ uvedme (viz [9])
2(m + 2) (A(u; x, r) — u(x))

@,u(x) = lim .

r-0+ r

(prostor Z se definuje podobné, jako nahote). Poznamenejme, Ze operdtory A, &,
se studuji v souvislosti se subharmonickymi funkcemi (viz napf. [59], [60]).

Na okamzik nyni opustime harmonické funkce a v§imneme si krdtce vét podobné-
ho typu pro funkce holomorfni v komplexni roviné E. Mezi harmonickymi funkcemi
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v oteviené mnoziné G = E, a holomorfnimi funkcemi v G je velmi tésnd souvislost.
Pfedevdim redlnd a imagindrni &dst funkce holomorfni v G jsou harmonické funkce
v G (plyne z Cauchyovych-Riemannovych podminek). Je-li viak ddna harmonickd
funkce u v G, neni vZdy mozno nalézt harmonickou funkci v v G tak, aby u + iv
byla holomorfni (stadi volit

G =E, — {[0,0]}, u(x)=u(xs,x,) =log/(x} + x3).

Na druhé strané je to mozné, kdyZ G je kruh (viz [45]) (nebo jednoduse souvisld
oblast). Lze tedy Fici, Ze kazdd harmonickd funkce je lokdIn& redlnou &dsti jisté
holomorfni funkce. Snadno lze nahlédnout, Ze piislusnd funkce v (konjugovand
funkce) je urlena jednozna¢né az na konstantu.

Jednou ze zdkladnich vé&t analyzy v komplexnim oboru je Cauchyova véta (viz
napt. [14]).

Véta 19. Necht funkce f je holomorfni v otevFené mnoZiné G < E a necht ¢ je
Jordanova krivka konecné délky v G, jejiZ vnitiek leZi v G. Potom

J.fdz =0.

Misto abychom formulovali Morrerovu vétu (viz napt. [61], [34]), kterd je v jistém
smyslu obrdcenim Cauchyovy véty, uvedme ndsledujici zobecnéni Morrerovy véty

(viz [71]).

Véta 20. Necht {r,} je klesajici posloupnost kladnych ¢isel s limitou nula a necht
I(z) (z € E) je kruznice o stfedu z a poloméru r,. Pfedpoklddejme, Ye G < E je
oblast a f je komplexni funkce definovand na G a lebesgueovsky integrovatelnd
na kazdé kompaktni podmnoZiné G. Necht pro skoro vSechna z € G plati

fQdc=0

In(2)
pro kazdé n, pro né r, < d(z, 0G).
Potom existuje funkce f holomorfni v G tak, Ze f = f skoro vsude v G.

Nyni si oviem miZeme poloZit analogické otdzky, jako v pfipadé harmonickych
funkei. Nésledujici véta (v niZ K, je mnoZina viech podil z/w, kde z, w jsou kladné
koteny Besselovy funkce J,) pfipomind ,,delsartovské* véty 6, 8 pro harmonické
funkce. Vétu dokdzal L. Zalcman [71] 1972.

Véta 21. Necht komplexni funkce f je lebesgueovsky integrovatelnd na kaZdé
kompaktni podmnoZiné E. Predpoklddejme, %e r(, r, jsou riznd redlnd kladnd
¢isla takovd, Ze rovnost

() : J' o fOdi=0
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plati proj = 1,2 a skoro viechna z € E. Jestlife r([r, ¢ Ky, potom existuje funkce f
holomorfni v E tak, e f = f skoro vsude v E.

Na prvni pohled by se zddlo, Ze vyjimeénd mnoZina K; se ve vé&t& objevila jen
z divodu uZité metody dikazu. Vé&ta je hezkd tim, Ze tomu tak neni. PiSme z =
= ¢ + in a zvolme libovolné « > 0. Potom zvolme disla ry, 75, ... tak, aby r,a byly
viechny kladné kofeny funkce J;. Koneéné definujme v E funkci

9(z) = exp (ian) .

Lze dokdzat [71], Ze pro kazdé j a kaZdé z € E plati

J' 4(0)dg = 0.
I, ()

Funkce g pfitom neni ziejm& holomorfni. Odtud je ihned vidét, Ze vyjimecnou
mnozinu K; nejen nelze vyloudit, ale ani zmensit. Zdroven je vidét, Ze vétu 21 nelze
vylepsit v tom smyslu, Ze bychom pozadovali pro kazdé z € E nulovy integrdl pouze
pro jednu kruZnici (pfedem zvoleného poloméru). (Stagi vhodn& zvolit a.) Pozna-
menejme jesté, Ze kdybychom ve vété 21 predpoklddali f spojitou, stacilo by poza-
dovat (7) pro z z husté podmnoZiny E.

V analogii mezi harmonickymi funkcemi a holomorfnimi funkcemi musime vak
byt opatrni. JiZ jsme poznamenali, Ze spojitd funkce f na kruhu Q(0) bude harmonic-
kd na Q,(0), jestlize pro kazdé z € Q,(0) existuje 5(z) € (0, 1 — |z|) tak, Ze

/(z) = L5 2,8(2)) -

Jestlize viak f je spojitd komplexni funkce na Q,(0) takovd, Ze pro kazdé z e Q(0)
existuje &(z) tak, Ze 0 < g(z) £ 1 — |z] a

®) j Q) dt =0,
Te(z)(2)

nemusi je$té€ byt takové funkce holomorfni v QL(O). Stadi volit libovolnou spojitou
funkci, ktera neni identicky rovna nule a md nosi€ v Q,4(0). ReSeni ndsledujiciho
problému neni zndmo [71]:

Problém. Rozhodnéte, zda plati tato véta: Necht f je spojitd komplexni funkce
na Q,(0). Bud ¢ : z — &(z) spojitd redind funkce na Q,(0) takovd, e 0 < ¢(z) <
<1 — |z| pro vSechna z € Q,(0). Je-li splnéna rovnost (8) pro kaZdé z e Q(0),
potom je funkce f holomorfni v Q,(0).

Po této malé odboéce do komplexniho oboru se vratme opét k harmonickym
funkcim v E,,. Z véty 3 se snadno odvodi ndsledujici tvrzeni.
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Véta 22. Pro ka?dou funkci u harmonickou a integrovatelnou na kouli Q =
= Q/x,) < E,, plati
1

En(22)

u(xo) =

J‘ u(x) dpp(x) .
Q2
V souvislosti s touto vétou definujme ndsledujici pojem. Necht G < E,, je oteviend

neprdzdnd podmnozZina kone¢né miry a necht x, € G. Bod x, nazveme harmonickym
sttedem G, jestlize pro kaZdou funkci u harmonickou a integrovatelnou na G plati

1
ﬂm(G)
Vidéli jsme, Ze stfed koule je jejim harmonickym stfedem. MiiZzeme se ptdt, jak vy-

padaji mnoZiny, pro néZ existuje harmonicky stfed. Mohou to byt jesté jind télesa
neZ koule?

FEne f () ).

Tato otdzka byla zkoumdna W. BRODELEM [10] 1939 pro konvexni mnoZiny v E,
(viz citaci [26]; prdce [10] mi byla nedostupnd) a A. FRIEDMANEM a W. LITTMANEM
v [26] 1962. Vysledky této prace jsou pon&kud komplikované a nebudeme je zde
uvddét. Poznamenejme, Ze autofi vyZaduji jistou hladkost hranice a uvazuji problém
trochu sloZit&j§i. Kromé& objemovych praméra vySettuji pfipad povrchovych primérii
a nakonec zkoumaji podobné problémy pro rovnici pro vedeni tepla a vlnovou rovnici.
Nyni uvedeme vysledky &tyf praci (v Zddné z nich neni zminka o [10] a [26]), které
se tykaji problematiky harmonického stfedu.

Zajimavé tvrzeni dokdzal metodami komplexni proménné (reprodukéni jddra,
konformni zobrazeni) B. EpsTEIN [20] 1962 (srv. s obecn&jsi formulaci v [7] 1965).

Véta 23. Nechf G =+ 0 je jednoduse souvisld oblast konecné miry v E,. Pfedpokld-
dejme, %e x, € G je harmonicky stfed G. Potom G je kruh o stfedu x,.

I kdyZ chronologicky ndsleduje prdce [21], v§imnéme si vysledkd, které dokdzali
M. GoLpsTEIN a W. H. Ow [32] 1971. Tato prdce navazuje na [20] a viim4 si jen
rovinného pfipadu. Ve vété 23 byla jednoduchd souvislost vynucena uZitou metodou
dikazu. V préci [32] je viak ukdzdno, Ze pokud hranice G je nesouvisld a neni
pfili§ ,,roztrhand, mnoZina G nemd harmonicky stfed. Dfive, nez vétu zformulu-
jeme, pfipomefime, Ze vlastnim kontinuem v E, rozumime uzavienou souvislou
mnoZinu obsahujici vice nez jeden bod.

Véta 24. Necht G < E, je oblast konecné miry a necht 0G md alespori dvé riizné
komponenty, které jsou vlastni kontinua. Potom neexistuje harmonicky stred
mnoZiny G.

Poznamenejme, Ze autofi dokazuji ponékud vice, neZ je ve vété uvedeno a zobec-
tiuji Epsteindiv vysledek (viz ndsledujici véta).
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Véta 25. Necht G + 0 je oblast koneéné miry v E,. Necht 0G md alespori jednu
komponentu, kterd je vlastni kontinuum. JestliZe x, je harmonickym stFedem
mnoZiny G, potom je G kruh o stfedu x,,.

Problém (v roving) tedy neni zatim touto vétou feSen pro mnoZiny, jejichZ hranice,
ndzorng fedeno, je velmi ,roztrhand*. Metody uZité v [32] se opiraji o vlastnosti
reprodukénich jader a holomorfnich funkci na Riemannovych plochdch.

B. EPSTEIN a M. M. ScHIFFER [21] 1965 se vénovali otdzce harmonického stfedu
v prostorech vys§i dimenze.

Véta 26. Necht G + O je oblast koneéné miry v E, (m 2 2) a nechf
int (E,, — G) =% 0. Pfedpoklddejme, Ze x, je harmonicky stfed mno%iny G. Potom G
je koule o stfedu x,.

Diikaz provddgji autofi pro m = 3 (neni feCeno, jak se modifikuje ditkaz pro
m = 2) a v diikaze uZivaji kulové inverze (proto ptedpoklad int (E,, — G) =* 0).

Posledni véta, kterou uvedeme, zobectiuje pfedchozi vysledky.

Véta 27. Necht G < E,, (m 2 2) je neprdzdnd oblast konecné miry. Nechf x, je
harmonicky stfed mnoZiny G. Potom G je koule o stFedu x,.

Tato véta je elegantn& dokdzdna U. KURANEM v [47] 1972. Naznadme si jeji
dikaz'). Necht x; € E,, — G je bod, ktery md nejbliz3i vzddlenost od bodu xo;
bud r = |x; — Xo| a Q = Qx,). Sta¢i dokdzat, ze Q = G.

Postupujme sporem. JestliZe G — Q #+ 0, potom 0 < p,(G — Q) < c© a pro
kazdou funkci h harmonickou a integrovatelnou na G, pro niZz h(x,) = 0, musi
platit

©) fh dity = 0,

Q

nebot

0 = h(x,) =Ihdu,,, =J~ hdum+jhdum=J h du,, .
G G-0 Q G-0

Zvolime-li oviem h(x) = K(x) — K(x,), kde

K(x) = l——x = x0|2 = 7'2

oo —xm

je h(x,) = 0 a h je harmonickd, integrovatelnd a kladnd na G — @, coZ je spor s (9).
(Zdroveti si v§imn&me, Ze jsme v diikaze nepotfebovali, Ze G je souvisld.)
Uvedenymi vétami vSak neni ani zdaleka problematika primérii vyCerpdna.

Riizné typy vét o priméru a jejich obrdceni jsou zndma pro obecnéjsi parcidlni dife-

rencidlni rovnice neZ rovnice Laplaceova a také pro riizné tfidy funkci (ne nutng

1) Na zjednoduseni jedné Gvahy v Kuranové ditkaze mne upozornil V. SOuCexk.
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fedeni rovnic). Vy3etfuji se také jiné mnoZiny nez koule a obecn&jsi miry nez objemovd
mira na kouli a plo§nd mira na sféfe. Zajemce o rtizna zobecnéni odkazujeme kromé
v textu uvedenych citaci na ndsledujici prdce (v nichZ lze nalézt dalsi literaturu
z ptibuzné tematiky): [2], [8], [18], [22], [24], [27], [28], [29], [31], [33], [36],
[39]. [41]. [55). [57], [58], [62], [63], [64]. [65]. [70], [72]. [74]—[80]*)

Je pozoruhodné, Ze tyto problémy zasahuji do nejriiznéjSich oblasti matematiky
a jejich fe¥eni vyZaduje riznorody apardt. Vedle teorie parcidlnich diferencidinich
rovnic a distribuci se setkdvdme s metodami komplexni analyzy, ale také s algebraic-
kymi metodami, metodami teorie potencidlu, funkciondlnich rovnic, ndhodnych
procest, ergodické teorie atd.
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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 100 (1975), Praha

STRUCNE CHARAKTERISTIKY CLANKU OTISTENYCH V TOMTO CiISLE
V CIZiM JAZYKU

Avrois KLi¢, Praha: Value distribution of meromorphic functions and their derivatives. (RozloZeni
hodnot meromorfnich funkci a jejich derivaci.)

V ¢&lanku jsou uvedena néktera zobecnéni této Polyaovy-Saxerovy véty: Md-li celd transcen-
dentni funkce kone¢nou Picardovu vyjime&nou hodnotu, potom kazd4 jeji derivace nabyva vsech
konednych nenulovych hodnot nekone&nékrat.

LApIiSLAv NEBESKY, Praha: On tree-complete graphs. (O stromové uplnych grafech.)

Rekneme, e graf o p = 1 uzlech je stromové uplny, kdyz pro kterykoli strom S o p uzlech
existuje podgraf grafu G, ktery je se stromem S izomorfni. V ¢ldnku jsou dokazéany tfi véty o stro-
mové uplnych grafech.

IvaN CHAIDA, Pferov, BOHDAN ZELINKA, Liberec: Compatible relations on algebras. (Kompa-
tibilni relace na algebrach.)

Bud U = {4, F) algebra s finitnimi operacemi a ¢ binarni relace na 4. Rekneme, Ze ¢ je
kompatibilni s algebrou U pravé kdyz plati: Jestlize f € & je n-arni operace (n je kladné celé
Cislo), xy,..., X, Vy»..., ¥, jsou prvky A, (x,y)€e pro i=1,...,n, pak (f(xy,...,x,),
f(ys .., ¥p) €@. V Elanku jsou studovany vlastnosti takovych kompatibilnich relaci. Nékteré
vysledky jsou zobecnénim dfiv&jSich vysledkii autori.

JAN PLEsNik, Bratislava: Diametrically critical tournaments. (Diametricky kritické turnaje.

Ak vyluenim nejakej hrany (uzlu) turnaja T vzraste jeho priemer, potom povieme, Ze T je
e-kriticky (v-kriticky). V &lanku je dokdzana existencia e-kritickych a v-kritickych turnajov
s priemerom 2 a neexistencia e-kritickych turnajov s vit§im priemerom.

BOHDAN ZELINKA, Liberec: On a certain distance between isomorphism classes of graphs.
(O vzdélenosti mezi isomorfnimi tf¥idami grafti.)

V &lanku je zavedena vzdédlenost mezi izomorfnimi téidami grafli, které maji stejny pocet vrcho-
14 a jsou studovany jeji vlastnosti.

IVAN NETUKA, Praha: Fredholm radius of a potential theoretic operator for convex sets. (Fredhol-
miv polomér operatoru souvisejiciho s teorii potencidlu na konvexnich mnozinach.)

VySetfovani Neumannovy a Dirichletovy ulohy pro Laplaceovu rovnici vede k jisté operato-
rové rovnici. V préci je vy¢islen Fredholmlv polomér piislu§ného operatoru pomoci geometric-
kych veli¢in pro konvexni mnoZiny. Z uvedeného vysledku vyplyv4, Ze na konvexnich mnoZinach
Ize vidy feSit okrajové ulohy Fredholomovou metodou. Dale se v préci studuje vztah mezi
konvexitou oblasti a nezdpornosti operatoru zobeqnéného potencidlu dvojvrstvy.
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&asopis pro p&stovini matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

RECENSE

COMPUTING METHODS IN APPLIED SCIENCES AND ENGINEERING. Part 1 & 2.
Edited by R. Glowinski and J. L. Lions. Springer Verlag, Berlin—Heidelberg—New York 1974.
497 a 434 stran, cena 34 a 30 DM. (Lecture Notes in Computer Science Vol. 10 & 11.)

Recenzovand publikace je sbornik prednések, které byly prosloveny na symposiu Colloque
International sur les Méthodes de Calcul Scientifique et Technique, konaném od 17. do 21. pro-
since 1973 ve Versailles. Pofadatelem symposia byl Institut de Recherche d’Informatique et d’Auto-
matique (IRIA) pod zastitou IFIP. Zasedani se za&astnilo asi 400 védcu a technikd z fady zemi.

Sbornik obsahuje ve dvou svazcich celkem 39 pfednasek z rGznych tématickych okruhi.
Vétsina autoru prednasek je z Francie. Velmi silné jsou ve sborniku zastoupeny USA, takze
zhruba polovina pfispévki je ve francousting, polovina v angli¢ting. Socialistické zemé& reprezen-
tuji pouze G. I. Mar&uk a V. V. 8ajdurov z Novosibirska.

Prednasky jsou rozdéleny podle témat do 8 skupin, jejichZ nazvy jsou: VSeobecné, Kone&né
prvky, Nelinearni ulohy, Obvody a polovodife, Mechanika kontinua, Ulohy o vinéni, Optimalni
fizeni, Filtrace a identifikace. Charakter pfispévka ve sborniku je stejné riznorody jako jejich
témata. Lze tu nalézt jak pfednasky spiSe teoretické, tak informace o FeSeni konkrétnich tloh
z technické praxe.

Referovat zde o jednotlivych pfedn4skach neni vzhledem k rozsahu recenze mozné a nebylo
by patrné& ani ptili§ u¢elné. Snad jen jako ilustraci, kterd miZe napovédét néco o odborné trovni
ucastnik konference aspoii tomu, kdo nékdy slySel o metodé konednych prvkl, uvedme jména
autord pfednasek z tohoto oddilu sborniku. Jsou to J. M. Boisserie, P. G. Ciarlet, J. Douglas,
T. Dupont, B. Fraeijs de Veubeke, B. M. Irons, P. Jamet, P. A. Raviart, G. Strang, M. F. Wheeler,
0. C. Zienkiewicz.

Publikace zfejmé byla pofizena fotografickou cestou z piedloh, dodanych autory. Vzhledem
k tomu neni v nékolika pfipadech ¢&itelnost vpisovanych vzorcii a kvalita obrdzka prvotfidni.
Vcelku se dé Fici, Ze recenzovany sbornik bude velmi uZite¢ny pro celou fadu specialistdl, ktefi
pracuji v riznych odvétvich aplikované a numerické matematiky.

Karel Segeth, Praha

R. Nevanlinna: ANALYTIC FUNCTIONS, Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—New York,
162. svazek kniZnice die Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen,
373 stran, 76 DM.

Prosluld Nevanlinnova uéebnice Eindeutige analytische Funktionen vychazi jiz ve 3. vydani,
tentokrat jako revidovany anglicky pfeklad 2. n€meckého vydani z r. 1953.

Jadrem knihy je vyklad Nevanlinnovy teorie rozloZzeni hodnot meromorfnich funkci. Pokusme
se naznadit, o€ v této teorii jde. BudiZ f meromorfni funkce v kruhu |z| < R < . Ozna¢me
N(r, a) pramérnou hustotu jejich kofent v kruhu |z] < r < R, tj. [% ((n(r, @) — n(0, @))[r) dr +
+ n(0, a) log r, kde n(r, a) je poet kofenil f v kruhu |z| < r < R, m(r, a) jakousi stfedni miru
odchylky hodnot funkce f od hodnoty a na kruZnici |z| = r < R, tj. pro a kone&né
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(1/27) [3" log* (1/]f(re'®) — al) d6, (1/27) [3™ log™ |f(re’®)| dO pro a = oo, a koneéné T(r) =
= N(r, «) + m(r, = ). BudiZ specialné f(z) celistva funkce ¢*. Pro ni ziejmé N(r, a) = 0, m(r, a) =
= r/n pro a= 0, «© a vypoc&st ukazuje m(r, a) = O(1) pro a + 0, co. Elementarnim odhadem
spojenym s uzitim Stirlingovy formule dostaneme N(r, a) = r/n + O(1) pro a == 0, 0. Je tedy
N(r,a) + m(r,a) = T(r) + O(1) pro vechna a. Tento fakt plati pro libovolnou meromorfni f
a tvofi obsah prvni zdkladni Nevanlinnovy véty. Zkoumame-li tedy meromorfni funkci f nejen
s hlediska zda“a jak ¢asto nabyva komplexni hodnoty a, ale vezmeme-li v ivahu i jistou rychlost
s jakou se fk a blizi, vidime, Ze vSechna komplexni €isla jsou vii¢i f rovnocenna. Prvni zdkladni
véta udava piesny vyraz pro tuto pozoruhodnou vlastnost meromorfnich funkci a zaroven
horni odhad pro veli¢inu N(r, a) a tim i pro pocet kofend rovnice f(z) = a. Vsimnéme si déle,
Ze v hotejS§im ptrikladé je ve vétSiné pripadl N(r, a) podstatné vétsi nez m(r, a). Vyjimku tvori
jen dvé hodnoty, totiz a = 0, oo. Také tento fakt, tj. jisty dolni odhad veli¢iny N(r, a), plati obec-
né, samoziejmé& s vyjimkou téch funkci, pro né€z je T(r) omezend funkce; ty jsou pro R =
konstantni a v pfipad€ R < «w tvofi celou tfidu s velmi zajimavymi vlastnostmi. Jeho pfesnd
poc&etni formulace neni zdaleka jednoducha a tvofi obsah druhé zakladni Nevanlinnovy véty.
Zatimco prvni zdkladni véta spo¢iva v podstaté v prepsani a nové interpretaci Poissonova-Jense-
nova vzorce, lezi druhd zdkladni véta velmi hluboko, jeji diikaz je velmi té€zky a plynou z ni daleko-
sahlé diisledky. Tak napt. jako velmi specidlni ptipad obsahuje Picardovu vétu i jeji zpfesnéni
pro celé funkce kone¢ného fadu, podané Borelem.

Popidme nyni ve stru¢nosti obsah knihy. V kap. I. jde o konstrukci automorfnich funkci, jez
nabyvaji viech hodnot s vyjimkou p = 2 koneé¢nych hodnot a, ..., a,, ekvivalentné o konstrukci
konformniho zobrazeni universalni nakryvaci plochy roviny s p vyfiatymi body na jednotkovy
kruh (rovinu v pfipadé p = 2). Pon&vadZ universalni nakryvaci plocha libovolné Riemannovy
plochy je jednoduse souvisla Riemannova plocha, je existence hledaného konformniho zobrazeni
velmi specidlnim piipadem obecné véty o uniformisaci. V ptipadé p = 3, tj. pro modularni funkci,
1ze viak jeji existenci dokazat znimym zpusobem jen pomoci Riemannovy véty o konformnim
zobrazeni rovinnych oblasti kombinované s prodluzovdnim pomoci principu symetrie. Pro
p > 3 neni uZ situace tak jednoduchd a autor nastifiuje my$lenku dikazu Koebeho metodou.
V z4avéru je ukdzano, jak 1ze pomoci téchto prostiedkl sestrojit pfislusné funkce v p-ndsobné sou-
vislych Jordanovych oblastech. V kap. II. je feSena Dirichletova tloha pro Laplaceovu rovnici
s omezenou hraniéni podminkou, jez je spojita az na kone¢né€ mnoho boda. O oblasti se predpo-
klad4, Ze je ohraniena p = 1 Jordanovymi kfivkami. Pro p = 1 vyjde existence pomoci kon-
formniho zobrazeni na kruh, kde je k dispozici Poissontv integral. Pro p > 1 se uzije konformni-
ho zobrazeni universalni nakryvaci plochy oblasti z kap. I. a Poissonova integralu. I kdyz je tato
metoda pro p > 3 znaéné komplikovana a je omezena jen na rovinu, je uzite¢né seznamit se
s ni i pro ty, ktefi ovladaji dnes b&Zné metody teorie potencidlu. Na zaklad€ existence feseni
Dirichletovy ulohy se pak konstruuje v téchto oblastech harmonickd mira, Greenova funkce
a studuji se topologické vlastnosti kfivek, na nichZ je harmonicka mira konstantni. Existen¢ni
véty z prvnich dvou hlav tvoii zdkladni aparit, o n&jZ se opira cela kniha. Dalsi dvé& hlavy tvofi
jednotny celek. V kap. III. jsou klasické vysledky, mj. Hadamardova véta o tfech kruzich, Phrag-
ménovy-Lindelofovy véty, Loewnerovo lemma, véty Landauova a Schottkyho vyloZeny jako
disledky obecnych majorisa¢nich principl: principu harmonické resp. hyperbolické miry.
V kap. IV. je zkouména otdzka, jak se deformuji eukleidovské vztahy v oblasti dané t¥idy, jestlize
ji (nebo jeji universdlni nakryvaci plochu) zobrazime na néjakou kanonickou oblast, napf. na
kruh, pas apod. V podstaté jde o vztah mezi harmonickou ¢i hyperbolickou mirou a euklei-
dovskou mirou, nebof harmonick4 i hyperbolicka mira je invariantni vii¢i konfromnimu zobrazeni
a jejich vztah k euklidovské miie v jednotkovém kruhu je znam pifimo na zakladé jejich definice.
Tyto otazky jsou velmi konkrétn€ a do zna¢né hloubky studovany zejména v souvislosti s tzv.
Carlemannovou-Millouxovou tlohou a s Ahlforsovymi vétami o deformaci pfi konformnim
zobrazeni na pas. V kap. V. jsou zavedeny a studovany (kompaktni) mnoziny nulové harmonické
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miry a nulové kapacity a je ukdzéno, Ze oba tyto pojmy splyvaji. Je vyjasnéna souvislost té&chto
pojml s Greenovou funkci a logaritmickym potencidlem a dale souvislost s Hausdorffovymi
mirami odvozenymi od libovolnych spojitych neklesajicich funkci. Tyto vztahy jsou pronikaveé
osvétleny na pfikladé obecnych Cantorovych diskontinui. Kap. VI.—XIII. jsou vénovany
Nevanlinnové teorii. V kap. VI. je vyloZena prvni Nevanlinnova véta, geometrickd interpretace
charakteristiky 7'(r), podand Ahlforsem a Shimizu a Cartanova véta o konvexité. Kap. VIIL.
pojednava o t¥idé funkci meromorfnich v |z| < 1, jez maji omezenou charakteristiku 7'(r).
Je uvedena jejich charakterisace jakozto podilii funkci omezenych a holomorfnich v |z| < 1,
z niz plynou jejich hluboké hrani¢ni vlastnosti. V zdvéru jsou uddny aplikace na konformni zobra-
zeni. V kap. VIII. je vybudovéna teorie riistu meromorfnich funkci, jez zobeciiuje a z nového
hlediska osvétluje klasickou klasifikaci celych funkci, zaloZenou na asymptotickém chovéani maxi-
ma modulu na kruZnicich se sttedem v pocatku. Cela IX. kap. je vénovana formulaci a diikazu
druhé Nevanlinnovy véty. Autor se v tomto vydani znovu vratil k centralnimu bodu své teorie
a kromé diferencialné geometrického dikazu uvadi i svij ptvodni tzv. elementarni dikaz. Je
obdivuhodné, s jakou jasnosti a piehlednosti jsou vyloZeny jak zakladni ideje diikazu, tak i jeho
technika, vyZadujici velmi obtizné vypocty a vysoce duvtipné odhady. Mistrovsky vyklad dokonale
koresponduje s dalekosdhlym vyznamem této véty. Z ni je v kap. X. odvozena véta o defektech,
jez velmi ndzorné ukazuje hloubku Nevanlinnovy teorie: nejenze obsahuje Picardovu vétu jako
velmi specialni pfipad, ale umoziuje velmi jemné rozliSovat mezi relativnimi hustotami, s nimiz
dana meromorfni funkce nabyva riiznych hodnot. Posledni tfi kapitoly jsou vénovdny geometric-
kému pojeti teorie rozlozeni hodnot. V kap. XI. jsou studovany (jednoduse souvislé¢) Riemannovy
plochy analytickych funkci inversnich k funkcim meromorfnim v dané jednoduse souvislé rovinné
oblasti a jejich hrani¢ni body (véta Iversenova a Grossova) a velmi detailné jejich riizné podtridy.
Kap. XII. je vénovana problému typu oteviené (tj. nekompaktni) Riemannovy plochy. Jde o to
rozhodnout na zdkladé jejich topologickych a metrickych vlastnosti, zda ji 1ze konfromné zobrazit
na rovinu (parabolicky typ) &i na jednotkovy kruh (hyperbolicky typ). Z tohoto hlediska jsou
véty o defektech meromorfni funkce fchapany jako vyroky o charakteru rozvétveni Riemannovy
plochy analytické funkce inversni k f. Vyvrcholenim tohoto pojeti je vyklad  Ahlforsova zobecnéni
teorie rozlozeni hodnot v kap. XIII., jeZ spo¢ivd v pfimém studiu nakryvacich ploch, pro néz
jsou axiomaticky formulovany jisté metrické vlastnosti. V této abstraktni situaci jsou vysloveny
a dokazany zdkladni Nevanlinnovy véty a ukdzény aplikace na konformni zobrazeni jednoduse
souvislych Riemannovych ploch. -

Po technické strance spocivala revise v novém piehlednéjsim o&islovani vzorcti a odstavca.
Recensent ma pocit, Zze jazyk anglického prekladu misty nekoresponduje s drovni knihy, jez,
i pfes obtiznost ¢etby, zlstava dosud nepfekonanym a stile podnétnym vykladem krasné a hlu-
boké teori€. )

Jaroslav Fuka, Praha

L. Sario, M. Nakai: CLASSIFICATION THEORY OF RIEMANN SURFACES, Die Grund-
lehren der mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band 164, Springer-Verlag
Berlin—Heidelberg—New York, 446 stran, cena DM 98,—.

Jde o velkoryse koncipovanou monografii o problému klasifikace Riemannovych ploch. Kla-
sifikaénim principem je trividlnost specidlnich tfid holomorfnich & harmonickych funkci na
dané (nekompaktni) Riemannové ploe. Tak napf. O 4, resp. Opp resp. Og je tiida Riemanno-
vych ploch, na nichZ neexistuji nekonstantni holomorfni funkce s kone¢nym Dirichletovym
integralem resp. nekonstantni omezené harmonické funkce resp. Greenova funkce, atp. V teorii
klasifikace Riemannovych ploch se studuji vztahy inkluse mezi O-tfidami Riemannovych ploch.
Toto studium vzniklo z klasické Riemannovy véty (formulované jim pro jednoduSe souvislé
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nakryvaci plochy nad rovinou), z problému typu (viz pfedchozi recenzi) a z problému existence
Greenovy funkce, jehoZ vyznam uvddi jiZ Riemann ve své disertaci.

V kap. L. jsou studovany holomorfni funkce s konednym Dirichletovym integralem, tj. rizné
metody, jeZ umoziiuji zafadit danou Riemannovu plochu do tfidy O 4. V kap. II. jsou tyto otdzky
studovéany pro jiné tfidy holomorfnich funkci, zejména pro omezené funkce. Kap. III. a IV.
jsou v&novany studiu harmonickych funkci, a to kap. III. tfidé Oy, a kap. IV. ostatnim tfidim
harmonickych funkci, zejména omezenym funkcim. Zakladnim néstrojem je v kap. IIL. tzv.
Roydenova kompaktifikace Riemannovy plochy R, jez umoZiiuje viibec formulovat Dirichletovu
dlohu (s okrajovymi podminkami na Roydenové hranici R) a za druhé podat jeji feSeni ve tvaru
integralu z hrani¢nich hodnot podle harmonické miry. Analogickou roli hraje v kap. IV. tzv.
Wienerova kompaktifikace dané Riemannovy plochy. Kap. V. je vénovéna studiu funkci s lo-
garitmickymi singularitami, tj. zejména tfid€ O;. R € O se nazyva parabolického typu a v ro-
vinném p¥ipad€ splyvd Og s Oy p.

Koneéné v kap. VI. jsou zkoumdany funkce s Iversenovou vlastnosti, tj. zhruba feeno ty mero-
morfnf funkce na dané Riemannové ploSe, jejichZ chovéani vné€ libovolného kompaktu je analogic-
ké chovéani oby&ejnych meromorfnich funkci v okoli podstatné singularity. V dodatku jsou
studovany zcela nové a neekané jevy, jeZ vznikaji pfi pokusu pfenést vyloZzenou teorii na vice-
dimensiondlni Riemannovy variety. Zatimco v kap. .—VI. je problematika rozpitvana do nejmen-
Sich podrobnosti, je ikolem dodatku spi¥e upozornit &tendfe na spoustu probléml spojenych
s pfechodem k vy$§im dimensim.

Tento schematicky pfehled nemiize zachytit bohatost obsahu a hloubku a obtiZnost teorie,
kterd je zbudovédna na velmi jemnych a dimyslnych konstrukcich pfikladl a protipfiklada.
V nich je, vedle principu klasifikace, jehoz idea krystalizovala nékolik desitek let, nejvétsi cena
a zivot monografie. Tyto pfiklady jasné ilustruji intuitivné zcela ne¢ekané chovani Riemannovych
ploch nekone¢ného rodu na rozdil od bezprostifednimu ndzoru nejpfistupnéjich rovinnych
oblasti. Tak napf. pro rovinné oblasti (dokonce pro Riemannovy plochy koneéného rodu)
navzéjem splyvaji tfidy Og, Ogyp (P znamena positivni), Ogp, Oy p. Pro plochy nekoneéného
rodu naproti tomu plati jen Og < Opp © Ogxg © Oy, DPfiemz viechny inkluze jsou ostré.
Existuje tedy napf. Riemannova plocha (nekone¢ného rodu), na niZ neexistuje nekonstantni
omezenad harmonicka funkce, aviak existuje na ni nekonstantni zdola omezen4 (positivni) harmo-
nick4 funkce! Vychodiskem ke konstrukci tohoto a analogickych pfikladi je Tdkiho pfiklad
Riemannovy plochy, na niZ neexistuje nekonstantni harmonickd funkce s koneénym Dirichleto-
vym integrélem, av§ak existuje na ni nekonstantni omezen4 harmonické funkce. Autofi pokladaji
Tokiho pfiklad za jeden z nejvyznamnéjSich vykoni v teorii klasifikace. Z velké fady dalSich
pozoruhodnych pfikladi uvedme je$té Garnettiiv pfiklad kompaktu, ktery m4 kladnou linedrni
miru le¢ nulovou analytickou kapacitu (jde o zjednodu$eni pavodni Vituikinovy konstrukce)
a jednoduchy, ale pro celou teorii klasifikace zdvazny Myrbergiv pfiklad Riemannovy plochy
R € 0 4, kterou Ize konformng vloZit do jiné Riemannovy plochy R’ tak, Ze komplement jejiho
obrazu ma v R’ vnitini body. )

Kniha se p&kné &te. Pred kaZdou kapitolou a paragrafem je struény vyklad jejich obsahu
a v ivodu jsou jako motivace uvedeny (bez diikazu) piiklady a problémy ze viech kapitol i dodat-
ku. V3echny hlavni vysledky 400-strankové monografie jsou schematicky zachyceny na jediné
strance (str. IX.) v ,,tabulce ostrych inkluzi*“. Kniha tvofi jediny harmonicky celek, ktery neobsa-
huje isolované vysledky.

Jaroslav Fuka, Praha
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L. Sario, K. Oikawa: CAPACITY FUNCTIONS, Die Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band 149, Springer-Verlag, Berlin—Heidelbesrg—New
York, 361 stran, cena DM 96,—.

BudiZ G jednoduse souvisld rovinnd oblast, jejiZz hranice v rozsifené roviné je bod resp. vlastni
kontinuum. Je-li ¢ libovolné (prosté) konformni zobrazeni G do roziifené roviny, pak podle
Riemannovy véty je hranice oblasti ¢(G) zase bod resp. vlastni kontinuum. Podstatng jin4 situace
nastava pro nekone¢né nasobné souvislé oblasti. Je-li totiZ G = C oblast kone¢né (dvojrozmé&rné)
Lebesgueovy miry, jejiz hranice v rozsifené roviné je totdlné€ nesouvisld, pak ji lze konformné
zobrazit dovnitt jednotkového kruhu, pfi¢emz bod o se ,,roztdhne** na celou jednotkovou kruz-
nici.

Je-li nyni G libovolna rovinna oblast, pak jeji hrani¢ni komponenta se nazyva jemnd resp.
hruba (v anglické terminologii weak, resp. strong), jestlize pfi libovolném konformnim zobrazeni
oblasti G pifejde vzdy v bod resp. kontinuum, a nestabilni (unstable), jestlie neni ani jemn4 ani
hrub4. Vznik4 problém charakterizovat kazdy z téchto typt v konformné invariantnich terminech
z4visejicich jen na dané oblasti G.

Jasny piehled tohoto problému podal M. H. Stone na prazském topologickém symposiu
v r. 1961. Prostiedkem k jeho feSeni jsou kapacitni funkce a kapacity, zavedené L. Sariem v r.
1954. Nulovost kapacity hranice ¢i jeji &asti vyjadiuje, Ze tato &ast degeneruje v jediny bod.
Recenzovand monografie je prvnim systematickym vykladem teorie kapacitnich funkci a jejich
aplikaci v geometrické teorii analytickych funkci.

Kniha sestava ze tii &asti. Cast I., nazvand Analytickd teorie, je vénovana vybudovéni aparatu
kapacitnich funkci a kapacit na libovolnych Riemannovych plochich. Jde tu o dalekosahlé
zobecnéni klasického pojmu rovnovazného potencialu a (logaritmické) kapacity.

V druhé &asti, nazvané Geometricka teorie, je vyjasnéna hluboka souvislost mezi teorii z &sti I.
a konformnim zobrazenim rovinné oblasti na riizné typy kanonickych oblasti: rovina s paralel-
nimi vyfezy, kruh nebo mezikruzi s radidlnimi ¢&i ,,cirkuldrnimi‘‘ vyfezy a na extremalni oblasti
uvedenych typu ( tento pojem zuzuje ptislusnou t¥idu kanonickych oblasti jen pro oblasti neko-
ne¢néndsobné souvislé), zavedené Koebem. )

Tteti &ast, nazvani Nulové tfidy, je vénovana dvéma tématim. Prvni z nich je charakterizace
a vlastnosti téch O-tfid (viz pfedchozi recenzi) Riemannovych ploch, jez souviseji s kapacitnimi
funkcemi. Intuitivné jsou tyto tfidy svdzdny s problémy odstranitelnosti singularit, hrani¢niho
chovéni funkci a prodluZitelnosti” Riemannovych ploch. V piipadé Riemannovych ploch neko-
ne¢ného rodu tato intuice selhdva: trividlnost tfidy funkci nemé nutné za nésledek ,,malost*
hranice (viz Myrberguv pfiklad, uvedeny v pfedchozi recenzi). Druhé téma je vénovano praktic-
kym testim, jak napf. rozhodnout, zda dan4 hrani¢ni komponenta je jemna, nestabilni atp.
Kniha obsahuje dva dodatky. V prvnim z nich je vylozena Ahlforsova-Beurlingova teorie extre-
maélni délky a v druhém klasicka teorie rovnovdzného (logaritmického) potencidlu. Ke knize je
pfipojeno 31 problému jako cviéeni (v fadé pfipada jde o publikované vysledky) a seznam 10
v textu formulovanych otevienych problému.

Jaroslav Fuka, Praha

Schecher, Heinz: FUNKTIONELLER AUFBAU DIGITALER RECHENANLAGEN.
Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—New York 1973. 273 stran (z toho 254 stran textu), 178
obrazki, cena 16,80 DM.

Posuzovana kniha by mohla mit vystizny podtitul ,,O technickém vybaveni poé&ita¢t od A
po Z*, jak ukazuje jeji obsah, ktery je dale heslovité uveden:

1. kap.: Logické ¢leny (kombinaéni) a jejich schematické znatky — relé, spinace, DTL, TTL,
ECL, integrované obvody MOS-FET.
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2. kap.: ,,Vystavba jednoduchych stavebnich skupin z logickych ¢lent*“ — klopné obvody
asynchronni RS, T a JK, synchronni JK a D, ,,Master-Slave*‘, monostabilni, astabilni, Schmitto-
vy; &itade a posuvné registry. .

3. kap.: Aritmeticka jednotka — reprezentace zdpornych Cisel, seriova s&itaka, puls¢itacka,
uplna s¢itatka, paralelni séitatka (stfddacového typu a ,,carry-look-ahead), Sestndctkova
soustava, ndsobeni, déleni, kody, desitkov4 s¢itatka, aritmetické operace v desitkové soustavé,
pohybliva fadova &arka.

4. kap.: Rizeni aritmetickych operaci — pomoci posuvného registru, &itade a mikroprogramu
v ROM; ROM s magnetickymi jadry a polovodi€ovou matici. ’

5. kap.: Radi& — &innost pfi provadéni typickych instrukci bez modifikace adres i s ni, zvla§tni
registry (pro navrat z podprogramu — LIFO, registr pfiznaku).

6. kap.: Paméf (operadni) — zakladni pojmy, zabezpe&eni informaci, fyzikdlni vlastnosti
feritovych jader, vybér jader, vinuti, pravouhlost hystereznich smy¢ek, impulzni diagramy, zapo-
jeni zapisovacich zesilova¢ a vybérovych obvoda.

7. kap.: Paralelni ¢innost jednotek — vSeobecny uivod, paralelni ¢innost bloki feritové paméti,
kanaly (,,standardni‘ a ,,rychlé®, jejich vystavba, fizeni a spojeni s operaéni paméti).

8. kap.: Spoluprace operaéni a ,,zdloZni*“ paméti — strankovani, segmentace, polovoditové
paméti-(bipolarni a MOS), asociativni paméti.

9. kap.: Periferni zatfizeni — velkokapacitni feritové paméti, paméti bubnové, diskové, magn.
paskové a magn. §titkové, snimace a dérovade dérné pasky a dérnych §titka, tiskarny, soufad-
nicové zapisovade, prevodniky, psaci stroje, obrazovkové displeje, satelitni pocitace, terminély,
zatizeni pro ¢&teni znakd.

Je tedy vidét, Ze prvni véta této recenze byla opravnénd. Stejné oprdvnéna je jisté otazka, zda
Ize tuto latku vtésnat na 254 stran (v&etné pfedmluvy a uvodu). Snad by to bylo moZné, kdyby
se autor omezil pouze na zdkladni informace. Ten v8ak Casto zabihd do detaili. Potom mu
nezbyva misto pro vysvétleni dulezitych pojmi a principti. Tak napf. hned v prvé kapitole
zadind nazorné s ovlddanim zvonku a koné&i u obvodd MOS-FET, aniz by nékde bylo vysvétleno,
co je to logicky soucet nebo soudin. Jiny priklad: ¢tenaf se nedozvi co je Karnaughova mapa a co
je ALGOL-68, ackoliv je autor pouziva (str. 30 a 66).

Vyklad neni pfili§ systematicky. Napf. na str. 18 je uveden ¢&ita¢ v kodu BCD, ale definice
tohoto kddu je uvedena az na str. 46.

Kniha je opatfena rejstfikem. Vyhledéani hesla je vSak né€kdy problematické. Tak napf. heslo
,,Lichtstift* je tfeba hledat pod pismenem ,,B*‘ (Bildschrimgerite). Heslo ,,Hintergrundspeicher*
se mi vibec nepodafilo nalézt, ackoliv je dost dulezité. Naproti tomu lze nalézt heslo ,,Kritischer
Pegel*‘, které lze stézi pokladat v daném kontextu za dulezité.

Na z4vér lze fici, Zze velmi zajimava osnova nebyla v knize zpracovana pravé nejlépe.

Alois Pluhdéek, Tiebafov

Nathan Jacobson: BASIC ALGEBRA 1. W. H. Freeman and Company, San Francisco 1974.
Stran XVI + 472, cena $ 13.95.

Knihu napsal znamy specialista v teorii Lieovych algeber, ktery v soucasné dobé je profesorem
na Yale University. Je autorem vysoce respektované trojsvazkové ucebnice Lectures in Abstract
Algebra (1951, 1953 resp. 1964). Od vydani téchto knih viak doslo k mnoha pozoruhodnym
uddlostem v matematice, které ovlivnily algebru: byl to napf. mohutny rozvoje teorie kategorii,
homologické algebry, teorie modulii. Autorovym zdmérem je, aby v prvnim dilu byly zahrnuty
ty partie algebry, které mohou byt docenény zadinajicim studentem. Mnoho pfedkladaného
materidlu md historickou — tj. klasickou — pfichut a vede k ocenéni velkého pfinosu 19. stoleti
pro rozvoj algebry. Vyklad je viak poddn nejmodernéj§imi mocnymi prostfedky; je motivovan
problémy, pro které miZe mit porozuméni i zadinajici student, probirand témata viak jdou
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do hloubky, ktera neni obvykla v jinych u&ebnicich a ktera tedy klade zna¢né ndroky na studentiv
talent a koncentraci pti studiu. Kniha ma byt u¢ebnici algebry, ktera nasleduje ihned po linearni
algebre. Text je doplnén velkou fadou cvi¢eni. Vzhledem k autorové reputaci a kvalité knihy by
se s ni méli seznamit minimalné prednasejici algebry na vysokych $koldch; nepochybné v ni najdou
mnoho konkrétniho materidlu a pouéné pro né bude i jeho zpracovéni.

Nyni k obsahu knihy. V Uvodu o teorii mnozin a pfirozenych é&islech je uveden material,
ktery rada ¢tenarG bude znat: algebra mnoZin, matematicka indukce, relace ekvivalence, komu-
tativni diagramy, zakladni véta aritmetiky. Prvni kapitola Monoidy a grupy zalind pojmem
monoidu a grupy transformaci a sleduje tak historicky vyvoj. Podrobné je studovan pojem
homomorfismu a pojem grupy, operujici na mnoziné. Specielni pozornost je vénovana koneénym
grupam, teorie vrcholi ditkazem Sylowovych vét. Druha kapitola Okruhy zaina piiklady a defi-
nicemi specidlnich okruhd (napf. obory integrity a télesa), pokracuje se teorii ideall, faktor-
okruhii, homomorfismu, téles zlomk, polynomidalnich okruht, hlavnich a eukleidovskych oborii.

~Hlavnim pfedmétem tieti kapitoly Moduly je teorie struktury kone&né genérovanych modulil
a jeji aplikace na abelovské grupy a kanonické tvary matic. Je dokazdna véta o struktufe modult,
véta o invarianci, prostudovan okruh endomorfismi modulu. Ctvrta kapitola Galoisova teorie
pojednava o dvou klasickych otazkédch: feSeni rovnic a konstrukce pravitkem a kruzitkem.
Nejprve se doplni teorie kone¢nych grup z prvni kapitoly tak, aby bylo mozno dokdzat Galoisovo
kriterium pro feSitelnost rovnice. Autor podavé i dukaz transcendentnosti Cisla 7. V zavéru ka-
pitoly se Galoisova teorie pouziva k odvozeni hlavnich vét o kone¢nych télesech a k dikazu vét
o primitivnich elementech a normdlnich basich; dokazuji se i hlavni véty o normdach a stopach.
Jednim z hlavnich ptikladi textu je nalezeni n-tihelnik@, konstruovatelnych kruzitkem a pravit-
kem. Kapitola patd Rediné polynomidlni rovnice pojednava o téchto rovnicich nad redlnymi
uzavienymi télesy. Dokazuje se Sturmova véta, Eukleiduiv algoritmus, ukazuje se proces eliminace
a Seidenbergova metoda pro rozhodnuti existence bodu algebraické kfivky f(x, y) = 0. Zavérem
se podle Tarskiho ukazuje maximalné mozné zobecnéni Sturmovy véty.

Prvni ¢ast Sesté kapitoly Metrické vektorové prostory a klasické grupy probird zdklady teorie
kvadratickych resp. alternujicich forem nad libovolnym télesem, coZ zahrnuje Sylvesterovu
vé€tu o inercidlnim indexu. Je dokazdna Cartanova-Dieudonného véta o rozkladu ortogonalni
transformace na symetrie. Druhd ¢ast kapitoly je vénovana struktuie klasickych grup: linearni,
ortogonalni a symplektické. Vyklad je podan jednotnou metodou, pochdzejici od Iwasawy
a Tamagawy. Jsou stanoveny fady téchto grup nad kone¢nymi t&lesy. V sedmé kapitole Algebry
nad télesy se probira asociativni a neasociativni pfipad. Vnéjsi algebry se aplikuji na teorii deter-
minant. Z hlavnich neasociativnich algeber jsou uvedeny Lieovy a Jordanovy algebry. Kapitola
kongi fesenim Hurwitzova problému o existenci identit tvaru Ex7 . Iy} = Zz7, z; = Za; jx Vi
nalezenim vSech komposi¢nich algeber (tj. neasociativnich algeber s 1 a kvadratickou formou Q
takovou, Ze Q(xy) = Q(x) Q(»)) a Frobeniovou a Wedderburnovou v&tou. Kone¢né kratka
osmd kapitola Svazy a Booleovy algebry probird Jordanovu-Hélderovu vétu, fundamentalni
vétu projektivni geometrie a Stoneovu vétu o ekvivalenci pojmu Booleovy algebry a Booleova

okruhu.
Alois Svec, Praha

B. L. van der Waerden: EINFUHRUNG IN DIE ALGEBRAISCHE GEOMETRIE. 2. vyda-
ni. Die Grundlehren der math. Wissenschaften, Bd. 51. Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—
New York 1973. Stran VII 4 280, cena 42,— DM.

Prvni vydani této knihy vyslo v r. 1939, nynéjsi vydani je nezménény pietisk prvniho vydani.
Nazvy jednotlivych kapitol: Projektivni geometrie n-rozmérného prostoru, Algebraické funkce,
Rovinné algebraické k¥ivky, Algebraické variety, Algebraické korespondence a jejich uziti, Pojem
ndsobnosti, Linedrni Fady, Noetherova zdkladni véta a jeji dissledky, Analyza singularit rovinné k¥ivky.
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Kniha je geometrim velmi dobfe zndma, takZe ji neni tfeba inzerovat; je dokonale zpracova-
nou uéebnici tzv. klasické algebraické geometrie. K druhému vydani jsou pfidruzeny dva ¢lanky;
prvnim je Der Zusammenhangssatz und der Multiplizitatsbegriff, publikovany v Math. Ann. 193,
89—108 (1971). Druhy, pod ndzvem The Foundation of Algebraic Geometry from Severi to André
Weil, je v podstaté autorovou pfedna§kou na kongresu v Nice v r. 1970 a zabyva se vyvojem pojmu
obecného bodu a specializace.

Alois Svec, Praha

Wilhelm Klingenberg: EINE VORLESUNG UBER DIFFERENTIALGEOMETRIE (Heidel-
berger Taschenbiicher Nr. 107). Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—New York 1973. Str. 135,
obr. 30, cena DM 14,80.

KniZka vznikla z autorovych pfedndsek pro studenty stiednich semestrii. V pifedmluvé autor
pise, Ze byl silné ovlivnén skriptem ,,Differential Geometry®, které v roce 1954 vydal S. S. Chern.
Na toho zase velmi ptsobil W. Blaschke, u kterého v letech 1934—1935 studoval. A tak se
v Klingenbergové kniZce odraZi i pojeti a rozvrZeni, kterd se poprvé objevila v Blaschkeho knize
,,Vorlesungen iiber Differentialgeometrie und geometrische Grundlagen von Einsteins Relativi-
tatstheorie I: Elementare Differentialgeometrie*‘ z roku 1921 (5. vyd. 1973, podstatné doplnéné
a pfepracované K. Leichtweissem).

Po uvodni kapitole (str. 1—6) néasleduje kapitola 1 s tradi¢ni elementarni teorii k¥ivek (Frenetiiv
n-hran atd., str. 7—16) a kapitola 2 (str. 17—24) s geometrii ve velkém rovinnych &ar. V lokaln{
teorii ploch (kap. 3, str. 25—56) jsou prvni a druhd zékladni forma; kfivky na ploSe; kfivosti;
rovnice Weingartenovy, Gaussovy a Mainardiho-Codazziho; specidlni plochy (velmi nazorné jsou
nakresleny plochy centrdlni k dané ploSe nebo prib&h hlavnich ¢ar na trojosém elipsoidu
i v okoli jeho kruhovych bodi aj.). Kapitola 4 (str. 57—68) o lokélni teorii vnitini geometrie
ploch zahrnuje paralelni posun, geodetické kfivky a plochy konstantni kfivosti. Dvojdimensional-
ni Riemannova geometrie (kap. 5, str. 69—95) po studiu geodetickych soufadnic usti v diferen-
covatelné variety a diferencidlni formy. Nejrozsdhlejsi je posledni kapitola 6 (str. 96—129)
o teorii ploch ve velkém: vej¢ité plochy, Gaussova-Bonnetova véta, geodetiky na plose aj.

KniZka obsahuje velmi mnoho latky v sevieném, isporném slohu i stylizaci a upozoriiuje na
fadu problémi, k nimZ se soustfeduje dokonce soucasné usili. Pfikladem muize byt zobecnéni
Plateauova problému na plochy nenulové konstantni anebo prom&nné piedepsané stfedni
kfivosti. I kdyZz je kniZzka skoupid na motivace, bude vybornym tvodem do diferencialni
geometrie, mistrn€ spojujicim star§i ldtku s novou problematikou a otevienymi otdzkami.

Zbynék Nddenik, Praha

Wolfgang Walter: EEINFUHRUNG IN DIE THEORIE DER DISTRIBUTIONEN, 2. upra-
vené vydani. Bibliographisches Institut Mannheim, Wien, Zirich B. I.-Wissenschaftsverlag
1974, VIII + 211 str., cena 18,— DM. : ’

Struény uvod do teorie distribuci na zdklad& definici L. Schwartze. Knizka obsahuje definici
distribuce, zdkladni po&etni vykony s distribucemi, zabyvd se také topologickymi otdzkami
v prostoru distribucf, pfimym sou¢inem a konvoluci distribuci. Jsou uvedeny né&které souvislosti
s diferencidlnimi rovnicemi, zejména parcidlnimi. Zavér knihy obsahuje Fourierovy fady distri-
buci, Fourierovu transformaci, vétu Paleyovu-Wienerovu a paragraf o Sobolevovych prostorech.

KniZku lze doporudit viem, ktefi chté&ji ziskat zdkladni informaci o distribucich z hlediska
- funkciondlnf analyzy. U nds takov4 kniha rozhodné chybi.

Stefan Schwabik, Praha
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H. Rademacher: TOPICS IN ANALYTIC NUMBER THEORY, Springer Verlag 1973
(Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band 169).
Stran 320, cena 88,— DM.

Rukopis této knihy byl nalezen v rukopisné pozistalosti prof. Rademachera po jeho smrti
v r. 1969. Ukolu ptipravit knihu do tisku se ujala trojice byvalych posluchadt prof. Radema-
chera, dnes zndmych pracovnik( v teorii ¢isel: E. Grosswald, J. Lehner a M. Newman. Zijemci
o teorii &isel tak dostdvaji do rukou vysledek mnohaleté autorovy price (prof. Rademacher
zadal pracovat na knize asi v r. 1944).

Recenzovani kniha se svym zamé&fenim odlifuje od viech podobné zaméfenych monografii,
které vy$ly v poslednich deseti, dvaceti letech. Kromé& tradi¢niho materidlu z analytické teorie
&isel — rozloZeni prvodisel a Riemannova funkce dzeta — obsahuje fadu (mozno fici klasickych)
partii, které v&tSinou byly doposud portiznu roztrouseny. Kniha v podstaté zahrnuje ty &asti ana-
lytické teorie ¢isel, v nichZ vysledky dostavame uZitim rozli¢nych identit mezi jistymi specidlnimi
funkcemi, nebo pomoci jejich vlastnosti. Vice snad bude patrné z néasledujiciho stru¢ného piehle-
du obsahu knihy.

Prva — analytickd — &ast (kapitoly 1—S5) obsahuje vybudovani potiebnych pomocnych pro-
stfedkti: Bernoulliho polynomy a &isla, funkce gamma, sumad¢ni formule (Eulerova-Mac Lauri-
nova i Poissonova) — vie s odvozenim zdkladnich vlastnosti ev. s pouZitim, véta Phragmén-
Lindel6fova (s fadou aplikaci).

Druh4 &4st je vénovana vybudovani teorie n&€kterych specidlnich funkci se zfetelem k aplika-
cim v teorii &isel. Kapitoly $estd a sed m4 obsahuji standardni ldtku o Riemannové dzeta funkci
a vété o rozloZeni prvodisel. Prvotiselna véta je viak dokazana jen v elementdrnim tvaru (va-
rianta obvyklého postupu s vyuzitim Riemannovy-Lebesgueovy véty a v&ty Taubzrova typu)
a vztah mezi polohou nulovych bodii Riemannovy dzeta funkce a odhadem zbytku v prvoéiselné
vété je probrin jen v obecné poloze bez odvozeni konkrétnich vysledk. Osmaé kapitola pro-
bird Eisensteinovy fady, vztahy k Weierstrassové go-funkci, Lambertovy fady, moduldrn{ formy,
Dedekindovu funkci— vie jen v element4rnich zdkladech pro potiebu kapitoly devaté, kterd obsa-
huje studium zdkladnich vlastnosti Dedekindovych souétl, v&etn& zdkona reciprocity.

Zavére¢né kapitoly této druhé &4sti, kapitoly desdt4 a jedendctd obsahuji zdkladni vlastnosti
funkci theta a funkci eliptickych. Jako vysledky jsou zde odvozeny véty o reprezentaci &isel soud-
tem ¢étverch (Jacobiho véta a analogické vysledky pro soudty 2, 6, 8, 10 a 12 &tverci).

Knihu uzaviraji dvé méné obsahlé (po dvou kapitoldch) &4sti, vénované technice formalnich
mocninnych fad (s aplikacemi v oblasti tzv. partitions v&etné odvozeni Ramanujanovych tvrzeni)
a kruhové metodé (Hardyho-Ramanujanova véta, aplikace na modularni formy kladné dimense).

Kniha je pochopitelné poplatna autorovu zaméfeni a obsahuje fadu jeho pavodnich vysledki
i z poslednich let. Je psdna velmi pe¢livé a srozumitelné. Pro &tenédfe nespecialistu bude asi nepfi-
jemné, Ze autor klade snad p¥ili§ velky diiraz na odvozeni (i tieba jen ,,poetni*) fady formuli
a vztahti bez naznadeni cile. Knihu lze v§ak bezpochyby doporutit jako zdkladni piehled po teorii

dulezitych specidlnich funkci a jejich aplikacich na teorii &isel.
L 2 = ! Bfetislav Novdk, Praha

F. L. Bauer, G. Goos: INFORMATIK, 2. dil, Springer Verlag, Berlin—Heidelberg—New York
1971 (Heidelberger Taschenbiicher sv. 91, Sammlung Informatik), stran XII 4 200 (70 obr.),
cena broz. vytisku DM 12,80.

Druhy dil informatiky pfimo navazuje na dil prvni (i &islovdnim kapitol). Zahrnuje celkem &tyfi
kapitoly a dodatek.
5. kapitola (str. 1—43) je nadepsdna ,,Dynamické pridélovdni paméti‘ a navazuje na otazky

nadhozené jiZ v kapitole 3, a to na Grovni strojové zamé&feného jazyka. Je podrobn& pojedndno
o tiech hlavnich tématech.
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Piedevs§im je podan popis vyuZiti zdsobnikové paméti pfi blokové struktuie programu, kterad
se charakterizuje takto: v pofadi, jak jednotlivé bloky zadinaji, se jim pfifadi pfirozena &isla
(jedni¢kou pocinaje) a pak se pied pofadové &islo bloku postupné piedfadi pofadové &islo bez-
prostfedné nadfazeného bloku atd., aZ se skon¢i u predfazeného &isla 1, které je pofadovym
&islem celého programu. Pak se snadno objasfiuje princip relativnich adres, kdyZ je k disposici
dostate&ny po&et indexovych registrii, a to i pro pfipad poli.

Dile je pojednano o procedurdch a to zcela obecné. Zjednoduseny piipad ,,pfekopirovani*
(z kapitoly 3) je zde jiZ opudtén a misto n€ho je pfijata dohoda, 7e kazd4 deklarace procedury
se povazuje za blok, takze jeji o¢islovani a zaFazeni v celé blokové struktufe je pevné€ stanoveno
(se viemi pozadovanymi dusledky). V pfipadé rekursivnich procedur se misto o riiznych exempla-
fich téZe procedury hovoii o riznych jejich ,,inkarnacich*.

Koneéné tieti a posledni téma je pridélovani paméti bez pfedpokladi o blokové struktufe
a bez vyuziti zdsobnikové paméti, tedy kdyZ jde prosté o hromadu (heap) paméfovych bunék
(tfeba pii garbage collection), potfebnych pfi uloZeni slozitéjSich (strukturovanych) hodnot.
Pii tom se pfi vykladu pouZivad tzv. fantasijnich jmen, zavedenych v 1. dilu, ktera souvisi se
symboly loc a heap v ALGOLu 68.

6. kapitola (str. 44—99) je nadepséna ,,Vedlejsi paméti a spojeni s vnéjsim svétem, zdkladni
programy*‘ a jeji pievaznd ¢ast obsahuje technicky popis riznych druhi paméti, popis vstupnich
a vystupnich zafizeni i pfenosovych kandldi, vie oviem s ohledem na vyuziti terminologie
ALGOLu 68. Pfi tom se popisuji principy strankovani paméti, které odpovida rozdéleni knihy
na stranky a ¥adky (a tvofeni svazkii z n&kolika knih). Radek stranky je pravé celkem, ktery maze
byt pfenaien najednou. S hlediska tiloh na zpracovéni dat jsou idaje déleny do zdznam (record),
z nichZ jsou sestaveny stranky, knihy a svazky jako mnoziny zdznamu (file = data set), které
mohou mit riiznou strukturu. Takto se piejde k popisu zakladnich pojm® opera¢nich systémi,
ale ve velmi obecné roviné. Rovnéz o piekladadi je pojedndno jen obecné (a pouze na dvou
strankdch).

7. kapitola (str. 100—144) je nadepsana ,,Automaty a formdlni jazyky*. Velice stru¢né jsou
uvedeny zékladni pojmy teorie automati (bez vystupi a s vystupem), opfené o pojem pologrupy.
Formdlni jazyky jsou stru¢né popsdny ve shodé s Chomského hierarchii. Zvlasté€ podrobné je
pojednano o syntaktické analyze. Proto je vySetfovdna reguldrni gramatika a zaveden pojem
z4sobnikového automatu a operatorové a precedenéni gramatiky. Tato kapitola m4 byt pied-
pokladem pro formdlni studium programovacich jazyka v kapitole 8.

Posledni 8. kapitola (str. 145—173) je nadepsana ,,Syntaktickd a sémantickd definice algorit-
mickych jazyki‘‘. O syntaktické definici algoritmického jazyka se jednoduse fik4, Ze je uréena
mnozinou piisluinych popisovacich pravidel (produkci) pfislusné gramatiky. Pokud jde o séman-
tiku, zdurazfiuje se, Ze syntax musi odpovidat vyznamu, coz je srozumitelné a zfejmé u aritmetic-
kého vyrazu. Pro piipad aritmetického vyrazu (nebo obecné termu) se také definice sémantiky
redukuje na jeho prevedeni do bezzadvorkového zdpisu. V tomto piipadé se hovofi o operativni
sémantice v, niZz se vSak viibec neuvdzuje o vlastnich vyznamech jednotlivych opera&nich symbolii
(jak je to b&Zné v teorii programovych schémat). Déle je zminka o sémantice McCarthyho, ktery
jiz zavadi daldi pojem, totiZ stav (paméti ¢i proménnych), ale namita se, Ze se takto nevystaci
u paralelniho ¢i kolaterdlniho zpracovani. Kone¢né jsou uvedeny zdkladni pojmy sémantiky podle
Floyda a Hoarea, kterd rovnéz uzivd pojmu stavu paméti ¢ a navic pfipousti razné vyroky Q
o ném, takZe se piSe ¢ - Q, aby se vyjadfilo, Ze za stavu & plati vyrok Q. JestliZze se vykondnim
n&jakého piikazu (neboli operace S) stav ¢ zméni na stav &S, mlze se stat, Ze plati: & — Q =
= ¢S O, tj. Ze operace S nehcava ,,vlastnost Q nezménénu.

Dile je — zase velice obecné— pojednano o prekladu z algoritmickych jazyka do jazyki strojo-
vych (jen 2 a pul strany) a nakonec jsou velmi stru¢né charakterizovany nékteré programovaci
jazyky. Pfi tom se uvazuji nasledujici tfi kritéria: (I) je programovaci jazyk pfistupny? (jednoduchy
pfipad nema platit za sloZitosti, které jsou zavedeny pro piipady slozit&jsi); (II) vede programova-

420



ci jazyk uzivatele k tomu, aby svlij program sestavil pfehledné? (III) vede programovaci jazyk
uzivatele k tomu, aby vyloug&il, pfipadné rozeznal chyby? Jsou uvedeny velice struéné pozndmky
o programovacich jazycich ALGOL 68, ALGOL 60, EULER a SIMULA 67.

Dodatek (str. 175—191) mda nézev ,,K déjindm informatiky‘‘ a za¢ind Leibnizem. Uvad{ se
v ném fada jmen badatelt 17. az 19. stoleti, ktefi se pokouseli o mechanizované pocitdni, aZ
nakonec jsou uvedena jména konstruktér prvnich po¢ita¢d koncem valky v USA. Kromé toho
jsou viak pfipojeny i struéné d&jiny kryptologie a signalizace a také velice struéné dé&jiny automatii
a algoritmu. . )

Nakonec je pfipojen seznam literatury (rovnéZ navazujici ¢islovanim na 1. dil), vécny resjtfik
a dvé stranky oprav a chyb.

Kniha byla sepséna jako uvodni pfehled, coz je v matematické literatufe neobvyklé. Je to
kniha nematematickd, tj. nejsou v ni 2ddné matematické definice ani véty &i dikazy, takze se
ned4 &ist matematicky. Plni v8ak své poslani, protoZe uvadi do sou¢asné problematiky pocitaéa
a podava prehled sou€asnych pojma a termin(. Zavedeni némecké terminologie do tohoto
nového oboru bylo nepochybné rovnéz jednim z cill, které si autofi vytkli.

Karel Culik, Brno

Martin Golubitsky, Victor Guillemin: STABLE MAPPINGS AND THEIR SINGULARITIES,
Graduate Texts in Mathematics 14, Springer-Verlag, New York—Heidelberg—Berlin 1974.
X + 209 stran. Cena 21,10 DM.

Autofi napsali tuto knihu s cilem vylozit studentiim vyssich roénik hezky a pomérné& pfistup-
ny obor moderni matematiky — teorii singularit stabilnich diferencovatelnych zobrazeni.

Uvodni kapitola obsahuje standardni vyklad zdkladniho materidlu o hladkych (tj. nekone&n&
diferencovatelnych) varietich a zobrazenich, te¢nych prostorech a libovolnych vektorovych
bandlech. V 2. kapitole je podan velmi uceleny a hluboky vyklad otazek transversality. Nejprve
se dokazuje Sardova véta. Pak se definuji prostory J*(X, Y) vSech k-jetii z hladké variety X do
hladké variety Y, k = 1, 2, ..., pomoci nichZ se na prostoru C*(X, Y) viech hladkych zobrazeni
z X do Y zavadi Whitneyho C®-topologie (jiné topologie na C®(X, Y) se v knize neuvaZzuji).
Ukazuje se, ze C*(X, Y) je Bairetiv prostor (kazda jeho residualni podmnozina je hust4, pficemz
residudlni mnozina se definuje jako prinik spo¢etné mnoha otevienych a hustych mnozin). Pak se
dokazuje Thomova véta o transversalité: mnozina vSech hladkych zobrazeni z X do Y, jejichz k-ta
jetova prolongace je transversalni k dané podvarieté v J"(X, Y), je residudlni. Dokazuje se i 0 néco
obecnéj$i multijetova véta o transversalité, kterd pravé v teorii singularit nachazi podstatné
aplikace. Témito prostiedky se pak snadno odvozuji Whitneyho véty o imersi a vloZeni a véta
o existenci Morseovych funkci. Kapitola kon¢i ditkazem existence tubuldrniho okoli dané pod-
variety. Na zac¢atku 3. kapitoly se vedle stability hladkych zobrazeni definuje i infinitesimalni
stabilita, z niZ se pozdé€ji odvodi efektivni algoritmus pro vysetfovani stability. Pak se provadi
srovnani obou pojmu v jazyce Frechetovych variet (ktery je viibec v teorii singularit heuristicky
velice dilezity) a ukazuje se, Ze kdyby pro Frechetovy prostory platila véta o implicitni funkci,
pak pfi kompaktnim X by z ni ihned plynula ekvivalence stability a infinitesimaln{ stability.
Takova véta o implicitni funkci vSak neplati a zminénd ekvivalence bude zcela jinym zplsobem
(pomoci Malgrangeovy preparaéni véty) dokazana az v 5. kapitole, ale autofi vénuji zbytek 3. ka-
pitoly tomu, Ze pomoci podminky pro infinitesimalni stabilitu dokazuji stabilitu fady geometricky
zajimavych zobrazeni: submersi, Morseovych funkci s riznymi kritickymi hodnotami, prostych
imersi, imersi s normalnimi priseky (normal crossings) a submersi s piehyby (with folds). 4. ka-
pitola je vénovana odvozeni n&kolika technickych vét, které jsou potfebné k diikazu véty o ekvi-
valenci. Neprve se uvazuji funkce analytické, kde se Weierstrassova véta o déleni, jejimz special-
nim pfipadem je Weierstrassova prepara¢ni véta, dokazuje celkem snadno technikou Cauchyho
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ntegréilu. Dlkaz analogickych tvrzeni pro hladké funkce, tj. Matherovy véty o déleni a Malgran-
geovy preparaéni véty, je podstatné obtiZzn&j$i a autofi voli dikaz Nirenberguv, ktery probih4
paralelné k analytickému p¥ipadu a opiréd se o jeho lemma o extensi. Ve zbytku kapitoly se pro-
provadéji pfibuzné algebraické uvahy tykajici se morfismi modull s tzv. Weierstrassovou vlast-
nosti, ¢&imZ se dostdva obecné&jsi algebraicka verze prepara&ni véty. Dukaz véty o ekvivalenci sta-
bility a infinitesimalni stability v 5. kapitole se provadi tak, Ze se zformuluje nékolik dalSich pojmi
stability (homotopicka stabilita, stabilita vzhledem ke k-parametrickym deformacim, transversalni
stabilita), které jsou zajimavé i samy o sobé&, a postupnym odvozenim fetézce vztahli mezi nimi
se ukdZe, Ze pfi kompaktnim X jsou viechny tyto pojmy vzdjemné ekvivalentni. Dokazuji se
rovnéZ obé zdkladni véty o ,,kone¢nosti‘* problému stability: a) infinitesimalni stabilita je cha-
rakterizovana podminkou fddu nejvySe dim Y, b) jestlize zobrazeni je simultinné lokalné sta-
bilni na viech kone&nych podmnoZinich obsahujicich nejvyse dim Y+ 1 bodd, pak je stabilni.

Posledni dvé kapitoly jsou vénovadny otazce klasifikace singularit a obsahuji hojnost vhodné
volenych prikladii v niZz§ich dimensich, které jsou nezbytné k hlub§imu proniknuti do celé pro-
blematiky. Cést vykladu se pfitom pfesouvé do cvieni. V 6. kapitole se probira piivodni Thomova
klasifikace zdokonalend Boardmanem. Ukazuje se tu rovné%, Ze neplati hypotéza, v niZ se po
jistou dobu véfilo, Ze stabilni zobrazeni vzdy tvofi hustou podmnozinou. V knize se dokazuje,
e pokud dim X = dim Y je &tverec pFirozeného &isla v&tsiho nez 2, pak stabilni zobrazeni nejsou
hustd. Bez diikazu se ddle uvadé&ji Matherovy nerovnosti, které popisuji viechny dvojice (dim X,
dim Y), pro néz stabilni zobrazeni nejsou hust4. V 7. kapitole se zavadi pojem lokilniho okruhu
germu zobrazeni, ktery je jinym néstrojem ke klasifikaci singularit. Bez dikazu se uvadi Mathe-
rova véta, podle niZ dvé stabilni singularity jsou ekvivalentni pravé tehdy, jsou-li jejich lokdlni
okruhy algebraicky isomorfni. Véty se v§ak nepouZiva, ale ur&ita &ast této teorie se ddle vyklada
podrobné. Jako zobecnéni lokdlniho okruhu germu zobrazeni se zavadi pojem lokédlniho okruhu
dotyku dvou podvariet stejné dimense ve spole¢ném bod&. V duchu tohoto pfistupu se pak defi-
nuje dotykova ekvivalence dvou germi zobrazeni, kter4d uréuje tzv. dotykové tfidy singularit.
Dokazuje se, Ze dvé& singularity patfi téZe dotykové tf¥id& prave tehdy, jsou-li jejich lok4lni okruhy
isomorfni. Déle se popisuje charakter kone&nych singularit, tj. singularit, jejichZ lokalni okruh
ma kone¢nou dimensi nad R, a pro nékteré z nich se nachézeji kanonické tvary. V nékterych
niz8ich dimensich se pak poddva uplna klasifikace vSech stabilnich singularit. V zavére¢ném
dodatku se dokazuje, Ze orbity Lieovy transformaéni grupy jsou vnofené (immersed) podvariety,
coZ bylo v pfedchozim textu né&kolikrat pouZito.

Recenzovan4 kniha je prvni a zatim jedinou u&ebnici singularit, je psdna Zivé a poutavé a je
nepochybné zdafild. Autofi dokazali vybrat nejdileZitéj§i &4sti dnes jiz zna&né rozpracované
teorie (z toho zdkladniho chybi snad jen pojem Jacobiho idedlu germu zobrazeni a problematika
dostatednych jetd) a pfitom vyloZit i fadu vysledkd, kterych bylo dosaZeno teprve neddvno.
Nové metody jsou vzdy ukdzany v celé své mohutnosti, nékteré véty se viak neformuluji v plné
obecnosti, ale autofi se s pedagogickym taktem vyhybaji mistim, kterd jsou pouze technicky
komplikovand. Mimo rdmec knihy lezi pochopitelné souvislosti mezi teorii singularit a algebraic-
kou topologii. Knihu lze doporudit jak aspirantiim, tak i véem zdjemcim z fad matematiki.

Ivan Kold¥, Brnov
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&Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

ZPRAVY

K SESTDESIATINAM PROFESORA ANTONA HUTU

STEFAN MALINA, Bratislava

Prof. RNDr. ANTON HuUTA, CSc., narodil sa diia 3. jila 1915 v Kluzi (Rumunsko)
ako syn ugitela. Stredo§kolské §tudium ukongil v roku 1934 na gymndziu v Bratislave.
Jeho matematické nadanie sa prejavilo aj vo volbe smeru vysokoskolského §tudia.

Ako prvy zo slovenskych Studentov hned po maturite zapisal si poistni matematiku
a matematicku $tatistiku na Oddeleni $pecidlnych nduk na Ceskom vysokom udeni
technickom v Prahe. Toto §tidium s tspechom skonéil v roku 1936. Pre tazkosti
spojené s mozZnostou zamestnania, ale aj pre jeho ldsku k uditelskému povolaniu
prameniaciu v rodinnom ucitelskom prostredi, zafina hned §tudovat matematiku
a fyziku na vtedajSej Prirodovedeckej fakulte Univerzity Karlovej v Prahe. Ako velmi
usilovny a nadany $tudent stadi vykonaf I. §tdtnu skdSku z obidvoch zvolenych
predmetov ete v roku 1938 pred $tdtnou skifobnou komisiou v Prahe. V dosledku
ndsilneho uzavretia Ceskych vysokych $k6l je nuteny ukoncif vysokoskolské stidia
v Bratislave. V roku 1941 uspe¥ne absolvuje II. §tdtnu skusku a v roku 1943 predkladd
rigoréznu prdcu, vykond prisne rigorézne skusky u nestora slovenskych matematikov
akademika SAV Jura Hronca a je promovany na doktora prirodnych vied (RNDr.).
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Uz skdr spominany velmi dobry vztah k uditelskému povolaniu a k tomu eSte
jeho mimoriadne taktny vzfah k $tudentom a k spolupracovnikom je konkretizovany
v jeho ucitelskej drahe. Uz v roku 1939 pdsobi ako vypomocny ucitel na bratislavskej
redlke, potom 13 mesiacov v Robotnickej poistovni v Bratislave ako poistny matema-
tik, ale v roku 1940 znovu sa vracia do $kolskych sluZieb. Po svojom krdtkom pdsobeni
na gymnaziu stdva sa od decembra 1940 asitentom akademika SAV Jura Hronca
a s nim v spoluprdci s nevelkym poétom nemenovanych dalSich slovenskych matema-
tikov zacinaju kldst zdklady matematickej vedy na Slovensku.

V zivotnej puti Prof. Hufu sa zraci aj cesta budovania matematiky na Slovensku,
ktord sa plne rozvinula v podmienkach socialistickej spolo¢nosti v oslobodenom
Ceskoslovensku v téinnej spolupraci matematikov oboch nasich bratskych ndrodov
Cechov a Slovékov.

Prof. Huta bol prvym vysoko$kolskym uditefom matematiky ustanovenym na
matematickom pracovisku Univerzity v Bratislave, pretoze v tom ¢ase ini slovenski
matematici posobiaci na vysokych Skoldch boli ustanoveni na Slovenskej vysokej
§kole technickej, kde externe pdsobil urdity ¢as aj Prof. Hufa. Vedecko-pedagogické
a vedecké hodnosti nadobudol ako vysokoskolsky ucitel na Prirodovedeckej fakulte
Univerzity Komenského v Bratislave. Podla vtedajsich platnych predpisov bol v roku
1952 menovany zdstupcom docenta, v roku 1953 docentom, v roku 1959 ziskal ve-
decku hodnost kandiddta fyzikdlno-matematickych vied, v roku 1965 bol ustanoveny
zastupcom profesora a v roku 1966 bol vymenovany mimoriadnym profesorom
Prirodovedekckej fakulty UK pre odbor matematika.

Pocas svojho posobenia na PFUK m4d podstatny vplyv na tvorbu matematickych
pracovisk zameranych na aplikdcie matematiky, matematickt $tatistiku a numericku
matematiku. UZ v roku 1953 bol vedtcim Ustavu aplikovanej matematiky a mate-
matickej Statistiky PFUK. Od roku 1968 viedol katedru matematiky PFUK a od
roku 1970 vedie Katedru numerickej matematiky a matematickej $tatistiky Prirodo-
vedeckej fakulty Univerzity Komenského v Bratislave.

V stredobode jeho pedagogickej ¢innosti st predndsky a semindre z odboru nume-
rickd matematika a matematicka Statistika pricom je vieobecne uzndvanym odbor-
nikom z aplikovanej matematiky. Jeho Siroky rozhlad a hlboké znalosti z tychto
a pribuznych vednych odborov uspdsobuju ho konat predndky na vysokej odbornej
a pedagogickej urovni, o ktoré je vidy zdujem nielen medzi riadnymi $tudentami, ale
aj medzi vedeckymi pracovnikmi inych odborov, ktori potrebuji najmé aplikovand
matematiku a matematick 3tatistiku vo svojej prdci. Siroké spektrum jeho matema-
tickej erudicie bude zrejmejsie ak vymenujem aspoii ndzvy jeho predndsok: Nume-
rické a grafické metody, Vybrané partie z matematiky pre $tatistikov, Matematické
pristroje, Potet pravdepodobnosti (praktickd &ast), Teéria pravdepodobnosti (teore-
tickd Zast: teéria miery a Lebesgueov integrdl), Prehlad analyzy, Algebraickd
analyza, Prosemindr z algebry, Priblizné metédy analyzy, Zdklady matematickej
Statistiky, Statistika pre biolégov, Aplikovand matematika pre chemikov, Matema-
tickd Statistika I. a II., Statistickd kontrola akosti, Vybrané kapitoly z aplikovanej
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matematiky, Analyza rozptylu, Tedria ndhodnych vyberov, Testovanie a overovanie
hypotéz, Uvod do elektrénkovych poéitacich strojov, Specidlne funkcie, Vybrané kapi-
toly z aplikovanej matematiky, Kombinatorickd analyza, Vybrané partie zo §tatistiky.

Pokial ide o oblast jeho vedeckej ¢innosti tu je vidiet z prilohy, v ktorej si uvedené
nielen jeho vedecké prdce ale aj ich iéinnost vo vedeckom svete, ktord je dokumento-
vand velkou citdciou najmid zahrani¢nych autorov a zaélenenim vysledkov jeho
prac do uéebnic. Z jeho 11 prdc su to dve prdce z numerického rieSenia diferencidlnych
rovnic Runge-Kuttovou metddou, ktoré vyvolali mimoriadne kladny medzindrodny
ohlas. Je ndm zndme, Ze boli citované v najmenej 25 vychodnych aj zdpadnych odbor-
nych matematickych ¢asopisoch, dalej v najmenej 7 vedeckych knihdch a citované na
najmenej 11 matematickych kongresoch (v ZSSR, PLR, RLR, CSSR, Velkej Britdnii,
USA, Taliansku atd.). Spominané prdce o numerickom rieSeni diferencidlnych
rovnic a ich ohlas vo vedeckom svete dali podnet na zaradenie tychto partii mate-
matiky do dlhodobej §tdtnej Gilohy, na ktorej Prof. Huta se svojim kolektivom pracuje.
Pre studentov napisal §tudijnu literatiru.

Jeho $iroky styk s praxou podmieneny jeho hlbokymi znalostami moZnosti aplikd-
cie matematiky je velmi priaznivo ocefiovany, tak ako sme sa uZ skor zmienili,
vedcami z inych oborov. Preto tito odbornici vyhladdvaji a doZaduju sa jeho spolu-
préce. Za 30 rokov jeho ¢innosti poskytol takiito pomoc vysSe 35 vyskumnym tustavom,
priemyslu, ustavom SAV a CSAV, katedrim UK, SVST a VSE, klinikdm, technic-
kym oddeleniam poverenictiev a ministerstiev, biologickym a zdravotnickym tistavom
a pod.

Prof. Huta uz od r. 1952 je ¢lenom $tatnych skaSobnych komisii, rigoréznych
komisii, komisii pre nadobidanie vedeckych hodnosti CSc. a DrSc. Zugastnil sa
mnohych naSich aj medzindrodnych matematickych kongresov a sympézii, kde
predniesol rad referdtov.

Osobitne si cenime pracu Prof. Hutfu pri vychove mladych vedeckych pracovnikov
najmi pokial ide o vychovu aSpirantov z odboru matematickd Statistika a numerickd
matematika. Priaznivy ohlas na jeho ¢innost je zrejmy aj z toho, Ze je &asto vyZado-
vany za oponenta kandiddtskych a habilitanych prdac z pracovisk z celého uzemia
CSSR.

Cinnost Prof. Hufu bola v r. 1965 ocenend medailou UK z prileZitosti jeho 50. na-
rodenin a v r. 1969 §tdtnym vyznamenanim ,,Za vynikajucu pracu‘ z prileZitosti
50. roéného jubilea UK a 500. roéného jubilea Akademie Istropolitany.

Jeho kladny, ba zanieteny postoj k Sireniu zdujmu o matematiku a matematiky
samotnej je vidiet z toho, Ze uz od maturity, t. j. od r. 1932, je neprerusene ¢lenom
a zanietenym funkciondrom JCSMF. Za tato pricu dostal v roku 1962 medailu
JCSMEF z prilezitosti 100 ro¢ného jubilea Jednoty. Je jednym z najstarSich Zijicich
&lenov JCSMF na Slovensku. Aj lekdri si vaZia G&innost jeho price v svojom obore
a preto ho v roku 1969 prijali za ¢lena vedeckej spoloénosti &sl. lekdrov J. E. Purkyné.

Nie je mozné na tak malom moZnom priestore opisat vSetku blahoddrnu &innost,
vysledky prdce a zdsluhy o rozvoj aplikovanej matematiky a matematiky vobec
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ndsho vzdcneho jubilanta. Dovolte mi preto zaZelat nd§mu jubilantovi, ktory je
vieobecne zndmy ako velmi pracovity, skromny a mimoriadne u$lachtily &lovek,
predosetkym vela, vela zdravia, osobnej a pracovnej aktivity.

Velmi si cenime Vasu prdcu.

-

ZOZNAM PRAC PROFESORA A. HUTU

Vedecké prace

[1] Zovseobecnenie oprav S§tatistickych momentov. Sbornik pric Prirodovedeckej fakulty,
Bratislava 1946, str. 3—32.

[2] O funkcii Ty. Technicky sbornik, Bratislava 1950, str. 44—55.

[3] Une amélioration de la méthode de Runge-Kutta-Nystrém pour la résolution numérique
des équations différentielles du premier ordre. Acta fac. RNUC, Tom I. Fasc. IV—VI.
1956, str. 201—224.

[4] .Contribution a la formule de sixi¢éme ordre dans la méthode de Runge-Kutta-Nystrom.
Acta fac. RNUC, Tom II. Fasc. I—II. 1957, str. 21—24.

[5] Uber das formulae Ausdriicken des partikuliren Integrals einer Differentialgleichung durch
die Koefﬁzienten der gegeben Gleichung. Acta fac. RNUC, 1V-3-5, 1959, str. 133—146.

[6] Formdlne vyjadrenie partikuldrneho integrdlu dif. rovnice pomocou koeficientov danej
rovnice. 1960. (V knihe J. Hronec: Diferencidlne rovnice I, SAV Bratislava, Druhé vyda-
nie, str. 431—443.) (Slovenské spracovanie prace sub 5.)

[7] Eine Bemerkung zur Zerlegung der natiirlichen Zahlen. Acta fac. RNUC. Tom. LX., Fasc.
II. 1964, str. 57—62.

[8] Die Beurteilung des therapeutischen Effektes der Antibiotika bei Tularimie. Wiener Medi-
zinische Wochenschrift Vieden, 1966, str. 308—311. (Spoluprica na vyskumnej praci lekdrov
Kleibl, Bilikov4, Klinda.)

[9] Die Moglichkeiten neuer Zutrite in der klinischen Zytostatikabewertung. Zbornik IV.
Conferentia Hungarica pro Therapia et Investigatione in Pharmacologia, Budapest 1968.
(Spolupraca na vyskumnej praci lekarov Cerny, Winkler, Sandor, Halko, Ujhazy, Uhri-
kov4, Petrek, Koza.)

[10] Contribution to the Numerical Solution of Differential Equations by Means of Runge-
Kutta Formulas with Newton-Cotes Numbers Weights. Acta fac. RNUC, Mathematica
XXVIII— 1972, str. 51—65.

[11] Eine Verallgemeinerung des Runge-Kutta Verfahrens zur numerischen Lésung der Gleichung
¥ = f(x,y). ZAMM 54, T221 (1974) GAMM-Tagung Minchen 1973.

Iné odborné prace

[1] O dichotomickom triedeni. Priroda, Turé. Martin 1948, str. 75—79.

[2] Gaussova krivka ako pomdcka prirodnych vied. Priroda, Turé. Martin 1949, str. 115—120.

[3] Z4klady po&tu pravdepodobnosti. Vysokoskolské udebné texty. Slov. pedagog. nakladatel-
stvo, Bratislava 1953, str. 86.

[4] Matematick4 §tatistika vo vyskumnictve. Slov. tstav pre techn. a ekon. informécie, Bratislava,
1956, str. 93.

[5] Numerické rieSenie dif. rovnic a sdstav dif. rovnic prvého rddu. (V knihe J. Hronec: Diferen-
cidlne rovnice 1., SAV Bratislava, 1956, str. 350—366.)

V tomto zozname nie st uvedené recenzie odbornych knih a prac, spravy o $titnej ulohe
a prileZitostné &lanky.
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OSLAVA OSMDESATYCH NAROZENIN PROF. PHDR. JOSEFA KAUCKEHO

Dne 15. kvétna 1975 uspotddala brnénskd pobotka JCSMEF slavnostni schiizi na podest
osmdesatych narozenin prof. PhDr. JoseFA KAUCKEHO. Za bohaté ti¢asti matematické vefejnosti
o Zivoté a dile jubilanta promluvil prof. RNDr. MirosLAv NovoTNY, DrSc. Prof. RNDr. MiLAN
KOLIBIAR, DrSc. z UK v Bratislavé vyzvedl zejména zdsluhy prof. J. Kauckého o rozvoj mate-
matiky na Slovensku. K pfani vieho nejlep3iho jubilantovi do dal3ich let se pfipojil jménem dé&ka-
na strojni fakulty VUT v Brn& prof. RNDr. MiLo§ ZLAMAL, DrSc. a za brn&nskou pobocku
JCSMF prof. RNDr. RosTisLAv Ko$¥AL. Slavnostni schiize byla zakon&ena projevem jubilanta.

Frantisek Neuman, Brno

CTVRTSTOLETI MATEMATICKE OLYMPIADY

Chtéli bychom upozornit matematickou vefejnost, Ze ve $kolnim roce 1975—76 probihd
v nasi republice uz 25. ro¢nik celostatni soutéZe, jeZz je zndma pod ndzvem matematickd olym-
pidda. Za uplynulou dobu se vykonal obrovsky kus prace, organizovaly se pfednasky pro stfedo-
3kolské studenty, vyddvala se pro n& piistupnd literatura a hlavn& se sestavovaly ulohy. Prvnim
predsedou Ustfedniho vyboru matematické olympiady byl prof. dr. Frantidek Vy¢ichlo, od 2. do
15. ro¢niku vykondval tuto funkci akademik Josef Novak a od 16. ro¢niku je pfedsedou doc.
Jan Vysin, CSc. Ze slovenskych matematik se o soutéz zaslouzil zvla§té akademik Jur Hronec,
ktery byl mistopfedsedou UVMO pro osm roénikt az do své smrti r. 1959. Listujeme-li starymi
materialy, nachdzime tu mezi vitézi jména, jeZ maji dnes v matematické obci dobry zvuk (Juraj
Bosak, Evzen Kindler, Oldfich Kowalski, Bietislav Novak a dalsi).

Do nového ¢&tvrtstoleti piejeme olympiddé hodné péknych tloh a také mnoho nadanych a vtip-
nych fesitela.

JiFi Sedld&ek, Praha

CESKOSLOVENSKO-SVEDSKY SEMINAR O APLIKACICH MATEMATIKY

Ve dnech 17.—21. bfezna 1975 se v Praze konal ¢eskoslovensko-§védsky seminaf o aplikacich
matematiky. Jeho uspofddanim byl povéfen Matematicky ustav CSAV; pifedniskové mistnosti
propujéila strojni fakulta CVUT.

Semindafe se zucastnilo 9 §védskych a 42 &eskoslovenskych odbornikii. Tématicky byl seminaf
zaméfen jednak k problematice numerické matematiky, jednak k aplikacim matematickych
a matematicko-statistickych metod v dopravé, biologii a zemé&délstvi.

Na seminéfi byly pfedneseny tyto referaty:

O. AXELSSON: On some problems in connection with Galerkin methods for the numerical solution
of heat conduction equations,

G. DAHLQUIST: Recent work on stiff differential equations,

S. ERLANDER: Applications of mathematical and statistical models in the field of road traffic and
safety,

L. FOLKESSON: Use of mathematical programming in Swedish agricultural planning,

H. O. KRrEss: Initial boundary value problems for hyperbolic partial differential equations,

I. NASeELL: A mathematical model of schistosomiasis with snail latency,

T. THEDEEN: Some probability models for road traffic,

J. CernY (VUD Zilina): Recent research activity in the Department of Mathematical Methods
.of the Research Institute for Transport and Traffic,
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M. FiepLer (MU CSAV): Numerical algebra in Czechoslovakia (a survey),

J. HaBr (EU CSAYV): Recent tendencies in the development of mathematical methods applied in
economics in Czechoslovakia,

1. HLavACek (MU CSAV): On the conjugate finite element method for parabolic equations,

P. LANskY (VUD Praha): The models of road traffic,

M. PRAGER {MU CSAYV): Recent research in numerical analysis,

Z. RoTH, E. Svanpova (Institut hygieny a epidemiologie, Praha): A simple model for the develop-
ment of turberculous disease following infection with tubercle bacili. )

Celkové bylo prosloveno 7 hodinovych a 7 pialhodinovych referdtt. Jak referdty §védskych
hosti tak i koreferaty &s. ucastnik vzbudily zivy zajem a daly podnét k plodné diskusi. Vedle
oficidlniho programu méla oviem velky vyznam i neformdlni osobni setkani u¢astniki z obou
zemi, ktefi si tak mohli vyménit své poznatky a zkusenosti v oblastech pfimého zajmu.

Souddasti programu pro Svédské hosty byly téZz navstévy né€kterych vyzkumnych pracovist:
Laboratof pocitacich stroja v Brné, Prirodovedecka fakulta University Komenského v Bratislave,
Ustav technickej kybernetiky SAV v Bratislavé, Vysoka $kola strojni a elektrotechnickd v Plzni,
Vyskumny ustav dopravny v Ziling, Vysoka $kola zemédélska v Praze, Vyzkumny tstav ekono-
miky zem&d&lstvi a vyZzivy CSAZ v Praze.

Vyznam semindfe ocenil téz predseda CSAV s. akademik J. Kozesnik, ktery piijal §védské
hosty dne 17. bfezna 1975 a zudastnil se také slavnostni veefe dne 18. bfezna 1975.

Prazsky semindf navdzal na obdobny $védsko-Ceskoslovensky seminaf, ktery se v r. 1973
konal ve Stockholmu. Uspé&$ny priib&h obou semindfti 1dka k vysloveni nadéje, Ze se podafi
udrzet tradici téchto vzdjemnych setkdni matematikii Svédska a CSSR i v budoucnosti.

Frantisek Zitek, Praha

OZNAMENI]

Mezindrodni matematické centrum S. Banacha ve VarSavé pofddd ve dnech 11. Gnora az
11. gervna 1976 semestr o teorii pravdépodobnosti. Na programu semestru jsou: limitni véty
teorie pravdépodobnosti, teorie martingalt a ndhodna pole.

Semestr je uréen pro kandidaty véd a pracovniky, ktefi se pfipravuji z této oblasti na védeckou
praci. Cely pobyt vysilaného pracovnika hradi vysilajici pracovi§té. Ugast pracovnikti z CSSR

na programu schvaluje Védecké kolegium matematiky CSAV.
Redakce
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