#3D
VAL 7

—/

Werk

Label: Article
Jahr: 1975
PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?31311157X_0100|log33

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

KONFIGURACE V CTYRROZMERNEM PROSTORU
ODVOZENE UZITIM ROVINNYCH KONFIGURACI

JArROMIR KRrYs, Hradec Krilové
(Doslo dne 19. listopadu 1973)
1. Uvod. V tomto &lanku dokaZeme tuto zajimavou vétu:

Véta. Necht' v P, existuje konfigurace F, typu:

(a‘q’ b p) ’

potom v P, existuje konfigurace F, typu:

a? 2q q* 2q
p 2ab g q+1
P’ 2p, b* 2

ap pb+ab 2b

a konfigurace F} typu:
a’> 2q 2 2q
p 2ab 1 g+1
a b 2a q
ap pb+a p2b

2. Model 4-rozmérntho prostoru. Zvolme v afinni rovin& P, (P, budeme znadit
bodovy prostor, jehoZ zaméfenim je vektorovy prostor dimenze 2 nad télesem real-
nych &isel) uspofadanou dvojici soustav soufadnic 0, a 0,. Pfifadime-li nyni k bodu
A = [ay, a,, a3. a,] € 44 (A4, je aritmetickym modelem 4-rozm&rného prostoru
bodil tj. bodem je uspofadand &tvefice redlnych Eisel) dvojici bodd A4,, A, roviny P,
(oznageni 4 = [A4,, 4,]), kde 4; = [a,,a,] v O, a 4, = [a3, a,] v O,, potom je
zfejmé, Ze na mnoZing viech takovych dvojic bodii (oznadme tuto mnoZinu M,) lze
stanovit pfisluiné operace tak, aby tato mnoZina M, (s pfislu§nymi vlastnostmi) byla
modelem &tyfrozm&rného afinniho prostoru bodi, jehoZ jednim modelem je A, (pro
tento model pouZijeme stejného oznaleni — M 4). Pro nase tivahy potfebujeme védét

129



jak jsou uréeny podprostory modelu M,. K urovani téchto podprostorit uZijeme
uvaZovany aritmeticky model, pfi¢emZ budeme pfedpokladat, Ze umime v tomto mo-
delu pracovat (oznageni bodi, ptimek, vektori atd. je ve shod& s [1]).

1. Pfimka. Pfimka p = gen {4, U} mé v A4, tyto rovnice:
(1) Xy =@, +tu;, X, =a,+tu,, X3=a3+ tuy, X4 =a, + tu,.
V M, je pfimkou dvojice mnoZin bodi roviny P, uréené jednak rovnicemi:
2 X, =a, +tu;, X, =a,+ tu,
a jednak rovnicemi:
3) ' Xy = a3+ tuy, X, =a,+ tu,.

MnoZin& bodi uréenych rovnicemi (2) budeme fikat prvni obraz pfimky a podobn&
mnoZin& (3) druhy obraz pfimky (obecn& prvni a druhy obraz podprostoru). Rovnice
(1) uruji pfimku, jestlie vektor U je nenulovy. Vektor U = (U,, U,), kde U, =
= (u5,u;) v 0, a U, = (u3,uy) v O, (vektorem U rozumime zde uspofadanou
dvojici mnoiin_’tzv. ekvipolentnich usegek, tj. vektor U, = (u,, u,) v O, znamen4,
Ze usetka O,U,, kde bod U, = [uy, u,] v O,, uréuje vektor U,), je nenulovy pravé
kdyZ aspoii jeden z vektorti U; a U, je nenulovy. MiiZeme definovat

Definice. Necht i + j; i, j = 1, 2. PodmnoZinu p mnoZiny M, nazveme pFimkou,
plati-li p = [pl, p2] a p; je jediny bod tj. i-té obrazy bodi pfimky p splyvaji v jediny
bod a j-té obrazy vyplni pfimku p,.

Poznadmka. P¥imka bude i pro p = [p,, p,] (prvni i druhé obrazy vyplni celou
pfimku) a body 4 = [4,, 4;], B = [By, B,] a C = [C,, C,] leZi na pfimce, plati-li,
Ze body A,, B,, C, leZi na pfimce p,, 4,, B,, C, leZi na pfimce p, a délici poméry
(A,B,C,)a(A4,B,C,) se rovnaji. V nasich uvahach tyto pfimky nepotiebujeme a proto
se zde timto pfipadem nebudeme zabyvat.

Uvédomme si, Ze plati, jestlize je p; libovolny bod roviny P, a p, je libovolnd
pfimka roviny P,, potom existuje jedind pfimka v M, jejiz prvni obraz je bod p,
a druhy obraz je pfimka p,. Hledejme rovnice (1) pro tuto pfimku. Bod p, ma jed-
nozna¢né& urené soufadnice v soustavé 0; — napf. p; = P, = [pl, pz]. Pfimka p,
je také jednozna&n& uréena svymi rovnicemi v 0, — napf. p, = gen {P,, U}, kde
P, = [ps, ps] @ U = (u3, u,). Rovnice (1) pro tuto pfimku p jsou:

) Xy = P15 X =Dy, X3=DP3+ty, X4=ps+ tu,.

Podobné& dokaZeme existenci jediné pfimky v pfipad€, Ze bod je druhy obraz a ptimka
Jje jeji prvni obraz.
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2. Rovina. Rovina « = gen {A, U, V} ma v A, rovnice:

(5) xy=a, +rug+sv, X;=a,+ru; +sv,, Xx3=az+ ruy+ sv;,

X4 = A4 + rUy + SU4 .

Definice. Necht i + j; i,j = 1, 2. PodmnoZinu « mnoZiny M, nazveme rovinou
plati-li jedna z téchto moZnosti:

a) a = [y, a,] a «; je jediny bod tj. i-té obrazy bodi roviny a splyvaji v jediny
bod a j-té obrazy vyplni rovinu a; = P,.

b) a = [«;, a,], pfi€emZ «; i a, jsou pFimky tj. prvni obrazy bodi roviny vyplni
prfimku o, a pravé tak druhé obrazy vyplni pfimku o,.

Poznamka. Pro rovinu mohou nastat jesté€ dalsi pfipady, které zde neuvadime.

Z rovnic (5) zfejm& vyplyva:

Pipad ad a) nastava: 1) Je-li U; = (uy, u,) =0 a V, = (v,, v,) = 0. Dale plati,
Ze vektory U, = (us, uy) a V, = (v3, v,) musi byt linedrn& nezavislé (nekolinearni),
nebot v opacném pfipad€ rovnice (5) neurcuji rovinu. '

2) JestliZe U, a V, jsou nekolinearni a U, i ¥, jsou nulové.

JestliZe vektory U, a V, jsou kolinearni, U, a V, jsou také kolinearni, ale vektory
U a V jsou nekolinearni, potom nastava ptipad ad b). .

Pienechame &tenafi, aby si dokazal, Ze ve vSech té€chto pfipadech toto platii obra-
cené tj. libovolnou volbou pfislu$nych elementti v P, dostavame jedinou rovinu v M.

3. Trojrozmérny prostor (nadrovina). Nadrovina ;M = gen {4, U,V, W} ma v 4,
rovnice:
(6) xl = al + tlul + tzvl + t3W1 Py xl = a2 + tluz + tzvz + t3W2 ’

X3 = a3 + t1u3 + tzv3 + t3W3 3 X4 = a4 + t1u4 + t2v4 + t3W4 .

Definice. Necht i =+ j; i,j = 1, 2. PodmnoZinu ;M mnoZiny M, nazveme nad-
rovinou, plati-li ;M = [3My, 3M,] a 3M, je jedind piimka tj. i-té obrazy bodii
nadroviny ;M vyplni pfimku a j-té obrazy vyplni rovinu ;M; = P,.

Poznamka. Pro nadrovinu nastava jesté dalsi pfipad, ktery opét neuvadime.

Z rovnic (6) je hned vid&t, Ze pfipad z pfedchazejici definice nastava jestliZe:

1) Vektory U, = (uy, u;), Vi = (v,0,) a W; = (w,, w,) jsou kolinearni tj.
vSechny jsou nenulovym ndsobkem jednoho z nich.

2) Vektory U, = (43, uy), Y, = (v3, vs) a W, = (w3, w,) jsou kolinearni.

Prenechame Ctenafi, aby opé&t uvazil, Ze l1ze v P, zvolit libovolnou pfimku za jeden
obraz trojrozmérného prostoru. Dale pak plati, Ze dvojice bodli P, leZi v tomto
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prostoru, jestliZe jeji pfislu$ny obraz leZi na zvolené pfimce a tedy pro druhy obraz
neni Zadn4 dalsi podminka.

3. Konfigurace vM 4. DokaZme nyni tuto pomocnou vétu:

Lemma. V M, existuje konfigurace K, (co rozumime konfiguraci najde tendf
napf. v [2]) typu:

(7) 144 8 16 8
3 384 4 5
9 6 25 2

36 60 16 32/.

Diukaz Na obr. je sestrojena znima rovinna konfigurace K, typu: (124, 16,)
(jeji odvozeni najde &tenaf napt. v [3]). UvaZujme nyni M, kde p¥isluina rovina P,
je rovina ve které je narysovan zvoleny obrazek. Necht body konfigurace K, jsou
uréeny body konfigurace K, tj. bodem K, je kazd4 uspofadana dvojice bodi konfigu-
race K,. T&chto dvojic je zfejmé 122 = 144. Za piimky K, zvolime vSechny ptimky M,
jejichZ jednim obrazem je jediny bod konfigurace K, a druhym obrazem jedina pfimka
konfigurace K,. Kazdy bod konfigurace K, je jednim obrazem celkem Sestnicti
pfimek K, (K, mé pravé 16 pfimek) a tedy pfimek konfigurace K, je 2.12.16 =
= 384. Na kaZd¢ této pfimce leZi pravé tfi body K, a kaZdym bodem K, prochazi
zfejmé 8 t¥chto ptimek (nap¥. na ptimce [ 4, ED] leZi body [4, D], [4, E]a[4, L] -
bodem [4, B] prochazi pfimky: [4, BO], [4, BE], [4, BC], [4, AB], [AG, B],
[AF, B], [AD, B] a [ AB, B]). Rovinou konfigurace K, zvolime kaZdou uspofadanou
dvojici pfimek konfigurace K, (tj. rovinu uréenou ad c)) Té&chto dvojic je zfejmé
)62 = 256, v kaZdé této rovin& zfejmd& leZi pravé 3* = 9 bodl konfigurace K,
Inapt. v o« = [EG, AF] leZ body: [G, 4], [G, F], [G, M], [E, 4], [E, F], [E, M],
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[N, 4], [N, F] a [N, M]) a dale v kazdé této rovin&leZi 2 . 3 = 6 pfimek K, (pfislus-
né pfimky obsahuji pravé 6 bodu konfigurace K, a kazdy tento bod je praveé jednim
obrazem jediné pfimky). ProtoZe kaZdym bodem K, prochazeji pravé &tyfi pfimky K,
prochazi kaZdym bodem K, 4.4 = 16 rovin K, a kaZdou pfimkou K, prochazi
pravé 4 roviny této konfigurace. Nadrovin (uvaZujeme nadroviny ur&ené ad a) i b))
konfigurace K, je 32, nebof kaZda pfimka K, miiZe byt prvym nebo druhym obrazem
nadroviny. V kaZdé nadroviné leZi 36 bodu dané K, nebot celkem 12 bodti dané K,
ma svij jeden obraz v jediném bodé& (K,) dané pfimky (K,). UvaZujme nyni nadrovi-
nu jejiZ prvy obraz je pfimka AD. Celkem 16 pfimek leZici v této nadrovin€ ma za
svillj prvni obraz bod A, 16 pfimek ma prvni obraz v bodé D a v bodé N ma prvni
obraz dalSich Sestnact pfimek. V této nadroving leZi je§té dalSich dvanact pfimek
jejichZ prvy obraz je pfimka AD a tedy v dané nadroviné leZi celkem 60 pfimek nasi
konfigurace. Toto zfejmé& plati pro kaZdou nadrovinu. V uvaZované nadroviné leZi
pravé 16 rovin konfigurace K,, nebot viechny tyto roviny maji prvy obraz v pfim-
ce AD. Opét zfejmé toto plati pro kaZdou nadrovinu. KaZdym bodem prochazi
8 nadrovin (napf. bodem [A4, B] prochazeji nadroviny jejichZ prvym obrazem je
pfimka AG, AF, AD a AB a nadroviny jejichZ druhym obrazem je pfimka AB, BO,
BE, BC), kaZdou pfimkou prochazi 4 + 1 = 5 nadrovin (bodem K, ktery je jednim
obrazem pfimky K, prochazeji 4 pfimky K, a tyto pfimky miiZeme zvolit za pfislusny
obraz nadroviny — patou nadrovinu dostaneme tak Ze pfimku K, jeZ je obrazem
dané pfimky K, zvolime za pfislu¥ny obraz nadroviny) a kaZdou rovinou prochézeji
ziejmé dvé nadroviny. Tim jsme dostali v§echna Cisla v matici (7) alemma je dokazané.

Nyni pfistoupime k diikazu véty. Bodem konfigurace F, je kazda dvojice bodi
konfigurace F,, ptimkou F, je bod a ptimka F,, rovinou F, je dvojice pfimek F,
a nadrovinou konfigurace F, je pfimka konfigurace F, a rovina P,. Pfi dikazu
existence konfigurace F, zobecnime postup pfi odvozovani konfigurace K,. VSechny
vysledky jsou zfejmé a proto je jenom zaznamename. Bodi konfigurace je a2, pfimek
je 2ab, rovin b? a nadrovin je 2b. Danym bodem prochézi 2¢q pfimek, g* rovin a 2g
nadrovin. Danou pifimkou prochézi g rovin a g + 1 nadrovin. Rovinou prochazi
dv€ nadroviny. V nadroving leZi b rovin, pb + a pfimek a ap bodi. V roviné leZi 2p
ptfimek a p? bodt. Na pfimce leZi p bodii.

UvaZujme nyni konfiguraci Fj. Body, pfimky a nadroviny jsou v F stejné jako
v F4. V FyuvaZujme roviny uréené ad a) tj. rovinou konfigurace F} je bod F, a rovina
P,. Matice konfigurace F; se li$i od matice konfigurace F, v tfetim sloupci a fadku.
Snadnou tuvahou zjistime, Ze plati:

1) Rovin konfigurace F} je 2a, ka?dym bodem prochéazi dv& tyto roviny a kaZdou
pfimkou prochazi jediné takova rovina. '

2) V dané rovin& zfejmé leZi a bodi a b p¥imek.

3) Danou rovinou prochazi g nadrovin a v kaZdé nadroviné leZi p téchto rovin.
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