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ON L’-SOLUTIONS OF THE DIFFERENTIAL EQUATION
y" = q(t)y

MIrosLAV BARTUSEK, Brno

(Received September 3, 1973)

1.1. Consider a differential equation '
(a) v =4q()y, qeCa,b), b=, g(t)<0, te[a,b)

where C"[a, b) (n being a non-negative integer) is the set of all continuous functions
having continuous derivatives up to and including the order n on [a, b).

Let y, be a non-trivial solution of (¢) vanishing at t € [a, b) and y, a non-trivial
one the derivative of which vanishes at t. If ¢(¢), ¥(t), x(t), w(t) is the first zero respec-
tively of y,, y3, ¥1, ¥, lying to the right from ¢, then ¢, {, x, o is called the basic
central dispersion of the 1-st, 2-nd, 3-rd, 4-th kind, respectively (brieﬁy, dispersion
of the 1-st, 2-nd, 3-rd, 4-th kind).

Throughout the paper we shall deal with oscillatory (¢t — b_) differential equations
(i.e., every non-trivial solution has infinitely many zeros on every interval of the form

[to, b), to €[a, b)).
Let 6 be the dispersion of the k-th kind, k = 1, 2, 3, 4. Then § has the following
properties (see [4] § 13)

(1) 1) 6eCla,b) if k=1
6eC'a,b) if k=23 or 4
2) o) >t on [a,b)
3) ¥()>0 on [a,b)
4) limd(r) =b.

t—b_

Let n be a positive integer. If §, is the n-th iteration of the dispersion é of the k-th
kind, then 6, has the same properties (1), see [4] § 13.
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We shall need also some other properties of dispersions. Let y be a non-trivial
solution of (q) and let ¢,, Y, be the n-th iteration of the dispersion ¢, ¥ of the 1-st
or 2-nd kind, respectively. Then we have (see [4] § 13):

) out) = y(eu(1)ly*())  for y(t) +0
= y(Oye0)  for (i) =0

(9 Y1) —_—
40! O OREZ0 for y'(t) +0

a0 YO oy =o0.

R ORRZ0)

1.2. First we summarize the results that we shall need in the sequel. See [1], [6],
[2] (Theorems 5, 9, 10).

Theorem 1. Let (q), g € C°[a, b), q(t) < 0, te[a, b) be an oscillatory (t > b_)
differential equation and ¢,(y,) the n-th iteration of its dispersion ¢ (Y) of the
first (second) kind. Let t, € [a, b).

a) Every solution of (q) is bounded on [to, b) if and only if a constant N exists
such that

ei(x) SN, xe[to, 0(t)), n=1273,...

b) Every solution of (q) belongs to I’[t,, b), p > 0 if and only if

@ ¢(to)
Y [en(®]' 72 dt < o
n=0 Jto

holds.

c) If q is non-increasing (non-decreasing), then

40 <51 ()2 1), tefab)
q() — -
holds where & is the dispersion of the k-th kind of (q), k = 1, 2.

d) Let 0 > g(f) = const > —oo. If there exists a solution y of (q) tending to
zero for t — b_, then every solution of (q) linearly independent of y is unbounded
on [a,b).

e) Let 0 > const. = q(t) > —o0. If there exists a solution y of (q) the derivative
of which tends to zerot —» b_, then the derivative of every solution of (q) linearly
independent of y is unbounded on [a, b)

f) Consider the following assertions on [a, b):

A) The sequence of absolute values of local extremes of (the derivative of)
an arbitrary solution of (q) is non-increasing.
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B) The sequence of absolute values of local extremes of the derivative of an
arbitrary solution (of an arbitrary solution) is non-decreasing.

C) a(¥ (1) Y'(f) 2 1 (¢(t) — t is non-decreasing).
q(1)

D) o¢(f) — t is non-increasing (‘I(L(g)) Y'(7) £ 1).
q
Then A <> C = D <> B holds.

2. This paragraph deals with the relation of the dispersions of the 1-st and 2-nd
kind of (q) and the property of every solution (of the derivative of every solution)
of (q) to belong to If[a, b), p > 0. Theorem 1b) gives the necessary and sufficient
condition for every solution to belong to I”[a, b), p > 0. The situation for the deriva-
tive of an arbitrary solution is described by the following

Theorem 2. Let (q), g€ C%a, b), q(t) <0, te[a,b) be oscillatory on [a, b)
and let s, be the n-th iteration of the dispersion  of the 2-nd kind. Then the deriva-
tive of every solution of (q) belongs to I/[a, b), p > 0 if and only if

@ ¥(a)
@ 5 [l @ vy ar < o

holds.

Proof. Let the condition (4) be satisfied. According to (3) we have for an arbitrary
solution y .

b 0 (Yn+1(a) o (Y(a)
[bora-£ [ bora -3 [“wrna -

. ="§0 :l(a)iﬁ;.l +p/2 (Iy!(t)lz ';Iq(?:gfl)l’/zdt < Mi '[ |q('l’ (t))!p/z :1+pl2 dt < oo

where
p/2

yll(t)

q(r)

We can see that y’ belongs to I?[a, b), p > 0. Let )’ belong to I’[a, (b), p > 0 for

an arbitrary solution y. Let y,, y, be two linearly independent solutions of (q) such

that yj # O on [a, t,], y5 # 0 on [t,, ¥(a)], t, = (a + ¥(a))/2. Then

yl('pn
yi(®)

Yz(‘l’n) |q(,)|p/2 v dt] <M,. (I lyllpd’ +I|y2|P dt) < ®©

M = max
te[a,y(a)]

@

% J el vt g = i U “

n=0 a

v(a)
+ J
ty

|q(t)|"/2 Yl dt +

ya()
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where

ﬂ p/2

yi()

and we can see that the condition (4) is satisfied.

)

M, = max(max =
- y%(1)

te[a,ty]

pIZ)

Lemma 1. Let (q), g € C°[a, b), q(f) < 0, t € [a, b) be oscillatory on [a, b) and let y
be an arbitrary solution. Let @,, V,, X., ®, be the n-th iteration of the dispersion
@, ¥, x, © of the 1-st, 2-nd, 3-rd, 4-th kind, respectively. Let to, t, € [a, b), y(t,) = 0,
y'(t)) =0.

a) The solution y belongs to I’[a, b), p > 0 ij and only if

telty,¥(a)]

(5) . 2 [y 1)) (9ne1ta) = @ulto)) < w0
holds.
b) The derivative of y belongs to I’[a, b), p > 0 if and only if

(6) Zoly'(w,,ﬂ(tl))]’ (Une1(ts) = ¥a(t1)) < o0
holds.
Proof. a) Let y belong to I*[a, b), p > 0. Then

13 Dl () (et = 04(to) =
=517 - ooy Mol

@n(t0) Xn+1(t0) = @a(to)
@n+1(f0) P ©  (@n+1(to)
4 I (t=0p(te) — 10 dt] =¥ (7 dt < o
n+1(t0) Xn+1(t0) = @nr1(to) n=0 J gu(to)

(because |y|” has not smaller values on the interval [@,(o), %n+1(fo)] of 00 [£4+1(to),
@n+1(to)] than the function the graph of which is the line segment connecting the
points (@4(to), [¥(@a(to))|?) and (xas1(to)s [¥(Xas1(t0))I?) OF (tas1(t0)s [Y(tas1(t0))]")
and (@n+1(to)s [¥(@n+1(t0))|?), respectively. Thus we can see that (5) is valid.

Let (5) be valid. Then

Jb|y(t)|' dt =M + i "

+1

(to) 0 @n +1(t0)
(O de< M+ 3 (s 1(t))” dt =

1=0 J on(to) n=0 J gn(to)

: <] : to
=M+ 3 5t sto) (uste) = o) < 0, 1 = [ ol
and the theorem is poved in this case.
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b) The statement for y’ can be proved in the same way. We only use ¥, @ instead
of @, %.

Theorem 3. Let (q), g € C°[a, ), q(t) < 0, t€[a, ) be oscillatory on [a, ),
g monotone.

a) If there exists a solution y belonging to I’[a, ), p > 0, then lim y(t) = 0.
t— 00

b) If every solution belongs to I[a, ), p > 0, then every solution converges
to zero for t > o and lim ¢(f) = — 0.

t— 00

c) If there exists a solution y such that y' belongs to I![a, «), p > 0, then y'
converges to zero for t — 0.

d) If the derivative of every solution belongs to I’[a, o), p > 0, then hm g(r) =0
and the derivative of every solution tends to zero for t — co.

Proof. a) Let y be a non-trivial solution of (q) such that y € I’[a, ), p > 0.
Let t, € [a, ), ¥(t,) = 0. According to Theorem 1c)f) the sequence of absolute
values of local extremes of y is monotone. Hence lim |y(x,(to))| = M = 0 where y,

is the n-th iteration of the dispersion y of the 3-rd kind of (q). If M = 0, then
lim y(t) = 0. If M =+ 0, then there exists a constant M such that |y(x.(t,))| = M, >

t—=>w

> 0,n =1,2,... and according to Lemma 1 we have

T 1t ()P (@re1(t0) = 94(10)) 2 M1 T (@us(t0) = 04fte) =

However, this contradicts our assumption.

c) This case can be proved in the same way as a).

b) d) The statement follows from a) c) and Theorem 1d) €).

Remark 1. A result of Bellman [3] § 6.8 concerns problems of this paragraph.

Let a € C°[ty, @), b e C°[t,, ), |b(f)| < const. < oo for t & [t,, ). Let p > 1
be a number and p’ = p/(p — 1). If every solution of y" = a(r) y belongs to I?[t,, c)
and IP'[to, o), then every solution of y” = (a(f) + b()) y has the same property.

For p = 2 the statement lim q(f) = —oo from Theorem 3b) follows from this

t— o0

result by indirect proof: Let lim g(f) = —C > —co. Put a(r) = g(t), b(t) = —1 — q(2).

t—

Then every solution of y” = —y belongs to I*[t,, c0) but this is not true.

3. In the last paragraph we shall prove some new results concerning the existence
of integral (% y(f) dt where y is a non-trivial solution of (q).
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Lemma 2. Let (q), q € C°[a, b) be oscillatory on [a, b) and let y be its solution.
Let ¢, be the n-th iteration of zts dispersion ¢ of the 1-st kind.
Let ty € [a, b). Then’

) [y =Er [ ar

Proof. According to (2) we have

@n +1(t0)

f : () dt = i y(1) de =,§o f :P (w)y(‘/’n(’)) oy(1) dt =

@n(to)
_4’
= S0 o ) a
n=0 to
and thus the stament is valid.

Theorem 4. Let (q), g€ C°[a, b), b < o0 be a differential equation, q non-
increasing, lim g(t) = — 0. Let y be an arbitrary solution of (q). Then

- J-:y(t) dt

Proof. As lim g(f) = —oo, the equation (q) is oscillatory on [a, b). Let y be

t=b—
a non trivial solution of (q). Let t, €[a, b), ¥(t;) =0, q(t) <0, te[ty, b). As
¢' < 1o0n [t,, b) (see Theorem 1c)) we have

@(t0)
I @2 y(1) dt'

to

®)

holds.

= M, = const. < o

.G’(‘o)
J en—() y(1)dt|, n=2,3,...
to

and according to the alternating series test the infinite series in (7) converges if and
only if

¢(to)
©) lifn I 02(1) y(t) dt = 0
to

n—oo

holds. Hence (% y(t) dt converges iff the condition (9) is valid.
Let ¢ < 0 be a number. As lim g(f) = — oo, there exists a number t,, t, € [a, b)
t=b— i
such that () < ¢, t € [, b). Then the Sturm Comparison Theorem for the equations
(q) and y” =c.y implies 0 < ¢(t) — t < n/\/—c. Thus lim (¢(t) — £) = 0. Ac-
t—b-

cording to Theorem 1a) c) an arbitrary solution of (q) is bounded on [a, b) and
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@ix) £ 1, x € [a, b). There exists a constant M > 0 such that |y(r)] £ M, te[a, b)
holds and we have :

@(t0) @(t0)
J @, 22(1) ¥(t) dtl <limM j pu(f)dt =
to n=®o to

= lim M(@,+1(to) — @a(t0)) = 0

n—ao

0 < lim

n—*o

(because lim (¢(f) — ¢) = 0, lim @, = b).
t—-b-

n—oo

Thus (9) is valid and the theorem is proved.

Remark 2. Theorem 4 is a generalization of a result in [5] XIV, § 3, where the
assumptions are: g € C°[a, b), q non-increasing, (q) oscillatory on [a, b). However,
(8) was proved only for solutions tending to zero for ¢t — b_. Theorem 4 is a generali-

zation of this result because if lim g(f) = ¢, 0 > ¢ > —o0, then no non-trivial
t~b

solution of (q) tends to zero for ¢t — b_. This follows from the following argument:
Suppose that lim y,(f) = 0. According to Theorem 1d) we have that the function y,
t-b

is unbounded on [a, b) where y,, y, are linearly independent solutions of (q).
Theorem 1c) gives q(y/(t)) ¥'(t)/q(t) = 1, t € [a, b) where ¥ is the dispersion of the
2-nd kind of (q). On the other hand it follows from Theorem 1f) that the sequence of
absolute values of local extremes of y, is non-increasing and thus y, is bounded on
[a, b) which is a contradiction.
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Casopis pro pé&stovini matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

A THEOREM ON 2-CONNECTED GRAPHS

LApisLAv NEBESKY, Praha

(Received October 12, 1973)

Let G be a graph. By ¥(G) and E(G) we denote the vertex set and the edge set
of G, respectively. The number of elements of V(G) is referred to as the order of G.
We say that vertices r and s of G are independent if they are distinct and non-
adjacent. If u € V(G), then by deg; u we denote the degree of the vertex u in G.

We say that a connected graph G of order p > 3 is 2-connected if for every v € V(G),
the graph G — v is connected. The terms not defined here can be found in BEHZAD
and CHARTRAND [1].

We shall say that a vertex w of a 2-connected graph G is weak if G — w is 2-con-
nected. Theorem 2.10 in [1], due to A. KAUGARs, can be reformulated as follows:
Every 2-connected graph contains either a weak vertex or a vertex of degree 2. We
shall prove the following stronger result:

Theorem. Every 2-connected graph of order p = 4 contains either a pair of
adjacent weak vertices or a pair of independent vertices of degree 2.

Proof. The case p = 4 is obvious. Assume that p = n = S and that the statement
is proved for4 < p < n — 1. Let G be a 2-connected graph of order p. Assume that G
contains no pair of adjacent weak vertices. We shall consider the following two
possibilities: : ,

(1) For every edge x = uqu, of G, at least one of the vertices u, and u, is adjacent
to a vertex of degree 2. Then G contains a vertex r, of degree 2 which is adjacent to
distinct vertices r, and r,. Assume that G contains no pair of independent vertices
of degree 2. Then without loss of generality we can assume that degg ro = 3. If
~ degg r, 2 3, then by r we denote the vertex r,; if degg 7, = 2, then by r we denote
the vertex adjacent to r, and different from r;. Obviously, deg; r = 3. It is easily
seen that if s,, s, € V(G) — {ro, 4, 15, r}, then the vertices s, and s, are non-adjacent.
As no vertex in the set V(G) — {ro, ry, 7, r} has degree 2, G contains a vertex of
degree 1, which is a contradiction. This means that G contains a vertex s, of degree 2
such that the vertices r; and s, are independent.
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(2) There is an edge y = uu’ of G such that neither u nor u’ is adjacent to a vertex
of degree 2. Without loss of generality we can assume that the vertex u is not a weak
one. Thus G — u is not 2-connected and there is a vertex v such that the graph
G — u — vis disconnected. It is easily seen that there exist subgraphs F, and F, of G
such that V(F,) UV(F,) = V(G), V(F,) nV(F,) = {u,v}, 3 < |V(F,)| £ [V(F.),
E(F,) U E(F,) = E(G), and_E(F,) n E(F,) = 0. As u is adjacent to no vertex of
degree 2, |V(F,)| = 4. Hence |V(G)| = 6.

Let i € {1,2}. We construct a graph G, as follows: (a) if degs, u = 1 = degp, v,
then V(G;) = V(F;) and E(G;) = E(F;) U {uv}; (b) if either degp, u > 1 or degs, v >
> 1, then ¥(G,) = V(F)) U {w;} and E(G,) = E(F,) U {uw,, vw,}, where w, is a vertex
different from the vertices of F;. Clearly, G, is 2-connected. It is easily seen that for
every vertex t e V(F;), t is a weak vertex of G, if and only if it is a weak vertex of G.
This means that G; contains no pair of adjacent weak vertices. As 5 < |V(G,| =
< p — 1, G; contains a pair of independent vertices of degree 2. There is a vertex
t;eV(F;) — {u, v} such that degg, t; = 2. Obviously, deg; t, = 2. As t, and t, are
independent vertices of G, the proof is complete.

Fig. 1. Fig. 2.

Remark. As follows from Fig. 1, for every integer p = 4, there is a 2-connected
graph of order p such that (i) it contains a pair of independent vertices of degree 2,
(i) it contains precisely two weak vertices, and (iii) the weak vertices are independent.
As follows from Fig. 2, for every integer p = 6, there is a 2-connected graph of order p
such that (i) it contains a pair of adjacent weak vertices, (ii) it contains precisely two
vertices of degree 2, and (iii) the vertices of degree 2 are adjacent.
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

A NOTE ON COMPARISON OF TURING MACHINES
WITH COMPUTERS

KareL CuLik, Praha
(Received October 25, 1973)

Computers are devices using only functions the domain and range of which is
perfectly determined (the movement of a scanning head in Turing machine is no
function in this sense) and they are classified by the types and properties of functions
used. Two sorts of tape-computers with suitable modifications of addresses are pre-
sented which simulate the activity of Turing machines.

1. ADDRESSED TURING MACHINES

A definition of Turing machine has two parts: the first concerns the syntax and
the second the semantics, i.e. its activity.

With respect to the syntax (according to e.g. M. Davis [3]) a Turing machine is
determined by a finite set Z of quadruples which have one of the following three
forms

(1) (4, a, 4% a*),
(2 (¢, @, 4%, R),
() (9, a, 9% L)

and which satisfy the following requirement
(4) no two different quadruples from Z have the same first and second member,

where ¢, g* € Q; a,a*€ A; An {R, L} = 0 and |Q| = n. The elements of Q, A4 are
called inner states, basic symbols respectively. There is one inner state q, € Q
distinguished and called initial and one basic symbol a, € A called blank space.
The activity of Turing machine concerns a two-way-infinite tape divided into
squares on which certain basic symbols are printed. Assuming well known deter-
mination of the activity in [3] a little modified way is used here. Let N = {..., -2,
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—1,0, +1, +2,...} be the set of all positive and negative integers, inclusively
zero, which are assigned to the individual squares of the tape as their coordinates.
The numbers from N may be considered as symbolic addresses of the corresponding
squares-memory cells, because the tape plays a role of storage in any case. This is
the reason why we are speaking about an addressed Turing machine.

Let TD be the set of all tape descriptions which are functions ¢ such that

(5) Domain t = N, Ranget = A and there is only a finite number of integers
x € N satisfying the inequality #(x) # a,.

With respect to (5) let N, be the shortest interval of N such that if xe N — N,
then #(x) = a,. Then t|N‘ is called finite tape description.

In virtue of (4), the following two binary functions may be determined for the given
set Z (by the enumeration of the corresponding triples):

(6) @ ={((g, a); g*); there exists a quadruple in Z such that g, a, g* is its first,
second, third member respectively},

and

(7) ¥ ={((g, a); a*); there exists a quadruple in Z of the form (1) such that 9. 4, a*
is its first, second, fourth member respectlve]y}

Now each instantaneous description (see [3]) of the Turing machine Z is determined
by a triple [t, x, g] where te TD, xe N and q € Q, because by x is determined
which square is scanned and by #(x) which symbol is printed in the square scanned.
The next instantaneous description [t*, x*, g*] is defined recurrently as follows:

a) if g, t(x) is the first, second member respectively, in a quadruple of T which has
the form (p) where 1 < p < 3, then the condition (p*) holds, where

(1%) t*(i) = (i) for each i # x where i =0, +1, +2, ..., and
t*(x) = ¥(q, (x)) ; x* =x and g* = ¢(q, 1(x)) ;

(2% t*=t; x*=x+1 and g* = ¢(q, ((x));

(3% t*=t; x*=x—1 and g* = ¢(q, (x));

b) if there does not exist a quadruple of Z such that g, #(x) is its first, second member
respectively, then the activity is stopped and ¢ is called final tape description;

c) the initial instantaneous description [, x, q] satisfies g = g,.

The machine Z computes the string function F, = {(‘OIN,,,’ tx); to is an initial
instantaneous description and ¢ is the corresponding final state description} because,
obviously, by tol Neg and t| . @ pair of finite strings over A is uniquely determined.

If a number function should be computed by a Turing machine Z then all the
required numbers must be expressed in well known way by repeating one distinguished
symbol, i.e. certain coding and decoding is assumed such that one number may
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occupy many neighbouring squares, or, one number is stored at many addresses
simultaneously. If also negative integers, rational numbers and r-tuples of such
numbers are required further coding and decoding conventions must be added.

2. COMPUTERS AND THEIR PROGRAMS

Using sligthly modified and simplified definitions and notations of [1] and [2],
a computer may be characterized as follows: Cptr = (Obj, Adr, Fct), where Obj is
a set of basic objects the computer is dealing with, Adr is a set of basic addresses (or
names, or identifiers etc.) and Fet is a set of basic functions such that if f € Fet then
Domain f = Obj" x Adr™ for certain integers 0 < n, m, and Range f = Obj U Adr.
If there exists a function f € Fet with n = 1 and m = 1 then the computer is called
of a mixed type, otherwise, i.e. if always either n = 0 or m = 0, of a pure type.
If f € Fct then there are the following four possibilities in computers of a pure type:

(8) Domainf < Obj", n > 1, and Rangef < Obj (then f is called operation) ;

(9) Domainf < Obj", n > 1, and Rangef = Adr (then f is called condition);

(10) Domain f = Adr™, m > 1, and Range f = Adr (then f is called address mo-
dification) ;

and finally

(11) Domain f = Adr™, m > 1, and Range f = Obj.

In [1] the computer is said to be simple if Fct = Opr where Opr is the set of all
operations, and it is called conditional if Fct = Opr U Cond where Cond # () and
Cond is the set of all conditions. Here the conditional computers with address
modifications (i.e. if Fet = Opr U Cond U Mod, where Mod # 0 and Mod is the
set of all address modifications) will be considered.

Further the following derived concepts must be added to the characterization of
a computer:

Com is the set of all commands which are strings of symbols of one of the following
forms:

(12)  f(xy5 X35 .- X,) =1 X0, Where “f” € SymbOpr and x; e Adr for
i=0,1,..,n;

(13) _ X =: y,l where x, y € Adr ;

(14) Stop;

(15)  g(x1s X25 o Xu)s where “g” € SymbC;:nd and x; € Adr for
i=1,2..50;

(16) x; where x € Adr ;
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(17)  h(xy, x5, ..., X,) =: X, where “h” € SymbMod and x; € Adr for

=0,1,..,n
(18,) o(x) =:y, where x, y € Adr and ¢ is a new symbol,
(18,) y =:a(x), where x, y € Adr, ¢ is a new symbol,

where SymbOpr, SymbCond, SymbMod is the set of names of all elements in
Opr, Cond, Mod respectively such that always there is a one-to-one correspondence
between names and functions, and “=:" is usual assignement symbol.

In simple computers only commands of forms (12)—(14) are required, in con-
ditional computers the commands of the form (15) and (16) are added (which are
conditional and unconditional jumps respectively), and if some modifications of
addresses are admitted also the commands of forms (17) and (18) are necessary.

Further

Sta = {0; 0 is a function such that Domain ¢ = Adr and Range o = Obj U
U Adr U Com} is the set of all states of storage (in simple and conditional com-
puters it is possible to restrict the states o to a special case when Range ¢ < Obj);

AdrCom is the set of strings called addressed commands, which are couples
{a; C), where a € Adr and C € Com (such that the address ““a” does not occur in
the command “C”; for this reason in [1] and [2] a special set of labels or markers
is introduced by which the command are labelled and which are the only values of
conditions); .

Prog is the set of all programs which are finite sequences P of the form P =
= (KW, K®, ...,K®), where K € Com U AdrCom for each i = 1,2,..., p.

The activity of the computer Cptr under consideration for the program P and for
an initial state of storage ¢, € Sta consists in an iterative application of commands
(or addressed commands) occurring in P to the current state of storage in the order
from the left to the right unless by conditional commands (15) and (16) a new address,
and therefore a new addressed command, is determined. It is sufficient to define the
next state of storage o; = C;0;_, for the current state ¢; to which the command C;
is applied (or executed), and the next command C,., where i > 0. The cases
(12)—(18) must be distinguished:

(12%) C; = (f(x1> X25 ---» Xn) =:X) and C; is contained in K, where 1 < j < p
(if j = p then after application of C; the activity is finished, because no C,,,
is determined); if (¢;-,(x,), 65-4(X3), ..., 6;-1(x,)) € Domain f (otherwise the
activity is finished) then o(z) = 40;(z) for each ze Adr — {x,} and
o{(%o) = aef(04- 1(x,) 0i-1(x3), ..., 0y—4(x,)), and C;y, is that command
contained in KU+
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(13*) C;=(x =:y) and C, is contained in K", where 1 < j < p (if j = p then
after application of C; the activity is finished); then o(z) = 40,_,(z) for
each z € Adr°~ {y} and o(y) = 40;-,(x), and C,, is that command con-
tained in KU*1;

(14*%) C; = Stop; then the activity is finished and stopped and the state o;_, is
called final or resulting state of storage;

(15%) C; = (g(x15 X2, ..o, X)); if (05-4(x1), 04-4(X3), ..., 0;—4(x,)) € Domain g and
if there exists K, 1 < j < p, which contains the address g(a;-,(x,), ...
.+.s 6;_1(x,)) (otherwise the activity is finished) then C,,, is that command
contained in K, and ¢; = a,_,;

(16*) C; = (x); if there exists K, 1 < j < p, which contains the address x (other-
wise the activity is finished), then C,,, is that command contained in K,
and 0; = 0;_4;

(17*) arises from (12*) by replacement of “‘f” by “h”;

(18F) C, = (o(x) =:y) and C, is contained in K, where 1 <j < p (if j =p
then after application of C, the activity is finished); if o,_,(x) € Adr (other-
wise the activity is finished) then o(z) = 40;_,(z) for each z € Adr — {y}
and 0(y) = 4¢0;-1(0;-1(x)) = 07_4(x), and C,,, is that command which is
contained in KY*1);

(183) C; =(y =:a(x)) and C; is contained in KV, where 1 <j <p (if j =p
then after the application of C; the activity is finished); if o,_,(x) € Adr
(otherwise the activity is finished) then o(z) = 40,_,(z) for each z e Adr —
— {o4-4(x)} and o(0;-4(x)) = 40:-4(y), and C;,, is that command con-
tained in the KU+,

Although the commands of the form (18) are sufficient for our simulation of all
Turing machines it should be noted that they may be generalized in a natural way
to the form

(19) 6*(x) =: y, where x, y € Adr, o is a new symbol as in (18,) and k = 2 is an
arbitrary integer.

It is conjectured that this general case is close to the ‘‘ref”’-mechanism in ALGOL68
[5] |

The computer Cptr computes the state function Fe,,, » = {(0; 0;); 0 is the final
state of storage of Cptr which corresponds to the initial state o, in accordance with
the program P}, because it assigns states of storage again to states of storage.

Usually there are prescribed input and output addresses to each program P,
e.g Ip = {xy, X5, ..., X,} = Adr and Op = {y,, y3,..., ¥} = Adr respectively, and
therefore another function fepyr = {(00l1s; 0ilos); (003 ) € Feper,p} is called
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computable in Cptr by P, under the condition that Range aolh, < Obj and
Range a-,.|0)P < Obj, which means that s r-ary functions (=operations) in Obj
are computed (if, e.g. the order of input and output addresses is ﬁxed).

Thus the crucial theoretical question is to decide whether or not an arbitrary
function f* such that Domain f* < Obj" and Range f* < Obj (i.e. if s =1) is
computable in the prescribed Cptr, i.e. whether or not there exists a program P
such that f* = fc,, p, and if the answer is positive, to construct the required
program P. In fact, always the function f* under consideration must be determined
by a “program’ or by an ‘“‘algorithm’ using some other functions assumed as known
and computable, and therefore the crucial practical question is to “‘translate” the
given “program” for one ‘“‘computer” into program for the second computer.

3. DIFFERENCES BETWEEN TURING MACHINES AND COMPUTERS

(i) A computer has finite storage represented by the set Adr but an addressed
Turing machine has an infinite storage represented by the set N. '

(ii) The storage of a computer has no structure, i.e. all addresses are equivalent
each to other because they are all available in any instant (the differences between
the registers and other memory cells of main storage of real computers and differences
between different sorts of storage as magnetic tape, drum, digs, etc. can but need not
be taken in account here), but in each Turing machine its memory has tape structure
where in next instant only two neighbouring addresses, and the current address
itself, are available.

(iif) The basic objects which are stored at the addresses in computers may be
essentially more complex than the basic symbols stored at the addresses of a tape in
Turing machines, where also basic objects are stored at many neighbouring addresses.
Here is a deep difference in the concept of address.

(iv) In computers it is possible to admit an infinite number of basic objects without
any change of the programs, but it has different meaning to admit infinite number of
basic symbols in Turing machines.

(v) There is distinguished the computer from its programs, but in Turing machine
both these concepts are mixed up in a set of quadruples Z.

In other words, in computers the determination of basic functions (which belong
to hard-ware) is separated from that of programs (which belong to soft-ware), but
in Turing machines both these parts are mixed up.

(vi) The string functions F; and the state functions Fp,, p OF fcp,,p Cannot be
compared in any reasonable way because of (iii), i.e. F; concerns the sequences of
addresses of arbitrary lengths but fe,,, » concerns fixed sets of addresses.

(vii) In computers the basic operations and conditions may be arbitrary functions
of many variables (in real computers they are binary functions usually), i.e. the
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objects stored at many different addresses must be used simultaneously, but in Turing
machines only unary operations are used, because only one square is scanned.

It follows by (vii)fthat it is impossible to replace a computer by one single Turing
machine; it would be necessary to have several Turing machines together with their
composition, or to have a universal Turing machine.

By (iii) it is also impossible to replace a Turing machine by one computer, unless
a specialized storage is required, i.e. which have the same tape structure as that of
Turing machines has.

Therefore in the following sections certain specialized tape-computers are con-
sidered. Then F,,, p will be a string function and it may be compared with F; for
the Turing machine Z.

4. THE FIRST TAPE-COMPUTER AND ITS SIMULATING PROGRAM

Now to an arbitrary addressed Turing machine Z with the tape N the tape-com-
puter Cptr, = {Obj,, Adr,, Fct,> of mixed type is constructed in the following
way.

First of all in accordance with Sect. 1 let us introduce the following unary relation
in 4-valued logic (i.e. a decomposition of a set into 4 subsets) with values m,, m,, m,
m, € Adr:

(20) ¢ = a{((g, a); m,); there exists a quadruple in Z of the form (p), where 1 < p <
< 3, such that g, a is its first, second member respectively} U {((g, a) my);
there does not exist a quadruple i in Z such that g, a is its first, second member
respectively}.

In other words g is a function such that Domain ¢ = Q x A4, Range g {ml, my,
m3, m,} and such that a decomposition of @ x A in at most four classes is deter-
mined. Three of these classes correspond to the cases (1), (2) and (3) mentioned in
Sect. 1, and the fourth class contains pairs (g, a) for which neither ¢ nor y is defined.

Thus we define: Obj, = A U Q; Adr, = N U {ry, ry, rg, ro} © {mq, my, m,, ms,
m4}, i.e. to the tape-store N some auxiliary addresses — e.g. registers — are added;
Fet, = {o, ¥, 0, +1, —-1}, where “+1” and “—1” means the addition of plus one
and minus one defined in N respectively; Sta, = {q; there exists ¢ € TD such that
o(x) = t(x) for each x e N, a(ry)e N, o(ry) e A, o(rg) € Q, o(rp) € Q and o(m,) e
e Comfor p=0,1,2,3, 4} the initial state o, satisfies o(ry) = q,. Finally let us
take the following program:

Py = (Cmo; o(ry) =:7>, elre. 1),
{my; o(rg,y) =:1p), ¥(ro, r,’,,) =iry, rg=irFg Mg,
(my; @(ro,ry) =:rgd>, ry+1=:iry, myg,
{my; (P("Q’ rz’v) = "Q) w In—=1=iry, mg,

(my; Stop)).
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Lemma 1. The tape-computer Cptr, by the program P, simulates the activity
of the Turing machine Z and therefore Fep,,, p, = F.

Proof. If [#, x, q] is an initial instantaneous description of the addressed Turing
machine Z, i.e. ¢ = q,, then as the corresponding initial state o, for Cptr, the fol-
lowing one must be chosen: ao(ry) = x and oo(y) = t(y) for y e N. Further the
simulation is clear step by step.

The unsufficiency of this tape-computer consists in the fact, that we are interested
in a string function F, such that the strings on N consist only of the basic symbols
from A and the inner states from Q are not addmitted. Therefore an other tape-
computer will be introduced.

5. THE SECOND TAPE-COMPUTER AND ITS SIMULATING PROGRAM

The tape-computer Cptr, = {Obj,, Adr,, Fct,> differ from Cptr, by considering
of Q as a subset of the set of addresses, by which follows the necessity to modify the
set of functions as follows:

(6*) g, = {(a; g*); there exists a quadruple in Z such that g, a, g* is its first, second,
third member respectively} for each g € Q;

(7*)  f, = {(a; a*); there exists a quadruple in Z of the form (1) such that g, a, a*
is its first, second, fourth member respectively} for each g € Q;

(20%) h, = {(a; m{); there exists a quadruple in Z of the form (p), where 1 < p <
< 3, such that g, a is its first, second member respectively} U {(a; m");
there does not exist a quadruple in Z such that g, a is its first, second member
respectively} for each g € Q.

It is important to mention explicitely, that the functions g,, f,, h, for g € Q arised
by suitable partialization of the function ¢, ¥, ¢ respectively.

Let Q,, Q;, O, be the set of all states g e Q such that g, # 0, f, # 0, h, # 0
is valid respectively. Therefore 9, n @, = 0 and Q, < Q,.

Thus we define: Obj, = A; Adr, =NuU Qu {ry,ri} u{m{®; qeQ a p
=1,2,3,4}; Fct, = Opr, U Cond, U Mod,, where Opr, = {f,; g € Q;}, Cond,
={9, 9€Q,} v{h; qe Q) and Mod, = {+1, —1}; Sta, = {5; there exists
te TD such that o(x) = #(x) for each x e N, o(ry) €N, o(ry) €N, o(q) € Com for
each g € Q and o(m{P) € Com for each g € Q and p = 1, 2, 3, 4}; the initial state o,
satisfies ao(x) = t.
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Finally let us take the following program, if Q = {qy, 42, ..., 4a}:

Py =i o(r) =:r) 5 hy(r)s
<me; fo,(ry) =2 o(r)> . 94,(r4) »
mPiry + 1=1ry), gq,(ra),
<m4(1?); ry — 1 =: rN> ’ gql(rllv) s
(m®; STOP) ,

qu

q2; o(ry) =273, hy(rh),
(mQ; folry) =1 0(ra)>, g4,(r)

(m® ; STOP) ,

an-1°

Kgn a(ry) =:73>, ho(ry),
<mg,)s fa(ri) =2 0(ra)> 5 90,(13) 5
Amsry L =1ry), g,(rh)
(mpsry — L =:iry), g,(ri),
(m;:); STOP)),

Il

where each group of commands starting with <{g;; a(ry) =: ry) is superfluous if

q:¢ Oh

Lemma 2. The tape-computer Cptr, by the program P, simulates the activity
of the Turing machine Z and therefore Fe,,,, p, = F.

Proof. If [¢, x, q,] is an initial instantaneous description of the addressed Turing
machine Z, then the corresponding initial state o, for the Cptr, must be chosen as
follows: ao(ry) = x and o,(y) = #(y) for each y e N. Further if, e.g. the quadruple
(91, a1, g2, ay) of the type (1) is applied to [¢, x, g, ], where #(x) = a,, then by (1*)
the next instantaneous description [*, x*, q7] satisfies: t*(i) = #(i) for ie N — {x}
and 1*(x) = Y(q,, a;) = a, (which follows by (7)); x* = x and q7 = ¢(q;, a;) = q,
(which follows by (6)). On the other hand according to the P, the first command
o(ry) =: ry must be applied, where ¢ = 0, (as the current state at the beginning is
the initial state o,) and therefore by (18f) one gets 0,(z) = 40(z) for each z e
€ Adr — {ry} and o,(ry) = 403(ry) = a,. Further the next conditional command
h,(ry) is applied and therefore by (15*) 6, = ¢, and by (20*) h,(a,) = m{}’. Thus
the next command to be executed is f, (ry) =: o(ry), where by (7*) f,(a,) = a,
and 6,(ry) = 04(ry) = 0o(ry) = x. Therefore by (12*) o03(z) = 0,(z) for each
z € Adr — {x} and 05(x) = 4f,,(02(ry)) = a;. Now the next command to be executed
is g,,(ry), where according to (6*), g,,(a;) = q,, and by (15*) ¢, = o3, which means
that as the next command will be executed that one addressed by “g,”. Moreover itis
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clear that a,(i) = t*(i) for each i € N and o,(ry) = x = x* again. Taking all other
possibilities one establishes the required simulation correspondence step by step.
It follows by the lemmas:

Theorem. Each function computable by a Turing machine is computable by
a tape-computer of the type Cptr, and also of the type Cptr,.

The reason for giving this theorem (and both preceeding lemmas also) is to clarify
deep differences between computers and Turing machines. It is shown by them that
for the simulation purpose of Turing machines the computers must be provided
not only by an infinite memory but moreover by a tape-structured infinite memory
which requires two infinite functions = address modifications “+1” and “—1"".
It seems to be highly unconstructivistic and, of course not realizable, to allow any
infinite function in the base of a computer itself. Moreover both tape-computers
show explicitely that during the computation several functions ¢ € Sta must be
used, although not explicitly, which probably may have unpredictible properties.
This is also no support for the strict constructivistic point of view.

6. CONCLUSIONS

In order to underline the differences between Turing machines and computers it
shoulded be remind a note concerning certain classifications of computers in Sect. 2.
In general it is unclear how important role is played by the commands of the types
(18,) and (18,). In any case there is a conjecture that these types of commands are
necessary in each complete simulation of Turing machines and therefore that they
represent a special tool in constructing of functions. These commands are not expres-
sible using the usual flow-diagrams and therefore it may be conjectured that the func-
tions computed by Turing machines cannot be simulated by flow-diagrams only.

On the other hand it remains open to extend the above mentioned simulation to
the universal Turing machine too.

With respect to a classification concerning the functions required by the computer
it is clear, that there are many Turing machines simulated by just one-tape-computer
using many different programs. The value of these classifications remains unclear
because it is easy to provide each tape-computer by all possible unary operations
which may be defined in the set A (if A is finite).

The fact that in Cptr, only unary operations (and in fact also only unary conditions
and modifications) are required, shows that within all the frame of Turing machines
or of mentioned tape-computers some important tools are included, or are added
by further conventions, if the functions of unary variables should be evaluated.

Moreover in [4] even a more extremal case occurs if all the operations are constant
functions, i.e. functions without any variable.
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For all the mentioned differences between Turing machines and computers a strong
feeling must arise that the recent computer problems cannot be solved using the con-
cepts concerning Tyring machines but that the new direct concepts of computers
are necessary to introduce and investigate.
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

KONFIGURACE V CTYRROZMERNEM PROSTORU
ODVOZENE UZITIM ROVINNYCH KONFIGURACI

JArROMIR KRrYs, Hradec Krilové
(Doslo dne 19. listopadu 1973)
1. Uvod. V tomto &lanku dokaZeme tuto zajimavou vétu:

Véta. Necht' v P, existuje konfigurace F, typu:

(a‘q’ b p) ’

potom v P, existuje konfigurace F, typu:

a? 2q q* 2q
p 2ab g q+1
P’ 2p, b* 2

ap pb+ab 2b

a konfigurace F} typu:
a’> 2q 2 2q
p 2ab 1 g+1
a b 2a q
ap pb+a p2b

2. Model 4-rozmérntho prostoru. Zvolme v afinni rovin& P, (P, budeme znadit
bodovy prostor, jehoZ zaméfenim je vektorovy prostor dimenze 2 nad télesem real-
nych &isel) uspofadanou dvojici soustav soufadnic 0, a 0,. Pfifadime-li nyni k bodu
A = [ay, a,, a3. a,] € 44 (A4, je aritmetickym modelem 4-rozm&rného prostoru
bodil tj. bodem je uspofadand &tvefice redlnych Eisel) dvojici bodd A4,, A, roviny P,
(oznageni 4 = [A4,, 4,]), kde 4; = [a,,a,] v O, a 4, = [a3, a,] v O,, potom je
zfejmé, Ze na mnoZing viech takovych dvojic bodii (oznadme tuto mnoZinu M,) lze
stanovit pfisluiné operace tak, aby tato mnoZina M, (s pfislu§nymi vlastnostmi) byla
modelem &tyfrozm&rného afinniho prostoru bodi, jehoZ jednim modelem je A, (pro
tento model pouZijeme stejného oznaleni — M 4). Pro nase tivahy potfebujeme védét
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jak jsou uréeny podprostory modelu M,. K urovani téchto podprostorit uZijeme
uvaZovany aritmeticky model, pfi¢emZ budeme pfedpokladat, Ze umime v tomto mo-
delu pracovat (oznageni bodi, ptimek, vektori atd. je ve shod& s [1]).

1. Pfimka. Pfimka p = gen {4, U} mé v A4, tyto rovnice:
(1) Xy =@, +tu;, X, =a,+tu,, X3=a3+ tuy, X4 =a, + tu,.
V M, je pfimkou dvojice mnoZin bodi roviny P, uréené jednak rovnicemi:
2 X, =a, +tu;, X, =a,+ tu,
a jednak rovnicemi:
3) ' Xy = a3+ tuy, X, =a,+ tu,.

MnoZin& bodi uréenych rovnicemi (2) budeme fikat prvni obraz pfimky a podobn&
mnoZin& (3) druhy obraz pfimky (obecn& prvni a druhy obraz podprostoru). Rovnice
(1) uruji pfimku, jestlie vektor U je nenulovy. Vektor U = (U,, U,), kde U, =
= (u5,u;) v 0, a U, = (u3,uy) v O, (vektorem U rozumime zde uspofadanou
dvojici mnoiin_’tzv. ekvipolentnich usegek, tj. vektor U, = (u,, u,) v O, znamen4,
Ze usetka O,U,, kde bod U, = [uy, u,] v O,, uréuje vektor U,), je nenulovy pravé
kdyZ aspoii jeden z vektorti U; a U, je nenulovy. MiiZeme definovat

Definice. Necht i + j; i, j = 1, 2. PodmnoZinu p mnoZiny M, nazveme pFimkou,
plati-li p = [pl, p2] a p; je jediny bod tj. i-té obrazy bodi pfimky p splyvaji v jediny
bod a j-té obrazy vyplni pfimku p,.

Poznadmka. P¥imka bude i pro p = [p,, p,] (prvni i druhé obrazy vyplni celou
pfimku) a body 4 = [4,, 4;], B = [By, B,] a C = [C,, C,] leZi na pfimce, plati-li,
Ze body A,, B,, C, leZi na pfimce p,, 4,, B,, C, leZi na pfimce p, a délici poméry
(A,B,C,)a(A4,B,C,) se rovnaji. V nasich uvahach tyto pfimky nepotiebujeme a proto
se zde timto pfipadem nebudeme zabyvat.

Uvédomme si, Ze plati, jestlize je p; libovolny bod roviny P, a p, je libovolnd
pfimka roviny P,, potom existuje jedind pfimka v M, jejiz prvni obraz je bod p,
a druhy obraz je pfimka p,. Hledejme rovnice (1) pro tuto pfimku. Bod p, ma jed-
nozna¢né& urené soufadnice v soustavé 0; — napf. p; = P, = [pl, pz]. Pfimka p,
je také jednozna&n& uréena svymi rovnicemi v 0, — napf. p, = gen {P,, U}, kde
P, = [ps, ps] @ U = (u3, u,). Rovnice (1) pro tuto pfimku p jsou:

) Xy = P15 X =Dy, X3=DP3+ty, X4=ps+ tu,.

Podobné& dokaZeme existenci jediné pfimky v pfipad€, Ze bod je druhy obraz a ptimka
Jje jeji prvni obraz.

130



2. Rovina. Rovina « = gen {A, U, V} ma v A, rovnice:

(5) xy=a, +rug+sv, X;=a,+ru; +sv,, Xx3=az+ ruy+ sv;,

X4 = A4 + rUy + SU4 .

Definice. Necht i + j; i,j = 1, 2. PodmnoZinu « mnoZiny M, nazveme rovinou
plati-li jedna z téchto moZnosti:

a) a = [y, a,] a «; je jediny bod tj. i-té obrazy bodi roviny a splyvaji v jediny
bod a j-té obrazy vyplni rovinu a; = P,.

b) a = [«;, a,], pfi€emZ «; i a, jsou pFimky tj. prvni obrazy bodi roviny vyplni
prfimku o, a pravé tak druhé obrazy vyplni pfimku o,.

Poznamka. Pro rovinu mohou nastat jesté€ dalsi pfipady, které zde neuvadime.

Z rovnic (5) zfejm& vyplyva:

Pipad ad a) nastava: 1) Je-li U; = (uy, u,) =0 a V, = (v,, v,) = 0. Dale plati,
Ze vektory U, = (us, uy) a V, = (v3, v,) musi byt linedrn& nezavislé (nekolinearni),
nebot v opacném pfipad€ rovnice (5) neurcuji rovinu. '

2) JestliZe U, a V, jsou nekolinearni a U, i ¥, jsou nulové.

JestliZe vektory U, a V, jsou kolinearni, U, a V, jsou také kolinearni, ale vektory
U a V jsou nekolinearni, potom nastava ptipad ad b). .

Pienechame &tenafi, aby si dokazal, Ze ve vSech té€chto pfipadech toto platii obra-
cené tj. libovolnou volbou pfislu$nych elementti v P, dostavame jedinou rovinu v M.

3. Trojrozmérny prostor (nadrovina). Nadrovina ;M = gen {4, U,V, W} ma v 4,
rovnice:
(6) xl = al + tlul + tzvl + t3W1 Py xl = a2 + tluz + tzvz + t3W2 ’

X3 = a3 + t1u3 + tzv3 + t3W3 3 X4 = a4 + t1u4 + t2v4 + t3W4 .

Definice. Necht i =+ j; i,j = 1, 2. PodmnoZinu ;M mnoZiny M, nazveme nad-
rovinou, plati-li ;M = [3My, 3M,] a 3M, je jedind piimka tj. i-té obrazy bodii
nadroviny ;M vyplni pfimku a j-té obrazy vyplni rovinu ;M; = P,.

Poznamka. Pro nadrovinu nastava jesté dalsi pfipad, ktery opét neuvadime.

Z rovnic (6) je hned vid&t, Ze pfipad z pfedchazejici definice nastava jestliZe:

1) Vektory U, = (uy, u;), Vi = (v,0,) a W; = (w,, w,) jsou kolinearni tj.
vSechny jsou nenulovym ndsobkem jednoho z nich.

2) Vektory U, = (43, uy), Y, = (v3, vs) a W, = (w3, w,) jsou kolinearni.

Prenechame Ctenafi, aby opé&t uvazil, Ze l1ze v P, zvolit libovolnou pfimku za jeden
obraz trojrozmérného prostoru. Dale pak plati, Ze dvojice bodli P, leZi v tomto
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prostoru, jestliZe jeji pfislu$ny obraz leZi na zvolené pfimce a tedy pro druhy obraz
neni Zadn4 dalsi podminka.

3. Konfigurace vM 4. DokaZme nyni tuto pomocnou vétu:

Lemma. V M, existuje konfigurace K, (co rozumime konfiguraci najde tendf
napf. v [2]) typu:

(7) 144 8 16 8
3 384 4 5
9 6 25 2

36 60 16 32/.

Diukaz Na obr. je sestrojena znima rovinna konfigurace K, typu: (124, 16,)
(jeji odvozeni najde &tenaf napt. v [3]). UvaZujme nyni M, kde p¥isluina rovina P,
je rovina ve které je narysovan zvoleny obrazek. Necht body konfigurace K, jsou
uréeny body konfigurace K, tj. bodem K, je kazd4 uspofadana dvojice bodi konfigu-
race K,. T&chto dvojic je zfejmé 122 = 144. Za piimky K, zvolime vSechny ptimky M,
jejichZ jednim obrazem je jediny bod konfigurace K, a druhym obrazem jedina pfimka
konfigurace K,. Kazdy bod konfigurace K, je jednim obrazem celkem Sestnicti
pfimek K, (K, mé pravé 16 pfimek) a tedy pfimek konfigurace K, je 2.12.16 =
= 384. Na kaZd¢ této pfimce leZi pravé tfi body K, a kaZdym bodem K, prochazi
zfejmé 8 t¥chto ptimek (nap¥. na ptimce [ 4, ED] leZi body [4, D], [4, E]a[4, L] -
bodem [4, B] prochazi pfimky: [4, BO], [4, BE], [4, BC], [4, AB], [AG, B],
[AF, B], [AD, B] a [ AB, B]). Rovinou konfigurace K, zvolime kaZdou uspofadanou
dvojici pfimek konfigurace K, (tj. rovinu uréenou ad c)) Té&chto dvojic je zfejmé
)62 = 256, v kaZdé této rovin& zfejmd& leZi pravé 3* = 9 bodl konfigurace K,
Inapt. v o« = [EG, AF] leZ body: [G, 4], [G, F], [G, M], [E, 4], [E, F], [E, M],
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[N, 4], [N, F] a [N, M]) a dale v kazdé této rovin&leZi 2 . 3 = 6 pfimek K, (pfislus-
né pfimky obsahuji pravé 6 bodu konfigurace K, a kazdy tento bod je praveé jednim
obrazem jediné pfimky). ProtoZe kaZdym bodem K, prochazeji pravé &tyfi pfimky K,
prochazi kaZdym bodem K, 4.4 = 16 rovin K, a kaZdou pfimkou K, prochazi
pravé 4 roviny této konfigurace. Nadrovin (uvaZujeme nadroviny ur&ené ad a) i b))
konfigurace K, je 32, nebof kaZda pfimka K, miiZe byt prvym nebo druhym obrazem
nadroviny. V kaZdé nadroviné leZi 36 bodu dané K, nebot celkem 12 bodti dané K,
ma svij jeden obraz v jediném bodé& (K,) dané pfimky (K,). UvaZujme nyni nadrovi-
nu jejiZ prvy obraz je pfimka AD. Celkem 16 pfimek leZici v této nadrovin€ ma za
svillj prvni obraz bod A, 16 pfimek ma prvni obraz v bodé D a v bodé N ma prvni
obraz dalSich Sestnact pfimek. V této nadroving leZi je§té dalSich dvanact pfimek
jejichZ prvy obraz je pfimka AD a tedy v dané nadroviné leZi celkem 60 pfimek nasi
konfigurace. Toto zfejmé& plati pro kaZdou nadrovinu. V uvaZované nadroviné leZi
pravé 16 rovin konfigurace K,, nebot viechny tyto roviny maji prvy obraz v pfim-
ce AD. Opét zfejmé toto plati pro kaZdou nadrovinu. KaZdym bodem prochazi
8 nadrovin (napf. bodem [A4, B] prochazeji nadroviny jejichZ prvym obrazem je
pfimka AG, AF, AD a AB a nadroviny jejichZ druhym obrazem je pfimka AB, BO,
BE, BC), kaZdou pfimkou prochazi 4 + 1 = 5 nadrovin (bodem K, ktery je jednim
obrazem pfimky K, prochazeji 4 pfimky K, a tyto pfimky miiZeme zvolit za pfislusny
obraz nadroviny — patou nadrovinu dostaneme tak Ze pfimku K, jeZ je obrazem
dané pfimky K, zvolime za pfislu¥ny obraz nadroviny) a kaZdou rovinou prochézeji
ziejmé dvé nadroviny. Tim jsme dostali v§echna Cisla v matici (7) alemma je dokazané.

Nyni pfistoupime k diikazu véty. Bodem konfigurace F, je kazda dvojice bodi
konfigurace F,, ptimkou F, je bod a ptimka F,, rovinou F, je dvojice pfimek F,
a nadrovinou konfigurace F, je pfimka konfigurace F, a rovina P,. Pfi dikazu
existence konfigurace F, zobecnime postup pfi odvozovani konfigurace K,. VSechny
vysledky jsou zfejmé a proto je jenom zaznamename. Bodi konfigurace je a2, pfimek
je 2ab, rovin b? a nadrovin je 2b. Danym bodem prochézi 2¢q pfimek, g* rovin a 2g
nadrovin. Danou pifimkou prochézi g rovin a g + 1 nadrovin. Rovinou prochazi
dv€ nadroviny. V nadroving leZi b rovin, pb + a pfimek a ap bodi. V roviné leZi 2p
ptfimek a p? bodt. Na pfimce leZi p bodii.

UvaZujme nyni konfiguraci Fj. Body, pfimky a nadroviny jsou v F stejné jako
v F4. V FyuvaZujme roviny uréené ad a) tj. rovinou konfigurace F} je bod F, a rovina
P,. Matice konfigurace F; se li$i od matice konfigurace F, v tfetim sloupci a fadku.
Snadnou tuvahou zjistime, Ze plati:

1) Rovin konfigurace F} je 2a, ka?dym bodem prochéazi dv& tyto roviny a kaZdou
pfimkou prochazi jediné takova rovina. '

2) V dané rovin& zfejmé leZi a bodi a b p¥imek.

3) Danou rovinou prochazi g nadrovin a v kaZdé nadroviné leZi p téchto rovin.
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Tim jsme dokazali platnost nadi véty v M,. Incidence podprostort je afinni inva-
riant a proto odvozené konfigurace existuji v kaZdém modelu afinniho prostoru bodi
jehoZ zaméfeni je vektorovy prostor dimenze 4 nad télesem realnych &isel — ozna-
&eni P,.

Zivéretnd poznidmka. V minulosti byla odvozena celd fada riiznych konfiguraci
v euklidovské rovin& roz$ifené o nevlastni a komplexni elementy. NaSe véta plati
pro viechny tyto konfigurace, jestliZe jejich body jsou vlastni a realné.
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Zusamenfassung

KONFIGURATIONEN IM VIERDIMENSIONALEN RAUM
MITTELS DER EBENEN KONFIGURATIONEN HERGELEITET

JAaroMir KrYs, Hradec Kralové

Im Artikel wird folgender Satz bewiesen:

In E, (der Punktraum, der dem Vektorraum der Dimension 2 iiber dem Korper
reeler Zahlen entspricht) existiere eine Konfiguration vom Typ (a,, b,), dann existie-
ren in E, die Konfigurationen

a) [a® 2 q* 2q b) [a* 2q 2 2
p 2ab q q+1 p 2ab 1 g+1
p* 2p b% 2 a b 2a q
ap bp+a.b 2b ap bp+a p2b
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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

O PERFEKTNICH A KVAZIPERFEKTNICH GRAFECH

Jiki SEDLACEK, Praha

(Doslo dne 30. listopadu 1973)

Nebude-li jinak vyslovné uvedeno, viechny grafy v tomto ¢lanku jsou koneéné
a neorientované, nemaji smy€ky a jsou bez nasobnych hran. Pojmy, jeZ zde nejsou
definovany, se najdou napt. v [1], [8] a [9]. Je trivialni, Ze neexistuje graf na n
uzlech (n 2 2) takovy, Ze kazdé dva rizné uzly maji rizny stupeti.*) M. BEHZAD
a G. CHARTRAND [2] reservovali pro n&j nizev perfektni graf. Dale graf 4 s alespoii
dvéma uzly nazvali kvaziperfektnim, existuji-li v ¢ pravé dva uzly u a v téhoZ stupng;
tyto uzly u a v miiZeme nazvat vyznacnymi. Behzad a Chartrand ukazali, Ze pro kazdé
n = 2 existuji pravé dva neizomorfni kvaziperfektni grafy na n uzlech, jeden souvisly
a druhy nesouvisly. V souvislém grafu maji vyzna&né uzly stupeii [$n], v nesouvislém
[4(n — 1)]. Pfitom [x] znadi celou &ast realného &isla x, tj. nejvétsi celé Eislo m
takové, Ze m < x; dale klademe {x} = —[ —x]. N&kolik dalSich vlastnosti kvazi-
perfektnich grafi popsal nedavno L. NEBESKY [7].

V téchto fadcich si v§imneme podrobné&ji souvislého kvaziperfektniho grafu na n
uzlech, jejz budeme oznalovat 2, (n 2 2). Nejprve uréime polet koster k(2,)
grafu 2,.

Véta 1. Plati

Dakaz. PouZijeme znamé determinantové metody — viz napf. [4], str. 92. Je-li n
sudé (tedy n = 2r), postupujeme takto: o&islujeme uzly grafu 9, tak, Ze pro s < r
uzel stupné s dostane pofadové &islo s, vyzna&né uzly dostanou &isla r, r + 1 (v libo-
volném pofadi) a pro s > r uzel stupn& s nechf ma &islo s + 1. Sestrojime matici
A = (a;;) tak, Ze pro i + j klademe a;; = —1 nebo 0 podle toho, existuje-li v 2,
hrana ij nebo nikoli; dale klademe a;; = sti pro i = 1,2, ..., n.*¥)

*) Srovnej téZ cviCeni II. 2,3 a II. 2,4 na str. 33 autorovy knizky [9].
**) st u znadi stupeti uzlu u.
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Podle vty 1 z préce [7] mé& matice A tento tvar: V hlavni diagonale (shora dold)
jsou pofadé &isla1,2,3,...,r,r,r + 1, r + 2, ..., 2r — 1. Prvky vedlejsi diagonaly
jsou &isla — 1. Nediggonalni prvky jsou bud 0 nebo —1 podle toho, jsou-li nad vedlejsi
diagonalou nebo pod ni. Nyni libovolny hlavni minor matice 4 se rovna hledanému
poétu koster. Vypocet dava '

k(@") = (-n——r_L)'

a obdobna uvaha pro liché &islo n = 2r + 1 vede ke vzorci
Ka,) = &=
r+1
Tim je dikaz podan.
U koster grafu 9, ziistaneme i v dalsi vété. Pro struénost vyjadfeni piSeme ¥, >~ %,,
jsou-li grafy ¢, a ¢, izomorfni.

Véta 2. Necht & je libovolny strom na n uzlech (n 2 2). Potom existuje kostra 4"
grafu 9D, tak, Ze X = &.

Duikaz.*) Pro n = 2 a 3 je tvrzeni zfejmé. Necht n = 4 a pfedpokladejme, Ze pro
n — 2 tvrzeni plati. Zvolme dva sousedni uzly u, v stromu & na n uzlech tak, Ze u
je uzel koncovy a necht w; (i = 1, 2, ..., m) jsou viichni dal3i sousedé uzlu v. Kazda
komponenta grafu & = & — {u, v} je strom. Pfi m > 1 dopliime % hranami w;w, ,
(pro i =1,2,...,m — 1), &imZ vznikne strom &, na n — 2 uzlech; pti m = 1
klademe &, = Z. Podle indukéniho pfedpokladu existuje kostra o '* grafu 92, _,
takova, Ze A'* = &,. Pro kazdé i necht v tomto izomorfismu, uzel w; ptejde do w}.
Vypustme nyni z #™* hrany wiw/, (i = 1,2,...,m — 1), uzel (n — 1)-niho stupng&
v grafu 9,, do néhoZ je 9,_, vnofen, spojme s kazdym w} a té% s koncovym uzlem
grafu 2,. Vznikne tak hledana kostra a diikaz je podan.

Oznalme f,(z) chromaticky mnoho&len grafu 2,. Definice chromatického mnoho-
&lenu se najde napt. ve druhém dile knihy [8], str. 215.

Véta 3. Plati

n\[7/21-[(r=1)/2] [(n—-1)/2] )
) =2(= 1) I -

i=1
Diikaz. Zfejm& je fz(z) = z(z — 1), f3(z) = z(z — 1)* a pro kaZdé pfirozené
¢islo n = 2 plati

(1) fara2) = 2z = 1) fi(z = 1),

*) Bé&hem recensniho fizeni zjednodusil L. Nebesky diukaz véty 2 tak, jak jej zde s jeho laska-
vym svolenim uvadim.
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jak plyne z této uvahy: Je-li z (dostateéné velké) pfirozené &islo a barvime-li pfi-
pustnym zplisobem z barvami uzly grafu 9, ,, pak pro obarveni jeho koncového
uzlu ¥ mame z moZnosti, na jeho souseda v zbyva z — 1 moZnost a pro obarveni
viech uzld grafu 9,,, — {u, v} celkem f,(z — 1) moZnosti. Z (1) pak uZ plyne
Zadany vztah.

Jesté n€kolik poznamek k vété 3. Predné je vidét, Ze pfi n = 5 neni 9, jedinym
grafem, jehoZ chromaticky mnohoglen je f,(z). Déle zndme-li f(z), uréime chromatic-
ké &islo x(2,) grafu 9, tim, Ze najdeme nejmensi pfirozené &islo z,, pro nézf(z,) > 0.

Je vidét, Ze
n+1
2,) =

ve shodg s tim, co uvadi L. Nebesky [7]. P¥i &isle x(¥%) jde o barveni uzlii grafu ¢
a proto se v literatufe n€kdy obSirnéji nazyva x(?) uzlovym chromatickym d&islem
(vertex chromatic number). Hranové chromatické &islo (%) grafu ¢ (s aspoii jednou
hranou) je minimalni podet barev nutny k obarveni hran grafu ¥ tak, Ze kazdé dvé
hrany se spoleénym uzlem jsou obarveny rtzné. Podle zndmé Vizingovy véty pro
kaZdy graf & (s aspoii jednou hranou) je x,(%) = ¢ nebo ¢ + 1, kde ¢ je maximalni
stupefi uzlu v 4. Totdlni chromatické &islo x,(%) je minimélni po&et barev nutnych
k obarveni uzlii a hran grafu ¢ tak, Ze kaZdé dva sousedni uzly jsou obarveny riizné,
kazdé dvé hrany se spolenym uzlem dostanou odli§né barvy a totéZ plati o kazdé
dvojici hrana a uzel s ni incidentni. O hranovych a totalnich chromatickych &islech
viz napf. [1].

Véta 4. Plati

a) 1:(2,) =n—-1;
b) x:(2,) = 3, x2(2,) = n pro n = 3.

Diikaz. a) Pfipady n = 2 a 3 jsou jasné. Je-li n = 4, ozname uzly grafu 9,

po fad& uy, uy, ..., u, tak, s stu, = n — 1, stu,_, = 1. ProtoZe x,(2,) = n — 1,
staéi ukazat, Ze k obarveni vystaime s n — 1 barvami. Nejprve pfifadime hrané u,u;
zbytkovou tfidu (mod n — 1), v niZ leZi &islo i (i =1,2,...,n — 1); budeme ji

znatit 3. Pak hrand uu; (1 £ i <j < n — 2) pfifadime tfidu 3,,;. Je vid&t, Ze
toto obarveni spliiuje Zddané podminky.

b) PopiSeme jen pfipad n = 4 a uzly necht jsou tak oznaleny jako v odstavci a).
Vzhledem ke vztahu XZ(@,,) = n staci, obarvime-li uzly a hrany n barvami. Uzlu u,
pfifadime zbytkovou tfidu 3, (mod n) a kaZdé z hran uu; (i=1,2,...,n — 1)
zbytkovou tfidu 3;,, (mod n). Uzly u; (i = 1,2, ..., n — 2) nechf dostanou po fad&
tfidy 3, a uzel u,_, tfidu 3, (mod n). Koneén& kazda ze hran uu; (1 < i < j <
< n — 2) necht ma pfifazenou t¥idu 3, ;,, (mod n). Snadno i zde ové&fime, Ze jsou
splnény podminky pro totalni chromatické ¢islo a dikaz je podan.
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Casto studovanymi charakteristikami kone&ného grafu ¢ jsou &isla B(%) a Bl(g)
jejichZ definice nyni pfipomeneme. Nechf U, je mnoZina né&kterych uzli grafu
takova, Ze pro Z4dné x € U,, y € U, neexistuje hrana xy; pak U, se nazyva (uzlové)
nezdvisld mnoZina. Maximalni ze viech U, necht je oznagena U,,, (%). Nyni poloZime

2 |Unax(9)] = B(%)

a polet viech U,,..(%), pro n&Z plati (2), oznatime p(%). V anglické literatufe se p(%)
&asto nazyva (vertex) independence number. Podobné& necht H, je mnoZina n&kterych
hran z ¢ takova, Ze pro #adné h e H,, k € H, nemaji h, k spoleény uzel. Rikame,
Ze H, je (hranové) nezdvisld a maximalni ze viech H, oznatime H,,,(%). Klademe

€)) |Hmax(%)| = B1(¥)

a potet viech H,, (%) spliiujicich (3) oznatme p,(¥). Cislo B,(%) byva nazyvano
(edge) independence number (viz téz [1], str. 145).

Véta 5. Plati

a) B(2,) = [3(n + 1)]; pro n liché je p(2,) = 1, pro n sudé je p(2,) = 2.
b) B1(2,) = [3n]; pro n liché je p,(2,) = 2"V, pro n sudé je p,(2,) = 1.¥)

Dtkaz. a) Nejprve k &islu (2,). Pro n = 2 a 3 je vztah zfejmy. Necht n = 4
a nechf tvrzeni plati pro indexy 2, 3, ..., n — 2. Kdyby bylo

B(2,) > [ ! 1-],

pak (pfi oznadeni uzlii jako v dikaze véty 4) vytvoime 2,_, = 2, — {u,, u,_,}.
ProtoZe z u,, u,_, nejvye jeden miZe patfit do U,,,.(2,), bylo by téz

B(D,) > [” E l],

co% je spor. Ze plati rovnost, o tom se pfesvéd&ime, kdyZ U,.(2,-,) doplnime
prvkem u,_,.

Nyni ukéZeme, Ze pfi n = 4 uzel u,_, musi patfit do kazdého U,,,(2,). Pfedpokla-
dejme opak. Pak ze vztahu u, € Uy, (2,) by plynulo U,,(2,) = {u,}, coZ neni

moZné. Tedy mame diisledek
n+1
ﬁ(@n—z) = [ 2 ]

*) Srovnej téz dusledek 1 v préaci [7].

a to je spor.
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Obratme se nyni k hodnotam p(2,). Pro n = 2 a 3 je tvrzeni zfejmé. Necht n = 4
a necht n je liché. Dejme tomu, Ze je to nejmensi liché &islo té vlastnosti, Ze p(2,) > 1.
ProtoZe u,_, patfi do kaidého U, (2,), je téz p(2, — {u,, u,—,}) > 1 (spor).
Podobné pro n sudé.

b) Zase nejprve k &islu B,(2,). Pfipady n = 2 a 3 jsou zfejmé a necht tedy n 2 4.
Necht tvrzeni plati pro 2, 3, ..., n — 2 a necht

B.(2,) > [g]

ProtoZe nejvySe jedna ze hran incidentnich s u, miZe patfit do H,,.(2,), bylo by
pak téz

2

Bi(Ds — (it tp-1)) > [” - 2],

coZ je spor. Rovnost ve vzorci pro ,(2,) ovéfime tim, Ze H (2, — {u,, t,-,}) do-
plnime hranou u,u,_,.
Je vid&t, Ze pfin = 4 jedna hrana incidentni s u, patfi do H,,,(2,). Kdyby Z4dna

tam nepatfila, bylo by
n
Bi(@,-2) = [2]

Studujme nyni py(2,). Pro n = 2 a 3 je véc zfejma. Pfedpokladejme n = 4, n liché
a necht tvrzeni plati pro 2,3, ..., n — 2. Kaid4 mnoZina H,,, (2,) se di dvéma
zplsoby vytvofit z H (2, — {u, u,—,}) tim, Ze pfidime jednu hranu: Bud pfi-
dame u,u,_, nebo uju, kde u; je ten uzel z 9, — {u,, u,_.}, jenZ neinciduje se
zadnou hranou lezici v H (2, — {ty, u,—1}). Je tedy

COZ neni mozné.

p(2,) = 2p,(2,-,) = 2~ V/2,

Je-li n sudé (n = 4), jedinou H,,(2,) dostaneme, doplnime-li jedinou H,, (2, —
— {u,, u,_,}) hranou u,, u,_,. Dikaz je podan.

NeZ opustime problematiku perfektnich a kvaziperfektnich grafi, jest€ nékolik
poznamek. Graf 9, (pro n 2 2) ma pravé dva automorfismy: identicky a dale ten,
jenZ vyznaéné uzly u, v grafu 9, pfevadi jeden ve druhy a ostatni zachovava. To je
snadny dasledek v&ty 1 z prce [7]. Pfeneseme-li viak definici kvaziperfektniho grafu
i na grafy nekoneéné, snadno sestrojime v této tfidé souvisly graf majici jediny auto-
morfismus (identicky). Dal3i naSe poznamka se tyk4 multigrafti. Omezime se na ko-
neéné neorientované multigrafy bez smyéek, v nichZ kazdé dva uzly jsou propojeny
nejvySe dvéma hranami. Pfeneseme-li sem pojem perfektnosti, je snadno vidét, Ze
pfi n = 3 tu vZdy existuje souvisly perfektni multigraf na n uzlech. Pfi n = 4 neni
jeho struktura uréena jednozna&né.
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Perfektni a kvaziperfektni grafy nas mohou inspirovat ke studiu pfibuznych otazek.
Definici kvaziperfektniho grafu miZeme- totiZ modifikovat napf. tak, aby v grafu
byly tfi vyzna&né uzly majici stejny stupeii a ostatni stupn& aby byly riizné (viz praci
[3]*)). Jest& v jiné varianté miZe podet pozadovanych vyzna&nych uzld byt oviem
i v&t3i neZ tfi. Pfirozené nis miZe napadnout i otazka, jaké vlastnosti maji grafy
se dvéma pary vyznaénych uzlt atd. Nadhozené otazky se daji studovat uZitim znamé
Havlovy véty [6], jeZ asto v literatufe byva omylem pfipisovana S. L. HAKIMIMU [5].
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Summary

ON PERFECT AND QUASIPERFECT GRAPHS

Jiki SEDLACEK, Praha

A finite graph is said to be quasiperfect if it contains exactly two vertices of the
same degree. M. Behzad and G. Chartrand [2] showed that for each n > 2 there is
exactly one connected quasiperfect graph 2, on n vertices. If x is a real number,
then [x] denotes the greatest integer m such that m < x; further {x} = —[—x].
Let k(9,) be the number of all trees spanning the graph 2,. A graph ¢ on n vertices
is called tree-complete if for every tree I ; on n vertices there is a tree 7, spanning

*) Doplnéno v korektufe 4. 12. 1974 C.—G. d’AMBLY publikoval mezitim prici o grafech
s pravé tfemi vyznaénymi uzly [Publ. Math. Debrecen 21 (1974), 15— 29].
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the graph ¢ such that 77, and 7, are isomorphic. Let f,(z) be the chromatic poly-
nomial of 9,. Let x,(2,) and x,(2,) be the edge chromatic number of 2, and the
total chromatic number of 9, respectively. Finally let f(2,), B1(2,), p(2,) and p,(2,)
be the vertex independence number, the edge independence number, the number

of all maximal independent vertex sets and the number of all maximal independent
edge sets respectively.

Theorem 1.

K(2,) = gﬁjl_)‘ .

{n/2}

Theorem 2. The graph 9, is tree-complete.

Theorem 3.
n\[P/21-[( = 1)/2] [(n — 1)/21
fn(z)=z(z——) T (z- 92
2 i=1
Theorem 4.
a) X1(@n) =n-1;
b) 12(2,) =3, Xz(%) =n for n=3.
Theorem 5.

) #o)=["17]s Hoy =1
if n is odd and p(2,) = 2 if n is even.

b) B(2.) = [g] pi(@,) = 20V

if n is odd and p,(2,) = 1 if n is even.*)

*) See also [7], Corollary 1.
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&asopis pro p&stovini matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

HOMOMORPHISMEN VON PROJEKTIVEN RAUMEN
UND VERALLGEMEINERTE SEMILINEARE ABBILDUNGEN

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Eingegangen am 21. Dezember 1973)

In der Arbeit [6] definierte F. RADS nichtinjektive Kollineationen projektiver
Raume und verallgemeinerte semilineare Abbildungen der Vektorrdume. Er bewies
den Fundamentalsatz fiir nichtinjektive Kollineationen: Jede verallgemeinerte
semilineare Abbildung von Vektorrdumen induziert eine nichtinjektive Kollineation
der entsprechenden projektiven Rdume und jede nichtinjektive Kollineation ist
durch irgendeine verallgemeinerte semilineare Abbildung induziert. Zum Beweis
wurde das Prinzip des Beweises vom Fundamentalsatz der projektiven Geometrie
von [4] benutzt. Die Ergebnisse von [6] sind eine Verallgemeinerung einiger Ergeb-
nisse von [2], [3].

Die vorliegende Arbeit kniipft an [6] an. In der Definition 3 wird der Begriff einer
nichtinjektiven Kollineation von [6] so verallgemeinert, dass einige einschrinkende
Bedingungen der Definition 3,1 von [6] beseitigt werden. Die Abbildung von der
Definition 3 wird Homomorphismus projektiver Rdume genannt. Mittels der Defi-
nition 2 wird der Begriff einer verallgemeinerten semilinearen Abbildung von Vek-
torrdumen in einem allgemeinerem Sinne als in der Definition 2,1 von [6] eingefiihrt.
Ferner wird dann bewiesen, dass jede verallgemeinerte semilineare Abbildung von
Vektorrdumen einen Homomorphismus der entsprechenden projektiven Raume
induziert und dass jeder Homomorphismus projektiver Rdume durch eine verallge-
meinerte semilineare Abbildung induziert wird. Zum Beweis dieser Behauptung
wird das Beweisschema des Fundamentalsatzes der projektiven Geometrie von [1]
benutzt.

Definition 1. Ein Unterring R des (nicht notwendig komutativen) Korpers F
wird total in F genannt, falls te F\R =t~ e R gilt.

Satz 1. Es sei R ein totaler Unterring in F. Dann ist
Ro={teR|t+0, t"* ¢ R} v {0}

ein beiderseitiges Maximalideal in R und R|R, ist ein Korper.
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Satz 2. Sei R ein totaler Unterring in F und sei R* = R\R,,. Sei t;eF, t; + 0,
ie{l,...,n}. Dann existiert ein Element fe F derart, dass ft;c R fiir alle i€
€{l,...,n} und ft; € R* fiir zumindest ein je {1, ..., n} ist.

Die Beweise der Sitze 1, 2 sind in [5] durchgefiihrt.

Es sei ein Vektorraum A beliebiger Dimension iiber dem (nicht notwendig kommu-
tativen) Korper F gegeben. Den, durch das Element x € 4, x # 0 generierten Unter-
raum in A4, bezeichnen wir mit Fx.

Satz 3. Fiir beliebige linear unabhdingige Elemente x, y, z des Vektorraumes A
gilt :

(@) F(y — z) = (Fy + Fz) n [F(x — y) + F{x — z)],

(b) F(x — y — z) = [F(x — y) + Fz] n [F(x — z) + Fy],

(c) F(y + z) = [Fy + Fz] n[F(x — y — z) + Fx].

Der Beweis ist in [1] angefiihrt.

Definition 2. Es seien A4, B Vektorrdume iiber den Koérpern F, G; sei R ein totaler
Unterring im Korper F, R, = {teR|t 0, t™* ¢ R} U {0} und W ein Modul iiber
dem Ring R, W < A.

Das Abbildungspaar (¢, 0), ¢ :R—> G, o: W— B wird eine verallgemeinerte
semilineare Abbildung der Vektorraume A, B mit Riicksicht auf den Modul W
genannt, wenn folgendes gilt:

L(x+y)0=x"+4)" Vx,yeW.’

2. (tx)* = 19x°, VteR, Vxe W.

3. tq’ = OﬁteRo.

4. In jedem Unterraum Fx £ A, x #+ 0 existiert ein Element y derart, dass y £ 0
ist. '

5. In jedem Unterraum V £ A4, dimV = 2 existieren Elemente u,ve W fir
welche u® und v” in B linear unabhingig sind.

6. Es existieren x, y, z € W so, dass x°, y7, z° in B linear unabhangig sind.

Satz 4. Die Abbildung ¢ von der Definition 2 ist ein Homomorphismus des
Ringes R.

Beweis. Es existiert ein Element x € W, x° + 0. Nach den Eigenschaften 1,2
von der Definition 2 ergeben sich fiir beliebige t,, t, € R die Beziehungen:

[(t + ) x]° = (t; + ,)° %7 = (t;x + 1,x)° = (£;x)" + (£,X)" = ]x" + 3x° =
= (t + t§) x°. Daher ist (t; + t,)° = t{ + 3. Ferner ist [(1,t;) x]° = (t;2,)°x" =
= [1,(,x)]° = 13(t,x)° = 19t9x" und deswegen auch (¢,1,)® = t{13.
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Bezeichnen wir W, = {ue W|u® = 0}, W* = {ue W|u® + 0}. Es gilt tue W,,
VteR, Yue W,. W, ist dann ein Untermodul in W. Ferner ist tu € W, Vte R,,
Vu e Wund tu € W*, Vt € R*, Yu € W*. Es sei u € W*, t € F \ R und setze man voraus,
dass tu € W.ist. Danhist t~' € Round (¢~ 'tu)’ = «” = (¢t71)° (tx)° = 0, dieses liefert
aber einen Widerspruch, nachdem u° # 0 ist.

Bemerkung 1. Der Definition 2 nach ist Ker (¢) = R, und deswegen ist R mit
R/[R, isomorph und nach dem Satz 1 ist R® ein Korper. W° ist dann ein Vektorraum
iiber dem Korper R®.

Bezeichnen wir P(A), P(B) die projektiven Raume, welche als die Verbinde der
Unterraume der Vektorrdume A, B definiert sind. Die Unterrdume der Dimension 1
in A, B werden Punkte und die Unterriume der Dimension 2 werden Geraden der
projektiven .Rdume P(4), P(B) genannt. Die Mengen der Punkte in P(4), P(B)
bezeichnen wir der Reihe nach %(4), %(B).

Definition 3. Die Abbildung x : #(A) — %(B) wird Homomorphismus der pro-
jektiven Raume P(A), P(B) genannt, wenn diese den folgenden Bedingungen geniigt:

1. Wenn die Punkte P, Q, R € #(A4) an irgendeiner Geraden in P(4) liegen, dann
liegen die Punkte P*, Q% R* auf der Geraden in P(B).

2. Auf jeder Geraden in P(A) liegen Punkte P, Q, R, fiir welche P* + Q*
+ R* + P* gilt.

3. Es existieren Punkte X, Y, Z € #(A) so dass X*, Y*, Z* nicht auf einer Geraden
in P(B) liegen.

Satz 5. Jede verallgemeinerte semilineare Abbildung (@, o) der Vektorriume
A, B mit Riicksicht auf den Modul W induziert einen Homomorphismus der pro-
jektiven Raume P(A), P(B) mittels der Vorschrift (Fx)* = Gx°, Vx € W*.

Beweis. 1. x ist eine Abbildung von %#(4) in #(B): Sei X € %(A) ein beliebiger
Punkt. Nach 4 von der Definition 2 existiert x € W*, X = Fx. Setzen wir voraus,
dass Fx = Fy, y e W* gilt. Dann ist y = tx, t € F und daher folgt t € R*. Nach 2
von der Definition 2 ist y* = (tx)” = t®°x%, wo t°€ G, 1 + 0 und demzufolge gilt
Gx° = (Fx)* = Gy° = (Fy)~.

2. Die Abbildung » hat die Eigenschaft 1 von der Definition 3: Gegeben seien
drei Punkte Fu, Fx, Fy, welche auf einer Geraden in P(4) liegen. Wenn z. B. (Fx)* =
= (Fy)* ist, dann ist die Bedingung 1 offenbar erfiillt. Setzen wir also voraus, dass
(Fx)* % (Fy)* % (Fu)* + (Fx)* ist. Die Elemente x, y wihlen wir so dass x, y € W*
ist. Nachdem Fu < Fx + Fy ist, gibt es Elemente ¢,, ¢, € F so dass u = t;x + t,).
Voraussetzungsgemdss ist Fu # Fx, Fy und daher t,,¢, 3 0. Nach dem Satz 2
existiert ein ¢ € F so dass tt; € R, tt, € R und z. B. tt; € R*. Dann ist tu = tt;x +
+ tt,y, tu € Wund (tu)” = (tt,)® x° + (#t,)® y°. Nachdem (tt,)® + O und Gx° + Gy°
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ist, gilt (tu)” + 0 und G(tu)” = Gx° + Gy°. Dieses bedeutet, dass (Fu)* = (Ftu)* <
c (Fx)* + (Fy)* gilt.

3. Die Abbildung » hat die Eigenschaft 2 von der Definition 3: Es sei eine beliebige
Gerade p in P(A), d. h. ein Unterraum der Dimension 2 in A, gegeben. Nach 5 von
der Definition 2 existieren u, v € W* n pso dass Gu® # Gv°, d. h. auch (Fu)* % (Fv)*
ist. Es gilt ebenfalls Fu + Fv und demzufolge ist u — v # 0. Dann ist [F(u — v)]* =
= G(u — v)” = G(u” — v°). Nachdem G(u° — v°) + Gu°, Gv° ist, gilt (Fu)* +
+ (Fof* + [Fu — o)]* + (Fuy

4. Die Eigenschaft 3 von der Definition 3 folgt sofort von der Voraussetzung 6
in der Definition 2 und von der Definition der Abbildung x.

Theorem. Jeder Homomorphismus der projektiven Rdume P(A), P(B) ist durch
eine verallgemeinerte semilineare Abbildung der Vektorrdume A, B mit Riicksicht
auf einen gewissen Modul W induziert.

Bemerkung 2. Der Beweis des Theoremsist ziemlich unfangreich, deswegen beweisen
wir zuerst die Giiltigkeit einiger Sitze; von denen dann die Behauptung des Theorems
folgen wird. Weiterhin werden wir voraussetzen, dass » ein Homomorphismus der
projektiven Riaume P(4), P(B) ist.

Satz 6. Es seien Punkte Fx, Fue B(A) so gegeben, dass (Fx)* + (Fu)* +
+ [F(x — u)]* # (Fx)* ist. Setze man (Fx)* = Gx'. Es existiert ein einziges
Element w' = h(x, x', u) € B, ' 0 so dass (Fu)* = Gu', [F(x — u)]* = G(x' — u')
gilt.

Beweis. Nachdem F(x — u) € Fx + Fu gilt, ist nach 1 von der Definition 3
[F(x — u)]* = (Fx)* + (Fu)*. Wir setzen [F(x — u)]* = Ga. Dann existieren t € G,
b e (Fu)* so dass a = tx’ — b ist. Nachdem Ga + Gx', (Fu)*ist, gilt t & 0, b + 0.
Setzen wir u' = t"'b. Dann ist u’ + 0 und (Fu)* = Gu’. Ausserdem gilt
[F(x — u)]* = Ga = Gt™'a = G(x' — u).

Es existiere in B ein Element u” so dass (Fu)* = Gu”, [F(x — u)]* = G(x’ — u"
ist. Dann ist Gu” = Gu', G(x' — w') = G(x' — u") und es existieren t,t, €G,
ti,t; + 0 so dass u' = tu", X’ — u' = t,(x' — u") = x’ — t;u” ist. Daher ergibt
sich (1, — 1) x’ = (t, — t;) u”. Nachdem (Fx)* # (Fu)* ist, gilt Gx’' + Gu" und
ty = t, = 1. Deswegen ist u’ = u".

Bemerkung 3. Wenn (Fx)* #+ (Fu)* und [F(x — u)]* = (Fx)* ist, dann setzen wir
h(x, x', u) = 0. Fiir u = 0 setzen wir ebenfalls h(x, x’, 0) = 0.

Satz 7. Fiir die Punkte Fx, Fu seien die Forderungen des Satzes 6 erfiillt. Dann
gilt u' = h(x, x', u) genau dann, wenn x' = h(u, ', x) ist.

Der Beweis folgt unmittelbar vom Satz 6.
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Satz 8. Es seien die Punkte Fa, Fb, Fc € #(A) mit den folgenden Eigenschaften
gegeben: (Fa)* = Ga’, (Fa)*, (Fb)*, (Fc)* liegen auf keiner Geraden in P(B),
[F(a — b)]* * (Fa)*, (Fb)* und [F(a —c)]* + (Fc)*. Setzen wir b’ = h(a, a’, b).
Dann existieren die” Werte h(a, a', c), h(b, b’, c) und es gilt h(a, @', c) = h(b, V', c).

Beweis. 1. Setzen wir voraus, dass [F(a — ¢)]* + (Fa)* ist. Dann ist (Fa)* %
* (Fe)* #+ [F(a — c)]* # (Fa)*. Nach dem Satz 6 gibt es ein einziges Element
¢ = h(a,a’,c)eB, ¢’ + 0. Dabei gilt (Fa)* = Ga’, (Fb)* = Gb’, (Fc)* = Gc/,
[F(a — b)]* = G(a’ — V"), [F(a — ¢)]* = G(a’ — ¢). Die Elemente a, b, c sind
in A linear unabhingig und demzufolge gilt nach dem Satz 3 (a) F(b — ¢) =
= (Fb + Fc) n [F(a — b) + F(a — ¢)]. Nach 1 von der Definition 3 gilt dann
[F(b - o)]* = (Fb)* + (Fc)*, [F(b — ¢)]* = [F(a — b)]* + [F(a — c)]*. Nachdem
(Fe)* ¢ [F(a — b)]* + [F(a — ¢)]* ist, gilt [F(b — c)]* = [(Fb)* + (Fc)] n
n [(F(a — b))* + (F(a — ¢))] = (Gb' + G¢') n [G(a’ — b') + G(a’ — ¢)]. Die
Elemente a’, b’, ¢’ sind in B linear unabhingig und nach dem Satz 3 (a) gilt: (Gb’ +
+ Ge) n[G(a® — V') + G(a’ — ¢)] = G(b' — ¢) und daher [F(b — ¢)]* =
= G(b’ — ¢’). Nachdem G(b' — ¢’) # Gb’, G¢' ist, gilt [F(b — ¢)]* + (Fb)*, (Fc)*
und nach dem Satz 6 ist es mdglich den Wert h(b, b’, ¢) eindeutig zu bestimmen.
Dabei gilt (Fb)* = Gb', (Fc)* = Gc', [F(b ~ ¢)]* = G(b' — ¢’) und nach dem Satz 6
ist ¢’ = h(b, V', c).

2. Setzen wir voraus, dass [F(a — ¢)]* = (Fa)* ist. Nach der Bemerkung 3 ist
h(a, a’, ¢) = 0. Nach dem Satz 3 (a) gilt [F(b — ¢)]* < [F(a — ¢)]* + [F(a — b)]*=
= (Fa)* + (Fb)*, [F(b — ¢)]* = (Fc)* + (Fb)*. Nachdem (Fc)* + (Fb)* +
% (Fa)* + (Fb)* ist, gilt [F(b — ¢)]* = (Fb)* und h(b, b’, c) = 0.

Nach 3 von der Definition 3 existieren Punkte X, Y, Z € gd(A) derart, dass X*, Y*, Z*
nicht auf einer Geraden in P(B) liegen. Setzen wir X = Fx, X* = Gx’. Auf der Ge-
raden X + Y existiert nach 2 von der Definition 3 soein Punkt R, dass X* # Y* +
# R* + X*ist. Dann existiert ein Element y € 4 so dass Y = Fy, R = F(x — y) ist.
Nach dem Satz 6 existiert ferner ein einziges Element y’ = h(x, x,y)eB, y £ 0
so dass (Fy)* = Gy', [F(x — y)]* = G(x' — ') ist. Ahnlicherweise gibt es auf der
Geraden X + Z einen Punkt Q derart, dass X* & Z* + Q* + X* ist und es existiert
ein Element z € 4, fiir welches Z = Fz, Q = F(x — z). Nach dem Satz 6 existiert
wieder ein Element z' = h(x, x’, z) € B, z’ % 0 so dass (Fz)* = Gz, [F(x — 2)]* =
= G(x' — z') ist. Nach dem Satz 8 existiert dann h(y, y’, z) und es gilt h(x, x', z) =
= h(y, ¥, z) = z’. Unter der Anwendung des Satzes 7 ergibt sich ferner x’ =
= h(y, y', x) = h(z, z’, x), y' = h(x, x', y) = h(z, ', y). Weiterhin werden wir vor-
aussetzen, dass die Punkte X, Y, Z, die Elemente x, x’ und y, y’, z, z' festgewahlt sind.

Mit Hilfe der Punkte Fx, Fy definieren wir die Mengen W, W*, W, durch die
folgende Konstruktion: '

EsseiueAd, u=+0.
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1. Wenn (Fu)* # (Fx)* ist, dann ist
ueW <[F(x — u)]* + (Fu)*,
ue W* < [F(x — u)]* + (Fu)", (Fx)*,
ue W, < [F(x — u)]* = (Fx)*.

2. Wenn (Fu)* = (Fx) ist, dann ist
ueW <[F(y — u)]* & (Fu)*, |
ueW*<[F(y — w)]* + (Fu), (Fy),
ueWo < [F(y — w]* = (Fy)*.

Im Falle u = 0 setzen wir u € W,

Bemerkung 4. Offenbar gilt W = W* u W,, W* n W, = 0. Nach dem Satz 6 und
der Bemerkung 3 existiert fiir jedes Element u € W ein Element h(x, x', u) € B bzw.
h(y, y', u) € B. Wenn z. B. (Fu)* + (Fx)* ist, dann ist h(x, x’, u) % 0im Fall u € W*
und im Fall u € W, ist h(x, x', u) = 0.

Satz 9. Fiir jeden Punkt U e Q(A) existiert ein Element u € W* so dass U = Fu
ist.

Beweis. Es gilt entweder X* + U* oder Y* £ U*. Setzen wir voraus, dass X*  U*
ist. Auf der Geraden X + U existiert ein Punkt R so dass X* + U* = R* $ X* ist.
Dann existiert ein Eelement u € A, fiir welches U = Fu, R = F (x — u) gilt. Nachdem
[F(x — w)]* * (Fu)*, (Fx)* ist, gilt u e W*.

Satz 10. Es sei u € W, u =+ 0 gegeben. Wenn (Fu)* # (Fx)*, (Fy)* ist, dann existie-
ren Werte u' = h(x, x', u), h(y, y', u) und es gilt h(x, x', u) = h(y, y', u).

Beweis. Da (Fu)* % (Fx)*, u € Wist, existiert nach der Bemerkung 4 ein Element
u' = h(x, x', u).
Setzen wir voraus, dass (Fu)* & (Fx)* + (Fy)* ist. Nach dem Satz 8 existiert ein
Element h(y, y’,u) und es gilt u’ = h(x, x', u) = h(y, y', u). Setzen wir voraus,
"dass (Fu)* < (Fx)* + (Fy)* ist. Dann ist (Fu)* & (Fx)* + (Fz)*. Es gilt
[F(x — 2)]* # (Fx)*, (Fz)* und da u € W, (Fu)* # (Fx)* ist, ist auch [F(x — u)]* +
+ (Fu)*. Nach dem Satz 8 ist dann h(x, x’, u) = h(z, z’, u). Daher folgt [F(z — u)]* +
+ (Fz)*, wobei [F(y — z)]* + (Fy)*, (Fz)* ist. Nachdem h(x, x’, z) = h(y, y', z) =
=z’ ist, ist nach dem Satz 8 dann h(z, z’, u) = h(y, ', u) und wir bekommen
schliesslich h(x, x’, ) = h(y, y', u).
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Bemerkung 5. Nach einer Umtauschung der Punkte Fx, Fy, Fz im Satz 10 ergibt
sich: Falls (Fu)* # (Fx)*, (Fz)* bzw. (Fu)* # (Fy)*, (Fz)* ist, dann ist h(x, x', u) =
= h(z, z', u) bzw. h(y, y', u) = h(z, z’, u). Wenn u e W, u =% 0 ist, dann existieren
zumindest zwei von den Werten h(x, x’, u), h(y, y', u), h(z, z’, u) die dann einander
gleich sind. Im Falle u € W* ist dieser geimeinsame Wert von Null verschieden und
fiir u e W, ist gleich Null. Im Falle u = Oist h(x, x’, u) = h(y, ', u) = h(z, z’, u) = 0.

Satz 11. W ist eine Untergruppe der additiven Gruppe A und W, ist eine Unter-
gruppe in W.

Beweis. I. Wir beweisen, dass W eine Untergruppe in A4 ist.

1. Es sei ae W, a % 0. Der Punkt (Fa)* gehort zumindest einer der Geraden
(Fx)* + (Fy)*, (Fx)* + (Fz)*, (Fy)* + (Fz)* nicht an; setzen wir z. B. voraus, dass
(Fa)* & (Fx)* + (Fy)* ist. Da a e W ist, gilt [F(x — a)]* % (Fa)* und nach dem
Satz 8 ist auch [F(y — a)]* & (Fa)*. Setzen wir ¢ = y — x — a. Vom Satz 3 ergibt
sich

(1) Fq = [F(y — x) + Fa] n [F(y — a) + Fx],
(2) F(x + a) = (Fx + Fa) n (Fq + Fy).

Setzen wir voraus, dass [F(x + a)]* = (Fa)* gilt. Nachdem F(x + a) < Fx + Fa
ist, gilt [F(x + a)]* < (Fx)* + (Fa)* und demzufolge ist [F(x + a)]* # (Fy)*.
Von (2) bekommen wir (Fg)* < (Fy)* + [F(x + a)]* = (Fy)* + (Fa)*. Nachdem
[F(y — a)]* + (Fa)* ist, ist (Fy)* + (Fa)* = [F(y — a)]* + (Fa)* und (Fq)* <
c (Fa)* + [F(y — a)]*. Nach (1) ist (Fq)* < (Fx)* + [F(y — a)]*. Da (Fa)* +
+ [F(y — a)]* # (Fx)* + [F(y — a)]" ist, gilt (Fg)* = [F(y — a)]*. Nach (1) ist
ferner (Fq)* < [F(y — x)]* + (Fa)*, d. h. [F(y — a)]*  [F(y — x)]* + (Fa)*.
Daher ist [F(y — x)]* € (Fa)* + [F(y — a)]* = (Fa)* + (Fy)*. Zugleich gilt
[F(y — x)]*  (Fx)* + (Fy)*. Nachdem (Fx)* + (Fy)*  (Fa)* + (Fy)* ist, gilt
[F(y — x)]* = (Fy)*. Dieses ist aber ein Widerspruch. Es gilt also [F(x + a)]* +
# (Fa)* und daher ist —a € W. -

2. Esseia,be W,a,b + 0.

a) Setzen wir voraus, dass (Fa)* # (Fb)* ist. Von den Punkten (Fx)¥, (Fy), (Fz)*
liegt zumindest einer, z. B. (Fx)*, nicht auf der Geraden (Fa)* + (Fb)*. Ferner gilt
entweder [F(a + b)]* + (Fa)* oder [F(a + b)]* =+ (Fb)*. Es sei [F(a + b)]* *
+ (Fa)*. Setzen wir ¢ = x — (a + b) und setzen voraus, dass (Fq)* = [F(a + b)]*
ist. Dann ist (Fa)* + [F(a + b)]* = (Fa)* + (Fb)* = (Fa)* + (Fq)*. Nach dem
Satz 3(b) ist Fq < F(x — b) + Fa und deswegen ist (Fq)* < [F(x — b)]* + (Fa)*.
Daher ergibt sich [F(x — b)]* < (Fa)* + (Fq)* = (Fa)* + (Fb)*. Zugleich ist

[F(x = b)]* = (Fx)* + (Fb)*. Nachdem (Fa)* + (Fb)* & (Fx)* + (Fb)* ist, ist
[F(x — b)]* = (Fb)*. Dieses widerspricht aber der Voraussetzung be W. Es gilt
also [F(a + b)]* + [F(x — (a + b))]* und daherista + be W.
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b) Setzen wir voraus, dass (Fa)* = (Fb)* ist und sei (Fx)* + (Fa)*. Nachdem
ae W ist, gilt [F(x — a)]* + (Fa)* und deswegen ist auch [F(x — a)]* + (Fb)*.
Nach den Fillen 1, 2a) ist x — ae W und auch (x — a) — be W. Wenn [F(x —
— (a + b))]* = (Fx)* gilt, dann ist a + b e W,. Es sei [F(x — (a + b))]* + (Fx)*.
Nach 1,2a) ist x — (x + a + b) =a + be W.

II. Wir beweisen, dass W, eine Untergruppe in Wist.

1. Essei a € Wy, a + 0. (Fa)* gehort zumindest einer der Geraden (Fx)* + (Fy)*,
(Fx)* + (Fz)*, (Fy)* + (Fz)* nicht an; setzen wir voraus, dass (Fa)* nicht auf
(Fx)* + (Fy)* liegt. Dann ist [F(x — a)]* = (Fx)* und nach dem Satz 8 auch
[F(y — a)]* = (Fy)*. Setzen wir ¢ = y — x — a. Nach dem Satz 3(b) ist Fq =
= [F(y — x) + Fa] n [F(y — a) + Fx]. Nachdem [F(y — x)]* + (Fa)* # (Fy)*+
+ (Fx)* und (Fx)* + (Fy)* = (Fx)* + [F(y — a)]* = (Fx)* + [F(y — x)]*ist, gilt
(Fg)* = [(F(y = x))* + (Fa)] n [(F(y — a)* + (Fx)*] = [F(y — x)]*. Nach dem
Satz 3(c)ist F(x + a) = (Fx + Fa) n (Fq + Fy) und demzufolge ist [F(x + a)]* =
= [(Fx)* + (Fa)*] n [(F(y — x))* + (Fy)*] = F(x)*. Daher folgt —a e W,.

2a) Es sei ac W*, be W, b + 0 und sei (Fa)* + (Fb)*. Dann ist a + be W*:
Einer der Punkte (Fx)* (Fy)*, (Fz)* liegt nicht auf der Geraden (Fa)* + (Fb)*;
setzen wir voraus, dass dieser der Punkt (Fx)* ist. Nach der Voraussetzung ist
[F(x — a)]* + (Fx)*. Setzen wir ¢ = x — a — b und setzen voraus, dass (Fg)* =
= (Fx)* ist. Nach dem Satz 3(b) ist Fg < Fb + F(x — a) und daher ist (Fg)*
c (Fb)* + [F(x — a)]*. Es gilt aber (Fb)* + (Fx)* = (Fb)* + (Fg)* und nachdem
[F(x — a)]* = (Fb)* + (Fq)* ist, gilt [F(x — a)]* = (Fb)* + (Fx)*. Zugleich aber
ist [F(x — a)]* < (Fa)* + (Fx)* und deswegen ist [F(x — a)]* = (Fx)* und daher
ein Widerspruch. Es gilt [F(x — (a + b))]* + (Fx)* und also ist a + be W*,

b) Es sei a € Wy, a #+ 0, b e W* beliebig vorgegeben. Dann ist a + be W*: Es
sei z. B. (Fx)* # (Fa)*, (Fb)*. Es gilt [F(x — a)]* = (Fx)*, [F(x — b)]* # (Fx)".
Ferner ist [F(x + a)]* = (Fx)*, nachdem—a € W, ist. Nach dem Fall a)ist x + a €
€ W*.Da —x € Wist,istauchb — x € W. Es gilt[F(x + a)]* = (Fx)* + [F(b — x)]*
und nach a) ist (x + a) + (b — x) e W*. Daherist a + be W*.

c) Sei a, b € W, beliebig und wir setzen ¢ = a + b. Falls ¢ e W* ist, dann ist
a =c— b, wo —be W, ist. Nach dem Fall b) ist a € W* und dieses ist ein Wider-
spruch. Es gilt also a + be W,.

Bezeichnen wir R = {teF|tye W}, R, = {te F|tye W,} und R* = R\R,.

Satz 12. Es gilt: 1. tue W,Vte R,Yue W.2. tue Wy, Vte Ry, Yue W. 3. tu e W,,
VteR, Yue W,.

Beweis. Fiir u = 0 bzw. t = 0 gilt die Behauptung. Setzen wir voraus, dass ¢t + 0,
u % 0 ist.
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1. Es sei te R, u € W gegeben.

a) Setzen wir voraus, dass (Fu)* ¢ (Fx)* + (Fy)* ist. Nachdem u e W ist, gilt
[F(x — u)]* # (Fw)* und auch

(1) [F(y — w)]* * (Fu)*.

Da ty € Wist, gilt

(2) [F(x — ty)]* + (Fty)* = (Fy)*.
Wir setzen voraus, dass

(3) [F(x + tw)]* = (Fu)*

gilt. Die Elemente ¢t~ 'x, y, u sind linear unabhiingig, darum ist nach dem Satz 3
4 Fly—t"'x —u)=[F(y — t7'x) + Fu]l n [F(y — u) + Ft™'x],
(5) F(t7'x + u) = (Ft™'x + Fu)n [F(y — t7'x — u) + Fy].

Setzen wir ¢ = y — t~'x — u. Nachdem [F(t"'x + u)]* = [F(x + tu)]* + (Fy)*
ist, gilt nach (5) (Fg)* < (Fy)* + [F(x + tu)]*. Nach (3) ist dann (Fq)* <
c (Fy)* + (Fu)* und nach (1) ist (Fq)* < (Fu)* + [F(y — u)]*. Nach (4) ist
(Fq)* < [F(y — u)]* + (Fx)*. Demzufolge ist (Fq)* = [(Fu)* + (F(y — »))*] n
N [(F(y — w))* + (Fx)*] = [F(y — u)]*. Nach (1) ist also (Fg)* % (Fu)*. Nach
(4) ergibt sich [F(y — t7'x)]* = [F(x — ty)]* = (Fq)* + (Fu)* = [F(y — u)]* +
+ (Fu)* = (Fy)* + (Fu)*. Nachdem [F(x — ty)]* < (Fx)* + (Fy)* ist, gilt
[F(x — t))]* = [(Fx)* + (Fy)‘] n [(Fy)* + (Fu)*] = (Fy)". Dieses ist aber mit (2)
im Widerspruch und deswegen (3) gilt nicht. Von der Bezichung [F(x + tu)]* +
% (Fu)* = (Ftu)* folgt —tu € Wund nach dem Satz 11 ist tu € W.

b) Setzen wir voraus, dass (Fu)* g (Fx)* 4+ (Fy)* ist. Es sei (Fu)* # (Fy)".
Dann ist (Fu)* ¢ (Fy)* + (Fz)*. Den Beweis fiihren wir analog wie im Teil a) durch,
eben der Punkt Fx wird durch den Punkt Fz ersetzt. Falls (Fu)* = (Fy)* gilt, dann
ist (Fu)* ¢ (Fx)* + (Fz)*. Da nach dem Teil a) ¢tz € W ist, kann der Beweis soeben
wie in a) durchgefiihrt werden, nur der Punkt Fy wird durch den Punkt Fz ersetzt.

2. Es sei t € Ry, u € W gegeben.

a) Setzen wir voraus, dass (Fu)* & (Fx)* + (Fy)* ist. Nachdem te R, ist, ist
tye W, und deswegen ist [F(x — ty)]* = (Fx)*. Setzen wir g =y — t"'x — u.
Nach (4) ist (Fg)* < [F(x — ty)]* + (Fu)* = (Fx)* + (Fu)* und (Fq)* < [F(y —
— u)]* + (Fx)*. Nachdem u € W ist, gilt [F(y —u)]* + (Fu)* und demzufolge ist
(Fx)* + (Fu)* + [F(y — u)]* + (Fx)*. Daher ist dann (Fg)* = [(Fx)* + (Fu)*] n
N [(F(y — w))* + (Fx)*] = (Fx)*. Nach (5) ist (Fq)* = (Fy)* + [F(x + tu)]* und
also ist [F(x + tu)]* < (Fy)* + (Fx)*. Zugleich ist [F(x + tu)]* < (Fx)* + (Fu)*
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und also ist [F(x + tu)]* = [(Fy)* + (Fx)*] n [(Fx)* + (Fu)*] = (Fx)*. Dieses
bedeutet aber, dass —tu € W, ist und nach dem Satz 11 ist tu € W,

b) Setzen wir voraus, dass (Fu)* < (Fx)* + (Fy)* ist. Den Beweis fiihren wir bei
der Benutzung des Ergebnisses von a) analog wie im Falle 1b) durch.

3. Es sei te R, u € W, gegeben.

a) Setzen wir voraus, dass (Fu)* & (Fx)* + (Fy)* ist. Dann ist [F(x — ty)]* #
+ (Fy)*, [F(x — u)]* = (Fx)* und auch (Fy)* = [F(y — u)]*. Setzen wir wieder
g =y — t"'x — u. Nach (4)ist (Fg)* = [F(x — ty)]* + (Fu)*. Nachdem [F(x —
— ty)]* + (Fy)~ist, gilt [F(x — ty)]* + (Fu)* & (Fu)* + (Fy)* und daher ist dann
(Fa)* + (Fy), [F(y — u)]*. Nach (4), (5) silt (Fx)* = [(Fg)* + (F(y — u)}]n
N [(Fx)* + (Fu)] = [(Fq)* + (Fy)*] n [(Fx)* + (Fy)*] = [F(x + tu)]*. Deswegen
ist —tu € W, und nach dem Satz 11 ist tu € Wj,.

b) Wenn (Fu)* < (Fx)* + (Fy)*ist, dann fiihren wir den Beweis dhnlich wie in 1b)
durch.

Satz 13. R ist ein totaler Ring im Korper F, Ry = {teR |t + 0, t™* ¢ R} U {0}.

Beweis. 1. Rist ein Ring: Es sei t;, t, € R. Dannist t,y, t,y € W. Nach dem Satz 11
ist 1,y + t,y = (t; + t,) y € Wund daher ist t; + t, € R. Nachdem t,ye W, t, € R
ist, ist nach dem Satz 12 t,(t,») = (t,t,) y € Wund daher ist t;t, € R.

2. Rist ein totaler Ring in F: Es sei t € F \ R gegeben. Dann ist ty ¢ W und eben-
falls tx ¢ W. Dieses bedeutet, dass [F(y — tx)]* = [F(x — t™1y)]* = (Fx)* gilt.
Daher folgt t™'y € W, und t~! e R,.,Es sei ein beliebiges Element te Ry, t + 0
gegeben. Dann ist ty € W, und nach dem Satz 12 auch tx € W,. Darum ist
[F(y — tx)]* = (Fy)*. Es ist aber [F(y — tx)]* = [F(x — t™*y)]* = (Fy)* =
= (Ft™'y)*. Daher ist dann t "'y ¢ Wund t~! ¢ R.

Bemerkung 6. Nach dem Satz 1 ist R, ein Maximalideal in R und R\ Rj ist ein
Korper. Nach dem Satz 12 ist tu € W fiir alle t € R, u € W. Nach der Einfithrung
dieser dusseren Operation ist W ein Modul iiber dem Ring R und W, ist ein Unter-
modul des Moduls W.

Satz 14. Es sei a, be W; a, b % 0 und sei
1. (Fx)* & (Fa)* + (Fb)* im Falle (Fa)* + (Fb)*,
2. (Fx)* # (Fa)* im Falle (Fa)* = (Fb)*.
Dann ist h(x, x', a + b) = h(x, x', a) + h(x, x’, b).
Beweis. Setzen wir voraus, dass (Fa)* # (Fb)* ist. 4
a) Wenn a, b e W,, dann ist a + be W, und es gilt h(x, x’, a) = h(x, x', b) =
= h(x,x',a + b) = 0 und also ist h(x, x', a + b) = h(x, x', a) + h(x, x’, b).
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b) Es sei a € W*, be W*. Setzen wir a’ = h(x, x', a), b’ = h(x, x’, b). Dann ist
nach dem Satz 6 (Fa)* = Ga’, (Fb)* = Gb',[F(x — a)]* = G(x' — a'),[F(x — b)]* =
= G(x’ — b"), wobgi [F(x — a)]* + (Fx)*, (Fa)* ist. Die Elemente x’, a’, b’, sind
in B linear unabhéngig und die Elemente x, a, b sind linear unabhdngig in 4. Nach
dem Satz 3b) ist F(x — a — b) = [F(x — a) + Fb] n [F(x — b) + Fa]. Es gilt
[F(x — a)]* + (Fb)*, [F(x — b)]* # (Fa)*. Nachdem [F(x — a)]* # (Fx)*, (Fb)*
ist, gilt [F(x — a)]* + (Fb)* + [F(x — b)]* + (Fa)* und demzufolge ist [F(x — a —
=B = [(F(x — a)y + (Fb] o [(F(x — b))+ (Fa)] = [G(x' — a') + Gb]
N [G(x' — b)) + Ga'] = G(x’ — a’ — b’). Nach dem Satz 3c) ist F(a + b) =
= (Fa + Fb)n [F(x — a — b) + Fx]. Es gilt (Fa)* & (Fb)*. Nach dem Teil
II, 2, b) des Beweises des Satzes 11 ist a + b e W* und demzufolge ist [F(x —
— (a + b))]* = (Fx)*. Offenbar ist (Fa)* + (Fb)* # [F(x — a — b)]* + (Fx)* und
deswegen [F(a + b)]* = [(Fa)* + (Fb)*] n [(F(x — a — b))* + (Fx)*] = (Ga’ +
+ Gb) N [G(x' — @’ — b') + Gx'] = G(a’ + b"). Es gilt also (Fx)* = Gx/,
[F(a + b)]* = G(a' + V'), [F(x — (a + b))]* = G(x' — (a’ + b')). Nach dem Satz
6 ist'dann h(x, x’, a + b) = h(x, x', a) + h(x,x', b) =a’ + b'.

- ¢) Es sei aeW*, beW, Dann ist (Fa)*= Ga', [F(x — a)]* = G(x' — a'),
[F(x — b)]* = (Fx)*, b’ = 0. Setzen wir ¢ = x — (a + b). Nach dem Satz 3 gilt
dann (Fgq)* c (Fa)* + [F(x — b)]* = (Fa)* + (Fx)* = (Fa)* + [F(x — a)]* und
(Fg)* = (Fb)* + [F(x — a)]*. Daher ist (Fg)* = [F(x — a)]* = G(x' — a') =
= [F(x — (a + b))]*. Ferner ist nach dem Satz 3 [F(a + b)]* < (Fa)* + (Fb)",
[F(a + b)]* = (Fq)* + (Fx)* = [F(x — a)]* + (Fx)* = (Fa)* + (Fx)*. Daher ist
[F(a + b)]* = (Fa)* = Ga’. Nach dem Satz 6 ist dann h(x, x, @ + b) = h(x, x, a).
Nachdem h(x, x’, b) = 0 ist, gilt h(x, x', a + b) = h(x, x', a) + h(x, x', b).

2. Setzen wir voraus, dass (Fa)* = (Fb)*. Fiir zumindest einen der Punkte Fy, Fz —
sei es der Punkt Fy — gilt (Fa)* # (Fy)*. Dann liegt der Punkt (Fx)* nicht auf der
Geraden (Fa)* + (Fy)* und nach dem Fall 1 ist h(x,x’,a + y) = h(x, X', y) +
+ h(x, x', a). Nachdem —ae W ist, gilt [F(a + y)]* + (Fa)*. Der Punkt (Fx)*
liegt nicht auf der Geraden (Fb)* + [F(a + y)]* und deswegen ist wieder nach
dem Fall 1 h(x, x', b) + h(x, x’,a + y) = h(x, x',a + b + y).

a) Es sei @ + b = 0. Dann ist nach dem vorherigen h(x, x’, a) + h(x, x’, b) +
+ h(x, x', y) = h(x,x’, a + b + y) = h(x, X', y). Daherist h(x, x', a) + h(x, x', b) =
=0 = h(x, x', a + b).

b) Es sei a + b + 0. Nachdem [F(a + b)]* % (Fy)* ist, gilt nach dem Fall 1
h(x, x’, y) + h(x,x’,a + b) = h(x,x’,a + b + y). Nach dem Einsetzen von den
vorangehenden Beziehungen ergibt sich h(x, x', y) + h(x, x’, a + b) = h(x, x', y) +
+ h(x, x', a) + h(x, x', b). Es gilt also h(x, x’, a) + h(x, x', b) = h(x, x', a + b).

Bemerkung 7. Der Satz 14 gilt auch fiir ¢ = 0. Dann ist h(x, x/, a) =0 und
h(x, x', a + b) = h(x, x', b) = h(x, x', a) + h(x, x', b). Ahnlicherweise auch fiir den
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Fall b = 0. Wenn der Punkt Fy bzw. Fz den Forderungen des Satzes 14 fiir Fx
geniigt, dann beweist man #hnlich, dass h(y, ', a + b) = h(y, y', a) + h(y, y’, b)
bzw. h(z,z',a + b) = h(z, 2/, a) + h(z, 2’, b) gilt.

Fiir ein beliebiges Element u € W sind nach der Bemerkung 5 zumindest zwei der
Werte h(x, x', u), h(y, ', u), h(z, z’, u) definiert und diese sind einander gleich.
Diesen gemeinsamen Wert bezeichnen wir mit u°. ¢ ist eine Abbildung der Menge W
in B und fiir u € W* gilt nach dem Satz 6 die Beziehung (Fu)* = Gu°.

a) Es gilt (a + b)° = a” + b°, Ya,be W: Zwischen den Punkten Fx, Fy, Fz
existiert zumindest einer, z. B. Fy, fiir welchen (Fy)* & (Fa)* + (Fb)* im Falle
(Fa)* # (Fb)* und (Fy)* # (Fa)* im Falle (Fa)* = (Fb)* gilt. Nach dem Satz 14
und der Bemerkung 7ist h(y, y', a + b) = h(y, y', a) + h(y, y', b),d. h. (a + b)" =
=a’ + b°.

b) Esseien u € W*, t € R* beliebige Elemente. Dann ist tu € W* und es gilt (Fu)* =
= Gu° = (Ftu)* = G(tu)°. Es existiert ein einziges Element g(t, u) € G, g(t, u) + 0
derart, dass (tu)° = g(t, u) u® ist. Wenn t € R, ist, dann setzen wir g(t, u) = 0 fiir
ein beliebiges u € W*. Nachdem dann tu € W, ist, gilt (tu)” = 0, g(t, u) u” = 0 d. h.
(tu)” = g(t, u) u°.

Fiir beliebige t € R und u, v e W* gilt g(t, u) = g(t, v): Wenn t € R, ist, dann ist
g(t, u) = g(t,v) = 0. Sei t € R*. Setzen wir zuerst voraus, dass (Fu)* + (Fv)* ist.
Nach dem Teil II 2 a) des Beweises des Satzes 11ist u + ve W*und g(t, u + v) u” +
+g(t,u+o)v” =g(t,u+v) (4 + ") =g(t,u + v) (u + v) = [tlu + v)]° =
= (tu + tv)” = (tu)” + (tv)° = g(t, u) u” + g(t, v) v°. So bekommen wir [g(t, u + v) —
— g(t, u)] u® = [g(t, v) — g(t, u + v)]v". Da Gu® + Gv* ist, gilt g(t, u) =
= g(t, u + v) = g(t, v). Es sei (Fu)* = {Fv)*. Es existiert ein Punkt, z. B. Fx derart,
dass (Fu)* % (Fx)* ist. Nach dem obigen ist dann g(t, u) = g(t, x) = g(t, v). Fiir
jedes t € R bezeichnen wir t? = g(t, u), wo u € W* ist. Dann ist ¢ eine Abbildung
von R in G und t?* = 0 genau dann, wenn t € R, ist. Nach dem Vorangehendem ist
(tu)” = t°u®, Vte R, Vue W*. Es sei te R, ue W,. Dann ist tue W, und (tu)’ =
= t°u’ = 0. Es gilt also (tu)” = t°u°, Vte R, Vu € W.

Das Paar (¢, o) ist eine verallgemeinerte semilineare Abbildung der Vektorriume
A, B mit Riicksicht auf den Modul W: Nach dem Satz 13 und der Bemerkung 6
ist Wein Modul iiber dem totalen Ring R im Korper F, W < Aund R, = {te R |t +
+ 0,¢t7! ¢ R} U {0}. oist eine Abbildung von Win B und ¢ ist eine Abbildung von R
in G. Nach a) ist (a + b)° = a° + b Va, b e W, nach b) gilt (tx)° = t°x°, VteR,
Vx e Wund t* = 0 <>t € R,. Vom Satz 9 folgt die Bedingung 4 von der Definition 2.
Jede Gerade von P(A)ist ein Unterraum der Dimension 2 in A. Von der Forderung 2
der Definition 3 folgt deswegen die Bedingung 5 der Definition 2 und nach 3 von der
Definition 3 gilt 6 von der Definition 2.

Die verallgemeinerte semilineare Abbildung (@, ¢) induziert den gegebenen
Homomorphismus x» der projektiven Raume P(4), P(B), nachdem (Fu)* = Gu’,
Yu € W* gilt. Damit ist unser Theorem bewiesen.
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In this paper, by the word graph we always mean a finite undirected graph without
loops and multiple edges. :

We say that a graph G can be contracted onto a graph G’ if and only if G’ can be
obtained from G by a finite number of the following operations:

(1) deleting an edge;
(2) deleting an isolated vertex;

(3) identifying two adjacent vertices, i.e., substituting two adjacent vertices x and y
by a new vertex adjacent exactly with those vertices which were adjacent at least
with one of the vertices x and y.

If we speak about contracting an edge, we mean the operation (3), where x and y
are the end vertices of the edge in question.

The Hadwiger number #(G) of a graph G is the maximal number of vertices of
a complete graph onto which the graph G can be contracted.

V. G. V1zING in [2] suggests the following problem:

Let the degree of each vertex of a graph G be at least k. I's then true that n(G) — o
when k — o ?

We shall prove a theorem whose corollary will solve this problem affirmatively.
For this purpose we define the relative edge number of a graph G to be m/n, where m
is the number of edges and n is the number of vertices of G. The symbol I'x will
denote the set of vertices of the graph G which are adjacent with a vertex x of this
graph (following [1]).

First we prove
Lemma. Let G be a graph, r its relative edge number, k the minimal degree of
a vertex of G. Then
2r=2k.
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Proof. Let n be the number of vertices of G and m the number of its edges. If
d,, ..., d, are degrees of the vertices of G, then

‘ m = %‘ Z di .
i=1
Foreachi =1, ..., n we have d; = k, therefore
m = ink.
However, on the other hand,
m = nr,
which implies
2r 2 k

Now we prove

Theorem 1. Let r be a non-negative rational number, let n*(r) be the least
possible Hadwiger number of a graph whose relative edge number is greater than
or equal to r. Then

lim n*(r) = cc .
r—=ow

Proof. We shall prove the theorem by contradiction. Suppose that the assertion
is not true. The function n*(r) is evidently a non-decreasing function defined on the
set of all non-negative rational numbers and its values are positive integers. As it
does not tend to infinity, there must exist a non-negative rational number r, such that

n*(r) = n*(ro)

for each rational r = r,. Take this number ry and put r, = 3r,. We have obviously
n*(r1) = n*(ro); denote this number by N,. There exist graphs whose relative edge
number is greater than or equal to ; and whose Hadwiger number is equal to N,
Let G be a graph with these properties and with the minimal possible number of ver-
tices; let this number be n. Let e be an edge of G, let its end vertices be v; and v,.
Let G' be the graph obtained from G by contracting the edge e, let v be the vertex
of G’ obtained from v; and v, by this contraction. The graph G’ has n — 1 vertices.
The minimality of n implies that either G’ has the relative edge number less than ry,
or the Hadwiger number of G’ is different from N,. However, if G’ had the relative
edge number greater than or equzl to r,, its Hadwiger number would be at least
n*(r1) = N,. But the Hadwiger number of G’ cannot exceed the Hadwiger number
of G (if G’ can be contracted onto a complete graph, then evidently G can be con-
tracted onto the same graph, starting by contracting G onto G’), therefore it would
be N,, which would be a contradiction with the minimality of n. Thus the relative
edge number of G’ must be less than r,. Let e, be the number of edges of the induced
subgraph of G obtained by deleting v, and v, and all edges incident with these vertices.
Let e, = [I'v; = (I'v, U {v,})], e, = |I'vy = (I'vy U {v,})], s = [['v; A T'v,|. The
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degree of v, is e; + e; + 1, the degree of v, is e, + e; + 1 in G. The degree of v
in G' is e, + e, + e;. The number of edges of G is e, + e, + e, + 2e; + 1, the
number of edges of G’ is e, + €; + e, + e;. From our considerations on the relative
edge number we have

e +e +e,+2e3+12nr,
et+e t+e+tez<(n—1)r.
This implies
e3>r; —1.
As ey is an integer, we may write
e; 2 ry[ -1,

where the symbol ]a[ for each real number a denotes the least integer which is greater
than or equal to a (the so-called “post-office function”). As e; = |I'vy N I'v,|, this
means that the edge e is contained at least in ]r,[ — 1 triangles of G. As the edge e
was chosen arbitrarily, this holds for each edge of G. Now let u be a vertex of G.
If Tis a triangle of G containing u, then the edge of T opposite to u is an edge of the
subgraph Ho(u) of G induced by the set I'u. Let v € I'u. The edge uv is contained at
least in Jry[ — 1 triangles of G; these triangles obviously contain u. This means that
the degree of v in Ho(u) is at least Jr,[ — 1. As v was chosen arbitrarily from Ho(u),
this holds for each vertex of Ho(u). It follows from Lemma that the relative edge
number of Hy(u) is at least 3(]r,[ — 1) = 3(]3ro[ — 1). As evidently r, > 2, this
is greater than r, and therefore the Hadwiger number of H,(u) is at least No. This
means that Hy(u) can be contracted onto a complete graph with N, vertices. Now
let H(u) be the subgraph of G induced by the set {u} U I'u. The graph Ho(u) is an
induced subgraph of H(u) and the vertex u is joined in H(u) with all vertices of H(u).
Thus if we contract Hy(u) onto a complete graph with N, vertices, the graph H(u)
will be contracted by this contraction onto a complete graph with Ny + 1 vertices.
Therefore the Hadwiger number of H(u) is at least No + 1. However, as H(u) is
a subgraph of G, the Hadwiger number of G is also at least N, + 1, which is a con-
tradiction.

Corollary. Let r]**(k) be the least possible Hadwiger number of a graph in which
the minimal degree of a vertex is k. Then

lim n**(k) = o0 .

k-

According to Lemma r = 1k, therefore if k tends to infinity, then so does r.

Now we shall study the function 4,(n) which denotes the maximal possible number
of edges of a graph with n vertices and with the Hadwiger number k. This study was
also suggested by V. G. Vizing [2]. In [3] it is conjectured that

an) = (k — ) n (;‘)
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for any two positive integers n and k, where n. = k. This conjecture was proved in
[3] for k equal to 1, 2 and 3 and for an arbitrary n 2 k. Here we shall not prove this
conjecture, but we shall prove that the right-hand side of this equality is a lower
estimate for A,(n).

Theorem 2. Let A,(n) be the maximal possible number of edges of a graph with n
vertices and with the Hadwiger number k. Then

Mn)z(k—1)n - (12()
for any two positive integers n and k such that n 2= k.

Remark. For n < k, evidently any graph with n vertices has the Hadwiger
number less than k.

Proof. Let k and n be two positive integers, n = k. Let P,_;,, be a simple path
of the length n — k + 1, let K,_, be a complete graph with k — 2 vertices (if k' > 2;
for k < 2 the proof is trivial). Let P,_;, 4 and K, _, be vertex-disjoint. Let Gy(n) be
the graph obtained from P,_, ., and K, _, by joining each vertex of P,_,; with
each vertex of K, _ , by an edge. We shall prove that G,(n) has the Hadwiger number k.
If we contract P,_,,, onto a graph consisting of one edge and its end vertices (this
is possible because P,_,, is a path), the graph G,(n) will be contracted onto a com-
plete graph with k vertices. Therefore

WG = k.

The Hadwiger number of P,_,,, is evidently 2, the Hadwiger number of K, _,
is k — 2. As the vertex set of G,(n) is the union of the vertex sets of P,_,,, and K, _,,
the Hadwiger number of G(n) evidently cannot exceed the sum of Hadwiger numbers
of these graphs, which is k. Therefore

n(Gi(n)) = k.

The graph G,(n) has n vertices and (k — 1) n — edges. We have proved that

k
k 2
a graph with n vertices and (k — 1) n — (2) edges can have the Hadwiger number
equal to k, therefore

2(n) 2 (k= 1) = (’2‘)

Now we shall return to the function n*(r).
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Theorem 3. Let n*(r) be the least possible Hadwiger number of a graph whose
relative edge number is greater than or equal to r. Then

n*(r) < [r] + 2
for each non-negative rational number r.

Proof. Let r be a non-negative rational number. Put k = [r] + 2. Now let n

be an integer such that
[r +2]
2

[[]-r+1

(4 n

Iv.

Construct the graph G,(n) from the proof of Theorem 2. This graph has n vertices
and ([r] + 1)n — ([r] 2+ 2 edges; its Hadwiger number is [r] + 2. The relative
edge number of G,(n) is [r] + 1 — ([r] 2+ 2) [n; according to (4) this is greater

than or equal to r. We have a graph with the relative edge number greater than or
equal to r and with the Hadwiger number [r] + 2. This means that

n*(r) < [r] + 2.
Thus we have obtained an upper estimate for #*(r). From the proof of Theorem 1
we see that

n*3r) 2 n*r) + 1,
therefore n*(r) has the lower estimate ¢ log r, where c is a positive constant. Thus

c]ogr'gn*(r) <[r]+2.

Conjecture. n*(r) = [r] + 2.
From the results of [3] it follows that this conjecture is true for 0 < r < 3.
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PERIODIC SOLUTIONS OF THE EQUATION x'(1) + g(x(1)) = p(t)

SvaTorLUK Fuclik and VLADIMIR LOVICAR, Praha
(Received February 5, 1974)

1. INTRODUCTION, NOTATION AND MAIN RESULTS

Let Ry denote the N-dimensional Euclidean space with the usual norm. Let I be
a compact nonempty interval in R,. The following notation will be used:

CX(I) will denote the space of the functions which are k-times continuously dif-
ferentiable on I (at the end-points of the interval I we mean of course the one-sided
derivatives). For the sake of simplicity we use the notation C°(I) = C(I).

L,(I) will denote the space of all measurable functions u such that |u| is integrable
in the sense of Lebesgue, with the usual norm

lul = [ o).

Definition. Let p e L,(I) and let g be a continuous real-valued function defined
on the whole real line R,. A function x € C'(I) is said to be a solution in the sense
of Carathéodory of the equation

(11) x'(2) + g(x(1)) = (1)

on the interval I if for any a, t €I it holds

(12 x(t) = x(a) + (¢ — a) x'(a) + J”(t = ) (p(s) = g(x(s))) ds
6r equivalently

(12)  x() = x(a) + (t — a) ¥(a) + j ( j (209 - xc) ds) d.
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It is easy to see that x is a solution of (1.1) in the sense of Carathéodory if and only
if x' is absolutely continuous and satisfies the equation (1.1) for almost all tel.
Analogously, if p e C(I) then for the solution x of (1.1) in the sense of Carathéodory
we immediately obtain x € C*(I) and in this case the function x satisfies the equation
(1.1) at any point of the interval I. '

For our convenience put J = <0, 1.

This paper contains the following results:

Theorem 1. Let a, b,'c, d be real numbers and let g be a continuous real-valued
function defined on R, and such that

(L3) tim %) = 4oo.
- HET NS

Then the boundary value problem

(1.4) x"(t) + g(x(1)) = p(t), teJ,
ax(0) + bx'(0) =0, ex(1) + dx'(1) =0

has for each pe L,(J) infinite number of distinct solutions in the sense of Ca-
rathéodory.

Corollary 1. Under the assumptions of Theorem 1 the boundary value problem
(1.4) has for each p € C(J) infinite number of distinct solutions.

Theorem 2. Let the function g satisfy the assumptions of Theorem 1. Then for
any right hand side p € L,(J) the periodic problem

(L3) x"(1) + g(x(t)) = p(t) »
x(0) = x(1), x(0) = x'(1)

has at least one solution in the sense of Carathéodory.

Corollary 2. Under the assumptions of Theorem 2 the periodic problem (1.5)
has at least one solution for each p e C(J).

At first the authors believed the result obtained in Theorem 1 to be new. After the
preliminary communication (see [6]) was published STEFAN SCHWABIK informed us
that the same result has been obtained by H. EHRMANN (see [4]), who used also
essentially the same method of proof. Since the proof of Theorem 2 requires the
same auxiliary lemmas we present here also Theorem 1. By the authors’ best know-
ledge the assertion of Theorem 2 has not been published until now under such general
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assumptions. Several authors considered the case of a special right hand side (see
e.g. [2]) or introduced some additional assumptions (see e.g. [5], [7], [8]). For
instance, in [7] it is proved that the equation (1.1) with g(£) = 2£* has a periodic
solution with the period 1 provided the function p satisfies the following conditions:

piseven on Ry,

p', p” are continuous on R,,
p has the period 1.
fsp(f)dt = 0.

Note that the proofs of Corollaries can be obtained immediately from Theorems
by applying the remark following Definition and thus they are omitted. The proofs
of Theorems are based on the shooting method. Moreover, in the proof of Theorem 2
we use a certain fixed point theorem (see Lemma 9) the proof of which follows from
the properties of Brouwer’s topological degree of mapping (see e.g. [1]).

The authors are very much indebted to STEFAN ScHWABIK for his advice, comments,
bibliography and terminology remarks.

2. AUXILIARY LEMMAS

Let g be a function satisfying the assumptions of Theorem 1. For h € (0, 1) and
£ € R, define

@) ) = ::9('1) an.

Obviously the functions g, satisfy on R, locally the Lipschitz condition. Moreover,

it is easy to see that there exist nonnegative functions y;, y, on R; and positive
numbers &,, m such that

11(é) = g@ < 728
for all |[¢| > & and he(0,1),
lim 71(6) = +00 ’
13l

71(&) 21 for [¢] 2 ¢&
and .

|9h(€)| =m
for |¢| < & and ke (0, 1).
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Denote by M = M(yy, 75, &, m) the set of all functions f defined on R, and
satisfying the following conditions:

() f is locally lipschitzian on R;;
(i) 74(8) < S()fE < 92(¢) for [¢] > &;
(iii) |f(&)] = m for |¢]| £ &.

We shall consider the family of ordinary differential equations of the first order
2210 v'(f) = h(t, o(1) »
where
o(f) = [x(1), »(¥)] ,
ht, o()) = [¥(8), p(t) — S ()]
feM, peL,(J).

In accordance with the definition of a solution in the sense of Carathéodory of
the equation (1.1) on the interval I = R, we define that a continuous vector valued
function v, (t) = [x,,(¢), y;.,()] is a solution of (2.2),,, in the sense of Carathéodo-
ry on I if for arbitrary a, t €I it holds

xp(t) = x;,(a) + J.th,p(S) ds,

Yr.(8) = ys(a) + J"(p(s) — f(xs,5(s))) ds .
For £eR, and fe M denote

23) 6, = J’: £(5)ds.

Lemma 1. Let v, , = [X; ,, y,,] be a solution of (2.2);, (in the sense of Cara-
théodory) on the interval I = J. Then for any a, t €1 it holds

(24) i) + 2G,(x,, () = ¥7,)(a) + 2G/(x,,(a)) +
+ 2fp(s) Vso(s) ds.

(The proof is trivial.)

Lemma 2. Let G be a function defined by (2.3). Then there exists a constant
k = 0 such that the inequality

. o
(2.5) Gz —k
holds for each ¢ e R, and fe M.
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Moreover, for E€ R, it is
' 1
(2.6) . [GAD| = méo + [¢] | 7a(s)ds.
%o

Proof. It follows from the definition of the set M that f(s) 2 s for [s| = &, and
f € M. Hence for |¢| 2 & we have

4 Sosgnd s 62 63 Sosgnd
G(&) = J’ f(Shds = I 1(s)ds + f fe)dsz S Sy J 1(s) ds
0 0 &osgnd 2 2 0

which implies (2.5) with

The proof of the other part of the assertion is analogous.

Under the assumption (i) in the definition of the set M there exists for an arbitrary
initial value u € R, a unique solution v, , ,(f) (in the sense of Carathéodory) of the
equation (2.2) .y, satisfying v, , (0) = u which is defined on the maximal interval
Jrpuw< J with 0eJ, ,, (see e.g. [3, Chapter II]). For ue R, and te J,,, put

(2'7) Vf,p(t’ u) = Uf,p,u(t) :

Lemma 3. Let p e L,(J) and f € M. Then the function V; , defined by the relation
(2.7) is defined on J x R, and is a continuous mapping from J x R, into R,.

Proof. First let us show that the mapping V; , is defined on J x R, (16 Jrpu =
= J for any u € R,, fe M- and pe L,(J)). To this end it is sufficient to prove an
appropriate apriori estimate for weak solutions of the equation (2.2); .

Let v, , =[x, ¥s,p] be a weak solution of (2.2),, on an interval I = J, 0€l,
which satisfies the initial condition v, ,,(0) = u = [u,, u,]. In virtue of Lemma 1
for any t €1 it holds

28) 3 0) + 26,(x,,(0) = u2 + 2G,(u;) + 2 j ;p(s)'y,,.xs) ds.

Let us denote
(29) z; (1) = sup {|y; ,(s)); s€<0, D}, tel.

Then we obtain from (2.8) and from Lemma 2
t
hA) S (6 + 26w+ 28) + 220,00 [ 1269 0)
]
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for t € 1. This implies by an elementary calculation the estimate
(2.10) Vi) S 27,(1) £

(1 = e0) (o + 20,) + 20 + so1 = )™ ([ 109 )

for tel and g, €(0, 1).

From (2.8), (2.10) and from Lemma 2 one can easily obtain also the estimate

< (1 + (1= £)™Y) (u2 + 26, (uy) + 26) + (1 + e5°(1 — eo)"1)< ﬂ|p(s)| ds)z.

It follows from (2.10), (2.11) and [3, Chapter II] that the mapping Vy,, is defined
on J x R,. Continuity of ¥, , follows from the assumption (i) in the definition of the
set M.

Now let us denote (for fe M and p e L,(J)) by d, , a function defined on R, by
(2.12) d; (u) = inf {|V, (t,u)|; teJ}.

Then it holds

Lemma 4. lim d,,p(u) = + o0 uniformly with respect to fe M and p from any

lu] =0
boudend subset of Ly(J), i.e., for any bounded set U c L,(J) and arbitrary K > 0
there exists © > 0 such that d; ,(u) > K for each |u| 2 1, fe M and pe U.

Proof. Let U = {pe L,(J); |p| = ¢} and let v, , = [x, ,, y,,] be a weak solu-
tion of (2.2);, on the interval J with v, (0) = u = [u,, u,]. Then from (2.8) we
obtain

(213)  y7u0) + 2 Golxp,p(1) 2 w3 + 2Gy(us) — 220,(1) J ;IP(S)I ds

for te J, where the function z, , is defined by (2.9). Let &, € (0, 1) be fixed. Then
from (2.10), (2.13) we have for any &, > O and fe M

(214)  y7,(1) + 2 Gplxp (1) Z (1 — &5(1 — &) 7") (u3 + 2 Gyuy)) — K,
where
(2.15) K, =2¢/(1 —e) tk + (e060 (1 — &)™ + 7).
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Let &, > 0 be fixed and such that
Kl = (1 Semo 51(1 == 30)—1) > 0 .

Further let us denote by J, the function defined on R, by
5[x, ¥]) = ¥* + 2G{x), [x,y]eR,.
The relation (2.14) implies
(2.16) 5V, (t,uw)) 2 Ky 6,(u) — K, 2 K,u? + K,u3 — K,k — K,

for ﬁeRz, telJ, feM, peU.

Suppose that there exist K > 0, U = L,(J) a bounded set, f,e M, p,eU, t, € J,
u, € R, such that [u,,l — oo and

dfmpu u") é Ian’Pn(t’l’ u")l < K.

Since d, is continuous on R, we conclude that the sequence {3, (V. ,(tm #n))} is
bounded which is a contradiction with (2.16).

Remark 1. Put
Dy (u) = sup {|V;,(t, u)|; teJ}

for fe M, pe L,(J) and u € R,. Then from (2.10), (2.11) and Lemma 2 the following
inequality immediately follows:

lus|
|D)]> = (1 + 2(1 — &)™ (u§ + 2mé&, + 2Ju,| 72(s)ds + 2k> +
. %o

# (126570 -7 ([ 1909 )’

As usual, denote for an arbitrary nonzero complex number z € C
- z
Argz ={xeR,; e = —}.
||
In the sequel we need the following.

Lemma 5. Let X be a topological space and let F be a continuous complex valued
function defined on J x X satisfying F(t, u) & 0 for an arbitrary [t,u]eJ x X.
Then for any u € X there exists a continuous real valued function \, on J such that

V() e Arg F(t,u), tel.
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Moreover, for an arbitrary u € X the value

¥(u) = (1) - 0(0)

is independent of the choice of a continuous function w, on J with o (t) € Arg F(t, u),
te J, and the mapping ¥ is continuous on X.

Proof. The assertions of Lemma except possibly the continuity of the function ¥
are well-known from the classical complex analysis. Now we shall prove the continuity
of ¥. Let uy € X be fixed and let @ = min {|F(t, u,)|; t € J}. Let &€ > 0 be arbitrary
and choose 7 € (0, a) such that

2 arcsin h <eg.

a

Then there exists a neighborhood U(ug, ) = X of the point u, such that |F(t, u) —
— F(t, uo)| < n for each t € J and u € U(uy, 1) (this is true in virtue of the continuity
of F and the compactness of J). For an arbitrary u e U(u,, #) there exists a continuous
function y,(t) € Arg F(t, u), t € J such that

(217) [¥.(0) — ¥,,(0)] < arcsin i,
a

where ,, is an arbitrary continuous function on J such that y,(f) € Arg F(t, u,),
t e J. We shall prove that

[Vu(t) = ¥uo(t)| < arcsin h
a
for each teJ and u € U(ug, 7). Suppose that there exist ¢, € J and u, € U(u,, 1)

such that |y, (t;) — V,.(t:)| 2 arcsin (n/a). With respect to (2.17) there exists
to € (0, t,) such that |y, (to) — ¥,(to)| = arcsin (n/a) and thus

|F(to, 1) = F(to, uo)| =
= ||F(to, u)| — [F(to, uo)| exp (= i(Wuo(to) — Vu,(to)))| 2

2 [F(to, uo)| fsin (Vuolto) = Yuu(to) 2 Ta =
which is a contradiction. So we have |
[(6) ~ $00)] = (1) = Yu(0) + Y1) = V0] < 2aresin® < o
for an arbitrary u € U(uo, n).
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According to Lemma 4 there exists ro > 0 such that |V, (t, u)| 2 1 for arbitrary
teJ, |u| 2 ro,fe Mand |p| < 7. Let us denote

-

X,, ={ueRy; |u| 2 ro}.

It follows from Lemma 5 that for any fe M, pe L,(J), ||p| < 7 and ue X,, there
exists a continuous function ¢, , , on the interval J such that

(2.18) Vot u) = Vs (1, u)] [cos @,,.(f), — sin @y,.(1)]
and the real valued function
(2'19) ‘pf.p(u) = (p!.p.u(l) - ¢f,,,,.,(0)

is continuous on X,

Lemma 6. Let p € Ly(J). Then
|ul -0

uniformly with respect to fe M.

Proof. Let p, e C(J) be such a sequence that lim “p,, — p” = 0. Thus

1
sup '[ |p(s)|ds =3 < +0.
ll=1,2,... 0

Let u € X, and let ¢, , , be a continuous real valued function defined on J such
that (2.18) holds. Then it is easy to see that ¢, , , is continuously differentiable on J
and satisfies the differential equation

(2'20) (p} -Fn:"(t) =4y ,pn.u(t’ Pr .p..,u(t)) - r; »;n’“(t) Pn(t) Cos @, .p...u(t) ’

where g, , (t, ) =sin® ¢ + r;, (t) f(rs,. 1) cos @) cos ¢ and r,, [t) =
= |V, ,.(t, u)| (hence r,, (1)=d,, (u)),(teJ, ¢ € R,). Further, let us denote by
%y p.u the function defined by

Ks poulW) = inf {s™'f(s cos ) cos Y5 s = d; , (u)} .

An easy calculation shows that also the function %, , , is continuous. For d , (u) .
. |cos Y| = &, we have by the above

%s pu¥) 2 71(ds ,, (4) |cOs Y|) cos® ¥ .

If d;, (u) [cos Y| < & then for se<d,, (1), cos |7 & it holds [s™1f(s cos y).
.cos Y| < mdj;} (u), where m > 0 is a constant from the condition (iii) in the
definition of the set M. Since for s = &o|cos y| ™" itis s™'f(s cos y) cos Y = cos® Y =
2 0 we conclude that for d, , (u)|cos Y| < &, it holds x,, [(¥) = —md}} (u).
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Thus we obtain the following relations:

a) For d,, (u) |cos Y| < &, we have
sin”  + #p,p,u(¥) 21— E3d7 7 (u) = mdyp (u);
b) For d, , (u) [cos Y| = & we have
sin § + %, (W) 2 1.
In other words, there exist r; = r, and ¢ > 0 such that
sin® ¢ + %, , (W) —c2ec>0

for each |u| 2 ry, Y eRy, feM and n=1,2,.... Let us compare the differential
equation (2.20) with the equation

(2'21) w}.pmu(t) = sin’ 'ﬁf,pmv(t) == “I.pmu('/’f.pmu(t)) GRS df—'},"(u) |p,,(t)|

with the initial condition ¥, , (0) = ¢, , .(0). An elementary comparison theorem
from the theory of differential equations yields

(222) s.0nl(1) = 1.00(0) Z ¥1.pl(1) = ¥1,,0(0) -
However, from (2.21) we have the simple relation
V£, pmu(1) dy
.[ o SNt ) — €

— J‘ 1 dy 5 (4) |P(1)] dt
o sin’ 'pf,p...u(t) + xf,pmu('l’f.pmu(t)) - ¢
which implies

@) i o 2 1=t 4 0([nola) 2

¥s,pn,u(0) sin’ ¥+ xf,p...u('//) —€

for|u| 2 r,feMandn = 1,2,... . Since x, , ,and sinare 2n — periodic functions,
it follows from (2.23) that

(2.24) U pml1) = Vrpnal0) 2 201 — ™1 d} L () ).

2n dw -1
' (Jlo sin’ ¥+ "!.nn,u(w) - C) -
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for arbitrary fe M, |u| 2 r; and n = 1,2,.... Hence we shall show that for any
¢ > 0 there exists r, > r, such that

e 27 d‘//
(2.25) Jo sin?  + xp, S(Y) — ¢ =

provided |u| = r;, fe M and n = 1,2,.... Let £ > 0 be arbitrary but fixed. There
exist # > 0 and &, > &, such that

(2.26) J' dv < j Loy <t
( 2

)
{(We(0,27); |cosy| <7y S1T ¥+ ’ff,p,.,u('l’) =€ Ve(0,27); [cosy| <1} €

for Iul =r,feM,n=1,2,..., and
2 4z
(227) n*yi(éy) — e 2 "

Thus for ¥ € (0, 2z) such that |cos y| = #, for |u| = r, with d, , (u) = n~'¢, and
for n =1,2,... we have sin> § + %, , (¥) —c = n*>9,(¢,) — ¢ and hence

(2.28) J‘ W <

ve0,20); feosyl 2 SV + %5, (W) — ¢ P () — ¢

Let r, 2 r, be such that d, ,(u) 2 n~'¢ forn =1,2,..., feM and lu| = 7.
The relations (2.25)—(2.28) imply

J‘2n dll/ <
o sin® Y+, (V) — ¢

for arbitrary n = 1,2, ..., fe€ M and |u| = r,, which together with (2.24) and (2.22)
implies:
For an arbitrary K > 0 there exists r, > 0 such that

®,,(u)>K for feM, n=1,2,..., and [u|=r,.

Now it is easy to see that to complete the proof it is sufficient to show that
lim &, , (u) = P, ,(u) for each |u| 2 r, and f € M. This fact follows from Lemma S
n—+ o «

for if |u| 2 ro, f € M then the mapping

[t, p] = Vy.,(t )

is continuous and non-vanishing on J x L,(J) and thus (with respect to the assertion
of Lemma 5) the mapping

P ¢I vP(u)
is continuous on L,(J).
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Lemma 7. Let ¢ > ry. Denote
K(o) = sup {D;p(u); fe M, pe Li(J), [p|ro) < e ueRs ro < |u| < o}
and 7,(e) = max {y,(s); |s| £ K(e)}. Then
10) S 1470 + mo+ [ oo s
provided fe M, 1o < |u| S o, [§|p(s)| ds < @.

Proof. Let p, € C(J) be such that lim ||p, — p|| = 0. Let the notation introduced
in (2.20) be observed. Then ml
qf,pmu(t’ ) — r;.xl»n.u(t) Pn(t) cos ¢ =

lp(0)]
dr) )

<14 750e) + m + |pt)] -

< 1+ pa(dy,p,(u) [cos o) +

Comparing the differential equation (2.20) with the initial problem

Crpmalt) =1+ 72(0) + m + |p,(1)]

Cf.pmu(o) =@y .pn,u(o)
we conclude

1
1+m@+m+mem=@MﬁrwmAm;
0

Z 9r,p0ill) = @1,p,u0) = Py (1) -

Letting n tend to infinity we obtain our assertion.

3. BOUNDARY VALUE PROBLEM

Let p e L,(J) be fixed. Let a, b, c, d be real numbers and consider the boundary
value problem

1), () + 1(:00) = 900
ax(0) + bx'(0) =0, cx(1) + dx'(1) =0,
where fe M.
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We shall suppose that both vectors w, = [a, b], w, = [¢, d] are nonzero (in
the other cases the existence of (3.1), a solution of in the sense of Carathéodory is
obvious). Let ¥, ¥, € Ry satisfy

o; = |o,|[cos ¥,, —siny,], @, = |w,| [cos ¥,, —siny,].

It is easy to see that the set of all solutions (in the sense of Carathéodory) of the

boundary value problem (3.1), equals to the set of all solutions x(t) of the initial
problem

(3.2), x"(6) + f(x(1)) = p(1)
' [x(0), x'(0)] = u = |u| [cos @,, —sin ¢,]
such that (V, (t, u) is defined by the relation (2.7))

Vel u) = IVI,p(l’ u)| [cos ¢,, —sin @,],
where ¢, @, satisfy the relations

@ =¥, + (2n, +1)§, @2 =¥, + (2n, + 1)%

for some integers n,, n,.
Let ry be a positive number defined above Lemma 6.

Lemma 8. There exists a positive integer n, with the following property: For
each n 2 ny and fe M there exists s, ; 2 ro such that if fe M then (3.1), has
a solution x, ; , (in the sense of Carathéodory) with

[%n.r.6(0)s x5,7,5(0)] = s5s [COS ('//1 + g), —sin ('/’1 * g)] = U, s

and it is ®; (u, ;) =Y — Y, + nm, n = n,, fe M.

Proof. Set u, = s[cos (¥, + 4n), —sin(y; + 3n)]. The function s > &, ,(u,)
is defined and continuous on {r,, o) and it is

V(L u) = [V, (1, ) [cos (npl + g + cb,,,,(u,)) , —sin (1111 ES g + ds,,,(u,))].

This means (with respect to the note before Lemma) that any u, for which &, (u,) =
=y, — ¥, + n=n (n is an integer) defines a solution in the sense of Carathéodory
of the boundary value problem (2.29),.

Let n, be such an integer that @, (u,,) < ¥, — ¥, + non for each fe M (this
is possible according to Lemma 7). Since lim @, (u,) = co uniformly with respect

. s—00
to fe M, for each n = n, and f € M there exists u,_ , such that
¢I»P(usmf) =y, — Y, +nm.
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Proof of Theorem 1. Let n, be the positive integer the existence of which is
guaranteed by Lemma 8. Let n = n, be fixed. Then for each g, defined by (2.1)

there exists a solution x, ,, , of (2.29),, satisfying

[xn.m..p(o)» xr,l,g;.,p(o)] = Uy an>
¢ﬂh:l’(u8m0h) =y, — Y+ nm.

With respect to the assertion of Lemma 7 the set {u,_, }1e(0,1y is bounded. Now from
Remark 1 it follows that {x, . ,}4(0.1) is @ bounded set in the space C'(J). Thus
there exists a sequence A, v 0 such that

Xp = Xpq, p =% in C(J)

and

U = Ug, g U in R,.

Moreover, the functions s - g, (x,(s)) are bounded independently of k = 1,2, ...
and lim g,, (x,(s)) = g(x(s)) for each s € J. If in the relation
k=0

xi(t) = [ + f[ua)e + j ;(r — ) (2(5) — gn(xu(s)) ds

k tends to infinity we obtain (using Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem)
that x € C'(J) and this verifies (1.2) witha =0and I = J.

The proof of Theorem 1 is complete.

4. PERIODIC PROBLEM

If K = Ry is a compact set denote by G,(K) the unbounded component of the
et Ry \K.

Lemma 9. Let F : Ry = Ry be a continuous mapping defined on Ry. Let M be
a compact subset of Ry. Suppose

a) 0¢ M, _

b) 0¢ Gw(fm),

c) for each ueMit is '
L (Faw),

F(u) (u, u) ’

where (,) denotes the usual inner product in Ry.
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Then there exists at least one point x, € Ry such that F(x,) = x,.
(Note that from the assumption b) it immediately follows that M is nonempty.)

Proof. Let us denote

m, ={ue‘m; F(u) =§FT—S");:)i)u, (F(u), u) 2 (u, u)},

W, = {uemz; ) = @9y (pw), ) < (o, u)}.
(u, u)

If M, n M, + O then F has clearly a fixed point in M. Hence let us suppose that
M, AM, =0.

First let us show that 0 ¢ G,(M;) at least for one j = 1, 2. Indeed, let U be such
a component of the set Ry \ M which contains 0. Since U = M, oU = H, v H,,
where H; = 0U A My, j = 1,2. If 0 € G,(M;) (j = 1,2) then 0 G(H,) (j = 1,2)
and hence there exist continuous functions v; on J with values in Ry such that v,(0) =
=0, vt)¢ H; for teJ and |v/(1)| > sup {|u|; ue M} (j = 1, 2) and, moreover,
v,(1) = v,(1) = v. Let us define a function h from J x oU into Ry \ {0} by

e )~ u—uv,(t) ted, ueH,
’ u-—vy(t) telJ, ueH,.

Then h is a homotopy in Ry \ {0} between the identity mapping E and the mapping
E — v and hence by the well-known theorem from the theory of Brouwer’s topological
degree (see e.g. [1]) it is d(E, U, 0) = d(E — v, U, 0) = 0 which is a contradiction
with the assumption 0 ¢ G (). Let us suppose for the sake fo brevity that 0 ¢
¢ Gm(ﬁRl) (the other case may be proved in the same way). Let V be a component
of the set Ry \ M, for which 0 e V. Let us define the mapping h, from J x 6V into

Ry~ {0} by
hy(t,u) =tu — (1 — 1) (u — F(u)).

It is easy to see that h, is a homotopy in Ry\ {0} between the mappings E and
F — E and hence d(F — E,V,0) = d(E, ¥, 0) = 1. Since Brouwer’s degree of the
mapping F — E is nonzero there exists u, € ¥ such that F(u,) = u,.

Proof of Theorem 2. Let g satisfy locally the Lipschitz condition. Let us denote
by F the mapping from R, into R, defined by F(u) =V, (1, u). The mapping F is
continuous on R,. Since lim &, (u) = + oo there exists ¢ > ro such that

lu]| =0
inf {‘pmﬂ(“); |“| = ¢} — sup {, ,(u); I“l =ro} 2 27.
Further let us set ‘

9Jt={ueRz; ro<|u<e and F(u)=ﬂ“)’—“)u}.'

(,4)
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It is clear that 9 is a compact subset of R, and the assumptions a) and c) of Lemma 9
are satisfied. Let us show that 0 ¢ Gw(ﬂﬁ). Let v be an arbitrary continuous function
from J into R, such that v(0) =0 and |v(1)] > ¢. Let us set t, =sup {te J;
[o(t)] = ro}, t, =inf{teJ; t>1t,, |o(t)] =o}. Then for te(t;,, 1> it is ro <
< |o(t)] < o. The function t — &, (v(1)) is continuous on (ty, 1,5, B, (v(t,)) —

®, (v(t;)) = 2n and hence there exists t, € t;, 1,> and an integer n, such that
?, (v(to)) = 2nne. If v(to) = |v(to)| [cos 9o, —sin @o]; then F(v(to)) = |F(v(to)| .
[e08 (90 — By (o(to)h —sin (90 — @, (t(ta))] = [F(e(to))] |e(t0)|~* (1) and so
v(to) € M.

Thus every continuous curve connecting 0 and a point outside of I with the norm
at least o intersects the set 9. This fact implies 0 ¢ G ,(M).

According to the assertion of Lemma 9, the mapping F has at least one fixed point
which proves Theorem 2 in the case of locally lipschitzian function g. If g is a conti-
nuous function we can use the same procedure as in the end of Section 3.
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A REMARK ON TRANSITIVITY OF OPERATOR ALGEBRAS

JAROSLAV ZEMANEK, Praha
(Received February 15, 1974)

Let H be a Hilbert space, B(H) the algebra of all bounded linear operators in H,
and A a C*-subalgebra strongly dense in B(H). If an operator B € B(H), a finite
set of vectors xy, ..., X, in H, and a number ¢ > 0 are arbitrarily given then by the
definition of the strong operator topology there is an element 4 € % such that
[Ax; — Bx;| < & for i =1, ..., n. The Kaplansky density theorem (see [2], p. 43)
asserts that 4 can be chosen with |4| < |B| On the other hand, it follows from a result
proved here that there exists an operator C € U such that |C| = IBI + ¢ only, but
Cx; = Bx; for i = 1, ..., n. Clearly for this purpose it will suffice to suppose x,,
..., X, orthonormal, and we shall do so henceforth.

Given another set of vectors y,, ..., y, there are, of course, operators in B(H)
transforming x; into y, for i = 1, ..., n. The norm of any such operator must be
clearly =B where

B =sup|Adys + ... + Aoy,

is taken over all complex 4; with [A5> + ... + |4,|* = 1.1t is obvious that the opera-
tor V defined by the formula

Vz =(z,xl)’y1 + ...+ (z,x) ys, z€H

has norm |V] = B and satisfies Vx; = y; for i = 1, ..., n. However, ¥ need not lie
in A. We shall show in Theorem 2 that, for each ¢ > 0, there exists an operator T
in U such that Tx; = y,fori=1,...,n, and |T| < B + & Clearly this estimate is
the best possible. Transitivity of strongly dense C*-algebras has been proved first
by R. V. KapisoN [3]. In the present remark, we use a method suggested for that
purpose by V. PTAk [5], obtaining thereby a significant simplification of the proof
as well as an improvement of the estimate in Dixmier’s book [1], p. 43—44.

The case n = 1 has been solved by V. Ptak [5] and the general case goes similarly.
It is based on the Ptdk Induction Theorem recently obtained in [4]; see also [5], [6]
where further important applications to various problems of analysis are described.
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For the present remark a somewhat special version of the induction theorem will
be quite sufficient. It is formulated as Theorem 1 below after some necessary defini-
tions. :

If (E, d) is a metric space and x € E, we denote by U(x, r) the set U(x, r) = {y € E;
d(y, x) £ r}, r being a positive number. Let R = {r; 0 < r < t} be an interval with
t > 0 fixed. Assume that for each r € R a set W(r) = E is given and put

W) = (U W)

It can be easily seen that W(0) is in fact the set of those x € E for which there are
a sequence r, — 0 and points x, € W(r,) with x, — x. In this situation we can state

Theorem 1. Let (E, d) be complete. Let 0 < k < 1 be fixed. Suppose the impli-
cation
xeW(r)=U(x,r) n W(kr) + 0
to be true for any r € R. If at least one of the sets W(r), r € R is non-void, then so
is W(0).
The proof is straightforward and can be found in any of [4], [5],[6]. Now we
can state

Theorem 2. Let U be a strongly dense C*-subalgebra of B(H) Let %y, «.:5%,
be orthonormal vectors and let y,, ..., y, be given vectors in H; denote by B the
lowest possible norm of an.operator in B(H) taking x; into y; for i =1, ..., n.
Then, for each ¢ > 0, there exists an operator C in U such that Cx; = y; for
i=1,..,nand|C| £ B +e

Proof. Clearly we may assume f = 1. Let ¢ > 0 be given. Put k = ¢/(1 + &),
and for each 0 < r < 1 construct a set W(r) in A as follows
W(r)={Te; |T|<s(1+e)(1—=7r), |Tx;— y| <rfnfori=1,..n}.

We have to verify the implication assumed in Theorem 1. Hence take a Te W(r).
Define an operator S by the formula

Sz =(z, %) (y1 — Tx)) + ... + (2, %) (yo — Tx,), z€H.

Then SeB(H), |S| < r, and Sx; = y, — Tx,. By the Kaplansky density theorem
there is a Q € U such that Q| < r and |Qx; — Sx;| < kr[n for i = 1....,n. Then
the sum T + Q lies in A N U(T, r); moreover it belongs to W(kr) since

IT+ol=|T|+ Qs+ ~-r)+r=(1+¢e)(l~kn)
and

[(T+ Q)x, — vil < |Tx; — y; + Sx;| + |@x; — Sx;| < 0 + kr[n = kr|n

fori=1,...n
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Also W(k) is non-void since the operator ¥ can be approximated, in virtue of the
Kaplansky density theorem again, by an element We U of norm not exceeding 1
in such a way that |[Wx; — Vx;| < k[n, i =1,...,n. Inview of (1 + &) (1 — k) = 1

_and Vx; = y,, this W belongs to W(k). ,

By Theorem 1 the set W(0) is non-void, and any element C € W(0) is clearly a solu-

tion. Thus the theorem is proved.
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CIEKTPAJIBHBIN AHAJIN3 HEJIMHEMHBIX OIIEPATOPOB

SvaTopLuK Fuclik (CBatonnykx ®yduk), IIpara

(IToctymano B pepakmuio 5. III. 1974 r.)

CraThs SBISETCS PACIIMPEHHBIM TEKCTOM MAOKJIAaJa KOTOPBIH aBTOpP IPOYHMTAN
Ha 4-OM YeXOCJIOBallKO-COBETCKOM COBEIaHMH N0 Teme ,,IIpaMeHeHue (yHKIMO-
HaJIbHBIX METOIOB H METOZOB TeopHH GYyHKIHA K mpobieMaM MaTeMaTHYeCKO#
¢um3uxu‘‘. CoBemianue cocrosiock B 3ane Pekropara KapnoBa yHHBepcHTeTa
B Ilpare, 27. XI.—30. XI. 1973 r.

B 3T0it cTaThe HaeTca HHGQOpMAUHS O Pe3yJibTaTax IPYyNILl MATEMATHKOB paboTa-
IomMX Ha kagenpe Martematmyeckoro amanu3a Kapmosa ymmBepcurera B Ilpare
¥ IpyINbl MaTeEMAaTHKOB paboTaromux B oTAeNeHNH dAG¢epeHIMaNbHbIX YpaBHEHHH
B YaCTHBIX NPOHM3BOJAHBIX MaTeMaTHYeCKOro MHCTHTYTa 4eXOCJIOBAIKOW aKaJXeMHH
HayK. OTH rpymnnbl paboTaroT Ha pa3HBIX CeMHHapax Ha kadenpe M Ha CeMHHape
M. Hevaca, B MaTEMaTHIeCKOM HHCTHTYTE.

B noxiame He NpHBENEH TOJIHBIA CHHCOK JIHTEPATYpPHl IO HOKJIAJbIBAEMBIM
npo6sieMaM M U1 IPOCTOTHI H3JI0XKEHHS Pe3yJIbTAThl He HOPMYJIMPOBAHEL B IIOJIHOM
OoOLIHOCTH.

1. BBEAEHUE

3agavd O CyLIECTBOBAHWH PEIICHHH HEJIMHEHHBIX HHTErPaJIbHBIX YPaBHCHHI M 3a-
a4l O CyIIECTBOBAaHMH DEIICHHI KpaeBbIX 3a/a4 HEJHHEHHBIX MuddepeHImanbHbBIX
yPaBHEHMH B YacCTHBIX IPOH3BOJHBIX CBSI3aHBI C MCCIIEOBAaHHEM HEJMHEHHBIX OTO-
6paxenuii Mexay mpoctpaHcTBamu Banaxa. B mociequue roisl BHHMaHHE psaa
MaTeMaTHKOB NPHBJIEK OJUH CHELHANBHBIM KJIACC HEJIMHEHHBIX ONEPaTOpOB —
MOHOTOHHBIE OllepaTOphl. MeTO MOHOTOHHBIX ONEPATOPOB ABJIAETCH OUeHb 3dek-
THBHBIM B TEODHH CYILECTBOBAHHS pELICHHH HEJHHEHHBIX IH}depeHMHANIBHBIX
YPaBHEHHI,

Ilpexne Bcero HAMOMHMM OCHOBHOE OnpeaAesieHre H GyHAaMEHTaJbHBIA pe3yIbTaT
0 MOHOTOHHBIX OIEPAaTOpax.
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Oneparop F (IHMHEHHBIA MIH HENWHEHHBLIN) ONpENENEeHHBIH Ha INPOCTPAHCTBE
Banaxa E, 3HaueHHs KOTOPOTO JIEXaT B CONPSXKEHHOM NpocTpaHcTBe E*, HaspBaeTcs
MoHomonubim H3 E, ecnu 1j1s Beex Xy, X, € E AIMeeT MeCTO HEpaBEHCTBO

(1.1) ‘ (%1 — X2, F(x1) — F(x,)) 2 0

((x, y) ectb 3HaueHWe OrpaHHYEHHOro JHMHeiHOro (yHKUHOHana y € E* B Touke
x € E).

Teopema 1. ITycmb ¢ pedaexcushom npocmpancmee banaxa E 3adan HenpepbigHblii
MoHOmOHHbIE onepamop F, yoosaemsoparowuil yca08uro

(12 gy R,
' Ixl~eo %]

Toz0a onepamop F omobpasxcaem npocmpancmeo E na E*.

Teopema 1 06o0miaeTca B CleAyIOMIMX HANPaBICHHSX |

A) TlpeamoyoxeHHe HeNMPEPLIBHOCTH OCIA6IAETCS HOBHIMH THIIAMH HENPEpPBIB-
HOCTH, HalIpEMeEP HENPEPLIBHOCTHIO M3 CHIIbHOM TONOJIOTHH mpocTpaHcTBa E B cra-
6y10 TOIOJIOTHIO CONpPaXKeHHOTO NMpoCcTpaHCTBa E* (Tak HaskBaeMas NEMHUHENPEPBIB-
HOCTB), H ApyrHe — CM. Hamp. [2, 6, 25].

B) Ilpenmonoraercs yto otobpaxenne F ompenesieHO TOJIBKO Ha IUIOTHOM MHO-
xKecTBe npocTpancTBa E (cM. Hamp. [2, 25]).

B) OmnpenensiroTcs HOBBIE THIIBI OIEPATOPOB KOTOPhIe 0606IaXOT KJIaCC MOHOTOH-
HBIX oTOGpaxenuid, Hamp. [32] u mpyrue.

Bo Bcex 3THX 0606IIEHHSAX NPEAIIOIOraeTcs, YT0 OTOOpaXKeHHs YIOBJIETBOPAIOT
ycnosuio (1.2). Takue oTobGpaXeHHs Ha3bIBAIOTCS KOIPLUATHBHBIMH.

2. ATBbTEPHATUBA ®PEATOJIBMA JUISI HEJIMHEMHBIX OIIEPATOPOB

C 1967 r. HauMHAeTCA MCCIENOBaHHE HEKOIPOHUTHBHBIX OTOOpa)eHHH. DTHMH
npobieMaMu OyneM 3aHHMATBLCA B 9TOM H B CIIEAYIOIIAX maparpadax.

ITycts Tenmeps mMeeM IBa npocTpaHcTBa banaxa X u Y u nBa oroGpaxcean'T aSs
nmpocTpaHcTBa X B mpocTpaHCTBO Y. ByieM 3aHEMaThCsi BONPOCOM O CYLIECTBOBaHHH
PellieHAS yPaBHEHHA

AT() - S(x) = £,

B 3aBHCHMOCTH OT BEILIECTBEHHOrO0 WM KoMIUIlekCHoro mapamerpa A. Ilpeamoiro-
XeHHs Ha orobpaxenns T m S ciemyromero tuma: OtobpaxeHme S mpeamoiio-
raeTcs BIOJIHE HeNPepHIBHEIM H onepatop T oroGpaxkaer X Ha Y. MoxHO oka3aTh
crnenyiomiee yTBEPXKICHHE.
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Teopema 2. ITycmv X u Y sewecmsennsvie npocmpancmea banaxa, T neuemrnoe
20meomopgrvle omobpaxcenue npocmpancmea X Ha Y yooeaemsopatoujee caedyiouum
yeaoguam: Cywecmeyriom K > 0, a > 0, L > 0 makue umo

@) Ll s 7] 5 KIxl*, xeX;
(2.2) T(tx) =t*T(x), t>0, xeX.

ITycmy S u R neuemnvie 8noiHe HenpepvigHble omobpaxcenus npocmpancmea X
6 npocmpancmeo Y u nycmo ‘

(2.3) S(tx) =1"S(x), t>0, xeX;

(24) ""lllllilw ﬂflzi—.ﬁ?'" = 0

Tozoa, ecau A % 0 u ypasnenue
(2.5 AT(x) — S(x) =0
umeem moavKo Hyneeoe pewieHue, mo ypagHeHue
(2.6) AT(x) — S(x) — R(x) = f
paspeuumo 018 r06oii npagoii yacmu feY.

AHaJIOTHYHO KaK B JIHHEHHOM cCiy9ae 4YMCIO A, Ul KOTOporo ypaBHeHue (2.5)
HMeeT HeTPHBHANLHOE pellicHHe, Ha3bIBaeTCs COOCTBEHHBIM 3HauYeHHeM naphl (7, S).
TaxaM o6pa3oM yTBepXK/IeHHE TEOPEMBI 2 ABJIAETCH 06OGIIERHEM OHOM YacTH M3-
BECTHOH aibTepHaTHBLI PpeAronpMa i JIMHEHHBIX YPaBHEHHMH C BIIOJIbHE HeEIpe-
pPHIBHBIM OTOOpaxceHHsMH. IIpH Tex-:Ke IPEIOJIOKEHHSX KaKk B TeopeMe 2 HMeeT
MecTo crenyiomee yreepxkaeane: Eciu ypasHenne (2.6) pa3penmaMo AJIst IIpOH3BOJTb-
HOW IpaBoif yacTH f € Y, MHOro3Ha4yHoe oTobGpaxkeHue

A7) = {xeX; A T(x) — S(x) — R(x) = f}
orpanmyero (T. €. s Beskoro r > 0 cymectsyer @ > 0 Tak, uto ||x| < ¢ ecnm
[A T(x) — S(x) — R(x)| £ 7)

sup [Rx)| < o,

TO A He ABNAeTcs cobcTBeHHBIM 3HauyeHHeM maphl (7, S). Ho ato yreepxnaeHne He
06o6uiaeT MOJHOCTBIO BTOPYIO 4acTh KJIACCHYECKOH alibTepHaTHBH Ppearoibma
(xoe-uTo 06 3TOM OymeT ckasaHO ewle B CledylomeM maparpade). Beumy astoro,
YTBEpXKIEHHSA THIIa TeOpeMEHI 2 OyJeM Taxke Ha3BIBAThH ,,ajibTepHaTHBaMH Dpen-
rojpMa A HeJIMHEHHBIX omepaTopoB‘‘. IlepBhle pe3ysbTaThl B 3TOM HaplaBJIeHAH
nonyuuny HesaBacamo C. U. IToxoxaes [42] u U. Heuac [34]. Ho cedac umeeTcs
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yXe MHOro paboT Ha 3Ty TeMy (CM. Hamp. JIATEPaTypHbIE CChUIKH K BTOpOif riaBe
kuurd [20]).
Jloka3aTeabCTBY TEOPEMBI 2 NPOBOAMTCS CIEAYIOMMH o6pazoM: Bo-mepBrix
HOKa3kIBAETCA
lim [|A T(x) — S(x) — R(x)|| = o

l1%]1 -

eciad A He sABJIAETCA coGCTBeHHBIM 3HayenneM maphi (T, S). ITocie 3Toro Hcmomb-
3yercsi H3BecTHast TeopeMa Bopcyka-YinaMa (cM. [26]) o TomoJormyeckodt CTeNeHH
BIIOJIHE HENPEPHIBHOTO H HEYETHOTO BEKTOPHOTI'O IOJIsS M APYrHEe OCHOBBIHE yTBEPXKIe-
HHA O CTENIEHH OTOOpaxeHHs.

Pa3Hble METOMBI OKA3aTENbCTB ,, HEIUHEHHBIX anbTepHaTHB ®penronsma‘ (mpH
BBINOJIbHEHAX Pa3HBIX YCIOBHiA) BO3MOXHO Pa3feHTh HAa TPH I'PYIIIBL

1) JokaspIBaeTcs, 4YTO IIOCIENOBATENbHOCTh NpHOMMKeHHi THma I'anepkuHa
ypaBHeHHA (2.6) CTPEMHTCS B HEKOTOPOM CMBICIE K DEIICHHIO 3TOTO ypPaBHEHHS.
IlepBoe moka3aTenbCTBO, MCHONb3ylolee 3TOT MeTon, npudHamiexur C. U. IToxo-
xaesy [42]. Ero pe3ynbTaThl H MeTOJ HOKa3aTelbCcTBa ObuIH 0600ImIeHbI B paboTax
[9, 41]. OT™eTIM eme, YTO [T MPUMEHEHAS AGCTPAKTHBIX PE3YJILTATOB ITOJyYEHBIX
3THM METOJOM K T€OpEMaM O CyHNIECTBOBAHHM CJa0BIX peIIeHMH KpaeBbIX 3aJad
HeHHEHHBIX AupdepeHIHANIbHBIX YPaBHEHHH HaZ0 J0Ka3aTh, YTO B MPOCTPAHCTBaX
Cobonesa WI’,‘(Q) H HX HOJANPOCTPAHCTBAX HOJYYEHHBIX C IOMOIIIO KPaeBhIX YCIOBHH

o

(#anp. B mpocrpanctBe Wy(Q) B ciyyae 3amaunm Jlupuxie) CylIeCTBYIOT GasuChI
Illaymepa. AtoT dakT OGbUT JOKa3aH AJA OAHOMEPHOro MHOXecTBa B [9], M ¢ mo-
MOILIBIO TEOPHH HMHTEPHOJIAUMHM H OOIMX pe3ylbTaTOB O CyHIECTBOBaHHH Oa3mca
Illaynepa it MHOXECTB C IOCTATOYHO IJ1a[Koii rpaHHuei B paGore [13]. Pe3ynbra-
ThI paGoTs! [13] ycmnenst m 06oGumeHs! Ha ciy4ail mpocrpancTB Co6onesa-Cro6o-
neuxoro B [45]. B 3TOM HampaBJeHHH elle CYIIECTBYIOT HEKOTOPbIE OTKDHIThIE
npoGneMsl. Bece 3TH HoKa3aTelbCTBA HE KOHCTPYKTHBHBIE. ENUHCTBEHHOE KOHCTDYK-
THBHOE [I0Ka3aTeNbCTBO CymiecTBoBaHMs Gasmca Illaymepa B mpoctpaHcTBax Co6o-
JieBa OBUIO N0 HACTOAILErO BpeMeHM AaHO B [4] TompKo I ciydas Koraa Q
aBiserca N-MepHsIM Ky6oM. TTockonbky nokasano (cM. [7]) cymiecTBoBanMe cema-
pabembHOro mpocrpancrBa Banaxa 6e3 6asmca Illaymepa, 3TH mpobieMBl OYeHb
HMHTEPECHBI.

2) Cnepyromuii MeTO[ CyLIECTBEHHO HCIIOJb3YeT TO 06CTOATENBCTBO, 9TO pac-
cMaTpHBaeMslie mpocTpaHcTBa BaHaxa koMiuiekcuble. IIpenmosioxkeHns COOTBETCTBY-
IOIAX TEOPEeM RCerfa rapaHTHPYIOT BELIECTBEHHOCTh BCEX COOCTBEHHBIX 3HaYEHMH
napsi (T, S). Ecnu A, He sBistieTas coGerBeHHBIM yrcioM napsl (7, S), To mpexne
BCETO JIOKa3bIBAETCs CyllecTBoBaHHe pemrendsa u(¢) ypasnenns (2.6) c 4 = 4, + i,
rae ¢ # 0 necTBHTENbHOE H IOCJIE 3TOro MOKa3bIBaeTcs, 4To mpH & — 0 u(£) crpemsr-
Csl B HEKOTOPOM CMBIC/IE K PeIleH 0 ypaBHeHHs (2.6) ¢ A = Ay. DTO OCHOBHbIE HIEH
paGoth [34].
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3) JAna mokasaTelbCTBa adbTepHATHBBI PpeArosibMa HCIOIb3YIOTCS MOAXO/ISAIIHE
0606menns TeopeMsl Bopcyka-Yinama, cM. Hamp. [29, 35, 36].

Hanpile ykaxeM TNpUMepPHl THIOMYHBIX YpaBHEHHid, CYIIECTBOBAHHE pELICHHMH
KOTOPBIX BBITEKAET U3 TEOPEMHI 2.

Ipumep 1. Ilycts Q orpaHuyeHHast 061acTh B NPOCTPAHCTBE Ry C IOCTaTOYHO
riankoit rpanuneit 0Q. Umercsa cnaboe pemenue 3amaun Jupuxie

—Adu — u Juf* =f ma Qs>0), ulg=0

1+ lul‘

mns fe Ly(Q), T. e. mueM u € W)(Q) Takoe 4To65I MUl NPOH3BONBHOrO v e W3 (L)
BBHINOJIHAIOCh HHTETPAIbHOE TOXAECTBO

N s
Al Y -a—u-gzdx— ——lul——uvdx=J.fvdx.
o i=1 ax; 6xi 91 = |u|s ]

T0 ypaBHEHHe Pa3peLIMO I IPOU3BOJIBHOTO f € L,(Q) ecnu ypaBHEHHE

N
A Ziu—zq-dx— uvdx =0, veWyQ),
Di=13x,-axi 0

06J1aZjaeT TOJILKO HyJIEBBIM PEILeHHEM, YTO BMeeT MecTo st A + 1[4, riae nocineno-
BaTENBHOCT {4,} AB/seTCS CTeKTpOM 3afayun JIupHxIIe 11 ypaBHeHHd —Au — Au =
= 0.

IIpumep 2. PaccMoTpuM KpaeByro 3amady

N 3
(2.7) -1} —a—(a—u) —|ul"tu=f Ha Q ulu=0.

i=1 ax; ax,-

Jina 1 £m<3 oma mMeer cnaGoe pemenme u € Wi(Q) Ans IpoH3BONBHOrO
fe(Wi(RQ))* ecnu Tonsko A + 0. B cywae m = 3 3anaua (2.7) cnabo pa3speinmMa,
ecad 3amaya

N 3
(2.8) = I (Y =0 m @ Ulsg=10
i=1 0x; \0x;

HUMEET TOJIBKO HYJICBOC cnaboe peuICHHAEC.

MNpumep 3. Ilycth g HempephIBHAs HEYeTHAs BEIIECTBEHHAss M OrpaHHYEHHAs
dyukums Ha (— 00, +00). Torma 3amada

(2.9 A" +u+gu)=f ma (0,7)
u(0) = u(r) =0
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cnabo paspemmmma (paspemmMa) s mpoussonbHoro f e Ly(0,7) (fe C{0, 7))
ecma A% 1/n* (n=1,2,...).
W3 yTBepxaeHuil TANA TeOPEMBI 2 BO3HAKAIOT JBE HOBBIE MPOGIIEMBI.

I. Bo nepBhIX, Kak ObUIO YK€ CKa3aHO, TeopeMa 2 He SABJISETCS MOJHBIM aHaJIOrOM
anbTepHaTUBH @penronpsma. OcTaeTcs elle pelarth CAeAYIOMIYIo 3aaqy: A KaKHX
npaBbIx yacteil f e Y pazpeummMo ypaBHenne (2.6) B ciydae, korga A sBiseTcs co6-
CTBeHHBIM 3HaueHHeM maps! (T, S). HexoTopble OTBETHI Ha 3TOT BONPOC AAHBIB § 3.

II. TpeGyeTcsi BBHIACHHTH CTPYKTYPY MHOXECTBa BCEX COOCTBEHHBIX 3HAYECHHIA
napsl (7, S) HeIMHEHHBIX ONEPAaTOPOB.

3. OBJIACTh 3HAYEHMI1 HEJIMHENHBIX OIIEPATOPOB

ITycte otobpaxenuss T, S, R yIOBIETBOPAIOT YCIOBHAM TEOPEMBI 2 H NYCTh A
siByIsieTCs co6CcTBeHHBIM 3HayenHueM napkl (7, S). Torga pemenue 3agaud I u3 xoHua
§2 B ciyuae a + 1 ouenp cnoxHo (B pabore [19] npuBeneH nmpuMep, IHOKa3bBaro-
LM, 9TO O CHX NOP HE SCHBI HUKAaKWe oOIpe CBOMCTBAa MHOXECTBA NPaBHIX YacTei
' AN KOTOPHIX CYIIECTBYeT peleHue ypaBHeHHs (2.6). Ho mist a = 1 yxe HeKoTOphie
Pe3ynbTaTH B 3TOM HanpapjieHAN HMeroTcs. IlepBrIM 13 HuX sABIseTcs pabora [31],
rfie ToJy4eHEl HeoOXomMMBIe M [OCTaTOYHBIE TpeGoBanui Ha fe€ L,(Q), 4To6wI
KpaeBas 3ayjauya
(3.1) L(u) + g(u) = f ma Q

“|an =0
6buta ctabo paspemnma, rae L aHeHHBIE caMoconpshkeHHbIN TuddepeHmaIbHbIiM
OomnepaTop BTOPOro Nopsnka TakoM 4To 3amada Jmpuxire
3.2) Lu)=0 Ha Q
HMEET OJHOMEPHOE POCTPAHCTBO PEIICHHH, GYHKIHS g HeNPephIBHA HA BEIECTBEH-
HOM OCH M CYUIECTBYIOT KOHEYHBIE Npe/eibl

lim g(&) = g(+ ), glir_n g9(8) = g(— )

[4ad-d

g(—o) < g(&) < g(+o), E€R,.

Torma nns cnaboit pazpemmmMoctH 3aauu (3.1) HeOGXOAMMO U AOCTATOYHO, YTOGBI
nns ysknun f e Ly(Q) ObUIM BHINOJNHEHBI HEPaBEHCTBA

(*» 9(-) L,M + 9(+“)fn_|wl < wa < g(+ o) Llwl + g(—o0) L_IWI

IJ15 BCAKOTO HEHYJIEBOTO PellleHHA w 3ajauu (3.2), rae
Q. ={xeQ; w(x)=0}.
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(M7t 3MeMeHTapHOTO HOKA3aTeNbCTBA 3TOM TeopeMsl cM. [24].) Ananormanoe Heo6-
XO[MMOE M [OCTaTOYHOE YCIOBHE MOKa3aHO B pabore [46], ecim pa3MepHOCTH
NPOCTPAaHCTBa pelleHMit 3amayn (3.2) Gonbie enmHANBL. AGCTPAKTHYIO CXEMY HJIS
TIOJIy9EHHs pe3y/IbTaToB Takoro tuma ykasan W. Hewac B [40], roe moxasana cie-
Iyroniast TeopeMa.

Teopema 3. ITycmv A auHeliHoe 02panuueHHoe cAMOCONpPANCEHHoe (Hpedzoabmos-
ckoe') omobpaxcenue ¢ sewecmsennom npocmpancmee T'uavbepma H u nycms 20po
Ker [A] onepamopa A uempusuaavro. ITycmv N HeaumeiiHoe 6noaHe HenpepvigHoe
omobpaxcenue npocmpancmea H ¢ H maxoe umo

sup |N(u)| < .
ueH
ITycmo 0aa Kaxncoozo € > 0 u r > 0 cuwecmeyem t(e) > 0 max umo

(3.3) , [(N(tw + v), w) — L(w)| < &

npu npouseoavrom w € Ker [4], "w" =1,v€eH, “v“ Srutzte).
Toz20a ecau

(N(u), w) < L(w), weKer[4], ueH,
Mo 045 paspewtumMoCmy ypasHeHu
(3.4 A(u) + N(u) = h
Heobx00uMo U 00CMamoyHo, Ymobsl HepaseHcmeo

L(w) > (h, w)
66110 6bin0aHeHO 015 npoussonsrozo w € Ker [A], ||w|| =1

I'naBHBIM IIaroM J0Ka3aTesIbCTBAa TEOPEMEI 3 SBJISETCA OTHICKAHUE CHCTEMBI ypaB-
HEHHWH, CyIIECTBOBAaHHE DEIIEHUS KOTOPOH KBHBAJICHTHO CYIIECTBOBAHHIO PEILICHAN
ypaBHeHus (3.4). CylecTBoBaHHWE pelIeHHs HOBOHW CHCTEMbI YPaBHEHHH MIOKa3bl-
BaeTCi C MOMOLIbI0 TeopeMsl Illaynepa 0 HEMOIBMXXHOM TOYKE BIOJHE HENpPEPHIB-
HOTO OTepaTopa.

TeopeMa 3 o60011aeTcs B CIeAYIONIHX HaPaBICHMANAX !

a) IMpeanonaraercs, YTO CYIIECTBYIOT mocTosiHHBIE o > 0, B > 0, & > 0 Tak 4ro
IN@W)| < « + Blul’, ueH.

1y Juneitnoe oroOpaxenne A Ha3biBaeTcs (pPEATrOJIEMOBCKHM, €CIIH Pa3MEpHOCTb €ro szapa

KOHeuHa, o6nacts 3navenmit Im [A4] 3amxuyTa B H B pasmepHOCTs: dakropnpocrpancrea HfIm [A4]
TOXE KOHEYHa, o
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IIpH BEINOJIHEHAH HEKOTOPHIX YCIOBHIA MOJIyJaeTCs:

ecnu 6 €(0, 1) To ypaBuenue (3.4) paspemnmo npu sroboit mpaBoit yacTH (CM.
[14]); :

ecnu 6 = 1 ¥ mocTosHHAA f JOCTATOYHO Majnas (OrpaHHYeHHE 3aBUCHT OT HIDKHEH
rpaHu abCoNIOTHBIX 3HAYeHUH HEHyJIEBbIX TOYEK CIEKTpa omepaTopa A) To ypaBHe-
HHe (3.4) cHoBa pa3peluEMo IUIs IPOM3BOJLHOM npaBoit yactu (cM. [10]);

ecmi 6 > 1 To MOXHO [oKa3aTh, YTO ypaBHeHHe (3.4) paspemimMo sk HpPaBbiX
yacTel ¢ JOCTaTOYHO MaJioi HopMoii (cM. [11]).

6) Ilpemnonaraercs, YTO ONEPaToOp A ONpeHesieH TOJBKO HA IIIOTHOM MHOXECTBE
HEKOTOporo mpocrpanctBa banaxa X koTopoe otobpaxaeT B NpPOCTPaHCTBO Y,
npuueM A He oOs3aTesbHO orpaHMueHHBIA. C MOMOIIBIO 3TOro 0600MIEeHHSI MOXKHO
TOJIYYHTh CYIIECTBOBAHHE KJIACCHYECKHX PelIeHHMi KpaeBBIX 3a/ay (em. [11]).

B) Ycnosme (3.3) TeopeMsl 3 ocimabiserca M Miuercs peluende 3amaud (3.4) mis
mo6oro f u3 obaacTu 3Havenuii onepatopa A (cm. [12]).

B xoHme sroro maparpada NpPOHJUIIOCTPHPYEM abCTpakTHBIE pe3yJabTaTel 06
obylacTH 3HavyeHHH HEJMHEHHBIX OIEpAaTOpPOB Ha NpHUMepe KpaeBBIX 3afay AJIst
OOBIKHOBEHHBIX AH((EepeHINANbHbIX YPaBHEHHH, IIPUYEM CJIEAYET OTMETHTh, 4TO
3TO ZeNaeTcs TOJBKO IS HPOCTOPHI H3JIOKEHHS, TaK KaK pe3yJbTaThl MOXHO HpH-
MeHHTb K JupdepeHnnaNibHBIM ypaBHEHUSM B YaCTHBIX IPOH3BOIHBIX.

ITpumep 3 (mpomomkenue). ByeM paccMaTpHBAaTh KpaeByIo 3a[a4y U3 npumMepa 3
cil=1.

A. Ecnu ¢yHKIUA g yHOBIETBOPSAET YCIOBHAM M3 Havaja 3Toro maparpacda, To
dopMyna (*) ABAAETCA NOCTATOYHBIM M HEOOXOINMMBIM YCIIOBHEM Pa3peIMMOCTH
3amaun (2.9) (w = sin x).

B. Ecnn ¢yHKuHA g HeuyeTHas,

lim g(¢) = o,
-0

H BBIIOJIHACTCSA HEPABCHCTBO

(3.5 |g(€)| Se+ Czlél“,

raed e (0, 1), ¢; > 0, ¢, > 0, To 3axaya (2.9) cnabo paspemEMa LISt IPOU3BOILHOTO

f€Ly(0, m) (cm. [14]).

B. Ecnu HepaBeHcTBoO (3.5) cnpaseumuso ¢ § = 1, To B ciydae

0 < ¢; < (M) [V (J(m) + 8]

KpaeBas 3afada (2.9) omaTh ciabGo paspemnMa Ui mpousBoibHOro fe L,(0, m)

(cm. [10]).
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I'. Iycts cymectByeT n > 0 TaK, 4To

min g(§)
lim fen.1/ > _2M ,
0+ & n
min  g(£)
lim &(=1/2).=m L .214 ,
-0+ f T

rzie
M =sup [g(¢)| < ».
&eRy

Torma nns npousBonbHOro fe Ly(0, ), yIOBIETBOPSIOILETO YCIOBHIO

'rf(x)sinxdx =0,
0

cymectByet craGoe pemenne u € Wi(0, 1) 3amaum (2.9) (em. [12]).

4. OLUEHKU/ CHU3Y KOJIMYECTBA COBCTBEHHBIX 3HAYEHUI
HEJIMHEVHBIX OIIEPATOPOB

B sToM u B cnenyromemM naparpade Mol 06paTuM BHEMaHHe Ha 3amady II u3 xoH-
ma § 2.

W3yuenne CTPYKTypbl MHOXECTBA BCEX COOCTBEHHBIX 3HAYeHMIl MAPBI HETMHEHHBIX
omepaTopoB GBUTO HaYaTO B TPHAUATHIX ToJax COBETCKHMH MaTeMaTukamu JI. A.
JdwcrtepuukoM u C. I'. IluupensmaroM (cM. [33]). Orn mokasanm, 4To mpu
BBIOJIHEHHH HEKOTOPHIX YCJIOBHMA, CYyIIeCTBYeT IO KpaifHell Mepe cTpemsuiascs
K HyJIIO IOC/IEOBATEIbHOCTh HEOTPHIATENbHBIX COOCTBEHHBIX 3HAUCHWH HeJMHE-
HBIX omepaTtopoB (f’, g’), tae f’ u g’ nmpousBogusie Ppeme GyHKOHOHANOB f H g
oIpefelieHHBIX Ha mpocTtpaHcTBe ['minbbepra H, ToyHee roBops, M jiroboro r > 0,
CYLIECTBYeT MO KpaiiHell Mepe CYeTHOE MHOXECTBO BEUIECTBEHHBIX YHCEN A, AJA
KOTOPBIX 3a7a4a

(4.1) ' Af/(x)—g'(x) =0, xeM/(f)={ueH; f(u) =r}

pa3spemmmMa. Jloka3aTeJbCTBO 3TOTO Pe3yJbTaTa OCHOBAHO HAa M3yYeHHH TOINOJIOTH-
4eCKOro MHBapHaHTa — KaTerOpHH MHOXeCTBa, KoTophiii 6bu1 BBenen C. I'. IllHm-
penbMaHOM. ([I1st 1oKa3aTeNbCTBa CM. ToXe [26].) AHaJIOrMYHOE YTBEpXKIACHHE IS
¢bynxunoHaNoB f, g onpeneNeHHBIX Ha mpocTpaHcTBe BaHaxa, moKas3ajl Ipy3WHCKHI
MatematHk 3. C. Ilutnananse (cM. [5]). Teopus Jlrocrepunka u IIHupensMaHa
IUI clydas TpocTpaHcTB BaHaxa mpooikeHa W passuTa B pabortax [1, 3, 16].
B paGote [16] mnes mokaszaTenbCTBa OCHOBaHA HA TEOPEME O HEABHBIX (DYHKIHAX
M TOJIy4eH CIIEIYIOLIWH pe3yJbTaT.
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Teopema 4. ITycmbv X bOe3xoneunomepHoe pedhaexcusroe npocmparcmeo banaxa
¢ 6asucom Hlaydepa®). ITycms r > 0 u f, g dsa eewecmeennvix GyHKyuoHara, onpe-
OeqeHnvle u umerguyue npoussodnvie Dpewe f', g' na X. Ilpednosozaemca, umo 6vi-
nosHeHvl caedyoujue yca08uA:

f(x) =0<x =0;
(x,f'(x)) >0 0442 xe X, x + 0;
lim f(x) = +o0;

1% = e

inf (x, f(x)) = ¢, > 0;

xeM(f)

omobpaxcenus ', g’ : X - X* pasnomepro HenpepuigHbie;

g(x) 20, xe X;

g(x) =0<>x =0;

omobpaxcerue g' ycuaenHo Henpepuvignoe (m. e. OHO HenpepviéHo u3 cAaboii mono-
A02uu npocmpancmea X @ CuAbHyi0 mMonoao2uio npocmpancmea X *);

g(x) =0<x=0;

ecau x, — x (caabo), f'(x,) = z (cuavHo), mo x, — X.

To20a cywecmsyem nocae006ameabHOCHb NONAPHO pA3AUYHBIX MOueK X, € X
maxan, umo

ey = G g G
" r

0<g(x) N0, x, =0, f(x,)=r.

IIpumep 2 (mpomomkenne). KpaeBast 3amaua (2.8) obiamaer HeTpHBHAILHBIM
peliieHHEM IO KpaiiHel Mepe AJIs CYETHOTO MHOXECTBA BeLIeCTBEHHBIX YKCeEN A.

5. OLIEHKUA CBEPXY KOJIMYECTBA COBCTBEHHBIX 3HAYEHUI
HEJIMHEMHBIX OIIEPATOPOB

B o6wemM ciydae Meton JlrocrepHuka m IllumpensMana H ero oboOLieHMs He
HaloT Bce coOcTBeHHbIe A 3HaueHMs mapbl (f’, g’) HenmHeHHBIX omepaTtopoB (cM.
npuMep B pabote [19]). Bo3HAKaeT mo3TOMY BOIPOC, IPH KAKHX JOMOJHHTEIBHBIX
YCTIOBHAX MHOXECTBO /A BCceX MapaMeTpoB A IUIs KOTOPHIX 3a/ia4a (4.1) umeet perue-
HHe SBJISETCA ToCaefoBaTeNbHOCTRI0. Ha 3TOT Bompoc JaH HepBhIi oTBeT B paGoTte

* 2) C TeopermyecKol TOYKH 3PEHHS MOXKHO IPENOIAraTh HEMHOXKO MEHbIE YeM CYIIECTBOBA-
Hue 6asuca Mlaynepa.
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[37], rme paccMoTpeHa kpaeBas 3ajada IS HEIMHEHHOTO OGBIKHOBEHHOTO nudde-
PEHIIMAILHOTO YPAaBHEHHS CIENHAJbHOIO BHAA — YpaBHeHHMs THma 3ajgaqn (2.8)
npa N = 1 (cM. Toxe [38, 39]). O6o6ieHne Ha ypaBHEHHS YETBEPTOro NMOPSAKA
paccMOTpeHBI C 3TOM TOYKH 3peHHs B pabotax [27, 28, 39].

B nanbHelinmeM HaM NMOHAZOOGHTCS MOHSATHE BENIECTBEHHO-aHAJIUTHYECKOTO (yHK-
[HOHAJIA ¢, ONPEIETIEHHOro Ha GaHaXOBOM IPOCTPAHCTBE X, T. €. TAKOTrO (YHKIHO-
HaJia, KOTOPHIH B OKPECTHOCTH JIt060# TOukyM mpocTpaHCcTBa X pa3sjaraercs B CXO.s-
muiics pan Teinopa.

Teopema 5 (cMm. [19]). Iycmv H eewecmesennoe cenapabenshoe npocmpancmeo
Tuavbepma co ckaarapHvim npoussedernuem (. ,.). Ipeonosoxcum, umo fu g sewecmsen-
Ho-anaaumuyeckue @GyHKyuoHarvl Ha npocmparcmee H, yooeaemsoparowue caedyro-
WUM YCAOBUAM:

f0) =0, f(u) > 0 021 u * O;

cywecmeyem HenpepuleHaa NoA0XHCUMEeNbHAA U Heybvisatowas gyurkyua c,(t) é npo-
mexncymxe (0, ©) maxas, umo

d*f(u, b, B) 2 ¢,(f(w) |A]?
0as npoussoavbix u, h € H (d® f emopas npoussoonas ®pewe);
npou3eoonas f' omobpaxncaem ozpanuyenHvie MHONCECMBA HA 02PAHUYEHHbIE;
muoncecmeo M,(f) ozpanuuennoe; ‘
omobpaxcenue g' ycuienHo HenpepuvigHoe,

6(0) = 0, g'0) = 0. |

Obo3nauum uepe3 B mHoxucecmeo écex pewenuii 3a0auu (4.1).
Toz0a g(B)\ {0} u3oauposarnoe MHoxcecmeo u moavko 0 mMoxcem O6vimb ezo
mouKoil czyujeHusn.

Ecnu ¢pyHKUHOHAN f OQHOPOAHBIM CTENEHH a B (YHKIHOHAJ g OTHOPOAHBIH CTerne-
HH b, TO

gB)=-.r.4.

QIS

U3 3TOro BBITEKAET OTBET Ha Haml Bompoc: Ecii (yHKIEOHANBL f M § OJHOPIHBI
(He 06Gs3aTeNBHO TOM-XKE CTENECHH) M BHIOJIHEHBI YCJIOBHS TEOPEM 4 U 5, TO MHOXe-
CTBO A SIBJISETCA NOCIEA0BATENLHOCTHIO OJIOXUATENBHBIX YHCEIN, KOTOPasi CTPEMHTCS
K HYJIO.

IIpu noka3aTenbCTBE TEOPEMBI 5 HCIIOJIb3YeTCH ,,00001eHHOe oTHOIeHHE Peres*:

)
) = F ™’
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Tae

0 - T@IW)
' ) = s Ir Wl

Jlerxo momygaetcs, uto g(A n M,(f)) = g(B), rie A ecTh MHOX€CTBO KPATHYECKHX
To4ek (pyHKIMOHANA @, T. €.

A={xeH\N{0}; ¢'(x)=0}.

Js MHOXeCTBa KPHTHYECKHX 3HaYeHHi ¢(A) Halo JOKa3aTh, YTO OHO CYETHO. ITO
caenaHo B pabote [17] ¢ moMowpr0 KOHEYHOMEPHOTO aHAJIOra 3TOTO YTBEPKACHHS
n3 pabotsl [43]. Pesynbrathl w3 pabor [17, 43] oueHb MOXOXH Ha KJIACCHYECKHE
TeopeMbl. Mopca-Capa Ais BelIECTBEHHBIX (GYHKIMIA KOHEYHOro YHMCIA IEpe-
MEHHBIX.

VTBepK/IeHHE TEOPEMEI 5 MOXHO JOKa3aTh TOXKE B ClIydyae, Koraa GpyHKOHOHANLI f
M g onpeleiieHbl Ha mpocTpaHcTBe Banaxa, HO GpopMynHpOBKa YCIOBHM U IOKa3a-
TENBCTBO CyLIECTBEHHO cioxHee (cM. [18]). B ciydae HeoqHOPOIHBIX DYHKIHOHAIOB
MOXHO JI0Ka3aTh, 4TO CYIIECTBYET THUCKPETHOE MHOXECTBO R IapaMeTpOB ' TaKOE,
4ro s r € (0, 00) \ R MHOXeCTBO A SBIIgeTCS IIOCTeJOBATEIbHOCTBIO CTpeMsIeiCs
K HyJIO (IJIs ciyyast KOHeYHOMEpPHOTO mpocTpaHcTBa H cMotpu [44], mist ciaydas
GecKOHeYHOMEPHOTro mpocTpaHcTBa H pe3ynbTaThl elue He IyOIHKOBaHEI).

B cnyuae, xoraa GyHKUHOHAIBI f U g He IIankue (Kak 3To TpebGyercs B TeopeMe 5),
MOXHO MCIIOJIb30BaTh Pe3yJbTaT U3 pa6GoTsl [ 15] (kOTOpHIl OCHOBAH Ha yTBepXK/e-
uau u3 [30]), rae moxasauo, uro MHoxkecTBO g(B) \ {0} mMeer HekoTOpYyIO (3aBHCAT
oT nuddeperuupyeMocta pyHkIuoHaNOB f B g) Mepy Xaycmopda paBHyI0 HyIIIO.

Ipumep 4. PaccmaTpuBaeTcs KpaeBas 3a1aya

.1 —JAu +u* =0 Ha Q

. “|an=°’

rae 2 — R, orpaHudeHHas obJyacTh C JOCTaTOYHO riajgkoi rpanuuei 0Q. Torma
CYIIECTBYET IOCJIEAOBATEIBLHOCTh /A IOJOXHUTEIBbHBIX YHCEJI C TOYKO# crymieHus 0
Takas, 4TO Ha eJUHUYHOI cdepe mpocTpaHcTBa Wf(Q) cymiecTByeT ciaboe peieHue
3amayd (5.1) Toraa H ToNBKO TOrna Koraa A € A.

3aMedanus. a) Pe3ynbraThl B3 §4 ¥ § 5 MOXHO IPHMEHHTb TOXE K TEOPHH
Oudypranuy HelMHEUHbIH onepaTopos (cM. [22]). [IpuMeps! B 9TOM JOKJIafe AaHBI
TOJIBKO [JI KPaeBHIX 3a4ad s qubdepeHudanbHEIX ypaBHeHHA. MOXHO NPHBECTH
TOXe IPAMePHI HHTETpajIbHbIX ypaBHenuit (cM. [21]) 1 KpaeBBIX 3aJad Ul HHTErpo-
JuddepeHnUaNbHEIX ypaBHeHHH (cM. [23]).

6) C pesyibTaTaMu NpHBEJSHHBIME B §§ 2, 4, 5 MOXHO JeTaabHO IO3HAKOMHTCS
B xumre [20].
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&asopis pro_p&stovini matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

STRUCNE CHARAKTERISTIKY CLANKU OTISTENYCH V TOMTO CIiSLE
.V CIZIM JAZYKU

MIrOSLAV BARTUSEK, Brno: On LP-solutions of the differential equation y” = q(t) y. (O LP-fese-
nich diferencidlni rovnice y” = q(t) y.)

Prace se zabyva studiem oscilatorické diferencidlni rovnice (q) »” = q(t) y, g € C%[a, b),
b < . V prvni &4sti je odvozena nutn4 a postadujici podminka pro to, aby derivace libovolného
netrivialniho fefeni y diferencidlni rovnice (q) patfila do t¥idy L”[a, b), p > 0. Déle jsou pro mo-
notonni nosi¢e g, za predpokladu, Ze y, resp. ¥’ patii do tfidy L”[a, b) odvozeny nékteré vlastnosti
funkci g, y, y’. Posledni &ast prace se tyka existence integralu IZ y(t) dt pro nerostouci nosi¢e g

takové, Ze plati: lim g(¢) = —co.
t-b

LADISLAV NEBESKY, Praha: A4 theorem on 2-connected graphs. (Véta o 2-souvislych grafech.)

Souvisly graf s alespoii tfemi uzly, ktery neobsahuje Zddnou artikulaci, nazyvime 2-souvisly.
V této pozndmce je dokdzéna véta: Je-li G 2-souvisly graf s alespoii ¢tyfmi uzly, potom obsahuje
bud dvojici nezavislych uzld stupné 2 nebo dvojici uzli # a v takovou, Ze uv je hrana grafu G a Ze
oba grafy G — u a G — v jsou 2-souvislé.

Karer CuLik, Praha: 4 note on comparison of Turing machines with computers. (Poznamka
o srovnani Turingovych stroji s po¢itaci.)’

Aby bylo mozné pfimé (tj. bez sloZitého kodovani a dek6dovani) srovnani ¢innosti Turingo-
vych strojii a poditadd, je zaveden pojem adresovaného Turingova stroje a pojem paskového
pocitaCe. Pfi tom je predloZena jista klasifikace pocita¢i s hlediska typa pfikazh, kterych lze
pouzit. Nasledujici rozdily mezi adresovanymi Turingovymi stroji a pocitadi jsou uvaZovany:
a) nekone¢nd pamét s paskovou strukturou proti koneéné paméti bez jakékoliv struktury (kdyz
se rozdily mezi jednotlivymi druhy a typy paméti, které jsou podstatné jen pro u¢innost a rychlost,
neberou v dvahu); b) jediny zdkladni objekt (napf. racionalni dekadické &islo pevné délky) je
v Turingové stroji uloZzen v mnoha sousednich pamétovych bufikdch na rozdil od po¢itade, kde
je umisténo v jediné buiice; c) teoreticky pojem pocditage pfipou$ti mnoho interpretaci, takZe
syntax je oddélitelnd od semantiky, ale nic podobného neni moZné u Turingova stroje; d) u po-
Citade lze rozlisit nekoneéné mnoho programi, ale Turingtv stroj je identifikovdn s jedinym
programem (kdyZ neuvaZujeme universdlni Turinglv stroj), atd. Nakonec jsou zavedeny dva
druhy paskovych poéita&n, které simuluji &innost v§ech Turingovych stroji a jsou s nimi funkcio-
nalné ekvivalentni.

FRANTISEK MACHALA, Olomouc: Homomorphismen von projektiven Rédumen und verallge-
meinerte semilineare Abbildungen. (Homomorfismy projektivnich prostort a zobecnél4 pololinedrni
zobrazeni.)

Necht 4 a B jsou dva vektorové prostory a oznaéme P(A4) a P(B) projektivni prostory, které
jsou vytvoreny jako svazy podprostorti z 4, B. Homomorfismem projektivnich prostorti P(A),
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P(B) nazyvame zobrazeni » mnoZiny bodit z P(A4) do mnoziny bodu z P(B), které spliiuje nasledu-
jici podminky: 1. JestliZe tfi body z P(A) leZi na pfimce, pak jejich obrazy v x leZi na pfimce v P(B).
2. Na kaZdé pfimce v P(A) lezi tfi body, jejichZ obrazy v x» jsou navzijem riizné. 3. Existuji tfi
body v P(A), jejichZ obrazy nelezi na p¥imce. V &4nku je definovdno zobecnélé pololinedrnizobra-
zeni (¢, o) vektorovych prostorii 4, B vzhledem k modulu W (definice 2) a je dok4zéna fundamen-
tdlni véta pro homomorfismy projektivnich prostort P(A4), P(B): Kazdé zobrazeni (¢, o) indukuje
homomorfismus projektivnich prostori P(4), P(B) a kazdy homomorphismus projektivnich
prostort P(A), P(B) je indukovén jistym zobrazenim (@, o).

BOHDAN ZELINKA, Liberec: On Hadwiger number of a graph. (O Hadwigerové &isle grafu.)

Hadwigerovo ¢&islo kone¢ného neorientovaného grafu G je maximalni mozny podet uzla Gplné-
ho grafu, na né&jz lze G stdhnout. V préci se zkoumd zavislost Hadwigerova ¢&isla na re[ativnim
podtu hran (poméru po&tu hran k poctu uzld).

SvaToPLUK Fud¢ik a VLADIMIR LOVICAR, Praha: Periodic solutions of the equation x"(t) +
+ g(x(t)) = p(¢2). (Periodick4 feSeni rovnice x"(¢) + g(x(z)) = p(¢).)
Za predpokladu, Ze g je spojita redlnd funkce, lim g(&)/¢ = + oo je dokdzéano, Ze pro libovol-

1§]=
nou periodickou a spojitou pravou stranu p ma uvaZzovanad rovnice alesponi jedno periodické

fedeni. Z dokdzanych lemmat plyne zndme tvrzeni, Ze Dirichletova iloha ma pro kaZdou spojitou
pravou stranu nekone¢né mnoho FeSeni.

JAROSLAV ZEMANEK, Praha: A remark on transitivity of operator algebras. (Pozndmka o transi-
tivité operdtorovych algeber.)

Budiz H Hilbertiv prostor, B(H) algebra viech linedrnich omezenych operatoru v H, a U silné
hustd C*-podalgebra v B(H). Budte x, ..., x, ortonormdlni vektory a y,, ..., , dalsi dané vek-
tory v H; ozna¢me S nejmensi moZnou normu operatoru v B(H) pfevadgjiciho x,, ..., x, po fadé
V Y1y .+ Ypo Potom ke kaZzdému & > O existuje operator T v U takovy, Ze Tx; = y; pro i =
=1,..,na|T| £ B+ e Dikaz je zaloZen na Ptakové induk&ni v&té.
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&asopis'pro péstovini matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

ULOHY A PROBLEMY

SEMIREGULARNI MNOZINY V HARMONICKYCH PROSTORECH

JArROSLAV LUKES, Praha

V tomto &asopise, roc. 97 (1972), str. 334, ptedloZil JoseF KRAL nasledujici ulohu:

‘Necht U je resolutivni mnoZina s hranici U* + @ v harmonickém prostoru X
(viz [1]) a oznaCme pro kaZdy kompakt K = X symbolem C(K) prostor viech spo-
jitych (kone&nych) redlnych funkci na K. KaZdé funkei f € C(U*) je tedy pfifazena
harmonicka funkce H}' na U, kterd je zobecn&nym feSenim (v Perronové& smyslu)
Dirichletovy tlohy pfislusné k mnoZiné U a okrajové podmince f. Necht U, znaci
mnoZinu viech x € U*, pro n& lim H{(y) = f(x) pro kaZdou funkci fe C(U*).

y—x,yeU
MnoZina U se nazyva semiregularni, jestliZe pro kaZdou funkci f € C(U*) Ize pfislus-
nou funkci Hy rozsifit na F € C(U L U*). Je-li U semiregulérni, pak U, je kompaktni.
Obraceni tohoto tvrzeni neplati v Bauerovych harmonickych prostorech. Rozhodnéte,
zda obracené tvrzeni plati v Brelotovych prostorech (nebo alespoit v harmonickém
prostoru indukovaném klasickymi harmonickymi funkcemi na n-rozmérném eukli-
dovském prostoru X = R"), tj. rozhodn&te o spravnosti néasledujiciho

Tvrzeni. Necht X je Brelotiv prostor a bud U < X relativné kompaktni otevfend
(a tedy resolutivni) mnoZina, U* % Q. Pak U je semireguldrni, prdvé kdyZ U, je
kompaktni.

IVAN NETUKA dokazal v tomto &asopise, ro&. 98 (1973), str. 419 —421 v poznamce
o semiregularnich mnoZinach, Ze odpovéd na uvedenou otazku je kladna, jestliZe
mnoZina U;, = U*\U, vSech iregularnich bodii je polarni. Neni t€Zké sestrojit
pfiklad Brelotova harmonického prostoru, v némZ existuje oteviena relativné
kompaktni mnoZina s uzavifenou mnoZinou regularnich bodi, kterd neni semiregu-
larni. Jeden pfiklad takového prostoru podidvad C. CONSTANTINESCU v Rev. Roum.
Math. Pures Appl. 10 (1965), 267—270, jiny uvadi Ivan Netuka v tomto &asopise,
rog. 99 (1974), 90—93. V této poznidmce poddme tiplnou charakteristiku semiregu-
larnich mnoZin v obecnych, ne nutné€ Brelotovych, harmonickych prostorech.
DokéZeme totiZ nasledujici vétu.
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Véta. Necht (X, ) je silny harmonicky prostor ve smyslu’ Bauerovy axiomatiky
[3], v némz konstanty jsou harmonické funkce a kde harmonické funkce oddéluji
body. Potom relativné kompaktni oteviend mnoZina U je semireguldrni, prdvé kdyZ
mnoZina reguldrnich bodii je kompaktni a mnoZina ireguldrnich bodit ma harmo-
nickou miru 0 v kaZdém bodé mnoZiny U.

Jestlize A = U*, fikejme v dalsim krétce, Ze A je nulovd, ma-li harmonickou miru 0
v kaZdém bod€ mnozZiny U. Poznamenejme, Ze kazda polarni mnoZina obsaZena v U*
je nulova a Ze obecné mnoZina iregularnich bodt miZz mit v nékterych bodech,
anebo i ve v8ech bodech, mnoZiny U, kladnou harmonickou miru.

K diikazu uvedené véty vyuZijeme podstatn& vysledki praci [4] a [5], shriime tedy
jejich nejduleZitéjsi myslenky.

Bud Y kompaktni metricky prostor a &/ uzavieny linedrni podprostor C(Y) obsa-
hujici konstanty a odd€lujici body Y. Na & uvaZujme supremovou normu a oznac-
me /' topologicky dual a o'" jeho positivni kuZel. Zobrazeni 6 : x > ¢,, kde &,
znaéi Diracovu miru v bod€ x, je homeomorfnim vnofenim Y do «/'* a Choquetova
hranice Ch,, Y je pravé vzor viech extremalnich bod& mnoZiny S(/) pti zobrazeni J,
kde S(«7) je slaby uzavér konvexniho obalu §(Y) v «’*. Je znamo, %= nésledujici dvé
podminky jsou ekvivalentni:

(1) S(##) je Choquetiiv simplex,

(ii) pro kazdy kompakt K = Ch, Y lze kazdou spojitou funkci na K prodlouZit
na funkci z & se stejnou normou.

Pfedpokladejme nyni, Zz (X, #) je silny harmonicky prostor ve smyslu Bauerovy
axiomatiky [3] a necht pro jednoduchost konstantni funkce jsou harmonické a har-
monické funkce oddéluji body X. Je-li U = X relativné kompaktni oteviend mnoZina
a zvolime-li za &/ systém viech spojitych funkci na U, které jsou harmonické v U,
vznika otdzka, zda pro tento systém funkci je splnéna nékterd z ekvivalentnich
podminek (i) & (ii). Takto formulovali v [6] sviij problém E. G. EFfros a J. L.
KAzZDAN, pfiCemZ sami dokazali, Zs pfi splnéni dodateéného tzv. dominaéniho
axiomu D, je vzdy S(s#) simplex. Nedavno J. BLIEDTNER a W. HANSEN v praci [4]
ukazali, Ze S(o7) je simplex bez jakychkoliv dalsich axiomf. Navic v [5] dokazali
(Proposition 7), Ze maximalni miry v Choquetové uspofadéani representujici body
mnoZiny U splyvaji s vymetenymi (balayage) Diracovymi mérami na doplnék U
(coz jsou v podstaté harmonické miry) v kazdém bod& U, pravé kdyZ mnoZina
iregularnich bodil je nulova. ProtoZe bod x € U* leZi v Choquetové hranici, pravé
kdyz maximalni mira jej representujici je pravé Diracova mira, a bod x e U* je
regularnim bodem mnoZiny U, pravé kdyZ Diracova mira v tomto bodé& splyva
s vymetenou Diracovou mérou, dostavame odtud ihned nésledujici

Lemma. Je-li mnoZina ireguldrnich bodii nulovd, splyvd Choquetova hranice
s mnoZinou reguldrnich bodii.

Pfejdéme nyni k dikazu hlavni véty uvedené v iivodu. Je-li U semiregularni mno-
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Zina, potom je mnoZina iregularnich bod@ nulova (viz [2], Véta 35). Necht naopak
pro otevienou relativn€ kompaktni mnoZinu U je mnoZina U, uzaviena a mnoZina U,
nulova. Podle lemmatu vime, Ze U, = Ch, U. Zvolme fe C(U*) a oznalme F =
= f /' U,. Podle (ii) existuje G e C(U) a harmonicka na U tak, Ze F = G ' U,.
Sta¢i nyni dokazat, ¢ H} = G na U. PoloZime-li oviem ® = H} — G na U, jest
funkce @ harmonickd a omezena na U a pro kaZdé z € U, jest lim &(x) = 0. Odtud
podle principu minima pro harmonické funkce (viz [3], V&ta 4.4.6) vyplyva, Ze
®=0naUl.
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&asopis pro p&stovani matematiky, ro¢. 100 (1975), Praha

RECENSE

G. Owen: SPIELTHEORIE, Springer-Verlag, Berlin— Heidelberg— New York 1971, broZo-
vané 230 stran, cena DM 28,—. Kniha je pfekladem anglického origindlu ,,Game Theory”
vydaného r. 1968 W. B. Saunders Company, Philadelphia— London— Toronto.

V knize 1ze vydélit dvé tématické ¢asti: Prvni z nich, tvofena kapitolami I aZ V je vénovana
hram dvou osob a druhd, tvofena zbyvajicimi kapitolami VI aZ X pojednavé o teorii her n osob.
Zptsob vykladu je takovy, Ze uvedené dvé &asti lze Cisti prakticky nezdvisle na sobé a dokonce
i jednotlivé kapitoly v knize je moZné studovat pomérné nezavisle.

Kniha vhodné spojuje matematickou rigoréznost vykladu zdkladnich teoretickych principi
teorie her s diikladnym heuristickym osvétlenim matematické teorie, zvlasté ve druhé ¢asti knihy.

Dobré Citelnosti knihy i pro méné pokrocilého ¢tenidfe napomdahd, Ze autor se snazi vzdy
dospét co nejjednoduseji a nejrychleji k hlavnimu cili a nezatéZuje vyklad nékterymi tradi¢nimi
avSak zbytednymi souvislostmi a komplikacemi. Sem nalezi nap¥. to, Ze teorie uzitku se vyklada
az ve druhé c¢asti knihy, kde je velmi podstatna pro teorii her vice osob, aviak nevyskytuje se
v prvni ¢asti knihy, kde by vyklad teorie her dvou osob s nulovym souétem spiSe zatemiiovala
neZ usnadiiovala. .

Stoji za zminku, Ze autor vyklada nékteré pojmy a fakta z teorie her, které se obvykle v béZnych
udebnicich teorie her nevyskytuji, jako jsou diferencidlni hry, hry s kontinuem hracu aj.

V dodatku knihy jsou stru¢né uvedeny zakladni teoretické pojmy a fakta z obecnéjsich partii
matematiky, které jsou pro &etbu zapotiebi, a jejichZ zafazeni zvySuje samostatnost knihy. Jde
napf. o otazky konvexnosti, Browerovu a Kakutaniovu vétu aj.

Velmi uZite¢né je i mnozstvi podnétnych tloh pro samostatnou praci étenafe. Nékteré z téchto
uloh poskytuji zajimavé protipiiklady na zdanlivé plausibilni le¢ nepravdiva tvrzeni, jiné jsou
navody k dukazu nékterych vét jeZ nebyly vyloZeny v hlavnim textu, a zbyvajici dlohy maji
pioslouZit prost€ k procviceni latky.

Je uvedena téZ bibliografie, sice zdaleka ne vyderpdvajici, av§ak velmi uZite¢nd pro rychlou
nformaci ¢tenafe o daldich podrobnostech teorie.

Celkové lze knihu hodnotit jako zdafilou uéebnici teorie her, vhodnou pro samostatné stu-
dium i pro pouziti na vysokoskolskych prednaskach z operacniho vyzkumu.

Jaroslav Mordvek, Praha

PRAGUE STUDIES IN MATHEMATICAL LINGUISTICS 4, Praha 1972, Academia,
Publishing House of the Czechoslovak Academy of Sciences, 254 strany, 65,— Ks.

Prague Studies in Mathematical Linguistics je sbornik, ktery zacal vychdzet v roce 1965.
V roce 1972 vychazi jeho &tvrty svazek za redakce Jana Horeckého, Petra Sgalla a Marie TéSite-
lové, recensentem je FrantiSek Zitek, vykonnym redaktorem Jifi Kraus. JiZz ze sloZeni redakce,
ktera obsahuje vyznaéné predstavitele nasi matematické lingvistiky z fad lingvistd, je znat zamé-
feni sborniku: Shrnuje pfedeviim vysledky naSich lingvistti, ktefi ve svych pracich uzivaji mate-
matickych metod, a teprve v druhé fadé prace matematiki rozvijejicich metody, jeZ maji aplikace
v lingvistice.
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Rozumime-li totiZz matematickou lingvistikou tu védni disciplinu, ktera fe$i lingvistické
problémy matematickymi metodami, lze prace z tohoto oboru rozdélit v podstaté na dvé skupiny:
Do prvni z nich ndlezi prace, které feSi lingvistické problémy standardnimi matematickymi
metodami, tj. metodami, které byly jiz dfive vypracovany k jinym uéelim. Jsou to tedy prace, jeZ
neobsahuji novych matematickych vysledk; jejich pfinos je pfedeviim lingvisticky. Prdce tohoto
druhu pochazeji pfevazné od lingvisti. Druhd skupina praci propracovdva matematicky aparat,
jehoZz se pfi feSeni lingvistickych problému uZiva. Prace této skupiny &erpaji své pojmy z praci
skupiny prvni, snazi se o jejich systematické matematické zpracovani a o vysetieni jejich vztahi
k jinym matematickym pojmim. Obsahuji tedy hlavné vysledky matematické, jejichZ bezprostied-
ni lingvistickd interpretace nebyva vZdy patrna. Prace toho druhu piSi vét§inou matematikové.

Sbornik Prague Studies in Mathematical Linguistics je vénovan piedev§im pracim prvni
skupiny, tedy pracim uZivajicim standardnich matematickych metod. Pro matematického ¢te-
nafe tedy nema smyslu popisovat tyto metody podrobn€. Zaméfime se proto vétSinou jen na
strué¢nou formulaci feSenych problémil.

Matematicka lingvistika se vét§inou déli podle povahy matematickych prostfedku, jichZ bylo
pfi feSeni lingvistickych problémi pouZito, na lingvistiku statistickou neboli kvantitativni,
lingvistiku strojovou a lingvistiku algebraickou. Strojova lingvistika, jejiz podstatou je uZiti
pocita¢h k feSeni lingvistickych problémi, v tomto sborniku témér schdzi, ackoliv v minulych
svazcich byla zastoupena; prace K. Paly, kterd sem ndleZi, je zafazena mezi pfispévky z alge-
braické lingvistiky. Pfispévky sborniku jsou tedy rozdéleny na dvé ¢asti: kvantitativni lingvistiky
se tyka 9 prispévki, algebraické 7 pfispévku.

Vsimneme si nyni problému kvantitativni lingvistiky, jeZ jsou ve sborniku feSeny. M. TESITE-
LOVA v préaci ,,On the statistical choice of language material for the purposes of lexical analysis*
(O statistickém vybéru jazykového materialu pro tdely lexikalni analyzy), str. 9—33, si v8ima
poméru po¢tu novych slov k poétu slov, kterd se v textu vyskytla jiz diive. Ukazuje se, Ze pfi
pozorovani textu o celkovém rozsahu 5000 slov je poéet novych slov vyssi nezli pocet slov opa-
kovanych v kratkych pocateénich uUsecich textu; vyrovnani nastivd v pocateénim useku textu
o délce zhruba 1000 slov v textu beletristickém a zhruba 500 slov v textu odborném. Déle vySetfo-
vala, jaka Cast textu je pokryta 10 nejcast&jSimi slovy, 20 nejéastéj§imi slovy, 30 nejéastéj$imi
slovy a 100 nejcastéjSich slov. Koneéné ‘sledovala pocet slov s frekvenci 1,2,...,10 a = 11
v riznych textech. Vysledky jsou zachyceny tabulkami a grafy. J. KRAMSKY v pfispévku ,,4 con-
tribution to the investigation of the frquency of occurrence of nominal and verbal elements in
English* (Ptispévek k zkoumadni frekvence vyskytu nomindlnich a verbalnich prvkl v angli¢ting),
str. 35—45, zji§tuje v riznych vzorcich textd rizného typu procento vyskytu pro podstatnd jména
a pro slovesa. Vysledky shrnuje do tabulek. J. V. BECKA v piispévku ,, The lexical composition of
specialized texts and its quantitative aspect‘‘ (Lexikalni sloZeni specialisovanych texti a jeho kvan-
titativni aspekt), str. 47— 64, si v§ima rozloZeni pomocnych a plnovyznamovych slov podle frek-
vence; mezi plnovyznamovymi slovy vyznaduje a zvla§té zkoumda odborné terminy. Své zkoumani
zalozil na excerpci 70 textd ze 7 védnich obori. Ke kazdému slovu pfifadil uspofddanou trojici
¢isel skladajici se z celkové frekvence, z poétu textil, v nichZ se slovo vyskytovalo, a z po&tu
v&dnich disciplin, v nichZ se slovo vyskytovalo. Prace ,,Statistical methods on evaluating words
for indexing purposes* (Statistické metody vyhodnocovani slov pro potfeby indexovani), str.
65—76, J. HELBICHA popisuje zpusob, jak Ize ke kazdému slovu uréitého védniho oboru pfiradit
¢islo vyjadfujici jeho specifiénost pro tento obor. L. KLIMES napsal pro sbornik ¢&ladnek ,,4An
attempt at a quantitative analysis of social dialects** (Pokus o kvantiativni analysu socidlnich
dialekti), str. 77—93. VySetfuje v ném slang hornikii, po$tovnich zaméstnanci, ZelezniCafu,
fotbalistli a stfedoskolskych studentii. Zjistuje v nich podstatné rozdily zejména v tom ohledu,
Ze posledni dva slangy obsahuji veliky pocet synonym ve srovnani s ostatnimi. (Synonyma jsou
rizna slova téhoz vyznamu.) Ukdzal déle, Ze studentsky slang podléha pomé&rné rychlym ¢asovym
zménam, zatim co slang horniki je relativné staly. J. Kraus v &lanku ,,On the stylistical-semantic
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analysis of adjectives in journalistic style (a quantitative approach)* (O stylisticko-sémantické
analyse adjektiv v novinaiském stylu (kvantiativni pfistup)), str. 95— 106, pouZil zndmé Waringovy-
Herdanovy formule k vypo¢tu pravdépodobnosti, Zze adjektivum se v daném textu vyskytne pravé
n-krat. Srovnaval v daném vzorku nalezené hodnoty s hodnotami podle této formule vypoéteny-
mi. Srovnéval déle vyskyt adjektiv v novindiském stylu s jejich vyskytem v normalnim ¢eském
textu. Clanek L. UHLIROVE ma nazev ,,On the quantitative analysis of clause and utterance in
Czech'* (O kvantitativni analyse véty a vypovédi v &estiné), str. 107— 128. Studuje se v ném
piedev§im poloha jednotlivych vétnych ¢&lenti ve vété; ukazuje se napf., Ze v pievazné vétsiné
Ceskych vét je podmét na prvnim misté. M. KONIGOVA v praci ,,Application of dichotomous
algebra in syntax*‘ (Aplikace dichotomické algebry v syntaxi), str. 129— 140, dichotomickou
algebrou rozumi pravdépodobnostni pole takové, Ze existuje koneény pocet jevl A, 4,, ..., 4,
s touto vlastnosti: KaZdy jev pole Ize vyjadfit ve tvaru 43t N A% ... A Al kde ij= 0 nebo
ij=1a Al = A;a A? je komplement A4;. Tento model se aplikuje na véty a jejich klasifikaci
podle jistych znakd. Kone¢né posledni priace z kvantitativni lingvistiky je od M. LuDvikoVvE
a ma nazev ,,Some quantitative aspects of the Czech syllable** (Nékteré kvantitativni aspekty Ceské
slabiky), str. 141 —154. Autorka roztfidila slabiky podle za¢ate¢ni (koncové) hlasky a pro kazdou
z téchto tfid uréila jeji frekvenci. Dvé slabiky maji tyZ typ, jestlize jsou stejné dlouhé a jestlize
na sobé odpovidajicich mistech maji obé soucasné souhlasku nebo obé soucasné samohlasku.
Autorka nasla jednotlivé typy ¢eskych slabik a urcila jejich frekvenci.

Vsimneme si nyni obsahu praci z algebraické lingvistiky. M. NovoTnY v ¢&lanku ,,0On some
relations defined by languages* (O nékterych relacich definovanych pomoci jazyku), str. 157— 170,
chdpe jazyk jako usporadanou dvojici (¥, L), kde V je mnozZina a L libovolna podmnozina
volného monoidu V* nad V. Pro x € V* klade x € v(V, L), existuji-li u, v € V* tak, Zze uxv € L;
pro x, y € V* klade (x, y) €> (V, L), jestlize pti kazdém u, v € V* z podminky uxv € L plyne
uyv € L. Koneené definuje relaci =(V, L) = >(V, L) n (>(V, L)) L. Autor tpln& charakteri-
soval tyto t¥i relace algebraickymi prostfedky v rdmci teorie pologrup. Tyto relace jsou v alge-
braické lingvistice dulezité, nebof slouzi k definici konfiguraci jazykt. V préci ,,Two functions
of context-free grammar‘* (Dvé funkce nekontextové gramatiky), str. 171—176, upozoriuje
L. NEBESKY na nesnaze, které plynou z pozadavku Chomského, aby pfirozeny jazyk byl generovan
nekontextovou gramatikou a aby zaroveni frazové ukazatele (v intuitivnim slova smyslu) byly
definovany nekontextovou gramatikou. Autor ukazuje na pfikladé, Ze oba poZzadavky nelze obec-
né splnit touz nekontextovou gramatikou. V praci ,,The generative description of language**
(Generativni popis jazyka), str. 177— 190, podava J. HoreckyY piehled pravidel, kterd vystupuji
v generativni gramatice slovenstiny. E. BENESOVA v ¢lanku ,,On the semantic description of verbal
modality** (O semantickém popisu slovesné modality), str. 191—214, nachazi vSechny mozné
vyznamy modalnich sloves v &e$tiné a podava jejich pfehled. Dalsi ¢lanek zafazeny do oddilu
,,Algebraickd lingvistika** napsala S. MacHovA. Clanek mé nazev ,,The adverbial of cause in
a generative description of Czech (Pfislovce ptiCiny v generativnim popisu ¢estiny), str. 215— 228,
a je prispévkem ke generativnimu popisu ¢estiny ve smyslu P. Sgalla. K. PALA v préci ,,On some
conflicts between grammar and poetics* (O nékterych konfliktech mezi gramatikou a poetikou),
str. 229— 240, vy3etfuje situaci, kdy véty generované nekontextovou gramatikou, spliiuji jisté
poZzadavky kladené na basnicky jazyk. Nejsou-li tyto pozadavky splnény, dochazi ke konfliktu.
Autor navrhuje algoritmus vedouci k odstranéni téchto konflikti. O. SECHSER v ¢lanku ,,4 note
on the substitution of one document retrieval language into another document retrieval language**
(Poznamka o substituci selekéniho jazyka do jiného selekéniho jazyka), str. 241 —254, se zabyva
dvojici selek&nich jazykd a popisuje operaci substituce pro dvojici takovych jazykl. Popis je
ilustrovdn na konkrétnim pfipadé.

Obsah sborniku ddv4 dobry pfehled o praci lingvistd v matematické lingvistice u nés.

Miroslav Novotny, Brno
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Derek J. S. Robinson: FINITENESS CONDITIONS AND GENERALIZED SOLUBLE
GROUPS Part I and II. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete. Band 62 und 63.
Springer Verlag Berlin— Heidelberg— New York 1972. Part I str. XVI 4 210, cena DM 48,—,
Part II str. XIV + 254, cena DM 64,—.

Ve sbirce Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, kterou vyddva nakladatelstvi
Springerovo od roku 1932, vy$la obsdhld monografie o podminkdch kone¢nosti v grupach
a o zobecnénych fesitelnych grupdch od Dereka J. S. Robinsona. VySetiovani tohoto druhu
problémil sahaji aZz k samym po¢atkiim abstraktni teorie nekonenych grup, k Otto Juljeviéi
Smidtovi a pak ke $kole A. G. Kurose v Moskvé. A. G. Kuros a jeho skupina shrnula vysledky
dosazené v tomto oboru za necelych 15 let od konce valky do tfi velkych referujicich monografii:
Usp. mat. nauk 2, & 3, (1947) 18—59, 13, &. 4, (1958) 89—172, 14, &. 5, (1959) 45— 96. Mimoto
vysly jesté pozdéji dvé nebo tfi malé sovétské monografie, tykajici se v§ak vZdy jen specidlnich
usekl. Po valce se ve svété v této oblasti velmi intenzivné pracovalo. Byly vybudovany celé teorie
riznych tfid grup do této oblasti patficich. Tyto teorie souvisely jedna s druhou v mnohych
bodech, v jinych bodech se opét od sebe lisily. To vie je uloZzeno v mnoZstvi védeckych ¢lankl
roztrousenych po matematickych ¢asopisech. Proto je velmi zasluzné, Ze celé toto odvétvi bylo
systematicky a podrobné vyloZeno v monografii Robinsonové.

Sbirka ,,Ergebnisse’ ma béhem nékolika desetileti své existence ustdleny charakter vykladu.
Jednotlivé svazky podavaji uceleny piehled néjaké matematické discipliny s pokud mozZno nej-
nov&j§imi vysledky. Déle obsahuji i struéné dikazy viech vét dalezitych pro vykladanou teorii
a velmi podrobnou bibliografii. Tento rdz zachovava i Robinsonova monografie. Vysledky jsou
formulovany ve vétach, za nimiz nasleduji sice stru¢né, ale uplné dikazy. Jen u vedlejsich vysled-
kt nebo u vysledkd, na néZ neni v dal§im navazovano, jsou misto diikazi odkazy na literaturu,
jejiz seznam na konci knihy ma 46 stranek. Dikazy nutno ovSem velmi peclivé &isti, nebot jsou
formulovany struéné a pro zkrdceni vykladu uzivaji ve velké mife symboliku, kterd je vyloZena
v piehledu na zac¢atku knihy a n€kdy i v textu, je-li uZivano pfislu§ného znaceni jen v jednom para-
grafu. Seznam symboli je oti§tén na zacitku kazdého dilu. Do prehledu je tieba pii Cetbé stdle
nahliZet, nebot si nelze viechny symboly pamatovat. To sice pfi &teni zdrZuje, ale jinak nebylo by
mozno docilit v dikazech dosti velké struénosti a objem knihy by netunosné vzrostl. Vysledkim
ve vétach da se rozumét pii znalosti definici a symbolt bez znalosti dikazi. Kniha pfedpoklada
znalost zdklad obecné teorie grup tak, jak ji zna dnes kazdy algebraik. Neptedpoklada nic z ho-
mologické algebry nebo z teorie kategorii. Ostatné téchto dvou disciplin autor téméf neuziva.

1. kapitola nazvana ,,Zdkladni pojmy z teorie nekoneénych grup*‘ ma tivodni charakter a tyka
se obecné teorie grup, nikoliv vlastni latky knihy. Kniha vySetfuje rtizné tfidy grup. Pod tfidou
rozumi autor kazdou t¥idu U, ktera obsahuje jednotkovou grupu a s kazdou grupou i viechny
grupy s ni izomorfni. Je definovdna jednou nebo vice grupovymi vlastnostmi, které musi spliiovat
vSechny grupy tfidy. Je jasné, Ze miZeme vySetfovat bud tf¥idy nebo vlastnosti, kterymi jsou tfidy
definovany. To autor téZ stfidavé dél4a. Pfiklady: grupy kone¢né, grupy kone&né generované,
grupy periodické (torzni), grupy Abelovy atd. Pro t¥idy grup se zavadi pojem operace jakoZto
zobrazeni ¢, které pfifazuje kazdé t¥idé grup U jednoznacné urenou t¥idu grup Ue. Pfitom
pozadujeme, aby toto zobrazeni ¢ bylo pro inkluzi izotonni tj. aby platilo

) A B=> p < By

V moderni algebfe hraji velmi dileZitou roli uzdv&rové operace tj. operace ¢, které kromé (1)
jsou jesté extenzivni

Acs Up
a idempotentni

(Ap) o = Yo .
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Je-li ¢ uzdvé€rova operace, pak tfidy %, pro néz plati Yp = U, se nazyvaji uzaviené pro operaci g.
Odtud plyne, Ze Uy je vidy nejmensi tfida, kterd obsahuje tfidu U a je pro ¢ uzaviena. Up se
pak nazyva uzavér (¢ - uzavér) tfidy U. Pfikladem takovych uzdvérovych operaci je na priklad
to, Ze k dané tfidé priddme pro kazdou jeji grupu i vSechny podgrupy této grupy. To je uzdvérova
operace. Dostaneme tak tfidu uzavienou pro podgrupy. Jiné takové uzdvérové operace jsou:
pfidani v8ech epimorfnich (homomorfnich) obrazi grup ve tfidé, pfidani viech kartézskych sou-
¢int grup ze tfidy. Tfidy grup, které jsou uzaviené pro viechny tfi pravé uvedené operace se
nazyvaji variety (varieties, mnogoobrazija, Manigfaltigkeiten).

Bud U né&jaka tfida grup. Dulezitym pojmem je lokdlni U-tfida. Robinson ji definuje podle
D. H. McLaina jakoZto tfidu takovych grup, v nichZ kazda kone¢na mnozina prvki je obsaZena
v néjaké podgrupé, ktera patii do tfidy U. To je definice ponékud obecnéjsi, nez je definice.
ktera se obvykle v teorii grup uZiva. Podle ni lokalni 2A-tfida je t¥ida grup, v nichz kazd4 koneéné
generovand podgrupa patii do téidy U. Jako ptiklady uvedme tfidy: lokdln& kone&nych grup,
lokalné Abelovych grup, lokdlné nilpotentnich grup.

Méme-li ddnu grupu G, miZeme v mnoZiné vSech podgrup z G vytknout rizné jeji Casti.
NejdulezZitéjsi z nich jsou mnoZina viech normdlnich podgrup a mnoZina viech subnormélnich
podgrup. Podgrupa H v G je subnormdlni podgrupa, kdyz existuje kone¢ny fetézec podgrup

@ G=Gy>G, >G,>...>G,= H,

v némz kazda podgrupa je normalni podgrupou v pfedchazejici podgrupsg.

Kapitola jedna dile o fadach podgrup (subgroup series). Stru¢né muZeme fici, Ze fada je
mnoZina podgrup, ktera obsahuje G a podgrupu jednotkovou U a ktera je linearné uspofadana.
Pfitom pozadujeme, aby uspofadéani bylo uplné (bez mezer) a aby ve skocich kazd4 dolni podgrupa
skoku byla normalni podgrupou v horni podgrupé skoku. Specidlnéjsi pfipad je rostouci (trans-
finitni) fada (ascending series). Je to fada, kterd je inkluzi vzestupné dobfe usporddand. Dudlng
se definuje klesajici (transfinitni) fada (descending series). Muzeme dale pozadovat, aby vSechny
podgrupy fady mély stanovené vlastnosti, napf. byly normalni. Casto se pozaduje, aby faktorové
grupy G,/G, 1 skoki G, > G, mély pfedepsané vlastnosti, byly napf. kone¢né, Abelovy,
torzni atd. Omezime-li se jen na kone¢né fady, dostavame fady subnormalni, které maji tvar

3) G=Gy>G, >...>G,_, =>G,= U.

Radu, ktera neni vlastni &astf jiné fady se stejnymi vlastnostmi, nazyva autor kompozi¢ni fadou.

Nyni muZeme definovat, co autor rozumi podminkou kone¢nosti. Je to kazda vlastnost teore-
tickogrupové, kterou maji viechny kone¢né grupy. Takovou vlastnosti je na piiklad vlastnost
mit koneény pocet generatori, byt grupou periodickou (torzni), mit kone¢nou kompoziéni fadu
nebo vlastnost, Ze podgrupy grupy spliiuji maximalni nebo minimalni podminku (Max nebo Min)
nebo spliiuji podminky obé. Max (Min) znamen4, Ze kazdd mnoZina podgrup grupy ma maximal-
ni (minimalni) podgrupy. Dalsi kone¢né vlastnosti dostaneme, kdyZ podminku Max nebo Min
vztadhneme jen na podgrupy majici jisté vlastnosti (na pfiklad na normdlni podgrupy). MiiZeme
téZ fici, Ze tfida podgrup U definovana pomoci podminek kone¢nosti je kazda tfida, ktera obsa-
huje téidu koneénych grup § tj. pro kterou plati

@ Fc=Au.

2. kapitola nazvana ,,Resitelné a nilpotentni grupy* pat¥i vlastné je§té do obecné teorie grup.
Jedn4 nejdfive velmi pifehlednym zpusobem o komutatorech a o poditdni s nimi. Komutdtor
grupy G je prvek

®) v, = x"1y"lxy, x,y€G.

Podgrupa generovana v G vSemi komutétory, se nazyvd komutant G’ (commutator subgroup),
lépe fe¢eno prvni komutant, znadeni [G, G]. Utvofime-li komutant G” = [G’, G’] grupy G,
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dostaneme druhy komutant. Tento postup maZeme transfinitn& pokradovat, dokud G@*1) ==
=+ G*. Dostaneme tak transfinitni klesajici posloupnost komutanti

(6) =626V 26P2..26%2..

Zde plati G = N G® pro limitni A. Viechny tyto podgrupy jsou tpln& charakteristické.
a<i

Jsou-li H a K dvé podgrupy grupy G, pak jejich vzdjemny komutant [H, K] je podgrupa genero-
vana vemi komutatory (5), kdez x € H, y € K.

Grupa G se nazyva fesitelnd, ma-li aspofi jednu subnomralni fadu (3), v niZ viechny grupy
faktorové G;_ {/G; jsou Abelovy. To nastdvd pravé tehdy, je-li klesajici fada komutanti kone¢na
a kon¢i jednotkovou podgrupou U. Grupa G se nazyva nilpotentni, kdyz klesajici transfinitni
rada vzajemnych komutantt (dolni centrdlni fada)

@) G = 79(G) 2 71(G) = [G', G] D ... D 7,4,1(G) = [1,(G), G] > ...

je kone¢na a konci U. To nastava pravé tehdy, kdyZz stoupajici transfinitni fada (horni centralni
fada)

®) L(G) = U € §,(6) < £5(6) < ...

je kone¢nd a kon¢i celou grupou G. Zde znaci {{(G) = {(G) centrum grupy G a { ., 1(G)/{(G)
je centrum grupy G/{,(G). V tomto pfipadé maji fady (7) a (8) stejnou délku. T¥ida nilpotentnich
grup je vlastni podtfida tf¥idy grup fesitelnych. Pfipomernime, Ze obé tfidy nejsou t¥idy s podmin-
kami koneénosti.

Vlastni vySetfovani grup s podminkami kone¢nosti po¢ind 3. kapitolou, ktera jedna o grupach,
které spliiuji maximalni podminku (Max) nebo minimalni podminku (Min) pro podgrupy.
O téchto dvou tfiddch je celkové jest€é mdlo znamo, ackoliv rizni autofi je velmi intenzivné
vyS$etfovali. To plati i o podmince Min, ktera daleko silné€ji omezuje grupy nez podminka Max.
V kapitole jsou vySetfovany i tfidy grup, které spliiuji Max nebo Min pro specialni tfidy podgrup,
jako jsou podgrupy subnormalni, normalni nebo Abelovy. 4. kapitola jednd o grupdch, které
jsou definovany tim, Ze poZadujeme jisté-podminky kone¢nosti pro tfidy konjugovanych prvku.
Uvedu zde jen tak zvané grupy FC, tj. grupy, v nichZz kazda tfida konjugovanych prvka je ko-
ne¢nd. Takové podminky jsou diale kombinovéany jesté s jinymi podminkami koneénosti.

Posledni 5. kapitola prvni ¢asti jednd o podminkdach kone&nosti tykajicich se normélnich
a subnormalnich podgrup, tj. o podminkach Max a Min pro normalni nebo subnormalni pod-
grupy, po piipadé Max a Min pro rizné podtiidy téchto tfid podgrup. V kapitole je pritom
vénovana zna¢na pozornost nekoneénym jednoduchym grupam.

Druha ¢ast knihy zacind touto definici: Bud U néjakd tfida grup, tfida B zobecnénych U-grup
je tfida takova, Ze kazda kone¢na B-grupa je A-grupou, tj., je to tiida B, pro niZ plati

(©)] FNBsS U< B.

Ttida zobecnénych koneénych grup je ttida, kterd spliiuje néjakou podminku koneénosti. Rovnéz
kazda trida, kterd spliiuje lokalné néjakou podminku konecnosti U, je zobecnénd U-tiida.

Kapitola 6. pojednava o zobecnénych nilpotentnich grupach. PoZadujeme-li na pfiklad, aby
grupa méla transfinitni klesajici fadu (7), kterd kon¢i U, nebo aby méla stoupajici transifinitni
fadu (8), kterd kon¢i G, dostaneme dvé od sebe rtizné velmi vyznamné zobecnéné nilpotentni
tfidy. O tom, kdy z platnosti jedné z téchto dvou podminek plyne druhd, je velmi malo zndmo.

Kapitola 8. je vénovana tfidam zobecnénych feSitelnych grup a pak tak zvanym lokalnim
teorémum. T¥ida U, kterd je totozna s lokdlni U-ttidou, nazyva se lokalné uzaviend. Teorém
o tom, Ze dand tfida je lok4lné uzaviend, nazyva se lokdlni teorém. Malcev vymyslil prvni da-
myslnou metodu pro dikazy, Ze dani tiida je lokdlné uzaviend. Jiné metody sestrojili Kuros,
McLain, Cleave.
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Kapitola 9. jedna o tiidé residudlng kone&nych grup, tj. o tfidé R, pro niZ plati: Je-li G € R
aN, <G, 1€A, GIN; € §, pak i G/[\ N, € §. (T tfida konednych grup). Kone&n& posledni
AeA

10. kapitola vySetfuje podrobn€ nekonené fesitelné grupy.

Je velmi zasluzné, Ze byl shrnut v jedné velké monografii obor, ktery nebyl monograficky
zpracovan déle neZ 15 let. Velkou piednosti knihy je rozvrZeni litky, které je velmi soustavné
a logické. Kniha vynika tim, Ze zavadi piesné definice tam, kde dosud se jen neurcité naznacovalo.
Je to zvlasté definice podminek koneénosti (4) a definice zevSeobecnéné tfidy grup (9). Dfive se
na piiklad fikalo, Ze tf¥ida definovand podminkami koneénosti je tfida, ktera je néjakym zpiisobem
blizk4 konednym grupam, coZ oviem neni Zidny matematicky vyrok. Kniha v kazdém paragrafu
uvadi hned to, co jest€ neni o véci zndmo a ¢asto odhaduje i obtiznost feSeni ptislusnych problé-
mu. V knize je konstruovana fada zajimavych pfikladd. Jak jsem jiz fekl v tvodé, &etba
knihy neni lehka. Bude vSak nezbytna pro ty, ktefi budou chtit pracovat v oblasti teorie grup,
o niz kniha pojednava. Ale i pro pracovniky v jinych oblastech teorie grup lze najit v knize
mnoho piikladd, které pro jejich vysetfovani mohou slouZit jako piiklady pro opak. Dalsi takové
pfiklady daji se metodami v knize vyloZenymi sestrojovat. Domnivim se proto, Ze kniha ma
velkou dileZitost i obecné pro abstraktni teorii grup. V teorii grup se v pfitomné dobé provadi
znaénd prestavba terminologie. Nékteré ndzvy zd€déné z minulosti se nahrazuji v mnohych
modernich knihach ndzvy novymi tak, aby ndzvoslovi bylo systematické a nazev vice vystihoval
jim definovany pojem. Zde autor zistal jen na poloving& cesty. Z praci, které vznikly na uzemi

nasi republiky, jsou v knize citovidny priace Dlabovy a Kofinkovy.
Vladimir Korfinek, Praha

Carl Faith: ALGEBRA: RINGS, MODULES AND CATEGORIES I (Die Grundlehren
der mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band 190), Springer Verlag, Berlin—
Heidelberg— New York, 1973, XVIII + 565 stran, 54,— DM.

Tato kniha je prvym svidzkom dvojdielnej uebnice venovanej teorii okruhov, modulov a kate-
gorii. Z vyberu latky a z metody vykladu je vidiet, Ze autor kladie pribliZne rovnaky doraz na
klasické vety o Struktiire okruhov (porov. napr. knihu Jacobsonovu ,,Structure of rings*“) a na
metdédy homologickej algebry a teorie kategorii; svojim zameranim lezi teda Faithova kniha asi
uprostred medzi citovanou knihou Jacobsonovou a knihou ,,Homological algebra* Cartana
a Eilenberga.

Obsah knihy je nasledujuci. Uvodna &ast (42 stran) pojedndva o axiomatike Zermelo-Fraenke-
lovej teorie mnoZin, o bindrnych reldcidch, Cistatoéne usporiadanych mnoZinich a svidzoch,
a o kardinalnych a ordinélnych &islach. Dalsi text knihy je rozdeleny na $tyri asti.

Cast I (283 stran) mé nazov ,,Uvod do operdcii: monoid, pologrupa, grupa, kategdria, okruh
a modul“. M4 6 kapitol. Prva kapitola obsahuje zdkladné definicie a vlastnosti polograp, grip
a kategorii. Z nazvov dalSich kapitol uvedme: suciny a kosuciny, okruh a modul, projektivne
moduly a §truktdra jednoduchych Noetherovskych okruhov, algebry, abelovské kategorie.

Nazov &asti II je ,,Struktiira Noetherovskych poloprostych okruhov** (85 stran); tato Cast sa
sklada z kapitol: Obecné Wedderburnove vety, Polojednoduché moduly a homologickd dimen-
zia, Noetherovské polojednoduché okruhy, Rady v semilokdlnych okruhoch matic.

Cast III s ndzvom ,, Tenzorovd algebra* (68 stran) ma tri kapitoly, pojedndvajice o tenzorovych
sucinoch, Moritovej vete a o algebrach nad telesom.

Cast IV ma nazov ,,Struktira abelovskych kategorii* (51 stran). Sklad4 sa z troch kapitol,
v ktorych sa preberaji Grothendieckove kategorie, podielové kategorie a torzné tedrie.

Kazda z tychto §tyroch asti obsahuje uvodny paragraf, v ktorom sa podava prehlad hlavnych
vysledkov a motivacia postupu; zaroven sa popisuje ndvidznost na predoslé ako aj na nasledujice
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¢asti knihy. V zavere¢nych paragrafoch jednotlivych &asti (pripadne aj jednotlivych kapitol) sa
nachadza kratky prehlad o dalSich vysledkoch, otvorenych problémoch a zdkladnych tenden-
ciach vyvinu v prislu$nej oblasti. Zoznam literatiry, uvedeny na konci knihy, ma 13 stran. Okrem
toho sa nachadzaji zoznamy literatury aj za jednotlivymi kapitolami.

Sposob vykladu v prvej Casti knihy je velmi podrobny a dokonale metodicky premysleny
(pripominal mi — hoci ide o inti oblast — metddu vykladu akad. Jarnika v jeho knihdch Diferen-
cidlny pocet a Integrilny pocet). V dalSich Castiach, v ktorych sa autor snazZi priviest Citatela
az k ,,prvym frontovym linidm** sti¢asného vyskumu teorie okruhov, je vyklad strucnejsi.

Celkove mozZno knihu charakterizovat ako velmi zdarili a doporudit ju ako uéebnicu pre Stu-
dentov a aSpirantov aj ako uZito¢nu prirucku pre $pecialistov v oblasti te6rie okruhov a ka-
tegorii.

Jan Jakubik, Kosice

Ivan Singer: BASES IN BANACH SPACES 1, Springer-Verlag, Berlin— Heidelberg— New
York, 1970. (Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band
154). Stran VIII 4 668. Cena DM 112,—; US § 30.80.

Toto objemné dilo poddva velmi podrobné vysledky, metody a problémy inspirované pres
Ctyficet let odoldvajicim problémem Schauderovych basi. Je v ném shrnuto mnoho materiala
obsaZenych dosud jenom v &asopisech.

Prvni dil, ktery vySel v r. 1970, sestavd ze dvou obsirnych kapitol. Prva pojednavd o vlast-
nostech basi v obecnych i konkrétnich prostorech. Autor spravné tusil (str. 109), Ze bude existovat
separabilni Banachtv prostor bez Schauderovy base, a tak v jednom paragrafu téZ formuluje
postacujici podminky pro takovy prostor. O nékterych dalezitych prostorech viak stale neni
rozhodnuto, zda maji basi. Jiny paragraf se zabyva nejlepsimi aproximacemi v prostorech s basi.
V druhé kapitole jsou diskutovany specialni t¥idy basi. Véty jsou uvedeny samoziejmé i s dikazy
a geometricka povaha véci je ¢asto zfetelna.

Obsah monografie tohoto druhu 1ze stézi plné vyjadiit byt jenom ndzvy jednotlivych paragraf
(v nynéjsim prvém dile je jich celkem p&tadtyficet). Ob& kapitoly jsou v8ak komentovany histo-
rickymi a dal§imi pozndmkami s pfislusnymi odkazy, které umozZni &tenafi lépe do knihy pro-
niknout a najit v ni fadu zajimavych vysledki i dosud nefeSenych problémi. Kniha konéi biblio-
grafii (276 tituld), pfehledem oznaceni a rejstiikem autorskym i vécnym. Bylo by dobie, kdyby
druhy dil obsahoval kromé& slibenych kapitol (tykajicich se zobecnéni pojmu base, aplikaci
ve studiu struktury Banachovych prostort a nékterych vlastnosti basi v konkrétnich prostorech)
téZ nejnovéjsi vysledky a problémy, které vznikly od r. 1972 v souvislosti s rozfeSenim aproximac-
niho problému.

Zavérem budiZ poznamenano, Ze r. 1969 vydal J. T. Marti knihu Introduction to the Theory
of Bases (rovnéZ Springer-Verlag), ktera vzhledem k stfizlivéjsimu vybé&ru latky miZe byti vhod-
nym tvodem do této oblasti funkciondlni analysy. Pfedb&Zna znalost problematiky usnadni pak
orientaci v Singerové monografii.

Jaroslav Zemdnek, Praha

Karel Rektorys a spolupracovnici: PREHLED UZITE MATEMATIKY. Tieti, nezménéné
vydani. SNTL, Praha 1973. 1140 stran, 404 obrdzky. Cena K& 99,—.

Kdyby se vedla dlouhodoba tabulka matematickych bestseller(, zaujimala by v ni jisté predni
misto posuzovand publikace. VZdyt timto tfetim vyddnim dosdhl jeji celkovy néklad na nase
poméry tctyhodného &isla — 35 600 vytisk (1. vydani — 1963 — 10 200 vytiski; 2. vydani —
1968 — 15 200 vytiski; 3. vyddni — 1973 — 10 200 vytiski), nemluvé o vydani anglickém, které
vyslo v roce 1969 v koedici s nakladatelstvim Iliffe Books Ltd, London.
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Zda se, ze zadné z predchozich vydani nebylo v tomto ¢asopise recenzovano; pfipadalo by mi
viak znaéné formalni psat recenzi nyni, tak fikajic k 10. vyro¢i jejiho prvniho vydani (¢i spise —
vzhledem k zndmym lhitdm nasich matematickych ¢asopisit — k vyro¢i dvanictému). O uzite¢-
nosti této knihy svéd¢éi jeji ndklad a lze bez ujmy na obecnosti predpoklddat, Ze vétSina Stendrh
tohoto &asopisu ji aZ méla v rukou, vi, co v ni je obsaZeno, atd. Nezbyva tedy nez slozit poklonu
K. Rektorysovi, ktery se nejen podstatnou mérou podili na knize autorsky (napsal 154 kapitoly
z celkového poctu 35 kapitol), ale dokazal také zorganizovat a koordinovat ¢innost osmnacti-
<lenného autorského kolektivu. Ktera z téchto dvou &innosti asi byla téz3i?

Nyni uZ mizeme jen &ekat, v jakém nakladu vyjde v roce 1978 vydani &tvrté a jakd bude jeho
cena; 1. vydani stilo 82,— K¢s, druhé 92,—K¢s a treti 99,— Kds.

Alois Kufner, Praha

Allan M. Krall: LINEAR METHODS OF APPLIED ANALYSIS. Addison-Wesley Publishing
Company, Advanced Book Program, Reading, Massachusetts 1973, XLV -+ 706 stran.

Zakladni pfedstavu o obsahu této knihy poskytne soupis nazvl jednotlivych kapitol: 1. Nékte-
ré nerovnosti, 2. Linedrni prostory a linedrni operatory, 3. Véty o existenci a jednoznac¢nosti,
4. Linedrni obycejné diferencidlni rovnice, 5. Oby&ejné diferencidlni rovnice druhého Fadu,
6. Stoneova-Weierstrassova véta, 7. Hilbertovy prostory, 8. Linearni operatory v Hilbertové
prostoru, 9. Kompaktni operdtory v Hilbertové prostoru, 10. Specidlni funkce, 11. Fourierv
integral, 12. Singuldrni Sturmova-Liouvilleova tloha, 13. Uvod do parcidlnich diferencidlnich
rovnic, 14. Distribuce, 15. Laplaceova rovnice, 16. Rovnice pro vedeni tepla, 17. VInova rovnice.
Pripojeny jsou dva dodatky: 1. Spektrdlni reprezentace neohrani¢eného samoadjungovaného
operatoru a 2. Odvozeni rovnice pro vedeni tepla, vinové rovnice a Laplaceovy rovnice.

Jak je vidét z vyétu kapitol, jde o knihu s velmi Sirokym zdbérem. Nejde viak o védeckou
monografii. Dalo by se (podle nasich zvyklosti) fici, Ze kniha je konglomeratem nékolika vysoko-
Skolskych skript, pfi¢emz je k jednotnému vykladu podstatné vyuZito to, co je jednotlivym
tématim spoledné. Ten, kdo by v knize hledal aplikace (v tom smyslu jak se o nich obvykle mluvi)
bude zklaman. Autor sam v pfedmluvé piSe, Ze knihu psal z hlediska matematika a ne z hlediska
fyzika nebo inZenyra. K tomu, aby bylo mozné vysledky pouZit pfi aplikacich, je tfeba studovat
zv1ast jesté fyziku nebo techniku. Nézev je pro celou knihu pfiznaény, jde o metody aplikované
matematiky a ne o aplikovanou matematiku.

Pokud jde o samotné obory z jednotlivych kapitol, jsou o kazdém z nich uvedena zdkladni
fakta. Vyklad nejde do pfiliSnych detaili a hloubek, vyuZivda modernich postupti, jednoticich
hledisek funkciondlni analyzy a je v tomto smyslu progresivni.

Kniha je vydadna fotografickym reprodukovdnim autorovy — s velkou pé¢i provedené — ruko-
pisné predlohy.

Utitelim matematiky (napf. na technikdch) by kniha mohla dobie poslouzit k zakladni infor-
maci o modernim pojeti vykladu aplikovatelné linedrni matematiky. V kazdém pfipadé je v ni
vymezeno, podle mého ndzoru, minimum znalosti z linedrni matematiky, které by kazdy ucitel
matematiky na technice mél bezpodmine¢n& ovladat a které by kaZdy absolvent fyziky nebo
techniky mohl pfi své praci pouzivat.

Stefan Schwabik, Praha

F. a R. Nevanlinna: ABSOLUTE ANALYSIS. Springer Verlag, Berlin— Heidelberg— New
York 1973, 270 str., cena 88,— DM.

Kniha je zaméfena jako systematicky vyklad zédkladi pro obecny infinitezimalni pocet, ktery
je fundovén ,,absolutné‘* — bez soufadnic, nezavisle na dimensi vektorovych prostoru.
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Tento pristup k analyze ma sviij piivod v moderni funkciondlni analyze a jeho vyufZiti v klasic-
ké analyze vede k jisté jednoté pohledu a jednoduchosti vykladu, odhaluje algebraickou strukturu
analyzy. Vyklad v knize je sice redukovan na teorii v kone¢né mnoha proménnych, ,,absolutnost*
vykladu v3ak vede k tomu, Ze vysledky lze pfimo, nebo po nepatrnych modifikacich, prenést
také na piipad nekone¢né dimenzionalnich prostori (Hilberttv, resp. Banachiv prostor).

Vyklad v knize je rozvrZzen do 3esti kapitol. Prvni kapitola ma uvodni charakter a je vénovéna
linearni algebie. Je zpracovadna z hlediska potieb analyzy, kterd je pfedmétem dalSich kapitol.
Mluvi se zde o simplexech, multilinedrnich funkcich a metrizaci afinnich prostort.

Vlastni analyza za¢ind druhou kapitolou, kterd nese ndzev Diferencidlni podet. Je zaveden
pojem derivace a diferencidlu funkce zpusobem zndmym z funkciondlni analyzy (Gateaux,
Fréchet). Je pojedndno o Taylorové formuli, vété o stfedni hodnoté. Velkd pozornost je vénovéna
implicitnim funkcim. T¥eti kapitola se zabyv4 integrilnim poétem. Ustfednim bodem této
kapitoly je afinni integral z alternujiciho diferencidlu pfes omezeny simplex; integral je definovan
podobné jako Riemannuv integral (v podstaté jde o integrdl Grassmanova typu z vnéjsi diferen-
cialni formy). Je uvedena Stokesova véta.

Ctvrta kapitola je nazvana Diferencidlni rovnice. Zde jsou vySetfovany normélni systémy
(rovnice s jednou nezdvisle proménnou, tj. oby¢ejné diferencidlni rovnice), obecné rovnice 1. fadu
(nezavisle proménnych je vice, tj. jde o parcidlni diferencidlni rovnice 1. fddu) a linedrni rovnice
1. fadu. Zde obzvlasté vynikne jednotici schopnost absolutniho pfistupu k analyze.

Teorie kiivek a m dimenzionélnich ploch v n dimenzionalnim, resp. m + 1 dimenziondlnim
prostoru je uvedena v paté kapitole. Zde je také ,,nesoufadnicové‘‘ podani tenzorového poctu,
ktery je nutny pro teorii kfivek a ploch.

Zavér knihy tvori informativni a pfehlednd kapitola o afinni diferencidlni geometrii a rie-
mannovské geometrii.

Stefan Schwabik, Praha

Horst Schubert: CATEGORIES. Vydalo nakladatelstvi Springer, Berlin— Heidelberg— New
York 1972. Cena 93 DM, stran XI + 386, cena 93,— DM.

Tato kniha, ktera vy$la mimo obvyklé Springerovy matematické fady, je rozsifenym prekladem
(potizenym Evou Grayovou) dvoudilnych Kategorien z Heidelberger Taschenbiicher 65, 66.
Rozsifeni se tyka hlavné toho, Ze pro anglické vydani byl pfipsdn novy jedenadvacaty odstavec.

Obsah knihy Ize nejlépe stru¢né charakterizovat nizvy a rozsahem jednotlivych odstavci:
1. Categories (1—5). 2. Functors (15). 3. Categories of categories and categories of functors (24).
4. Representable functors (32). 5. Some special objects and morphisms (36). 6. Diagrams (44).
7. Limits (61). 8. Colimits (68). 9. Filtered colimits (79). 10. Setvalued functors (95). 11. Objects
with an algebraic structure (108). 12. Abelian categories (122). 13. Exact sequences (138). 14.
Colimits of monomorphisms (151). 15. Injective envelopes (165). 16. Adjoint functors (186).
17. Pairs of adjoint functors between functor categories (218). 18. Principles of universal algebra
'(255). 19. Calculus of fractions (289). 20. Grothendieck topologies (318). 21. Triples (372).

Z autorovy pfedmluvy se dovidime, Ze kniha je zamyslena jako ulebnice. Skutedné je také
vyklad velmi podrobny; i kdyZ motivace je zde diskutovdna méné podrobné nez v jinych podob-
nych knihédch, najde se tu pomérné¢ mnoho objasfiujicich pozndmek a hlavné hodné cviceni.

Tlustrujici ptiklady jsou vzaty hlavné z algebry; analytici se budou nadale t&3it na knihu o kate-
goriich, kde se bude hovofit také napf. o dynamickych systémech, ergodické teorii nebo harmo-
nické analyze.

Karel Kartdk, Praha
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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 100 (1975), Praha

ZPRAVY

SEDMDESAT LET AKADEMIKA JOSEFA NOVAKA

ZDENEK FroLiK, FRANTISEK ZIiTEK, Praha

Dne 19. dubna 1975 se doZil sedmdesati let akademik JosEr NovAK, feditel Mate-
matického ustavu CSAV, piedseda védeckého kolegia matematiky a predseda
Jednoty &eskoslovenskych matematikl a fyziki. Srdeéné blahopiejeme a do dalSich
let pfejeme mnoho Uspéchtt v osobnim Zivoté, ve védecké praci i v praci pro celou
Ceskoslovenskou matematickou obec.

Casopis pro péstovani matematiky p¥inesl jiz pfed deseti lety, u pfileZitosti Sede-
satych narozenin akademika Novéka, obsirny &lanek') obsahujici popis b&hu Zivota
jubilantova i zevrubné vyliGeni jeho védecké, pedagogické i védecko-organisacni
C¢innosti. Pfi svém hodnoceni vychdzeli autofi onoho ¢lanku z explicitné formulova-
ného predpokladu, Ze Sedesat let Zivota je doba dost dlouha, aby takové zhodnoceni
bylo mozZno spolehlivé provést a aby poskytlo dostateéné vérny obraz jubilantovy
védecké osobnosti.

ZkuSenost poslednich deseti let vSak ukazala, Ze tento pfedpoklad nebyl zcela
opravnény. Akademik Novak v této dobé jesté znasobil svou tak usilovnou a vyznam-
nou ¢innost, takZe toto desetileti patfi bezpochyby k nejefektivnéj§im v jeho Zivoté.

To se tyka pfedevsim jeho védecko-organisatorské ¢innosti a jejiho vyznamu pro
celou Ceskoslovenskou matematiku. Akademik Novak zastdval zajisté jiz dfive
riizné funkce v ¥idicich orgdnech CSAV a v nadi véd& viibec. Avsak pravé uplynuld
léta, v nichZ se feSeni generaénich problémii v nasi matematice zkomplikovalo
problémy a pohyby celospoleCenskymi, znamenala zvySené naroky na vad¢i postavy
védeckého Zivota u nés. Bylo pak §téstim pro celou nasi matematiku, Ze se akademik
Novak s plnou intensitou ujal zavaznych ukoli spojenych s feSenim aktudlnich problé-
mu Zivota védy, védcl a védeckych instituci.

S Matematickym ustavem CSAV je akademik Novak spjat od jeho vzniku. Po
dlouha 1éta zde vedl oddéleni pravdépodobnosti a matematické statistiky. Dafilo se
mu pfitom udrZovat ve stabilni rovnovaze teoretickou praci v pravdépodobnosti —
sam byl zainteresovan zejména na jejich topologickych zikladech — s &asto velmi

1y Svazek 90 (1965), str. 236—249.
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konkrétnimi praktickymi aplikacemi metod matematické statistiky ve vyzkumu
zemé&délském, biologickém, lékafském. KdyZ se pak v letech 1970—71 feSila po od-
chodu prof. V. Knichala otdzka vedeni celého ustavu, shledalo se zahy, Ze neni pro
tuto funkci vhodnéjsiho kandidata, neZli je pravé akademik Novak. Vedle svého
smyslu pro vyvaZené spojeni teorie s praxi si do své funkce feditele Ustavu pfinesl
akademik Novék i velky rozhled, rozhodnost spojenou se schopnosti jednat s lidmi
a dalsi cenné osobni vlastnosti, které pomohly pfekonat kritické obdobi.

Organisatorskych schopnosti a uméni jednat akademika Novika je v CSAV
vyuzivano prakticky bez piestavky po celou dobu jejiho trvani. Pro matematiku je
zvlasté dilezita funkce predsedy védeckého kolegia matematiky, kterou akademik
Noviék zastava od r. 1966.

Védecko organisaéni ¢innost akademika Novaka neni vSak omezena jenom na
Akademii. Pisobil ve védeckych radach riznych ustavi, fakult a instituci, je ¢lenem,
resp. piedsedou nékolika komisi pro obhajoby kandidétskych ¢i doktorskych praci,
a ¢lenem Ceské komise pro védecké hodnosti, atd.

Celostatné velice vyznamna je ufast akademika Novaka na statnim programu
zakladniho vyzkumu. Od r. 1970 je pfedsedou rady stéZejniho tikolu I-4, ktery repre-
sentuje v podstaté veSkerou vyzkumnou praci v teoretické matematice u nas. Pravé
zde mél akademik Novak mnohokréte pfileZitost prokdzat své uméni v tom, jak sladit
odliné nazory a zdjmy rtiznych pracovist tak, aby vysledkem byla harmonicky se
rozvijejici a efektivni prace v matematickém zdkladnim vyzkumu. Akademik Novak
i v této naro¢né funkci osvéd¢il svou zasadovost a koncepcnost v praci.

Pro obdobi poslednich let je charakteristickd také intensivni ¢innost akademika
Novaka v Jednoté ¢&s. matematikti a fyzikd. V letech 1962 —69 byl ¢lenem jejiho
ustfedniho vyboru, poté Clenem hlavniho vyboru jeji Ceské Casti a r. 1972 se stal
predsedou Jednoty. Svou imiciativou pfispél pak akademik Novdk nemalou mérou
k aktivisaci Jednoty, kterd se v posledni dob& opét stdva vyznamnou silou v nasem
matematickém Zivoté. Sv&d¢i o tom myj. i uspofadani dvou uspé$nych konferenci
v Olomouci (1973) a v Ostravé (1974); na obou méd akademik Novik podstatnou
zasluhu. Olomouckd konference pfehledné ukdzala, kde vSude je matematika uZi-
tena, na ostravské konferenci, ktera byla po sjezdu v roce 1955 prvnim celostatnim
setkdnim Ceskoslovenskych matematik, byla prodiskutovdna koncepce rozvoje nasi
matematiky na dal$i obdobi.

Rozhled, schopnosti a zkuSenosti akademika Novaka jsou zndmy a ocefiovany
nejen v CSSR ale i v zahrani&i. Neni proto divu, Ze byl pfizvan ke spolupréci v riiz-
nych mezindrodnich institucich. JiZ po fadu let spolupracuje akademik Novék jako
predseda Cs. narodniho komitétu pro matematiku s Mezindrodni matematickou unii,
na jejichz sjezdech n&kolikrate CSSR representoval. Od r. 1966 je rovnéz &lenem jedné
z komisi Unie, totiZ Mezinarodni komise pro vyu&ovani matematice (ICMI).

V r. 1972 byl akademik Novak povéfen mezinarodné vyznamnou funkci: je ¢lenem
Poradni komise pro vyuZiti v€dy a techniky pro rozvoj pfi OSN.
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Kdyz bylo v r. 1972 zaloZeno Mezindrodni matematické centrum S. Banacha
ve Variavé, stal se akademik Novak, ktery se ucastnil jiz pfipravnych praci, ¢lenem
védecké rady centra a zastupcem CSAYV.

Akademiku J. “‘Novédkovi zfejmé zbyvd Cas i na vlastni védeckou prdci. Pfipo-
metime si, Ze J. Novak pracuje pfedevS§im v obecné topologii na problémech
blizkych klasické teorii mnoZin a Ze vynikl pfedev§im diimyslnymi a pfekvapujicimi
konstrukcemi, které v fadé pfipadl nasly znaéné §irsi uplatnéni. Nejvétsi vliv na roz-
voj topologie mély asi konstrukce regularniho prostoru, na némz je kazdd spojita
funkce konstantni, a konstrukce dvou spocetné kompaktnich prostori, jejichZ soucin
neni spoetné kompaktni. Nemame piehled o nepublikovanych pracich J. Novaka.
Poznamenejme jen, Ze jedna konstrukce z ¢lanku P. Erdos, A. Hajnal: On the struc-
ture of set-mappings, Acta Math. Acad. Sci. Hungar. 9 (1958), 111—131, autory
pfipsana J. Novékovi, méla znagny vyznam v logice (Jénssonovy algebry).

V poslednim desetileti akademik Novak publikoval asi 10 praci. Zabyval se pre-
devSim dal§im rozpracovanim teorie sekvencnich prostori s ohledem na vytvofeni
obecnéjsiho modelu pro pravdépodobnostni pole. Technicky, J. Novak budoval
teorii grup a algeber opatfenych konvergenci, pfi¢emZ algebraické operace jsou
spojité vzhledem ke konvergenci. Zakladnim pfikladem sekvenéni algebry je algebra
podmnoZin dané mnoZiny; grupova operace je symetricka diference, ndsobeni je
priinik a konvergenéni struktura je mnoZinova konvergence mnoZin (tj. 4 = lim 4,
pravé kdyz A = liminf A, = lim sup A,). VyuZiva se toho, Ze pro pravdépodobnosti
je o-aditivita ekvivalentni sekvenéni spojitosti. Vyjasnéni nejzakladnéjSich otazek je
velice obtizné; napf. zkuSenosti z teorie topologickych grup a z teorie uniformnich
prostorti nelze pouZit. Ostatné je znamo ze zkuSenosti, Ze sekvenéni pfistup je velice
pfirozeny, ale pfinasi vZdy specifickou a obtiZnou problematiku.

J. Novak proanalyzoval zékladni definice, zavedl pojem ziplnéni (neni to reflexe,
napf. neni uréeno jednozna¢ng) a formuloval zékladni problémy, které se zdaji byt
zna¢né netrividlnimi. Nevi se napf., kdy se da ,,uniformné‘‘ spojitd omezena funkce
rozsifit na zapln&ni (v pfipadé pravdépodobnosti to jde ve vyse uvedeném piikladg).
Na Novékovy prace v tomto zamé&feni navazali jeho Zaci R. Fri¢ (CSc.,1972) a P.
Kratochvil (CSc., 1975).

Teorie sekvenénich grup, okruhi, algeber a sekvenénich uniformnich prostori je
jesté znacné nepiehledna a proto upoustime od rozboru jednotlivych praci a odkazu-
jeme na préce [50], [53], [54] a [56].

Zajimava je posledni préce [57], ve které se mohutnost mnoZiny hromadnych
bodii totdlng divergentni posloupnosti (24dnd podposloupnost nekonverguje) odha-
duje zdola jistou charakteristikou BN — N, ktera se uz v jednom ¢&lanku vyskytla
pod nazvem ,,Novakovo ¢islo*, a bez jakychkoliv pfedpokladii z teorie mnoZin se
dokazuje, Ze tato charakteristika je v&t3i nez N;.

Akademik J. Novdk se zaslouZil o matematiku nejen vlastni védeckou praci
a vychovou nékolika generaci matematiki na mnoha pracovistich, ale i jako velice
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operativni a disledny pfedseda organisacniho vyboru vsech tfi dosavadnich prazskych
topologickych symposii.

Neméné vyznamn4 je ¢innost akademika Novaka v discipliné zddnlivé tak odlehlé,
jakou je genetika. ZuSlechtovaci proces v podminkach socialistické zemédélské
velkovyroby v CSSR se nemohl opirat o klasickou genetiku let tficatych, ale o nové
se vytvorivsi odvétvi vzniklé syntézou mendelistické genetiky a teorie pravdépodob-
nosti, tj. o genetiku populaci.

Je zasluhou akademika Novaka, Ze se tento védni obor na zakladé smluvné uzavie-
né spoluprace MU CSAV a VUZ\ v Uhtinévsi zadal u nas jiz koncem padesatych
let velmi intenzivn€ rozvijet. V roce 1961 se pak jiZ v této cesté systematicky pokraco-
valo pofadanim pravidelné konanych seminafi. Tyto seminafe plnily a dosud uspé&sné
plni dvoji funkci. Jednak ryze pracovni, kdy se fe$i konkrétni vyzkumné problémy,
jednak programovou, kdy se ddle rozpracovavaji s pfihlédnutim k svétovému trendu
teoretické zaklady selekce, Slechténi a hybridizace.

Konkrétni pfinos akademika Novdka v této oblasti spociva predevsim v rozvedeni
principtt genetickych procestt v panmiktické populaci pro populaci bisexudlni, déle
v rozvedeni modelu rovnomérné a nerovnomeérné selekce se tfemi selekénimi koefi-
cienty.

Akademik Novak v tomto pfipad€ navazal na své plivodni prace z let &tyficatych,
kdy ptsobil v Zemskych vyzkumnych ustavech zemé&délskych v Brné. Uvedené
modely byly ovéfeny na klasickém objektu genetiky, tj. na bandnové musce Drosophile
melanogaster a stale vice se ve svych principech stavaji souéasti selekénich a hybridi-
za&nich programt v chovu hospodafskych zvifat. '

Zajmy akademika Novaka v matematice nejsou omezeny na sféru Cisté védeckou.
Je napf. dobfe zndma jeho dlouholetd pomoc poskytovana vyznamné celostatni
matematické soutZi pro Zaky nasich stfednich a zdkladnich $kol: matematické
olympiddé. Prakticky po celou dobu existence olympiddy u nds je akademik Novak
&lenem Usttedniho vyboru, ktery soutdZ ¥idi (15 let byl jeho predsedou). Pro préci
v olympiad€ dovedl akad. Novak zainteresovat i dalsi pracovniky Matematického
ustavu. Také nyni jako u Feditele ustavu nachdzi matematickd olympidda u akade-

mika Novaka vZdy plné pochopeni a podporu.

Zijem o matematickou olympiddu ostatné€ souvisi s Sir§im zdjmem akademika
Novaka o otazky Skolské matematiky viibec. Akademik Novak si vZdy plné uvédo-
moval vyznam problematiky vyu€ovani matematice pro rozvoj matematiky jako celku
a proto usiloval o zabezpeceni zékladniho vyzkumu v oblasti modernisace vyucovani
matematice. Trvale se snaZi zajistit dobré podminky pro praci Kabinetu pro moderni-
saci vyufovani matematice, ktery je v poslednich letech i organisaéné souddsti
Matematického ustavu CSAV.

Akademik Novak rozhodné neni typem védce uzavieného do uzké oblasti vlast-
nich zdjma. Neuhyba pfed spoleCenskou a politickou angaZovanosti, o jejimZ vyzna-
mu pro védeckého pracovnika je pfesvédCen, jak to ostatné dovedl sam vyjadfit
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svymi projevy a &iny i celou svou &innosti ve vedoucich funkcich v CSAV i mimo ni.
V tomto duchu piisobi také na své mladsi spolupracovniky a Zaky.

Zasluhy akademika Novaka o védu byly jiz nékolikrate ocenény. V r. 1965 mu byl
proptijéen Rad prace, v r. 1970 Zlat4 plaketa B. Bolzana. Palackého universita mu
udélila v r. 1968 zlatou a v r. 1973 Pamétni medaili.
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XVI. MEDZINARODNA MATEMATICKA OLYMPIADA

V ditoch 4.—17. 7. 1974 sa v NDR konala uz XVI. MMO, ktorej poriadateImi boli Ministerstvo
¥kolstva NDR, Mathematische Gesellschaft der DDR a Ustredny vybor FDJ. StfaZe sa zt&astnil
rekordny polet krajin: Bulharsko, CSSR, Finsko, Franctzsko, Holandsko, Juhoslévia, Kuba,
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Madarsko, Mongolsko, NDR, Polsko, Rakisko, Rumunsko, Svédsko, Velk4 Britania, Viet-
namskd demokratickd republika, USA a ZSSR. S vynimkou Kuby a VDR boli vietky druZstva
osem¢lenné. Po prvy raz sa na MMO zacastnili druZstva USA a VDR a obe dosiahli veImi
dobré vysledky.

Vlastna sutaz sa konala v Erfurte, kde po 2 dni riesilo 140 u¢astnikov stitaZe celkom 6 pomerne
naro¢nych matematickych dloh z elementirnej matematiky. Na rieSenie 3 tiloh mali kaZdy den
4 hodiny &istého ¢asu. Podla dosiahnutych vysledkov bolo na zaver siitaze odmenenych 71 Ziakov,
z toho 10 dostalo I. cenu, 24 II. a 37 III. cenu. Okrem toho 3 Ziaci dostali zvla§tne ceny za origi-
nalne a zv143f elegantné rieSenia niektorych uloh.

Zo zutastnenych druZstiev dosiahlo najlepsie vysledky — ako je tomu uZ niekolko rokov —
druzstvo ZSSR. Na dal§ich miestach v neoficidlnom hodnoteni krajin skong&ili: USA, Madarsko,
NDR, Juhoslavia, Rakisko, Rumunsko, Francuzsko, Velk4 Britdnia, Svédsko, Bulharsko, CSSR,
VDR, Polsko, Holandsko, Finsko, Kuba, Mongolsko.

Ceskoslovenské druZstvo v zloZeni Balanda (C. Té&in), Kindlmann (C. Budg&jovice), Navratil
(Olomouc), Siran (Bratislava), Trlifaj (Praha), Vala$ek (Praha), Vencovsk4d (Praha), Voldfich
(Vimperk) dosiahlo celkom 158 bodov z 320 moZnych a 2 z jeho ¢lenov: Alena Vencovska a Pavel
Kindlmann, ziskali III. cenu.

Po organiza¢nej stranke bola XVI. MMO pripravena veImi dobre. Popri vynikajucej odbornej
priprave bola zna¢néd pozornost venovand tieZ stranke spolo¢enske;j. Utastnici olympiddy sa mali
moznost zozndmif tieZ s viacerymi mestami hostitelskej krajiny a s ich pamitihodnostami.
Okrem dejiska sutaze Erfurtu to boli predovsetkym Vymar, Oberhof, Suhl, Eisenach, Wartburg,
Buchenwald, Postupim a v neposlednej miere hlavné mesto NDR — Berlin, kde sa uskutoc¢nilo
slavnostné zakoncenie sufaZe a vyhlasenie vysledkov. XVI. MMO sa stretdvala v hostitelskej
krajine tieZ s primeranou pozornosfou dennej tlade a ostatnych masovokomunikaénych pro-
striedkov.

Pocas svojho pobytu na olympidde mali moZnost naddejné matematické talenty nadviazat cely
rad vzdjomnych priatelstiev, ktoré sa mozu stat veImi dobrym zdkladom pre budicu uspesni
spolupracu.

Budica — XVII. MMO sa uskuto¢ni v juli 1975 v Bulharsku alebo v Mongolskej Tudovej
republike.

Jozef Moravéik, Zilina

LETNA SKOLA ,,DIFFORD — 74

Stalo sa uz dobrym zvykom trocha vyplnit dlhi medzeru medzi konferenciami ,,Equadiff‘
usporiadavanim letnych $kol z obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic zhruba v jej prostriedku.
Takymito akciami boli letna $kola v r. 1965 v Jesenikoch a letnd $kola v r. 1970 v Krpadovej,
na ktort letna $kola ,,DIFFORD — 74, ktora sa konala od 23. do 28. 9. 1974 v Starej Lesnej
vo Vysokych Tatrach a ktorti usporiadal Matematicky ustav SAV v spolupréci s dal§imi §tyrma
instituciami na Slovensku i v eskych zemiach, navidzovala.

Koncepcia tychto letnych §kol sa uz ustalila: faZiskom programu su prednasky, resp. série
prednasok pozvanych poprednych odbornikov zo zahrani¢ia pre Ceskoslovenskych uéastnikov.
Hlavnou myslienkou je tu umoZnif intenzivny kontakt s nimi §irokému féru pracovnikov z CSSR
v oblasti oby¢ajnych diferencidlnych rovnic, o ktorého existencii iste nemoZzno pochybovat.

Toho roku prislo do Starej Lesnej 62 tcéastnikov z CSSR, traja z Madarska a po jednom
z Polska, Rumunska a ZAR. Z pozvanych prednéd3atelov zo zahrani&ia pri§li dsmi: $tyria zo ZSSR,
po jednom z Belgicka, NSR, Polska a Talianska. Patri im na3a vdaka za to, Ze pripravili skuto¢ne
velmi hodnotné prednasky a najmi za to, Ze neodmietli naSu prosbu, aby k nim vypracovali
pisomné texty. Dalsia nafa vdaka patri pracovnikom Prirodovedeckej fakulty UJEP a ich tlado-
vého strediska, ktori ich vydanie na trovni umoZnili.
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Na letnej §kole odzneli nasledovné prednasky:

V. A. BLAGODATSKICH (ZSSR): Niektoré vety o diferencidlnych inklizidch — prehlad (3 hod.)
A. CELLINA (Taliansko): Obyéajné diferencidlne rovnice v Banachovych priestoroch (2 1/2 hod.)
I. T. KiGURADZE (ZSSR): K redrii nelinedrnych dvojbodovych okrajovych iloh (3 hod.)
H. W. KNoBLocH (NSR): Linearizdcia a integrdlne variety pre obycajné diferencidlne rovnice
(21/2 hod.)
Pontrjaginov princip maxima pre problémy s ohranic¢eniami na stavové premenné (1 hod.)
J. MAwWHIN (Belgicko): Nelinedrna funkciondlna analyza a periodické riesenia obycéajnych diferen-
cidlnych rovnic (3 hod.)
A. D. MYyS3kis (ZSSR): Rovnice kapildrnej rovnovdhy a nebernsteinovské okrajové tilohy (2 hod.)
Systémy s prepinanim (1 hod.)
C. OLEcH (Polsko): Existencia rieseni nekonvexnych orientorovych poli (1 hod.)
Existencia oprimdlnych riadeni (1 hod.)
Ju. A. RiaBov (ZSSR): Rovnice s malym parametrom pri najvyssej derivdcii (1 hod.)
Numericky analytické periodické riesenia (1 hod.)
Nelinedrne rovnice s malym oneskorenim ( 1hod.)

Ucastnici nasli v Skolskom a rehabilita¢nom strcdisku Vychodoslovenskych energetickych za-
vodov velmi prihodné prostredie s peknou predndaskovou miestnostou. Aj pocasie §kole prialo:
prvych 5 dni ndm pripominalo, Ze z hladiska kalendara neprichodi $kolu nazyvat letnou, ¢im
znizovalo pokusenie chodit za $kolu; zato posledny dei to vynahradil a moze sluzit ako vychovné
memento pre tych, ktorym vzdy pdsobi tazkosti vydrzat do konca.

Je zaujimavé, Ze hoci prednasatelom bola dana volnost vo vybere témy a vyber prenasatelov
tiez nebol velmi systematicky (u prednasatelov zo zahrani¢ia by sotva bolo mozné také nieco
ziadat), napokon sa medzi prednaskami objavilo dost vzdjomnych stavislosti. Ak to bola nahoda,
mali sme $tastie; ak v tom v3ak bolo kus zakonitosti, tym lepSie pre matematiku.

Utastnici sa zhodli na tom, Ze §kola sa vydarila a Ze bude i v budticnosti uZitoé¢né v ich tradicii
pokracovat.

Pavol Brunovsky, Bratislava

OBHAJOBY A DISERTACNI PRACE DOKTORU A KANDIDATU VED

Pied komisi pro obhajoby doktorskych disertacnich praci obhéjil dne 19. listopadu 1974
PhDr. ERNEST Jucovié, CSc., prici na téma: ,,0 kombinatorickej Strukture map na orientovatel-
nych plochach®.

Pied komisemi pro obhajoby kandtdatskych disertacnich praci obhajili dne 18. ervna 1974
vietnamsky statni pfisluSnik PHAM VAN KIEU praci na téma: ,,The central limit theorem for con-
trolled Markov and semi-Markov processes*, dne 17. zafi 1974 Ota SMib praci na téma: ,,Linear-
ni systémy a diferencialni operatory‘‘, dne 19. zafi 1974 RNDr. MirosLAV HLADKY praci na téma:
,,»Zobecnéni precedencnich relaci a gramatik®, dne 20. listopadu 1974 RNDr. STANISLAV SMAKAL
praci na téma: ,,Uzaviené prostorové kfivky*, dne 26. listopadu 1974 MIROSLAV DONT praci
na téma: ,,Fredholmova metoda a rovnice vedeni tepla““ a JAROSLAV PELANT préici na téma:
,, Vztahy mezi rliznymi typy zobecnénych fefeni obyéejnych diferencialnich rovnic* a dne 4. pro-
since 1974 RNDr. ANNA NEUBRUNNOVA praci na téma: ,,O zovSeobecneni pojmu spojitosti
funkcie* a RNDr. FRANTIEK SIoLAK praci na téma: ,,0 ohraniCenosti rieSeni diferencidlnych
rovnic s oneskorenym argumentom-®,

Redakce
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