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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

O ELEMENTARNIM DUKAZU PRVOCISELNE VETY

BRETISLAV NovAK, Praha

Bud n(x) poget prvocisel nepfesahujicich x. JiZ GAuss a LEGENDRE vyslovili do-
mnénku, Ze

X
(1) m(x) ~ i D)
gXx
Trvalo vSak velmi dlouho, neZ byly udinény prvé kroky k ditkazu této ,,prvociselné
véty*. Prvy pokrok znamenal vysledek ruského matematika CEBYSEVA:

n(x) < x
Ig x

tj. existuji dv€ kladné konstanty ¢, a c, tak, Ze pro viechna x 2 2 je

X x
g — < m(x) < ¢y —.
Ig x

Trvalo skoro padesit let, neZ na zaklad€ fundamentélni price B. RIEMANNA se neza-
visle na sob& a skoro soucasné podafilo v r. 1896 HADAMARDOVI a DE LA VALEE-
PoussiNovi dokézat vztah (1). Jejich ditkaz nebyl elementérni: pouZival dosti hlu-
bokych vysledki z teorie funkci komplexni prom&nné a zejména pak vlastnosti

Riemannovy dzeta funkce, kterd v polorovin€ Res > 1 je definovdna znimym
vztahem

(=3 .

n=1n°

Ukazalo se vSak, Ze k aproximaci funkce n(x) se lépe hodi tzv. integréllogaﬁtmus x

. * du
lix = —_
2lgu
1) Vztah f(x) ~ g(x) znamens, ¥¢ lim f(x)/g(x) = 1.
x—++ o
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coZ — jak se zd4 — pfedvidal jiz Gauss. De la Valeé-Poussine dokéazal totiZ mnohem
vice, neZ (1):

(2) ’ n(x) =lix + O(xe‘aJ(lsx)) ,2)

s vhodnou konstantou o (napf. o = 0,186). ProtoZe pro kazdé pfirozené m mame
(integrace per partes)

. * du X 1!'x (m = 1)!x x
lix = — =t ——t ..+ + 0 — )
Jlgu  lgx  lgtx Ig" x Ig""* x

je (2) mnohem lepdi neZ n(x) = lix + O(x1g™™ x) pro sebevétsi m, ale souasng&
mnohem hor3i nez n(x) = li x + O(x'~°) pro sebemensi ¢ > 0 (vztah tohoto druhu
ostatnd mebyl dosud dokazan). Pro pfedstavu, jak jsme daleko od definitivniho
vysledku, uvedme, Ze LITTLEWOOD dokéazal v r. 1914 vztah

n(x) =lix + Q(Jxlg—;g]ﬂ)

gXx

Od diikazu vztahu (2) do dne¥ni doby se usili generaci matematikii zaméfilo na
zlepSeni tohoto vysledku a na zjednoduseni ditkazu tj. zejména na jeho elementérni
upravu. Snaha celkem pfirozena: problém je formulovany velmi elementarné a tedy
by mélo existovat jeho feSeni ,,stejnymi‘‘ prostiedky.

Zustaneme-li na chvili u neelementarnich metod, miizeme fici, Ze aZ do dnes$niho
dne se podafilo (2) zlepsit ,,pouze* na

(3 a(x) = L x + O(xe™(8x)*/*(slen)=1/%)

(sov&tsti matematici Vinogradov a Korobov nezéavisle v r. 1958!), kde « je jista kladna
konstanta. O t&chto vysledcich se lze dogist napt. v monografiich [4], [9], [10], [14],
[17] a v ugebnim textu [11]. Upozornéme téZ na podrobné recense V. JARNIKA
(tento Casopis 67 (1937), D 54-56, 67 (1938), D 303-306, 74 (1949), D 51—54,
85 (1960), 364—392 a zejména 76 (1951), 35— 65, které se celé problematiky tykaji.

wwr

Dlouhy vyvoj prodélala snaha o co nejjednodus3i (co do pouZitych prostfedki)
diikaz. Uvedme zde jen jména LANDAU, WIENER, GROSSWALD, INGHAM atd. VSechny
tyto ditkazy — jakkoliv jednoduché — se omezily na vztah (1) a nevyhnuly se pouZiti
vlastnosti Riemannovy dzeta funkce (je zndmo, Ze prvogiselna véta (1) je disledkem
vztahu {(s) + 0 pro Res = 1 a toho pouZivaji viechny ,,tauberovské® dikazy).
Mnozi matematici se dokonce domnivali (napf. Hardy v r. 1940 — viz [8], str. 38),
Ze diikaz prvogiselné vdty, nepouZivajici alespoii této vlastnosti funkce {(s), neni
mozZny. ‘

2) Pripomefime, e zapisy f(x) = 0(g(x)), f(x) = o(g(x)) a f(x) = 2(g(x) pro kladnou funkci

g(x) znamenaji postupné lim sup | f(x)/g(x)| < + oo, =0, >0.
x—=+ o
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Proto elementarni diikazy objevené v r. 1948 norskym matematikem A. SELBERGEM
[15] a znamym madarskym matematikem P. ERDOSEM [5] vzbudily svétovou senzaci
a vyvolaly okamZité celou fadu praci. Elementarni neznamena ovSem jednoduchy.
Lze vSak doslova fici, Ze vystaime jen se zdkladnimi pojmy teorie funkci redlné
proménné tj. s pojmem derivace a integralu (a s troskou pfehan&ni miZeme fici,
Ze i pojem integral pouZivame pouze pro pohodli). Elementérni diikaz tedy nepouZiva
ani Riemannovu dzeta funkci, ani teorii funkci komplexni proménné, Fourierovou
transformaci atp. Pochopitelné se postupné€ objevovaly riizné varianty elementarniho
dikazu (viz [4], [7], [10], [14], [16] a pfehlednou préci [13]; v &eské literatufe je
jedna varianta uvedena v uebnim textu [19]). VSichni autofi se snaZili pochopitelng
dokazat elementarnimi prostfedky vice neZ jen vztah (1). Pomé&rn& brzy byl nalezen
elementérni diikaz vztahu

(4) n(x)=lix+0< = )

1g1+c X

(vAN DER CorPUT (1965) ¢ = 0,005, BrEUSCH (1960) ¢ = 4 — ¢ pro kaZdé ¢ > 0,
WIRSING (1962) ¢ = , DusuMBETOV (1963) ¢ = 1 — ¢ pro kazdé ¢ > 0; moZnost
takového zlep3eni pfedvidal jiZz Selberg — viz [15]). Zdélo se vSak, Ze dal3i pronikavé
zlepSeni nebude elementdrnimi metodami dostupné (GELFOND [6]). Pfekvapenim
tedy bylo, Ze v r. 1962 nezavisle na sob& a rliznymi metodami italsky matematik
E. BoMBIERI a némecky matematik E. WIRSING (viz [1] a [18]) ukazali, Ze vztah (4)
plati pro kazdé ¢ > 0. Za necelych osm let pak H. G. DiAMOND a J. STEINIG [3]
podstatng sniZili naskok analytickych metod elementarnim (i kdyZ skoro Sedesati-
strinkovym) diikazem vztahu

(5) n(x) =lix + o(xe‘('sx)‘/’(lslgx)-z) .

Technickym zdokonalenim jejich prace pak v roce 1973 dokazali A. F. LAVRIK
a A. S. SoBirov [12] nejlepsi sou¢asny publikovany vysledek, dosaZeny elementarnimi
metodami:

(6) (x) = li x + O(xe™(89"/Us1897%)

(pro presnost: exponent 3 v (6) Ize zmensit na 23).

DosaZeni té€chto vysledki je velmi zajimavy pfiklad kolektivni price v matematice
»»na dalku‘. ZjednoduSovani ptivodniho dikazu, jeho nové varianty, pomahalo
najit ,,slabsi* mista, my$lenky letmo vyuZité jednim autorem rozviji dalsi v rozsahlou
teorii atp.

Pokusime se nyni naznadit zdkladni postupy uvedené problematiky tak, aby vy-
nikly podstatné momenty, i kdyZ to v daném oboru, ktery je vazan nejen na hluboké
mySlenky ale i na jejich obtiZnou realizaci, neni dosti dobfe moZné. V dalsim budou
pismena p a q (pfipadng s indexy) znamenat riiznd prvoéisla, m, n, i, j oznaduji
nezéporna cela &isla, n > 0; x = 1 a y = 1 jsou realna &isla.
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Ztejm& miZeme psat
N =[x =31, a(x)=X1.
nsx PSx
Lze Fici, Z¢ veSkeré potiZe spolivaji v tom, Ze funkce n(x) je velmi ,,nevhodn&*
volena, nebof prvodisla jsou definovidna svymi multiplikativnimi vlastnostmi. Bud
proto

T(x)=1g[x]!=Ylgn, Hx)=Ig[[p=Y1lgp,

nsx P=Ex PSx

a ptejme se, jaky je vztah mezi funkcemi n(x) a §(x). Parcialni sumaci dostaneme ihned

9(x) = ;x(lgx +1gp—1Igx)=n(x)lgx — Y Tt

psxJp t’
tj.

(N Hx) =n(x)lgx — J

2

Ul a podobné =(x) = 3z) + Hi)ds o
t lgx ), tlg*t

Odtud je jiZ zfejmé, Ze vztahy n(x) ~ lix a §(x) ~ x jsou ekvivalentni; dokonce
z kazdého odhadu rozdilu §(x) — x dostaneme odpovidajici odhad rozdilu n(x) —
— li x. Omezime se tedy na vy3etfovani (Ceby3evovy) funkce 9(x). Abychom zachy-
tili vztah mezi funkcemi 3(x) a T(x), uvaZme, Ze k 3(x) p¥ispivaji jen prvogisla, kdeZto
k T(x) viechna pfirozend &isla. Zkusme tento rozdil zmensit zavedenim funkce
(Cebyzev)

Ztejmé e "
¥(x) = 8(x) + ¥ lgp = 9(x) + O(J(x) Ig x)
i3

(jep! <x,j=2tj.j<lgx/lgp, p < ./x)a tedy opét sta&i studovat funkci-ulf(x).
Snadno nyni nahlédneme, Ze

W) = T, TAE) = lgn

kde tzv. Mangoldtova funkce A(n) je rovna Ig p pro n = p’ a nule jinde (y(x) je vlast-
né& logaritmus nejmensiho spole&ného nésobku é&isel 1, 2, ..., [x]).

Pro zjednodu$eni dalSich tivah bude vhodné zavést jistou integralni symboliku.
Je-li F funkce (obecn& komplexni) definovana na reilné ose, nulova na intervalu
(= o0, 1), spojita zprava a s lokaln& kone&nou variaci, miiZeme obvyklym zpiisobem
definovat miru dF na vSech omezenych borelovskych podmnoZinidch redlné osy
(vystatime ostatn& jen s omezenymi intervaly a jejich disjunktnimi sjednocenimi).
Ziejmé je '

9 = J 1_+ dF()
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(v dal§im znaky + a — vynechavame). Pro dvé funkce F a G s uvedenymi.vlast-
nostmi existuje

H(x) =j:6<§) dF(t) pro x =1, B =0 po e=l

a tato funkce spliiuje stejné pfedpoklady, tj. ur€uje miru dH. Tuto miru nazveme
(multiplikativni) konvoluci mér dF a dG: dH = dF * dG. Je znamo, Ze systém vSech
takto definovanych mér tvofi pfi obvyklém sc¢itani a konvolu€nim nasobeni komuta-
tivni algebru, jejiz jednotkou je Diracova mira v bod& 1: dP (P(x) = 1 pro x 2 1,
jinak P(x) = 0). Specialn& tedy je konvoluce komutativni a asociativni. Dale:
k mife d4 existuje inversni mira dA™! (tj. d4 * dA™! = dP) pravé kdyZ? d4{1} + 0
(viz [2]). Snadno zjistime, Ze je-li

Fj(x)=2fj(n)’ j=1’2,3’ dF3=dF1*dF2,
je nutné nsx

) = ZH@F: (d)

a naopak (tzv. Dirichletova konvoluce funkci f; a f,). Definujme kone&n& zobrazeni L'
nasi algebry do sebe vztahem

I'dA = dB, kde B(x) =J. lg"t dA(f) pro x =1, B(x)=0 jinak.
1

Z vlastnosti logaritmu ihned dostaneme, %e L = L! je derivaci v nasi algebfe tj. L je
linearni a plati

L(dA = dB) = (L<'1A) *dB + dA = (LdB).
Vyse uvedené vztahy mezi funkcemi =, 9, ¥ atd. mﬁieme tedy zapsat takto
d% = Ldn, dT= LdN, dT = dy xdN
tj. :
(8) LdN = dy *dN .
Pro ilustraci celé techniky uvedme diikaz &asti CebySevovy véty, tj. vztahu nl/(x) =

= O(x). Potfebujeme tedy z (8) vyjadfit dy, tj. hledame miru inversni k mife dN.
Hledejme ji ve tvaru AN~ = dM, kde M(x) = Y u(n). M4 byt dM *dN = dP tj.

nsx

1 pro n=1
,,Zl,,"(d)‘o pro n>1.

Odtud postupn&: (1) =1, u(p) = —1, u(pq) = 1, u(p*) = 0 a obecn& u(p,p, ...
... p) = (=1), jinak p(n) = 0. Z (8) mame

) dy = (LAN) +dN"!
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a kone¢né

W(x) = f :(LdN) £dN-1.

y y
JLdN—det
1 1

kde dt oznaluje obvyklou (Borel-Lebesgueovu) miru na intervalu [1, + o). ProtoZe

Nyni je

<lgy,

- [ I :L(dN _ di)

y
det=y1gy—y,
1

dostavamg po kratkém vypoctu
(10) V() = f (f g - —) aN=1()
N\ttt

PouZijeme-li nyni hrubého odhadu |u(n)| < 1 (tj. nahradime-li miru dN ~! mirou dN),
dostaneme trividlni vysledek y(x) = O(x 1g* x). UvaZme proto, Ze

y y
det—jdt*dN= -1 +y) + 01),
1

1

kde 7 je Eulerova konstanta. Lze tedy psat

dy —dt + (1 + y)dP = (LdN — dt*xdN + (1 + y)dN) xdN !

a tudiz
lﬁ(x)—x+y=-[ (LdN — dt*dN + (y + 1) dN) *dN~*.
1

ProtoZe dle vySe uvedeného

B(y) = Jy(LdN — dt#dN + (1 + 9) dN) = 0(Ig 2y),
je
Wx)—x+y= J‘IO (lg 2Tx) dN"(t) = O(x),
a odtud ihned Y(x) = 0(x).%)

V§imnéme si, Ze jsme pfi odhadech pouZili pouze trividlnich vlastnosti funkce p
a dale, Ze timto postupem lepsi vysledek nedostaneme, nebof nevyjde ani z (neplatné-

3) Piseme rad&ji B(y) = O(lg 2y), abychom p#i integraci mohli ihned pouzit odhadu |B(»)| <
< Clg 2y s vhodnou konstantou C pro viechna y = 1.
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ho) odhadu B(y) = O(1). Pro tplnost uvedme, Ze ze vztahit dP = dN +dN~?
adt = (dt x dN) * dN~* Ize snadno odvodit (H. N. SHAPIRO) :

‘rdN_l(t) = 0(1), J'xlg(__tx/_t)dN‘l(t) = 0(1)

1 t 1

a z nich a (10) opét vysledek y(x) = O(x). Zde jsme jiZ vyuZili hlubsich vlastnosti
funkce p. Je zajimavé (viz [7]), Ze ze vztahu

f d_litl‘) = Tl = of1)

1
plyne prvoliselna véta.

Zkusme jit dale. Ve funkci y(x) zachycujeme pouze &isla p’. Jak zachytit jest&
viechna &isla tvaru n = p/q'? Je

ZA(d)A(g) =2lgplggq.

d|n

Hledejme tedy vztah, v némZ bude mira dys » dy. Je dy « N = LdN a tedy (Ldy) =
*dN + dy * (LdN) = I’ dN tj. (Ldy)*dN + dy «dy *dN = [* dN a kone&ng

Ldy + dy xdy = (I2dN) »dN"1.

Abychom odstranili neptijemny faktor N ~! hledejme p¥ibliZné vyjadfeni miry [ dN
ve tvaru d4 * dN. Jednoduchym vypodétem zjistime, Ze

ﬁLZ dN = Jj(ZLdt + ¢, dt + ¢, dP) *dN + O(Ig*2y),
kde ¢, a ¢, jsou jisté konstanty a dosazenim ziskdme Selbergovu identitu
(11) j :(Lw + dy wdy) =2 J :Ldt + 0(x).
PiSeme-li nyni dR = AN — dy a uvaZime-li, Zz
J:d./, 5 0 s J:Ldt L 0(x) a L’de =£‘dN*dN + 0(x)
Ize (11) ptepsat ve tv;ru

(12) rLdR - J :dR «dR + O(x) .

1
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Jak nyni odvodime z (12) prvogiselnou v&tu (ve tvaru R(x) = o(x))? Integraci per
partes dostaneme

(13) R(x)lgx = f :R (f) dR(t) + O(x)

a tvar tohoto vztahu nabizi tento postup: je-li zndm né&jaky odhad pro funkci R,
pouZijeme ho vpravo v (13) a doufame, Ze faktor Ig x vlevo nam umoZni odvodit
odhad lepsi. Vzhledem k potiZim (faktor dR) je vztah (13) nejprve riizn& upravovan.
Tak napf. SPECHT [16] vychazi z nerovnosti

09 1ol s 5 5 Jo(2) ten+ 0(5), xe a9 =9 - x,

nsx

le
Prachar [14] ze vztahu

9(x)1gx + ZS(f)lgp =2xlgx + o(x1gx),
psx \P
Gelfond [7] vyuZiva nerovnosti

(15) OTEED)

M <§)| + O(x1glgx),
n

x
nebot lze ukazat, Ze vztah M(x) = I dN~! = o(x) je ekvivalentni s prvoéiselnou
1

vétou. Obvykly dikaz pak probiha ve tfech krocich (formulujeme pro Spechtovu
variantu:

a) v kaZdém ,,dosti velkém* intervalu existuje bod, v n&mZ je funkce ¢ velmi mala;
b) funkce g se ,,pomalu* méni:

lo(x) — ey)| = |x = y[ + O <ng—y)

Pro x = x4, 3x < y < 2x;

c) ke kaZdému & > 0 existuje v kaZdém intervalu, ktery je dosti dlouhy, ,,velky*
podinterval, v n&m¥ je |o(x)| < ex. Rozd&lime-li nyni vhodn¥ soudet v (14), lze
s vyuZitim c) najit pom&rn& hodn& jeho malych &leni. Specidlng: existuje konstanta K
tak, Ze z platnosti vztahu Ig(x)l < cx pro x = x, plyne existence x, tak, Ze

2
le(x)] < ex (1 - ;—() pro x = x,

Opakovanim této uvahy ihned dostaneme, Ze g(x) = o(x).
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Z hlediska provedeni celého diikazu neni funkce ¢(x) = ¥(x) — x pfili§ vhodna —
ma relativng velké skoky. Proto Wirsing [18] vy3etfuje miru ¢~* dy/(t). Funkce

Q(x)=f%f')

ma totiZ v bod€ x = n skok jen A(n)/n. PouZijeme-li CebySevova vztahu, najdeme

postupné
- o [ 20w

xlgx + O(x) = x Q(x) + O(x)

tj.
a tedy
O(x) =lgx + 0(1).

Zavedeme-li tedy miru dw vztahem dw = dR(t)/t = (d¢ — dN)[t a pouZijeme-li
rovnosti

J. ditv=1gx+y+o(1)
1
dostaneme vysledek
o(x) = J do(t) = 0(1).
1
Zdalo by se, Zz ze vztahu w(x) = o(1) jiZ odvodime prvo&iselnou vétu. BohuZel,

tento vztah neplati: je totiZ w(x) = 2y + o(1). Proto bud do = dR(f)/t — 2y dP
(7 je stale Eulerova konstanta). Plati tedy o(x) = O(1) a dale je

R(x) =_[ t(do + 2y dP) = x(a(x) + 2y) — f 2y + (1)) dt + 0(1)
1 1
i,
R(x) = x o(x) —J~ o(t)dt + O(1).
1
Prvogiselnd véta ve tvaru R(x) = o(x) plyne ihned ze vztahu o(x) = o(1); obecn¥

z kazdého odhadu funkce o(x) plyne odpovidajici odhad R(x). Podobn& jako vztah
(13) mizeme odvodit

(16) ofx) Ig x = J' 7 (f) doft) + O(1)
Pro pohodli zapisu pisme o(e®) = 7(¢); je tedy (&) = O(1) a
(17) @) = [(xe ~ myacty) + o(0)
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(nyni uvaZujeme miry na intervalu [0, + o0)!!). DileZité nyni je, Ze funkce t ma malé
oscilace. Pfesnéji (srovnejte s podobnym vztahem pro g!)

lf(f)—f(ﬂ)léf—n+0(—1—>, 0o<nse.
147

To ndm umozZiiuje nalézti ke kaZdému & > 0 po &astech linearni funkci 7, tak, Ze

(15 £nlé) = [ xole = m) ano) + 2 0), €22,

(19) [to(é)] 1 + ¢ aZ na spoetné bodi,

(20 h@%—%@N=0(—LJ-

1+¢

a tedy také 74(¢) = O(1). Vztah (18) miiZeme nyni pfepsat na

(21) E1o(8) = j:ro(f — 1) to(n)dn + O(lg&), &€=2.

Schwarzova nerovnost nam nyni umoZni odhadnout funkci 74(£) pomoci jeji sttedni
hodnoty na intervalu (0, &). Vzhledem k (19) sta&i nyni dokazat

@ [Caman - o).

nebot z (21) plyne
(23) Elro()] = (1 + &) &2 (J.ztg(n) dn)1/2+ o(ig ¢é).

(Poviimn&me si, Ze vztah 7o(¢) = O(1) neda nic nového.)
VyuZijeme opét (21). Na n&kolika fadcich l1ze ukézat, Ze [§ t(n) dn = O(1), tj. dle
(20) je [5 7o(n) dn = O(Ig x) a tedy
1 ¢
(24) —jrdﬂdn=o@)
¢Jo
Wirsing nyni odvodil zdsadni tvrzeni, které pro zajimavost uvadime v plném obecném

zné&ni (viz [3]).

Wirsingovo lemma. Budte f a g redlné méfitelné funkce na (0, + ) a necht
pro vhodnd redlna A =2 1, u =21, F >0a G > 0 je

lim sup xl‘z‘f fA()dt £ FJ(24 — 1), lim sup x"z“J' g*()dt < GJ2u — 1).
o

x>+ X—® 0
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Je-li pro x > 0

h(x) f f(x — 1) g(1) dt

B(i )
lim x‘lf h(f)dt =0,
x—+ 0 0

je pro kazdé x, > 0

lim sup x'lj. h*(t) dt < 3FG.

x—*+

UZijeme-li toto lemma pro A = pu = 1, dostaneme z (24), (21) a (19)

lim sup lj 15(f) dt < }1lim sup lJ‘ 15(t) de (1 + ¢)?
XJo XJo
a tedy (tfeba pro ¢ = 55) i (22).
Doposud jsme uvedli jen nastin dikaz@ vztahu (1). Jak nyni Wirsing dokézal
svlyj vysledek? UvaZujme tfi vztahy:

(25) ) = 0(™),

(26) (0 = [((¢ - nyactn) + 0(c%)
_éjo R ’

27) () = )] £ J¢ 1] + 0(7).

Wirsing nyni ukazuje:

a) (26) a (27) plati pro f = 1,

b) z (26) a (27) plyne platnost (25) pro « = B,

¢) ze vztahu (25) plyne (26) a (27) pro kazdé f < « + 1.
Cast c) je celkem rutinni. NejobtiZn&j3i je €ast b). Nejprve je pomoci (27) sestrojena
spojita, po &astech linearni funkce 7, tak, aby bylo |t5(£)] < 1 + o(1) (s vyjimkou

bodt, v nichZ derivace neexistuje) a |7o(¢) — ©(¢)| = O(¢7). Déle je indukei defino-
vana posloupnost funkci 74, 74, ... vztahy

(&) = % f:rn-l(é = 1) tn-1(n) dn .

Plati-li nyni (25) pro jistou hodnotu «, 0 < « < B, lze odtud s pouZitim (26) a (27)
odvodit vztah

(28) (€) — (&) = 0(¢™™),
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kde B, = o + (B — a)/(B + 1)". VyuZitim Wirsingova lemmatu (pro 4 = u = 1) vyjde

4
: f ©,2(n) dn < 217FE + o(¢)
0

a odtud pro dosti velké pfirozené N

() = (™)
tj. dle (28) také
(¢) = 0(c™ ).

Uvazime-li, Ze N lze zvolit pouze v zavislosti na B, je b) dokdzano. Poznamenejme
jedt&, Ze lze misto s a) zapogit s trividlnim odhadem (25) pro « = 0. Vztah (17)
miZeme chapat jako variantu Selbergovy formule, vztah (26) jako jeji zpfesnéni.
Wirsingtiv duikaz je tedy zaloZen na postupném zpfesiiovani Selbergovy formule.

Bombieriho postup je zaloZsn na jiné mySlence. Pfipomefime, Ze Selbergovu for-
muli jsme odvodili na zakladé mySlenky zachytit nejen prvocisla a jejich mocniny,
ale i €isla, v jejichZ rozkladu na prvodinitele mame dva prvoéiselné faktory. V tomto
piipadé jsme vysli ze snahy odvodit formuli, obsahujici miru dy * dyy. Bombieri
odvodil ,,Selbergovy formule vy$Sich fada‘ a jejich duslednym vyuZitim dokazal
stejny vysledek jako Wirsing.

Na z&v&r uvedme néstin diikazu vztahu (5), jak je uveden v [3]. Podstatnou roli
zde hraje dimyslnad kombinace myslenek obou praci [3] a [18]. Pom&mné& pracnou
cestou Ize odvodit nasledujici zobecn&ni Selbergovy formule (12)

(zg)f 2" dy + B~(n, n)'[ Etdy Dt dy = 2'[ 2" dt + O(xn*" 1g" x),
1 1 1

stejnomérné pro n = 12.

PoloZime-li

R(x) = R(x, n) = f "D1(dN — ),

1

dostaneme misto (13)
J. L'dR =B~ Y(n, n)Jv R (—)f) dR(t) + O(xn*"1g" x) .
1 1\
Z (29) ihned plyne pro kazdé ¢ > 0

x+y x+y
og-[ L'"ldn,b§(2+e)j L~1dt + 0,(x), 0<y<ecx,

x
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